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RESUME. Cette etude presente une methode d'optimisation pour generer des maillages 
geometriques enrichis de type elements finis a partir d'une triangulation initiate arbitraire 
d'une surface. En premier lieu, on construit un support geometrique de continuite d'ordre 
G'associe a la triangulation initiate de la surface, representant ainsi une approximation 
adequate de la geometrie de la surface sous-jacente. Puis on optimise la triangulation initiate 
au regard de cette geometrie et de la qualite en forme des elements. Une application 
particuliere et interessante de cette approche est relative a la simplification geometrique des 
maillages, pour laquelle l'objectif est de reduire le nombre d'eliments du maillage en 
preservant ['approximation geometrique, la qualite du maillage resultant etant controlie. 
L'approche proposee est validee a l'aide de quelques exemples destines a des applications 
variees qui sont evalues numeriquement au moyen de criteres geometriques. 

ABSTRACT. This study presents an optimisation method suitable te obtain an enriched geometric 
finite element mesh, given an initial arbitrary triangulation of a surface. To this end, we 
construct at first a geometric support G' continuous associated with the initial surface 
triangulation, which represents an adequate approximation of the underlying surface 
geometry. The initial triangulation is then optimized with respect to this geometry and the 
element shape quality. A specific and interesting application of the proposed approach 
concerns the geometric mesh simplification, in which the goal is to reduce the number of mesh 
elements and to preserve the geometric approximation as well as the quality of the resulting 
mesh. The theoretical approach is validated by means of a few examples related to various 
applications which are numerically evaluated using geometric criteria. 

MOTS-CLES : maillage de surface, approximation polyedrique, optimisation de maillages, 
adaptation de maillages, simplification de maillages. 
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1. Introduction 

Les triangulations et maillages de surfaces jouent un role tres important 
dans les simulations numeriques basees sur des methodes d'elements finis. Le 
maillage de la frontiere d'un domaine quelconque de ~3 est un probleme repute 
difficile qui a fait l'objet de nombreux travaux recemment (voir par exemple, 
[SHE 92], [HOP 96], [RYP 94], [SAM 94], [MAR 96], [BOR 97a], sur la trian
gulation des surfaces parametriques). Le resultat obtenu n'est pas toujours 
satisfaisant, les triangulations generees correspondant a des approximations 
grossieres de la surface ou comptant un nombre d'elements trop important 
pour etre exploitables. Dans ce contexte, le controle rigoureux de l'ecart entre 
le maillage (qui correspond a une approximation geometrique polyedrique de 
Ia surface) et la surface reelle est l'une des cles de la modelisation. Cet ecart re
presente localement, pour un element du maillage, la plus grande distance d'un 
point de cet element a la surface. Par definition, cette contrainte est fonda
mentale et permet d'assurer, si elle est satisfaite, la validite de !'approximation 
geometrique par rapport a une tolerance donnee. 

On appelle maillage geometrique [FRE 97], un maillage satisfaisant cette 
contrainte geometrique. Dans le cas d'une surface composee de carreaux definis 
par des surfaces polynomiales ou rationnelles (par exemple, la plupart des sur
faces generees dans les modeleurs geometriques), Sheng et Hirsh [SHE 92] et 
Piegl et Richard [PIE 95] ont propose une methode de generation de maillage 
dans laquelle l'ecart a Ia surface est controle. Pour d'autres types de surfaces 
telles que celles rencontrees par exemple dans des applications biomedicales, le 
probleme est beaucoup plus crucial, dans la mesure ou cet ecart ne peut etre 
controle par les methodes de generation elles-memes [LOR 87). 

Dans le contexte des methodes de discretisation pour des applications de 
type elements finis, un autre requis vient s'ajouter au precedent. En effet, la 
qualite en forme des elements du maillage joue un role preponderant dans la 
convergence de la simulation numerique et la precision des resultats [CIA 91]. 
Les methodes classiques d 'optimisation de maillages permettent eventuellement 
de repondre a cette requete, sans toutefois respecter la geometrie de la surface. 

On s'interesse ici a la generation de maillages geometriques surfaciques de 
type elements finis. On suppose que Ia surface est representee par une triangu
lation initiale dotee eventuellement de specifications geometriques (aretes vives, 
points singuliers, etc.). On definit un support geometrique (assez lisse, d'ordre 
G1) associe a la triangulation initiate de la surface representant ainsi une ap
proximation adequate de sa geometrie sous-jacente et on optimise le maillage 
de depart au regard de cette geometrie pour obtenir un maillage geometrique 
et egalement au regard de la qualite en forme des elements pour obtenir un 
maillage de type elements finis. 

Ce support geometrique peut etre defini de maniere intrinseque (par le 
biais d'un modeleur geometrique) ou d'une maniere independante (en definis
sant une geometrie basee sur la triangulation d'origine de la surface). Dans 
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le premier cas, on suppose ainsi que l'optimiseur a acces a la definition geo
metrique analytique de la surface qui a servi a construire une triangulation 
initiale. Dans le second cas, on suppose que cette information n'est pas dispo
nible et la seule donnee accessible de l'optimiseur est la triangulation initiale 
de la surface. L'optimisation est basee essentiellement sur un couplage de mo
difications topologiques locales (gouvernees par la qualite des elements de la 
triangulation et la geometrie de la surface) et des operations visant a subdi
viser les aretes trop longues, a supprimer les aretes trop courtes et a bouger 
les sommets du maillage. La longueur des aretes est calculee dans une me
trique appelee geometrique de telle sorte qu'une longueur d'arete ideale dans 
un maillage geometrique soit egale a un [BOR 97a]. 

Le nombre d'elements du maillage geometrique est generalement lie al'ecart 
entre le maillage et la surface reelle sous-jacente. En particulier, pour !'obten
tion d'un maillage geometrique satisfaisant, l'ecart doit etre suffisament petit 
(en pratique, inferieur a 10 degres), ce qui conduit generalement ala generation 
d'un nombre d'elements trop important. En revanche, quel que soit le domaine 
d'application envisage, un nombre d'elements trop important est penalisant. 
II est done interessant de trouver un compromis entre !'approximation geo
metrique d'une part et le nombre d'elements du maillage d'autre part. C'est 
l'objectif des methodes de simplification (ou de decimation) de maillages. 

Les methodes de simplification peuvent etre classees en deux categories, se
lon qu'elles sont basees sur !'optimisation de criteres geometriques [GUE 96], 
[HAM 94], [KAL 96], [SCH 92] ou qu'elles modifient la triangulation initiale 
pour optimiser une fonction d'energie adequate [HOP 96], [TUR 92]. Les do
maines d'applications potentiels sont multiples et interessent notamment la 
simulation numerique (biomedicale ou autre), la visualisation, la compression 
de donnees, etc. 

Dans notre approche, la simplification de maillages de surfaces est conc;ue 
comme une application particuliere de la methode proposee. En effet, comme 
l'enrichissement geometrique du maillage est conditionne par l'ecart (geome
trique) desire du maillage a la surface, il suflit de considerer des ecarts plus 
importants ainsi qu'une valeur minimale de taille pour obtenir des maillages 
simplifies. 

La methode est appliquee a quelques triangulations de surfaces, pour ge
nerer des maillages geometriques enrichis et simplifies de ces surfaces. Ces 
maillages sont illustres et evalues numeriquement a }'aide de criteres geome
triques bases sur la seule discretisation (maillage) de la surface. Les exemples 
de surfaces consideres sont representatifs de differents domaines d'applications 
dans le contexte de simulation numeriques par des methodes d'elements finis 
(biomecanique, mecanique des solides et mecanique des fluides). 

Section 2, on precise le support geometrique assode a une triangulation 
de surface donnee et on indique les principales requetes de l'optimiseur au re
gard de ce support. Section 3, on rappelle la notion de maillage geometrique 
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d'une surface. Section 4, on donne le schema general de l'enrichissement geo
metrique et on detaille les principales operations impliquees dans ce schema. 
Section 5, on presente une application particuliere de ce schema, Ia simplifica
tion geometrique de maillages. Section 6, on rappelle brievement les criteres 
geometriques utilises pour I' evaluation des maillages de surfaces. Section 7, on 
propose quelques exemples de surfaces et on montre des maillages geometriques 
enrichis et simplifies de ces surfaces, qui seront par ailleurs evalues. Entin, Sec
tion 8, on indique quelques extensions de }'approche proposee, notamment 
dans le cas anisotrope. 

2. Support geometrique 

Comme indique dans }'introduction, une tache essentielle de l'optimiseur 
consiste a subdiviser les aretes trop longues du maillage courant. Les points 
de subdivision doivent necessairement appartenir a Ia vraie surface. Ces points 
sont d'abord generes sur les aretes du maillage puis reportes sur Ia surface 
reelle, ce qui est realise par l'intermediaire du support geometrique associe a 
Ia surface. Ce support represente en e:ffet Ia definition analytique de Ia surface 
qui est generee par un modeleur geometrique (CAO). Ainsi, le support fournit 
la position d'un point de la surface le plus proche d'un point donne suivant 
une direction specifiee. Un deuxieme requis essentiel concerne les specifications 
geometriques de Ia surface au voisinage de ces points, requis fondamental pour 
toute modification topologique locale du maillage. Cette requete fournit deux 
types d'informations, selon les caracteristiques de Ia surface au voisinage du 
point considere. Dans le cas oil le point presente (au moins) une continuite 
d'ordre C2 (en pratique, une continuite d'ordre G1 , i.e., une continuite des plans 
tangents, est suffisante), Ia normale a Ia surface et le plus petit des rayons de 
courbure principaux en ce point sont les seules informations necessaires. Dans 
le cas oil le point presente une discontinuite des plans tangents, c'est le cas des 
points appartenant a une arete vive, les deux normales a la surface ainsi que 
les deux plus petits rayons de courbure principaux de part et d'autre de l'arete 
vive contenant le point et la tangente a cette arete en ce point sont fournis. 
Evidemment, ces informations sont retournees par le modeleur en meme temps 
que Ia position du point considere. 

Dans le cas oil une triangulation de Ia surface est la seule donnee disponible, 
on doit construire d'une maniere interne un support geometrique definissant 
une surface reelle sous-jacente a la triangulation. Ce support doit au moins 
interpoler les sommets ainsi que les normales aux sommets de la triangulation 
(conditions de continuites d'ordre G1 ). A priori, il est difficile d'estimer l'ecart 
entre Ia surface reelle (qui n'est pas connue) et le suppport associe. Mais, dans 
Ia mesure oti Ia triangulation est une approximation fidele de la surface, ce 
support geometrique imite raisonnablement le role du modeleur geometrique. 
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Le probleme consiste alors a construire une surface composee (au moins) 
d'ordre G1 a partir d'une triangulation de Ia surface, chaque triangle repre
sentant ainsi un carreau. Pour cela, deux carreaux adjacents doivent avoir le 
meme plan tangent sur leur arete frontiere commune, si celle-d n'est pas une 
arete vive. 

Differentes methodes ont ete proposees pour construire une surface com
posee d'ordre G1 definissant le support. Parmi ces methodes, celles propo
sees par Piper [PIP 87] et Farin [FAR 86], puis recemment par Walton et 
Meek [WAL 96] sont bien adaptees au contexte de cette etude pour definir le 
support geometrique. En particulier, Ia methode proposee par Walton et Meek, 
presente l'avantage, d'une part de prendre en compte de maniere explicite les 
specifications geometriques (notamment les normales ala surface aux sommets) 
et d'autre part d'etre ala fois simple dans sa formulation et peu gourmande en 
ressource memoire. Avant de rappeler cette approche, on rappelle brievement 
celles proposees par Piper et Farin. 

Le schema propose par Piper [PIP 87] et Farin [FAR 86) consiste a subdi
viser chaque triangle en trois triangles et a definir sur chaque nouveau triangle 
un carreau polynomial de degre 4 (quartique), de f~on a assurer la continuite 
des plans tangents transversaux sur chaque arete frontiere entre, d'une part 
les nouveaux triangles issus de Ia subdivision du triangle d'origine et d'autre 
part entre les couples de nouveaux triangles issus de Ia subdivision de deux 
triangles adjacents. Cette technique requiert une ressource memoire assez im
portante. En effet, apres subdivision, 28 points de controle, dont 9 communs 
aux triangles adjacents, sont associes a chaque triangle d'origine. Par ailleurs, 
chaque triangle definit trois carreaux et la definition de ces carreaux est etroi
tement liee ala qualite en forme du triangle d'origine (si celui-ci est trop etire, 
la methode presente des instabilites dans Ia definition des carreaux). 

La methode proposee par Walton et Meek consiste a definir un reseau de 
courbes frontieres aux carreaux, ainsi que les plans tangents transversaux a ces 
frontieres, independamment les uns des autres, par interpolation des normales a 
la surface aux sommets. Chaque carreau est alors defini, a partir de sa frontiere, 
d'une maniere independante, tout en respectant les specifications relatives a sa 
frontiere (les plans tangents) par une approche de Gregory [GRE 74). L'origi
nalite de cette methode reside dans le fait qu'elle definit ce reseau de courbes 
a partir de Ia seule donnee des normales aux sommets ( chaque courbe ainsi 
que le plan tangent transversal assode est completement definie a partir de Ia 
donnee des normales aux extremites). Chaque courbe frontiere represente une 
cubique dont les normales principales (a Ia courbe) coincident aux extremites 
avec les normales a Ia surface. Les plans tangents transversaux ( aux courbes 
frontieres) sont engendres par les vecteurs tangents en chaque point de ces 
courbes et des vecteurs issus d'une interpolation quadrique des binormales aux 
extremites. Ainsi, Ia seule specification des normales aux deux sommets d'une 
arete suffit a definir une courbe frontiere d'un carreau (s'appuyant sur les deux 
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extremites) ainsi que le plan tangent transversal ala surface en cette courbe. 
Enfin, a partir des plans tangents tranversaux de chaque triangle est construit 
un carreau de Gregory par une approche classique. Chaque triangle est ainsi 
assode a un carreau defini analytiquement par une fonction rationnelle a l'inte
rieur et par une quartique sur les bords. Cette methode requiert, pour chaque 
triangle, uniquement 9 points de controle communs aux triangles adjacents. 

Nous avons etendu le schema de Walton-Meek aux cas de discontinuites 
presentes dans la geometrie (aretes vives, coin, etc). Rappelons que ces dernieres 
specifications sont, soit fournies avec la triangulation initiale de la surface, soit 
calculees d'une maniere automatique (par exemple une arete est consideree 
arete vive si les deux faces partageant l'arete font un angle inferieur a un seuil 
fixe, etc.). 

Pour conclure, rappelons que ce support geometrique est utilise pour re
pondre aux requetes suivantes : 

- etant donnes un point et une direction, trouver le point de Ia surface le 
plus proche, 

-donner Ia (ou les) normale(s) et le (ou les) plus petit(s) rayon(s} de 
courbure principal en un point de Ia surface. 

3. Maillage geometrique d'une surface 

Avant d'introduire Ia definition de maillage geometrique, on rappelle brie
vement la notion de maillage respectant (c'est-a-dire adapte a) une carte de 
tailles specifiee. 

Soient Tune triangulation surfacique composee de triangles, S 1 'ensemble de 
ses sommets et 1£3 (8) une carte de tailles associee aS. La taille en un sommet 
P deTest representee par unreel caracterisant, a posteriori, Ia longueur ideale 
de toute arete P X incidente a P, c'est-a-dire: 

111>111 = h(P) [1] 

ou h(P) represente cette taille ideale. En interpolant cette carte discrete 
de tailles 11.3 (8) sur T, on obtient une carte continue 11.g dans ~3• On definit 
ainsi une structure riemannienne en munissant ~3 de la carte 11.g. Verifier siT 
respecte la carte 1£3 (8) revient a montrer que: 

'VPQ E T, ~:::; l(PQ):::; ../2 [2] 

ou PQ est une arete et l(PQ) sa longueur par rapport a 11.g. Rappelons que 
si l'arete PQ est parametree entre 0 et 1 par P + t~, alors: 

[1 1 
l(PQ) = 11~11 Jo HpQ(t) dt. [3] 
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oil HpQ(t) est une fonction monotone d'interpolation de taille telle que, si 
h(P) et h(Q) sont les tailles specifiees respectivement aux sommets P et Q, 
on a: 

et 

Remarquons que !'expression de !'equation (3) peut etre calculee de maniere 
exacte, si Ia fonction Hpq(t) est connue. Pour fixer les idees, on peut considerer 
une progression geometrique en taille le long de l'arete PQ, on a alors: 

et par consequent : 

Hpq(t) = Hpq(O) (Hpq(l))t 
Hpq(O) 

~ h(Q) -h(P) 
lpq = II II h(Q) h(P) (log h(Q) -log h(P)) · 

[4] 

[5] 

II est possible de construire une carte de tailles ga, appelee geometrique, 
associee aux points d'une surface [BOR 97a], telle que pour un maillage res
pedant cette carte {maillage dit geometrique), l'ecart entre les triangles et Ia 
surface est controle. En realite, Ia carte ga impose, pour chaque point, une 
taille proportionnelle au plus petit des rayons de courbure principaux, le coef
ficient de proportionnalite controlant cet ecart. Dans [HAM 93] on trouve une 
procedure permettant un calcul approche de Ia base principale et des rayons de 
courbure principaux, a partir de Ia seule donnee du maillage de Ia surface. En 
pratique, cette approche est utilisee pour determiner Ia carte gg. Par ailleurs, 
en un sommet P, si r(P) represente le plus petit des rayons de courbure prin
cipaux, alors r{P) peut etre approche par Ia simple formule: 

r(P) =min~ (Pft;,J'P;), 
P; 2 (~~p, ffl) [6] 

ou pi parcourt }'ensemble des extremites d'aretes incidentes a p et lip est 
Ia normale a Ia surface en P. 

En outre, comme les rayons de courbure peuvent changer de maniere si
gnificative au voisinage d'un point de Ia surface, les tailles imposees par Ia 
carte ga suivent cette variation. Ainsi, Ia gradation d'un maillage respectant Ia 
carte ga peut eventuellement ne pas etre bornee localement en un point, ce qui 
entraine une augmentation du nombre d'aretes incidentes en ce point et par 
consequent conduit a des elements de qualite mediocre au voisinage de ce point. 
Dans [BOR 97b], on propose une procedure de correction d'une carte de tailles 
destinee a controler Ia gradation d'un maillage. Ainsi Ia carte g3 est rectifiee 
au moyen de cette .Procedure en fonction d'une gradation donnee definissant 
une nouvelle carte g3 . 

En resume, un maillage respectant la carte geometrique rectifiee g3 est un 
maillage geometrique de bonne qualite en forme. 
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4. Enrichissement geometrique de Ia surface 

Etant donnee une triangulation de surface, le but de !'optimisation geome
trique est de modifier cette triangulation pour aboutir a un maillage respec
tant la carte geometrique de gradation controlee g3 associee a la triangulation 
d'origine. Cette optimisation est appelee enrichissement (geometrique) de la 
surface. 

L'optimisation consiste essentiellement a subdiviser les aretes trop longues 
et a supprimer les aretes trop courtes (les longueurs d'aretes etant calculees 
par rapport ala carte geometrique g3 ) et enfin a appliquer une procedure de 
bouge de point pour ameliorer la qualite en forme des elements. Ces traitements 
utilisent essentiellement un operateur topologique de base, la bascule d'arete. 
Par suite, nous allons detailler successivement la bascule d'arete, la subdivision 
d'arete, la suppression d'arete et le bouge de point, avant de decrire le schema 
general de l'enrichissement geometrique. 

4.1. Bascule d'arete 

On s'interesse ici a examiner si une configuration de paire de triangles est 
«optimale» vis-a-vis de !'approximation geometrique et de la qualite des ele
ments par rapport ala configuration alternative (apres bascule d'arete). Soient 
K1 et K2 deux triangles adjacents par une arete, respectivement N(Kl) et 
N(K2) les normales aux triangles K1, K2 et v;(Kj), 1 ::5 i ::5 3, 1 ::5 j ::5 2 les 
normales aux sommets a la surface de Kj ( cf. Figure 1). On va definir deux 
mesures relatives a Ia geometrie et une mesure relative a Ia qualite en forme 
associees a cette configuration de deux triangles. La premiere mesure, designee 
par MG1, quantifie l'ecart a Ia surface de cette configuration par: 

MG1 = min (vi(Kj), N(Kj)}. 
l<i<3 
l$'j$2 

[7] 

Celle-d mesure Ia fidelite de !'approximation de Ia surface par Ia configura
tion. La deuxieme mesure, MG2, evalue Ia rugosite de Ia surface par rapport a 
cette configuration et est definie simplement par 

[8] 

En pratique, ces deux mesures soot combinees en une seule representant 
!'approximation geometrique et Ia rugosite de Ia surface pour cette configura
tion. Cette mesure combinee est designee par MG. La derniere mesure est une 
mesure classique de la qualite en forme d'un element et peut etre definie pour 
un triangle K par : 

S(K) 
'Y(K) = 4V3 E lf(K) ' 

l$i$3 

[9] 
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ou S(K) represente l'aire du triangle K et li (K), 1 ::5 i ::5 3, les longueurs 
euclidiennes des aretes de K. On peut definir Ia qualite en forme de Ia configu
ration par: 

[10] 

La configuration K1 , K 2 est done caracterisee par le couple (MG, MQ). 

v(Q) v(Q) 

p 

Figure 1. Bascule d'arete 

Considerons Ia configuration alternative (apres bascule d'arete) (cf. Fi
gure 1, a droite) et soit (MG', MQ') son couple caracteristique, Ia bascule 
d'arete est appliquee si (MG', MQ') est lexicographiquement plus grand que 
(MG, MQ). Ceci revient a dire que si Ia configuration initiale est loin de Ia 
geometrie, alors Ia bascule d'arete est gouvernee par Ia mesure geometrique, 
alors que dans le cas contraire, elle est gouvernee par Ia mesure de qualite. 

4.2. Traitement des aretes 

Comme indique au debut de cette section, le traitement des aretes consiste 
soit a les subdiviser, soit a les eliminer. Dans le premier cas, Ia lon~eur de 
l'arete est plus grande que la longueur unite de Ia carte geometrique g3 , alors 
que dans l'autre cas, Ia longueur est plus petite que l'unite. 

4.2.1. Subdivision d'une arete 

La subdivision d'une arete consiste a introduire des points sur l'arete pour 
decouper celle-ci en segments de longueur unite et a inserer ces points dans le 
maillage de Ia surface. Cette procedure peut etre remplacee par une approche 
plus simple, il suflit d'introduire et d'inserer le milieu de l'arete dans le maillage. 
Plus precisement, ce point est cree sur l'arete (le segment droit) et reporte 
sur la surface via le support geometrique, avant d'etre insere dans le maillage. 
L'insertion consiste a remplacer les deux triangles partageant l'arete par quatre 
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nouveaux triangles (cf. Figure 2), puis a appliquer recursivement la procedure 
de bascule d'aretes decrite a chaque paire de nouveaux triangles pour ameliorer 
!'approximation geometrique, si les deux triangles partageant l'arete initiale 
sont loin de la geometrie, et la qualite des elements, si ces deux triangles sont 
proches de la geometrie. 

p p 

Figure 2. Subdivision d'une arete 

4.2.2. Suppression d'une arete 

La suppression d'une arete est basee sur deux operateurs de base, !'elimina
tion d'un point et !'identification des deux extremites d'une arete. Le premier 
operateur consiste a retrianguler la cavite obtenue en supprimant du maillage 
la reunion des elements ayant ce point pour sommet. Dans le plan, ceci revient a 
trianguler un polygone etoile. Parmi les methodes proposees, on en rappelle une 
qui presente l'avantage d'etre eventuellement applicable au cas des maillages 

Figure 3. Suppression d'une arete 



Maillage geometrique de surfaces 57 

de surfaces. L'idee de base est de reduire le degre 1 du sommet a supprimer a 3 
ou 4 (dans le cas degenere), puis a retrianguler de maniere triviale Ia cavite as
sociee. Pour cela, on applique de maniere iterative a chaque arete incidente au 
sommet considere une bascule d'arete, si possible (si !'orientation des triangles 
resultants est preservee). Schematiquement (cf. Figure 3), cet operateur peut 
s'ecrire comme: 

- appliquer des bascules aux aretes incidentes au sommet considere, 
- iterer le procede si une modification est apportee. 

On peut demontrer que ce procede converge vers une configuration de 3 ou 
4 aretes incidentes au sommet a supprimer (Ia deuxieme configuration repre
sentant un quadrilatere dont les deux diagonales soot orthogonales). 

L'extension de ce procede au cas des triangulations geometriques de surfaces 
n'est pas triviale. En effet, dans le cas plan, une bascule d'arete est validee par 
!'orientation correcte de Ia configuration alternative, alors que dans le cas des 
surfaces, elle est validee si Ia configuration alternative (ou au moins le nouveau 
triangle de Ia cavite ne contenant pas le sommet a supprimer) reste proche de 
Ia surface (c'est-a-dire que l'ecart entre Ia normale au triangle et Ia normale 
a Ia surface en ses trois sommets est contr6Ie). A vee cette nouvelle contrainte 
pour valider Ia bascule d'arete, Ia convergence de Ia procedure initiale ne peut 
etre assuree. Ce qui revient a dire que si une configuration intermediaire de 
l'iteration est bloquee, Ia configuration initiale doit etre restauree, occasionnant, 
dans ce cas, un surcoiit de travail inutile. 

Dans le cas des maillages geometriques de surfaces (triangulations geome
triques respectant une carte de tailles specifiee), cette tache est encore plus 
delicate. En effet, des contraintes relatives a Ia qualite en taille et en forme 
s'ajoutent a Ia contrainte geometrique et restreignent d'autant le nombre de 
configurations intermediaires valides dans Ia procedure iterative de retriangu
lation de Ia cavite. 

Q 
Q 

Figure 4. Identification des extremites de l'arete 

Le second operateur, relatif a l'identification des deux extremites d'une 
arete, reduit l'arete soit en l'un de ses sommets (cf. Figure 4), soit en un nou-

1. Le degre d'un sommet est le nombre d'aretes incidentes ace sommet. 
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veau sommet (cf. Figure 5). La reduction de l'arete en l'un de ses sommets n'est 
qu'une reecriture (retriangulation) particuliere de Ia cavite associee au sommet 
supprime, constituee des triangles incidents au sommet preserve et s'appuyant 
sur une arete frontiere de Ia cavite. Ainsi, Ia configuration finale est connue et 
peut etre validee a priori, quelle que soit Ia nature de Ia contrainte consideree 
(geometrique, qualite en taille et en forme). La reduction de l'arete en un nou
veau sommet est une operation similaire au cas precedent mais plus couteuse, 
deux cavites devant etre retriangulees. En outre, dans ce dernier cas, Ia position 
du nouveau sommet doit etre fournie par le support geometrique associe a Ia 
triangulation. 

Pour conclure, la reduction de l'arete en l'un de ses sommets est l'operateur 
de base retenu pour supprimer une arete, en raison de sa simplicite, de son effi
cacite algorithmique et de son independance vis-a-vis du support geometrique. 

Figure 5. Reduction d 'une arete 

4.3. Bouge de points 

Pour un sommet fixe, le bouge consiste a redefinir les elements incidents a 
ce sommet. Pour cela, dans un premier temps a partir de chaque arete frontiere 
de cette configuration, on definit un element optimal, done un point, apparte
nant au plan support de l'element de Ia configuration contenant l'arete. Puis, 
on determine le barycentre de ces points definissant un point ideal. Le bouge 
consiste alors a deplacer pas a pas le sommet fixe vers ce point ideal (en consi
derant les projetes sur Ia surface) si Ia qualite des elements de Ia configuration 
est amelioree. 

4.4. Schema general 

L'enrichissement geometrique consiste essentiellement a appliquer de ma
niere iterative le traitement decrit ci-dessus a toute nouvelle arete du maillage 
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tant qu'une modification peut etre apportee au maillage courant, suivi d'une 
procedure de bouge de point. Le schema general de la procedure d'enrichisse
ment geometrique d'une triangulation donnee est le suivant: 

- Traitement des aretes du maillage courant 
• Boucle sur toutes les aretes du maillage courant 
* calcul de Ia longueur de l'arete 
* suppression de l'arete si Ia longueur est trop petite 
* subdivision de l'arete en son milieu si sa longueur est trop grande 
-Iteration du traitement des aretes tant qu'une modification est apportee 

au maillage courant. 
- Bouge de points, couple avec bascule d'arete, tant que le bouge est si

gnificatif en terme de distance. 

Remarques. 

Les aretes sont traitees dans un ordre aleatoire. Par consequent les traite
ment de subdivision et supression sont appliques en alternance suivant Ia lon
gueur de l'arete. La procedure de bouge de point est iterative, apres chaque ite
ration, une procedure globale de bascule d'arete est appliquee. En effet, comme 
les points ont ete bouges, l'approximation geometrique et Ia qualite en forme 
peuvent etre ameliorees par la bascule d'arete. 

Le C011t (en temps CPU) relatif au traitement des aretes dans l'enrichis
sement geometrique est domine par celui relatif a Ia recherche du point de Ia 
surface le plus proche d'un point donne dans Ia subdivision d'une arete. Pour 
ameliorer ce dernier, a chaque point deja insere dans le maillage on associe le 
carreau qui le contient et Ia recherhe du point de la surface le plus proche d'un 
point subdivisant une arete s'effectue par adjacence a partir du carreau associe 
al'une des extremites de l'arete. 

5. Simplification de maillage 

La methode que nous proposons est une application particuliere et interes
sante de }'optimisation geometrique et comprend successivement deux etapes, 
l'enrichissement geometrique de Ia triangulation initiale en considerant un ecart 
geometrique assez petit et l'appauvrissement du maillage enrichi avec un ecart 
geometrique plus important. L'appauvrissement ou Ia simplification du maillage 
resultant consiste principalement a eliminer les aretes de longueur petite au re
gard de Ia taille geometrique ideale, sui vi eventuellement d'un procede de bouge 
de points. 

L'elimination d'une arete dont Ia longueur est trop petite par rapport a 
la longueur ideale (la longueur unite dans Ia metrique geometrique) consiste, 
comme mentionne dans Ia section precedente, a identifier les deux extremites de 



60 Revue europ6enne des elements finis. Volume 8- no 1/1999 

cette arete. Ce procede elimine toutes les aretes adjacentes au sommet supprime 
et cree de nouvelles aretes (qui sont done adjacentes au sommet preserve). 
Rappelons que la de de la methode reside dans le controle des contraintes 
suivantes: 

-l'ecart geometrique a Ia surface de tout nouveau triangle est controle par 
rapport a l'ecart limite specifie, 

- toute nouvelle arete a une qualite en taille plus proche de un que l'arete 
relative avant 1 'identification, 

-la degradation de qualite des triangles affectes par }'identification n'est 
pas trop importante. 

La premiere contrainte valide }'approximation geometrique apres la retrian
gulation. Elle s'ecrit formellement, pour un nouveau triangle K: 

1 ~ i ~ 3 , (N(K), Vi(K)) ~ r, [11] 

oil N(K) est Ia normale au triangle K et v;(K) Ia normale ala surface au 
sommet i de K. 

La deuxieme contrainte valide !'amelioration des qualites en taille des aretes 
des nouveaux triangles de la cavite pour un ecart donne. Soient AB l'arete 
a supprimer (en identifiant B a A) et BC une arete de la cavite avant la 
retriangulation, qui va etre remplacee par AC. La contrainte s'ecrit alors: 

Q,(AC) > Q,(BC) [12) 

oil Q1 (a) represente la qualite en taille de 1 'arete a, et est donnee par: 

{ 

l(a) si l(a) ~ 1 

Q,(a) = 1 si l(a) > 1 
l(a) 

[13) 

oil l(a) est la longueur de l'arete a mesuree par rapport a la carte geome
trique correspondant a l'ecart specifie. 

La troisieme contrainte consiste a evaluer la qualite Q du plus mauvais des 
triangles de la cavite, avant retriangulation, et valider Ia retriangulation si son 
plus mauvais triangle a une qualite Q' comparable a Q. En pratique, il suffit 
de s'assurer que: 

[14) 

oil le coefficient 0.6 est choisi de telle sorte qu'une configuration de six 
triangles equilateraux puisse etre retriangulee. 

Remarque. 

Le parametre r represente le cosinus de l'ecart angulaire 8 specifie (r = 
cos 8) et la carte geometrique impose en chaque point P de la surface la taille 
o r(P) avec o = 2 sin 8 et r(P) est le plus petit des rayons de courbure princi
paux a la surface en P [BOR 97b). 
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La simplification de maillage est tres rapide en terme de temps CPU dans 
la mesure ou seules des operations topologiques locales bien definies sont ap
pliquees. 

6. Criteres geometriques d'evaluation 

Dans cette section, on va rappeler [FRE 97) quelques criteres de nature 
geometrique destines a permettre la validation de la nature geometrique d'une 
triangulation (c'est-a-dire la fidelite de !'approximation polyedrique). Ces me
sures permettent de : 

-justifier localement en un sommet le caractere geometrique de la trian
gulation, 

- juger si la triangulation respecte la carte de tailles intrinseques (sous
jacente a la triangulation) et, dans ce cas, si la triangulation est un maillage 
elements finis. 

Toutes ces mesures ont ete normalisees entre 0 (localement "mauvais") et 
1 (localement «bon»). Soient Pun sommet fixe, {Pi} !'ensemble des sommets 
incidents a P et lip (resp. lip;) la normale unitaire en P (resp. en P;). Pour 
evaluer localement le maillage en p' on definit les criteres suivants: 

- planarite, 'Pp. 
La planarite au sommet P est liee a l'angle maximum entre la normale lip et 
les normales {lip;}, et est donnee par la relation : 

1 + mjn{llp, lip;} 
'Pp = s (15] 

2 
-deviation, Vp. 

La deviation Vp au sommet Pest definie comme l'angle maximum entre les 
aretes p P; et le plan tangent TI(P) en p a la surface. Soit UPP; le vecteur 
unitaire de direction Pit alors la deviation s'ecrit: 

Vp = 1- m.in l{llp, upp;)!. (16] 
I 

- rugosite, 'Rp. 
Soient K1 et K2 deux faces partageant l'arete PQ, la rugosite 'Rpq le long de 
l'arete PQ represente l'angle diedre entre les faces K1 et K 2 • Soient N(Kl) et 
N(K2) leurs normales unitaires, cette rugosite s'ecrit comme: 

'Rpq = 1 + (N(Kl), N(K2)). (17] 
2 

Par extension, on peut definir la rugosite 'Rp(P) au sommet P comme: 

'Rp = m.in 'RPP; . 
s 

(18] 

- qualite en taille, Cp. 
La qualite en taille represente la conformite physique de la triangulation par 
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rapport a Ia carte de tailles intrinseque (deduite des longueurs d'aretes de Ia 
triangulation). ~pelons que Ia longueur normalisee l(PQ) d'un segment droit 
[PQ] = (P + tPQ)o<t<l dans Ia metrique de Ia taille intrinseque est definie 
comme: 

11 1 
lpq = IIPQII 0 Hpq(t) dt' [19] 

ou Hpq(t) est une fonction monotone continue qui donne Ia variation de tailles 

sur l'arete PQ, telle que Hpq(O) = h(P) et Hpq(l) = h(Q), h(P) et h(Q) 
etant les tailles intrinseques en p et Q representant les moyennes des longueurs 
d'aretes incidentes. La qualite en taille de l'arete PQ est alors definie par: 

lpq :$ 1 

lpq > 1 [20] 

Par extension, on peut definir Ia qualite en taille au sommet P comme une 
moyenne des longueurs .C p P; • 

- qualite en forme, Qp. 
Pour tout triangle [{, Ia qualite en forme QK est definie comme: 

[21] 

ou S(K) represente l'aire du triangle [{ et l;(K), 1 :$ i :$ 3, les longueurs 
euclidiennes des aretes de [{. De meme, par extension, Ia qualite en forme au 
sommet P est definie comme: 

Qp = m.in QK; , [22] , 
ou {K;} est l'ensemble des triangles partageant P. 

Ces differents criteres peuvent etre combines en un critere pondere unique. 
En effet, il suffit de definir un critere moyen C(P) comme: 

[23] 

ou a1 +a2+aa+a4+as = 1. Le contexte d'evaluation geometrique impose 
naturellement Ia ponderation du critere correspondant. 

Ces mesures sont toutes locales, une mesure globale consiste a prendre soit 
une valeur minimaleCT, soit une valeur moyenne CT sur l'ensembledes sommets 
du maillage, c'est-a-dire: 

CT = minCp 
PET 

et [24] 
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7. Exemples d'applications 

Nous allons presenter differents exemples de triangulations de surfaces, ainsi 
que des maillages geometriques enrichis et simplifies associes, relatifs a des 
ecarts a Ia surface specifies. Pour mesurer Ia qualite de ces maillages, nous 
precisons pour chaque exemple: 

- si Ia gradation est controlee, 
- les ecarts, specifies et obtenus, en degres entre les maillages et les surfaces 

(qui representent les ecarts entre les plans tangents a Ia surface aux sommets 
deduits des normales aux sommets et les elements adjacents aces sommets), 

- Ia qualite en taille des aretes, 
- laqualite en forme, normalises entre 0 et 1 (1 pour le triangle equilateral), 
- les valeurs numeriques des differents criteres geometriques introduits. 

7.1. Tete 

Cet exemple represente une reconstruction polyedrique d'une iso-surface 
biomedicale (une tete humaine) a partir de donnees volumetriques et est uti
lisee dans le contexte d 'une simulation biomedicale de problemes inverses en 
magnetoencephalographie (distribution des champs de courant). Cette triangu
lation (tete-o) comprend 67106 points et 134 208 triangles (Figure 6, a gauche), 
(donnee fournie par Low Temp. Lab., Helsinki Univ. of Tech., Finlande). Avant 
d'enrichir cette triangulation, on a applique un pretraitement qui a consiste a 
lisser «les marches d'escalier~ presentes dans Ia triangulation initiale et dues 
a Ia segmentation binaire de !'image volumetrique originale (ces marches sont 
nettement visibles sur le sommet de Ia tete). 

On enrichit cette triangulation pour une specification d'ecart a Ia surface 
de 3 degres, avec controle de Ia gradation a H-choc 1.5 [BOR 97b]. Le maillage 
enrichi (tete-g, cf. Figure 6, a droite) comprend 64048 points et 128092 tri
angles, l'ecart moyen global obtenu est de l'ordre de 3.5 degres. Les longueurs 
d'aretes calculees dans Ia carte geometrique rectifiee varient de 0.51 a 3.25, Ia 
moyenne des longueurs est de 1.01 et 99.99% compris entre 0.5 et 2. La qualite 
en forme minimale (resp. moyenne) est de 0.43 (resp. 0.92). 

On simplifie le maillage geometrique enrichi pour des specifications d'ecarts 
a Ia surface de respectivement 11, 18, 36 et 59 degres, avec controle de Ia 
gradation a H-choc 1.5. Le maillage simplifie (tete-11, cf. Figure 8, a gauche) 
comprend 11814 points et 23 624 triangles, l'ecart moyen global obtenu est de 
l'ordre de 6.9 degres. Les longueurs d'aretes calculees dans Ia carte geometrique 
rectifiee varient de 0.6 a 1.81, Ia moyenne des longueurs est de 1.01. La qualite 
en forme minimale (resp. moyenne) est de 0.53 (resp. 0.92). Le maillage sim
plifie (tete-18, cf. Figure 8, a droite) comprend 4 838 points et 9 672 triangles, 
l'ecart moyen global obtenu est de l'ordre de 11 degres. Les longueurs d'aretes 
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calculees dans la carte geometrique rectifiee varient de 0.61 a 1.7, la moyenne 
des longueurs est de 1.01. La qualite en forme minimale (resp. moyenne) est 
de 0.52 (resp. 0.93). Le maillage simplifie (tete-36) comprend 1176 points et 
2 348 triangles, l'ecart moyen global obtenu est de l'ordre de 18.6 degres. Les 
longueurs d'aretes calculees dans la carte geometrique rectifiee varient de 0.56 a 
1.7, la moyenne des longueurs est de 1.01. La qualite en forme minimale (resp. 
moyenne) est de 0.56 (resp. 0.93). Le maillage simplifie (tete-59) comprend 423 
points et 842 triangles, l'ecart moyen global obtenu est de l'ordre de 25.5 degres. 
Les longueurs d'aretes calculees dans la carte geometrique rectifiee varient de 
0.66 a 1.54, la moyenne des longueurs est de 1.01. La qualite en forme minimale 
(resp. moyenne) est de 0.62 (resp. 0.93). 

La figure 7 montre des agrandissements au niveau de l'oreille gauche de la 
triangulation initiale et du maillage enrichi. La figure 9 montre des agrandis
sements au niveau de l'oreille gauche des maillages simplifies correspondant a 
des ecarts de 11 et 18 degres. 

Le tableau 1 indique les statistiques relatives aux different criteres geome
triques concernant le maillage enrichi et les maillages simplifies de «Tete». 

criteres 'PT 'J)T 'R-T £T QT 
min (moy) min (moy) min (moy) min (moy) min (moy) 

tete-o 0.30 (0.80) 0.01 (0.57) 0.00 (0.75) 0.24 (0.72) 0.00 (0.46) 
tete-g 0.98 (1.00) 0.83 (0.94) 0.98 (1.00) 0.36 (0.94) 0.43 (0.83) 
tete-11 0.96 (0.98) 0.77 (0.88) 0.96 (0.99) 0.72 (0.96) 0.53 (0.84) 
tete-18 0.90 (0.96) 0.66 (0.81) 0.90 (0.97) 0.77 (0.96) 0.52 (0.85) 
tete-36 0.65 (0.87) 0.37 (0.68) 0.70 (0.90) 0.77 (0.95) 0.56 (0.85) 
tete-59 0.42 (0.79) 0.13 (0.57) 0.41 (0.80) 0.79 (0.95) 0.62 (0.85) 

Tableau 1. Statistiques relatives aux criteres geometriques de «Tete» 

Ces mesures indiquent que les maillages enrichis et simplifies representent 
de bonnes approximations geometriques et sont adequats pour un calcul par 
elements finis. 

7.2. Piece mecanique 'dcd90' 

L'exemple considere represente une triangulation d'une piece mecanique 
fournie par un modeleur ( donnee de Mac Neal-Schwendler Corp.), utilisee dans 
la simulation numerique par des methodes d'elements finis et comprenant 1685 
points et 3 410 triangles (dcd90-o, cf. Figure 10, a gauche). Cette triangulation 
represente globalement une bonne approximation geometrique de la surface, 
en revanche elle presente localement des ecarts a la surface trop importants 
(au maximum de l'ordre de 60 degres). Ce modele comporte des aretes vives 
(discontinuites des plans tangents) contraintes (cf. Figure 10, a droite) qui 
d'une part forment localement des angles tres aigus et d'autre part sont tres 
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Figure 6. A gauche: triangulation initiale de Tete (donnees fournies par Low 
Temp. Lab.). A droite: maillagegeometrique enrichi (H-choc=l.5, 
ecart de 3 degres) 

Figure 7. A gauche: agrandissement de la triangulation initiale. A droite: 
agrandissement du maillage enrichi (H-choc=l.5, ecart=3°) 
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Figure 8. A gauche: maillage simplifie (H-choc=1.5, ecart=ll 0 ). A droite: 
maillage simplifie (H-choc=l.5, ecart=l8°) 

Figure 9. A gauche: agrandissement du maillage simplifie (H-choc=l.5, 
ecart=l1°). A droite: agrandissement du maillage simplifie (H
choc=l.5, ecart=l8°) 
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proches. De ce fait, Ia qualite en taille et en forme de tout remaillage optimise 
(par l'approche proposee) est majoree. 

On enrichit cette triangulation pour une specification d'ecart a Ia surface 
de 5 degres avec et sans controle de Ia gradation. Le premier maillage enrichi, 
sans controle de gradation, ( dcd90-gh, cf. Figure 11, a gauche) comprend 18 001 
points et 36 042 triangles, l'ecart moyen global obtenu est de l'ordre de 4 degres. 
Les longueurs d'aretes calculees dans Ia carte geometrique rectifiee varient de 
0.17 a 9.81, Ia moyenne des longueurs est de 1.06 et 98.8% compris entre 0.5 
et 2. La qualite en forme minimale (resp. moyenne) est de 0.1 (resp. 0.88). Le 
second maillage enrichi, avec controle de gradation a H-choc 1.5, (dcd90-g, cf. 
Figure 11, a droite) comprend 36 329 points et 72 698 triangles, l'ecart moyen 
global obtenu est de l'ordre de 2.3 degres. Les longueurs d'aretes calculees dans 
la carte geometrique rectifiee varient de 0.25 a 5., la moyenne des longueurs est 
de 1.03 et 99.6% compris entre 0.5 et 2 . La qualite en forme minimale (resp. 
moyenne) est de 0.13 (resp. 0.94). 

On simplifie le maillage geometrique enrichi avec controle de gradation pour 
des specifications d'ecarts a Ia surface de respectivement 14 et 36 degres, avec 
controle de Ia gradation a H-choc 1.5 et sans controle de Ia gradation. Le 
maillage simplifie sans controle de gradation a ecart 14 degres (dcdgh-14, cf. 
Figure 12, a gauche) comprend 3 823 points et 7 686 triangles, l'ecart moyen 
global obtenu est de l'ordre de 7.5 degres. Les longueurs d'aretes calculees dans 
Ia carte geometrique rectifiee varient de 0.17 a 8.18, Ia moyenne des longueurs 
est de 1.08 et 96.8 % des longueurs sont comprises entre 0.5 et 2. La qua
lite en forme minimale (resp. moyenne) est de 0.05 (resp. 0.80). Le maillage 
simplifie avec controle de gradation (H-choc 1.5) a ecart 14 degres (dcdg-14, 
cf. Figure 12, a droite) comprend 13183 points et 26 406 triangles, l'ecart moyen 
global obtenu est de l'ordre de 3.4 degres. Les longueurs d'aretes calculees dans 
Ia carte geometrique rectifiee varient de 0.19 a 2.3, Ia moyenne des longueurs 
est de 1.01 et 99.8% des longueurs sont comprises entre 0.5 et 2. La qualite en 
forme minimale (resp. moyenne) est de 0.19 (resp. 0.93). Le maillage simplifie 
sans controle de gradation a ecart 36 degres (dcdgh-36) comprend 933 points 
et 1906 triangles, l'ecart moyen global obtenu est de l'ordre de 12.7 degres. 
Les longueurs d'aretes calculees dans Ia carte geometrique rectifiee varient de 
0.12 a 4.29, Ia moyenne des longueurs est de 1.12 et 91.2% des longueurs sont 
comprises entre 0.5 et 2. La qualite en forme minimale (resp. moyenne) est de 
0.10 (resp. 0.73). Le maillage simplifie avec controle de gradation (H-choc 1.5) 
a ecart 36 degres (dcdg-36) comprend 5157 points et 10 354 triangles, l'ecart 
moyen global obtenu est de l'ordre de 4.6 degres. Les longueurs d'aretes calcu
Iees dans Ia carte geometrique rectifiee varient de 0.17 a 2.99, Ia moyenne des 
longueurs est de 1.01 et 99.6% des longueurs sont comprises entre 0.5 et 2. La 
qualite en forme minimale (resp. moyenne) est de 0.16 (resp. 0.91). 

Le tableau 2 indique les statistiques relatives aux different criteres geome
triques concernant les maillages enrichis et simplifies de «dcd90». 

Comme precedemment, ces mesures indiquent que les maillages sont fideles 
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criteres PT VT 'RT CT QT 
min(moy) min (moy) min (moy) min (moy) min (moy) 

dcd90-o 0.50 (0.96) 0.13 (0.88) 0.49 (0.97) 0.44 (0.71) 0.19 (0.70) 
dcd90-gh 0.92 (0.99) 0.48 (0.93) 0.86 (0.99) 0.30 (0.93) 0.10 (0.76) 
dcd90-g 0.91 (0.99) 0.46 (0.96) 0.85 (0.99) 0.29 (0.95) 0.13 (0.86) 
dcd90gh-14 0.93 (0.98) 0.52 (0.87) 0.90 (0.98) 0.44 (0.92) 0.05 (0.64) 
dcd90g-14 0.91 (0.99) 0.47 (0.94) 0.85 (0.99) 0.64 (0.96) 0.19 (0.85) 
dcd90gh-36 0.73 (0.93) 0.35 (0.78) 0.68 (0.94) 0.65 (0.90) 0.10 (0.50) 
dcd90g-36 0.75 (0.98) 0.46 (0.93) 0.71 (0.99) 0.69 (0.96) 0.16 (0.81) 

Tableau 2. Statistiques relatives aux criteres geometriques de «dcd90» 

ala geometrie, bien qu'ils presentent des discontinuites geometriques des plans 
tangents et semblent satisfaisants pour un calcul par elements finis. 

Figure 10. A gauche: triangulation initiale de «dcd90». A droite: aretes 
contraintes du modele 

Figure 11. A gauche: maillage geometrique enrichi de «dcd90» (ecart de 5 
degres). A droite: maillage geometrique enrichi de dcd90 (H-choc 
= 1.5, ecart de 5 degres) 
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Figure 12. A gauche: maillage geometrique simplifie de dcd90 (ecart de 14 
degres). A droite: maillage geometrique simplifie de dcd90 (H
choc=l.5, ecart de 14 degres) 

7.3. Boeing 747 

Cet exemple illustre une surface composee de plusieurs carreaux parame
tres representant un avion (Boeing 747, donnee fournie par Boeing), utilisee 
dans Ia simulation numerique des ecoulements fiuides par des methodes d'eie
ments finis. Cette triangulation comprend 43 575 points et 45 264 triangles et 
quadrilateres (b747-o, cf. Figure 13, en haut), correspond a une bonne approxi
mation geometrique de Ia surface et presente des aretes vives ainsi que des 
aretes contraintes frontieres de carreaux. 

On enrichit cette triangulation pour une specification d'ecart a Ia surface 
de 11 degres, avec et sans controle de Ia gradation. Le premier maillage enrichi, 
sans controle de gradation, (b747gh, cf. Figure 14, en haut) comprend 62 316 
points et 124 660 triangles, I 'ecart moyen global obtenu est de l'ordre de 8.6 de
gres. Les longueurs d'aretes calculees dans Ia carte geometrique rectifiee varient 
de 0.23 a 3.77, Ia moyenne des longueurs est de 1.03 et 99.9% compris entre 
0.5 et 2. La qualite en forme minimale (resp. moyenne) est de 0.12 (resp. 0.90). 
Le second maillage enrichi, avec controle de gradation a H-choc 1.5, (b747g, cf. 
Figure 15, en haut) comprend 77 291 points et 154 610 triangles, l'ecart moyen 
global obtenu est de l'ordre de 7.5 degres. Les longueurs d'aretes calculees dans 
Ia carte geometrique rectifiee varient de 0.21 a 2.12, Ia moyenne des longueurs 
est de 1.01 et 99.99 % compris entre 0.5 et 2. La qualite en forme minimale 
(resp. moyenne) est de 0.19 (resp. 0.92). 

On simplifie le maillage geometrique enrichi pour des specifications d'ecarts 
a Ia surface de respectivement 18 et 23 degres, avec controle de Ia gradation a 
H-choc 2 et sans controle de Ia gradation. Le maillage simplifie sans controle de 
gradation a ecart 14 degres (b747gh-14) comprend 26 333 points et 52 694 tri
angles, l'ecart moyen global obtenu est de l'ordre de 11.5 degres. Les longueurs 
d'aretes calculees dans Ia carte geometrique rectifiee varient de 0.29 a 4.54, 
Ia moyenne des longueurs est de 1.04 et 99.8% des longueurs sont comprises 
entre 0.5 et 2. La qualite en forme minimale (resp. moyenne) est de 0.1 (resp. 
0.85). Le maillage simplifie avec controle de gradation (H-choc 2) a ecart 18 
degres (b747g-14, cf. Figure 16, en haut) comprend 37 487 points et 75 002 tri-
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angles, l'ecart moyen global obtenu est de l'ordre de 9.2 degres. Les longueurs 
d'aretes calculees dans la carte geometrique rectifiee varient de 0.2 a 2.15, la 
moyenne des longueurs est de 1.01 et 99.9% des longueurs sont comprises entre 
0.5 et 2. La qualite en forme minimale (resp. moyenne) est de 0.2 (resp. 0.91). 
Le maillage simplifie sans controle de gradation a ecart 23 degres (b747gh-23) 
comprend 17 240 points et 34 508 triangles, l'ecart moyen global obtenu est de 
l'ordre de 13.9 degres. Les longueurs d'aretes calculees dans la carte geome
trique rectifiee varient de 0.32 a 3.8, la moyenne des longueurs est de 1.04 et 
99.6% des longueurs sont comprises entre 0.5 et 2. La qualite en forme mini
male (resp. moyenne) est de 0.1 (resp. 0.83). Le maillage simplifie avec controle 
de gradation (H-choc 2) a ecart 23 degres (b747g-23) comprend 25 397 points 
et 50 822 triangles, l'ecart moyen global obtenu est de l'ordre de 10.3 degres. 
Les longueurs d'aretes calculees dans la carte geometrique rectifiee varient de 
0.31 a 1.91, la moyenne des longueurs est de 1.01 et 99.9% des longueurs sont 
comprises entre 0.5 et 2. La qualite en forme minimale (resp. moyenne) est de 
0.2 (resp. 0.92). 

Les figures 13, 14, 15 et 16 (en bas) montrent respectivement des agran
dissements au niveau des reacteurs de la triangulation initiale et des maillages 
enrichis et simplifies avec et sans controle de gradation. 

Le tableau 3 indique les statistiques relatives aux different criteres geome
triques concernant les maillages enrichis et simplifies de «Boeing 747». 

criteres 'f>T VT 'RT CT QT 
min (moy) min (moy) min (moy) min (moy) min (moy) 

b747-o 0.54 (0.98) 0.04 (0.92) 0.01 (0.98) O.Ql (0.56) 0.01 (0.25) 
b747-gh 0.93 (0.98) 0.60 (0.86) 0.92 (0.98) 0.53 (0.95) 0.13 (0.80) 
b747-g 0.93 (0.98) 0.60 (0.87) 0.92 (0.99) 0.64 (0.95) 0.19 (0.84) 
b747gh-18 0.88 (0.96) 0.58 (0.81) 0.89 (0.97) 0.52 (0.93) 0.10 (0.73) 
b747g-18 0.90 (0.97) 0.58 (0.85) 0.90 (0.98) 0.70 (0.95) 0.19 (0.83) 
b747gh-23 0.81 (0.94) 0.50 (0.77) 0.82 (0.95) 0.50 (0.92) 0.10 (0.70) 
b747g-23 0.84 (0.95) 0.52 (0.82) 0.84 (0.97) 0.76 (0.95) 0.19 (0.83) 

Tableau 3. Statistiques relatives aux criteres geometriques, «Boeing 747» 

De meme, ces mesures indiquent que les maillages enrichis et simplifies sont 
geometriques et sont satisfaisants pour un calcul par elements finis. Cet exemple 
contient des zones oil deux parties disjointes de la peau sont tres proches, ce 
qui limite la simplification de ce maillage a des ecarts assez petits. En effet, 
dans le cas contraire, ces deux parties peuvent s'intersecter. 

8. Conclusions 

Dans ce papier on a propose une methode pour construire un maillage 
geometrique enrichi de type element fini a partir d'une triangulation initiate 
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Figure 13. En haut: triangulation initiale de Boeing 747. En bas: agrandis
sement de la triangulation initiale 

Figure 14. En haut: Maillage geometrique enrichi de Boeing 747 (ecart de 11 
degres). En bas: agrandissement du maillage geometrique enrichi 
( ecart de 11 degres) 
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Figure 15. En haut: maillage geometrique enrichi de Boeing 747 (H-choc 
= 2, ecart de 11 degres). En bas: agrandissement du maillage 
geometrique enrichi de Boeing 747 (H-choc = 2, ecart de 11 degres) 

arbitraire d'une surface. En effet, la triangulation initiale est optimisee au re
gard d 'une geometrie et de la qualite en forme des elements. La geometrie est 
definie via un support geometrique assez lisse a partir de la seule donnee de 
la triangulation initiale de la surface. Les maillages enrichis contiennent gene
ralement un nombre important d'elements qui rend leur utilisation delicate. 
Dans ce contexte, on a montre que l'on peut appliquer la methode d'opti
misation pour simplifier une triangulation de surface (c'est-a-dire reduire le 
nombre d'elements de celle-ci). La simplification comprend alors deux etapes, 
l'enrichissement correspondant a un ecart assez petit, suivi de la simplification 
correspondant a un ecart plus important. 

Dans la seconde partie de cette etude, des exemples de maillages de surfaces 
destines a des applications differentes sont proposes pour illustrer l'efficacite de 
cette methode. En outre, la qualite des maillages generes est evaluee au moyen 
de criteres geometriques numeriques. 

Une extension de la methode proposee est la construction de maillages 
geometriques enrichis anisotropes, qui par consequent, doivent contenir moins 
d'elements que les maillages geometriques enrichis isotropes correspondant a 
la meme surface. Par ailleurs, dans la mesure ou la triangulation initiale de la 
surface represente deja une approximation geometrique satisfaisante (c'est-a
dire correspond a un ecart geometrique assez petit) et contient des longueurs 
d'aretes suffisamment petites, l'etape d'enrichissement peut etre ignoree. C'est 
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Figure 16. En haut: maillage geometrique simplifie de Boeing 747 (H-choc 
= 2, ecart de 18 degres). En bas: agrandissement du maillage 
geometrique simplifie de Boeing 747 (H-choc = 2, ecart de 18 
degres) 

le cas notamment de la reconstruction des iso-surfaces a partir de donnees volu
metriques. En outre, en specifiant une taille minimale d'arete, on peut obtenir 
des maillages simplifies anisotropes approchant de maniere satisfaisante la geo
metrie sans verifier necessairement les requis de qualite en forme des elements. 
Ce dernier critere peut d'ailleurs etre ignore dans la procedure de simplification, 
ce qui conduit a des triangulations de nature geometrique. Ce dernier point fait 
l'objet d'une etude ulterieure. 

Pour conclure, !'integration de cette approche dans un schema d'adaptation 
de maillage et sa validation sur des problemes concrets de simulation consti
tuent l'objectif a terme de cette etude. 



74 Revue europeenne des elements finis. Volume 8- n° 1/1999 

Bibliographie 

[BOR 97a) H. BoROUCHAKI ET P.L. GEORGE, Maillage des surfaces parametriques. 
Partie 1: Aspects theoriques, C.R. Acad. Sci. Paris, t. 324, Serle I, p. 833-837, 
1997. 

(BOR 97b) H. BOROUCHAKI, F. HECHT AND P.J. FREY, Mesh gradation control, 
Int. J. Numer. Meth. Engng., vol 43, 1998. 

[CIA 91] P.G. CIARLET, Basic Error Estimates for Elliptic Problems, Handbook of 
Numerical Analysis, vol II, Finite Elemen Methods (Part 1), p. 17-352, North 
Holland, 1991. 

[FAR 86] G. FARIN, Triangular Bernstein-Bezier patches, Computer Aided Geometric 
Design, vol 3, no 2, p. 83-128, 1986. 

[FAR 88] G. FARIN, Curves ans Surfaces for C.A.G.D., Academic Press, 1988. 

[FRE 97] P.J.FREY ET H.BOROUCHAKI, Qualite des maillages de surfaces, C. R. 
Acad. Sci. Paris, Serle I, p. 925-930, 1997. 

[GEO 97] P.L. GEORGE ET H. BoROUCHAKI, Triangulation de Delaunay et maillage. 
Applications aux elements finis, Hermes Paris, 1997. 

[GRE 74] J.A. GREGORY, Smooth interpolation without twist constraints, in Com
puter Aided Geometric Design, Barnhill and Riesenfeld eds., Academic Press, 
NY, p. 71-87, 1974. 

[GUE 96] A. GUEZIEC, Surface simplification inside a tolerance volume, IBM Re
search Report, RC-20440, 1996. 

[HAM 93] B. HAMANN, Curvature approximation for triangulated surfaces, in Geo
metric Modelling, Computing Suppl. 8, Farin, Hagen, Noltmeier and Knodel 
eds., Springer, NY, 1993. 

[HAM 94] B. HAMANN, A data reduction scheme for triangulated surfaces, Comp. 
Aided Geom. Des., vol 11, p. 197-214, 1994. 

[HOP 96] H. HOPPE, Progressive Meshes, Proc. Siggraph '96, 1996. 

[KAL 96] A.D. KALVIN AND R.H. TAYLOR, Superfaces: polygonal mesh simplifica
tion with bounded error, IEEE Comp. Graphics and App., p. 64-77, 1996. 

[LOR 87] W.E. LORENSEN AND H.E. CLINE, Marching cubes: a high-resolution 3D 
surface construction algorithm, Siggraph'87 Conf. Proc., Comp. Graphics, vol 21, 
no 4, p. 163-169, 1987. 

[MAR 96] D.L. MARCUM, Unstructured grid generation components for complete 
systems, Vth Int. Coni. on Grid Generation in Comp. Field Simulations, Mis
sissippi State, USA, 1-5 April 1996. 

[PIE 95] L.A. PIEGL AND A.M. RICHARD, Tessellating trimmed NURBS surfaces, 
Comput.-Aided Des., vol 27, No 1, p. 16-26, 1995. 

[PIP 87] B.R. PIPER, Visually smooth interpolation with triangular Bezier patches, 
in Geometric modeling: algorithms and new trends, G. Farin Ed., SIAM, p. 221-
233, 1987. 



Maillage geometrique de surfaces 75 

[RYP 94] D. RYPL AND P. KRYSL, Triangulation of 3-d surfaces, Tech. Report, Czech 
Tech. Univ., Prague, 1994. 

[SAM 94) J. SAMAREH-ABOLHASSANI AND J.E. STEWART, Surface grid generation in 
parameter space, J. Comput. Physics, vol 113, p. 112-121, 1994. 

[SCH 92) W.J. SCHROEDER, J.A. ZARGE AND W.E. LORENSEN, Decimation of tri
angle meshes, Computer Graphics (Proc. Siggraph}, vol 26, no 2, p. 65-70, 1992. 

[SHE 92] X.SHENG AND B.E.HIRSCH, Triangulation of trimmed surfaces in parame
tric space, Computer Aided Design, vol 24, 8, p. 437-444, 1992. 

[TUR 92] G. TURK, Re-tiling polygonal surfaces, Computer Graphics, vol 26, no 2, 
p. 55-64, 1992. 

[WAL 96] D.J.WALTON AND D.S.MEEK, A triangular G 1 patch from boundary 
curves, Comput. Aided Design, vol 28, no 2, p. 113-123, 1996. 


