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RESUME. Le modéle de gauchissement des plaques développé dans [HAS 98] est étendu
aux coques. Une théorie tenant compte de la déformation transverse de la fibre
normale et considérant une distribution non uniforme des déplacements, des
déformations et des contraintes a été construite. Cette théorie utilise les modes
propres de la fibre normale (considérée comme une poutre géométrique) comme une
base de fonctions. En utilisant seulement les modes de corps rigide, on retrouve les
théories classiques. En utilisant les modes de déformations, une théorie d'ordre
supérieur est construite. Cette théorie sera comparée aux théories classiques, aux
théories d'ordre supérieur et aux solutions exactes a travers des problémes de coques.

ABSTRACT. The warping high-order theory of plate deformation developed in [HAS 98]
is extended here to shells. A theory of shell deformation is derived which accounts for
the effects of transverse shear deformation and a non linear distribution of the in-
surface displacements with respect to the thickness coordinate. This theory uses the
normal modes associated to the normal fibre (considered such as a geometrical beam)
as basis functions. Using only the rigid body modes, we find the classical theory and
using the deformation normal modes, a high order theory is constructed. Our theory is
compared with other theory and the exact solution through application to a particular
problem of shells.
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KEY WORDS : warping, normal modes of normal fibre, deformation modes.

Revue européenne des éléments finis. Volume 8 — n° 1/1999, pages 77 4 100



78  Revue européenne des éléments finis. Volume 8 —n® 1/1999

1. Introduction

Les plaques et les coques sont des milieux continus caractérisés par une
épaisseur faible par rapport aux autres dimensions de la surface moyenne. Cette
caractéristique géométrique a été utilisée pour « simplifier» les modeles
tridimensionnels et proposer des modéles qui exploitent les propriétés physiques
induites par cette propriété géométrique. Des modéles ont été proposés pour décrire
une cinématique de la fibre normale des plaques et des coques. Les cinématiques les
plus connues sont celles de Kirchhoff-Love [KIR 1850, LOV 34] et de
Reissner-Mindlin [REI 47, RES 85, MIN 51]. La cinématique de Kirchhoff stipule
que la normale matérielle a la surface moyenne ne subit pas de dilatation et reste, en
tant que normale matérielle, orthogonale a la surface moyenne déformée. Cette
théorie induit des déformations et des contraintes de cisaillement transverse nulles.
Les contraintes de cission transverse ne peuvent plus étre reliées aux déformations de
cisaillement. Elles sont estimées & partir des équations d'équilibre.

Pour mieux estimer les cisaillements transverses, Reissner-Mindlin (aussi Bollé
[BOL 47]) ont proposé deux rotations de la fibre normale et ont conservé la nullité
de la déformation longitudinale de la fibre normale. Ce modéle prédit une
distribution uniforme des contraintes de cisaillement selon la normale. Comme pour
le cas des poutres, un facteur de correction (inspiré de la théorie des poutres) a été
introduit sans pour autant résoudre le probléme de violation des conditions aux
limites aux niveaux de la face inférieure et supérieure de la plaque ou de la coque.

Des modéles d'ordre supérieur (dans le sens de développement selon la normale)
ont été proposés. Le plus intéressant et le plus « complexe » est celui de Lo et al.
[LO 77]. La complexité et les limites d'utilisation du modéle ont été signalées et
discutées par les auteurs.

Nous proposons un modéle d'ordre supérieur qui exploite les propriétés
physiques et mathématiques des modes propres de la fibre normale, considérée
comme une poutre géométrique attachée a la surface moyenne. En utilisant
seulement les modes de corps rigide, on retrouve les théories classiques de
Reissner-Mindlin [REI 44, 45, MIN 51]. En utilisant les modes de déformations
(qui gauchissent la fibre normale), une théorie d'ordre supérieur sera construite
[HAS 98] : c'est le modeéle de gauchissement des plaques et des coques. Cette
théorie sera comparée aux théories classiques, 4 d'autres théories d'ordre supérieur et
a la solution élastique a travers quelques exemples.

2. Nouvelle propeosition

Avant de décrire cette théorie, il est nécessaire de rappeler et commenter les
développements « récents » dans la modélisation des structures minces. Dans les
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développements de Reissner [REI 44, 45], généralisant les théories classiques, I'effet
des contraintes de cisaillement a été introduit. La théorie de Reissner utilise le
champ de déplacement suivant :

o Ui(x,x%x%) = m(x,x?) + x3 i(x',x?)
UM) ={ Uxx!,x%x3) = uxx',xd + x} B«x',x? [1]
U3(x’,x2,x3) = ua(xl,xz)

ol M est un point de la coque. Les paramétres définissant la surface moyenne sont
(x1, x2). La coordonné normale de la surface moyenne est x3. (u;, uy, u3) sont les
composantes du champ de déplacement de la surface moyenne, (U;, U,, Us) sont les
composantes du champ de déplacement d'un point M de la coque et (B;, B) sont les
rotations de la fibre normale.

La relation [ I} prédit une distribution, selon x3, uniforme des contraintes de
cisaillement: un facteur de correction a été introduit.

La seconde théorie utilise un champ de déplacement de la forme :

- Urx,x2x%) = ui(xx?) + x* Bi(x!,x?)
UM) ={ Uxx!x%2x3) = uxx',x?) + x> BxAx},x? [2]
Usxhx2x) = ugxx) + %3 Bax!,xd) + (x3) 2 Ca(x,x?)

Cette théorie tient compte des déformations transverses. Le champ de
déplacement [ 2] a été utilisé par Naghdi [NAG 57] pour construire une théorie
générale des coques et par Essenberg [ESS 75] pour obtenir la théorie
correspondante pour les plaques. Dans cette théorie, un facteur de correction a été
utilisé ; utilisation non appropriée pour un champ de type( 2 .

Pour les plaques, Nelson et Lorch [NEL 74], Reissner [REI 75 et 85] et
Lo et al. [LO 77 a] ont présenté des théories d'ordre supérieur.

Dans la théorie de gauchissement proposée aux plaques dans [HAS 98], la
distribution non uniforme du déplacement est assurée par un déplacement pris
comme combinaison des modes propres de la fibre normale, considérée comme une
poutre géométrique. Les six premiers modes de corps rigide aboutissent au modéle
de Reissner-Mindlin. Le modele de gauchissement des plaques est associé au champ
de déplacement suivant :
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UixLx%xd) = wixhx) + B3 Bixbxd + WKLxD) ¢au(xd)
Uxx,x2x%) = ugxx?) + x5 Bax\x) +  WxLxD) ou(xd)

Uxxx2x3) =uxx,x?) + W3k (xLx?) dyxd
k

(3]

ou {¢n} et {Pk} sont respectivement le n-itme et le k-éme mode transverse et
longitudinal (annexe 1) induisant des déformations de la fibre normale, considérée
comme une poutre géométrique. Les fonctions (Wi, W7 ,W7) représentent la
participation des modes de déformation dans le gauchissement de la fibre normale.
Les fonctions ¢p, et Pk sont appelées les coordonnés de gauchissement.

Pour des chargements particuliers de plaques ou bien pour une analyse
dynamique & haute fréquence, les théories, a I'exception de celle de Lo [LO 77a] ou
de gauchissement [HAS 98], ne donnent pas satisfaction concernant la
non-uniformité de distribution des contraintes normales, des contraintes de
cisaillement et du déplacement. Aussi dans le cas des plaques laminées, une théorie
d'ordre supérieur doit étre utilisée pour décrire la distribution non uniforme des
contraintes et des déplacements {LO 77b].

Ce travail est I'extension aux coques de la théorie de gauchissement des plaques
[HAS 98]. On y propose et évalue une théorie particuliére de gauchissement des
coques.

3. Champ de déplacement

Soit {¢n} le n-iéme mode transverse (voir annexe 1) induisant des déformations
de la fibre normale, considérée comme une poutre géométrique. Pour chaque
fréquence propre, correspond deux modes : un selon la « premiére » direction du
plan tangent et l'autre selon la « deuxiéme » direction du plan tangent.

La coque est caractérisée par une surface moyenne et une fibre normale. La surface
moyenne est définie par la fonction vectorielle Om(x’, x?). Les deux paramétres qui
caractérisent la surface moyenne sont x! et x2. La coordonnée normale de la surface

est x3. La surface est aussi caractérisée par la base naturelle locale suivante (31, ;2. H)
définie par :

— —_— > >
> om be O > aINg;
a=" ;= n=_02

X X F;Aa

. »1 »2 - . eas
La base naturelle locale suivante (a , a , n) est aussi utilisée:
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-0 >

a —a“ﬁap ; Za=aap;ﬁ avec agp=agap ; a%P=2 .a

a.. et a** sont respectivement le tenseur métrique deux fois covariant et deux fois
contravariants ; o, B, A, etc. varient de 1 4 2 (la convention de sommation sur les
indices répétés sera utilisée).

Dans ce travail, on présente deux champs de déplacement qui combinent la
théorie de gauchissement et la théorie de Kirchhoff (pour la rotation de la fibre
normale) ou la théorie de gauchissement et la théorie de Mindlin (pour la rotation de
la fibre normale). Cette théorie sera appropriée aux champs de déplacement
suivants :

* pour la théorie de gauchissement-Kirchhoff :

- Un(x,x2x3 = ur - x3(usp + Cf uy) + Wx" Pa(x) 4
U(M) - . - - [ a]
Usx(x',x ,x3) =w3 @, n)
* pour la théorie de gauchissement-Mindlin:
- UnxLxix) =un + xBa+ Wi dn(xd
UM) = n s [4b]
UxxLx%x3) = (;. H)

avec : (u;,u3) sont les composantes du champ de déplacement de la surface moyenne
écrites dans la base locale, (Uy,Us) sont les composantes du champ de déplacement

d'un point de la coque écrites dans la base locale de la surface, C.® est le tenseur de
courbure mixte, P est la rotation de Ia fibre normale.

La notation suivante sera utilisée :

B1
Wl ¢n— wl ¢n ’ u0) - (ui) ’ TC(UQ)) 2) W (WZ) B (Bz)
0

Les champs de déplacement définis par (4) contiennent les déformations hors
—n

plan et dans le plan. Le vecteur W représente l'intensité de participation du mode n
dans le gauchissement de la fibre normale. La figure 1 montre I'évolution des deux

3 ‘ :
premiers modes transverses en fonction de x; (h étant I'épaisseur de la coque). Le

nombre de modes utilisés dépend de I'ordre de la théorie nécessaire.
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Figure 1. Les deux premiers modes transverses

4. Equations d'équilibre
Les tenseurs de déformations et de contraintes sont définis en annexe 2. Les
efforts généralisés utilisés sont :

Nt N? M M2 pll plZ
[N]=[N21 N2 s (Ml =y e s [Pal = 1 (2o

T= (T L““( ) Q= )
N“leNn .g.
avec 1
M”M'ZM" - X3 [0.11012022] dxa
PLPI2P22 ] [Jalo
2
h
1| f2[ 4
LiLi|=] | ¢n |[0"6% Jdxa
Q Qi [, lon3
2

Les lois de comportement généralisées sont données par :
« pour la théorie de gauchissement-Kirchhoff :

[ 6a]

N = Da[(1-v) ¥(Ba) + VI{T @)} 1 |

M = - i [(1-v) (Kw) + v (KGw)) 1) [ 7a]
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Po= Do 1w T (zW) + v 7 (zW) ] [ 8a)
T=D;W 6, [ 9a]
L= Ds|ZC.W] [ 10a]
Ga=Ds[E,W] [ 11a]

» pour la théorie de gauchissement-Mindlin :

N= Dy[(1-v) Y(ie) + VI{T()).1 | [ 6b]

M= D [T ®) - o)) + vTr (FB) - pld)) 1] [ 7b)

Po=Da[(1v) ¥ (=) + vid 7 (=) 1] [ 8b]
T = Ds[B +Vust C oo + W4 [ 9b]
L= Ds[ZC.W] [10b]

Qo=D3[@4 (B + T+ Vue) + WE,) [ 11b]

ot 1 est le tenseur unité. D1, D2 et D3 sont les rigidités classiques définies par :

D;=_Eh’ . p,=_Eh . p,-_Eh
12(1-v? (1-vH 2(1+v) [12]

ol E est le module de Young et n est le coefficient de Poisson. Les constantes
utilisées dans les équations (6 & 11) sont définies par :

b h h
n——J (6n)3 dx3 n——J (60 dxs ; En=lj2 (n).3.(¢s).3 dxs
hj h) p
2 2 2 {13]
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En considérant les déformations, les contraintes (définis en annexe 2) et les efforts
généralisés (définis par (6)), l'utilisation du principe des travaux virtuels conduit aux
équations d'équilibre suivantes (voir a annexes 3 et 4) :

» pour la théorie de gauchissement-Kirchhoff :

N8, - 2Mf CF - MM¥Clug + F* = ph i®

N Cop + (M) - M* Ch Cag + PP+ m®% o = phiis [ 14a)
. n

(P%F) - Q% - CE L + F¥ = ph 2 (W)

ou bien :

«divN - 2CdivM - VC : M + Fo = ph l o)

-N: C +div{divM) - (CM) : C + F*+ div Mo = ph ils

[15a]
= — —aad e d '._.’n
‘diVPn'Qn'C.Ln+Fn=pthw
* pour la théorie de gauchissement-Mindlin :
N 5~ (M¥cg) - R T+ F* =ph i®
3 .
MG‘BLB_TG_'_mu:ﬂ f)a
12 , ; [ 14b]
N Cop+T%,_-M*® Cl Cip + FP=phis
.o n
(P%) ,, - Q3 - XL} + o =ph (W)
ou bien :
«divN - div(CM) -C.T+ = ph 73 o)
L= h3 >
edivM-T+mgu="—
ST P [ 15b)
*N C+d1v(T -(CM C+F =phu;
—n

-

avec: n(ii m) est la projection sur la surface du déplacement 41 ,, Fg, est la projection

de la densité surfacique de forces sur le plan tangent de la surface, m, est la
projection de la densité surfacique de moments sur le plan tangent de la surface,
=1

F est lintégrale sur P'épaisseur du produit entre les composantes planes de la
densité volumique de forces et le n-iéme mode transverse.
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Pour une coque soumise a une densité surfacique de forces appliquée sur la
surface définie par owx]-h/2, h/2[ (@ est le contour de la surface moyenne ®), les
conditions aux limites sont :

» pour la théorie de gauchissement-Kirchhoff :
-N® v + 2MM™Cfvp + FE=0
(M%) ve- (M vg) | + =0 [ 16a]
- Pgﬁ Vﬁ + (Fg)n= 0

ou bien : _ . .
«-NV +2C.MV +|Fo)s=0
e (av M)V -aiv(M )+ R =0 [ 17a]
"(;)n-v"'(l:s n=
* pour la théorie de gauchissement-Mindlin :
-NPvg+ M vy CR+FE=0
-M®Pvg+m%=0 [ 16b]
-T*Vve+F=0
- PP vp+(F§)u=0
ou bien : _ L
« N5+ CMV +(Fu)s=0
'-_IYI—.’V +(me)s=0 [17b]
«-TV+F=0
°'(F n.V"‘(Fs)n:O

avec : (?m)s est la projection de la densité linéique de forces de bord sur le plan
tangent de la surface, (ﬁm)s est la projection de la densité linéique de moments de

bord sur le plan tangent de la surface, (l_;s) ’ est I'intégrale sur 1'épaisseur du produit
entre les composantes planes de la densité surfacique de forces de bord et le n-iéme
mode transverse.

5. Evaluation de la théorie de gauchissement pour les coques
5.1. Exemple 1

Soit une coque cylindrique dont le rayon intérieur et extérieur sont
respectivement R; et Ry (voir figure 2).
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Figure 2. Coque cylindrique

La coque cylindrique est soumise & une distribution de forces RL appliquée sur la
1

face interne et une distribution de forces —ll:— appliquée sur la face externe.
2
La contrainte de cisaillement donnée par la solution analytique élastique est :
=F
Orz T [ 18]
La contrainte de cisaillement par la théorie de gauchissement est :

=D3 Lo _yyp
O'rz—h|:Bl+ x3WI:| [19]

Wiz__F [(p'(_%)_w'(%)_@wll(l_+l_)]

avec D{Z.-)L R2 R 2\R1 R2
Bi=. O . Fb _1_+1_)
2D3\R1 Rz

En utilisant le modéle de Reissner-Mindlin, la contrainte de cisaillement est
donnée par :

=_F (1 1
O=-L|L + L1
" 2(R1 Rz) [201

La contrainte de cisaillement calculée par la théorie de gauchissement
(équation 19) et par celle de Reissner-Mindlin (équation 20) sont comparées (voir
figure 3) avec la solution élastique exacte (équation 18).
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0.4 — '\ i |Gauchissement - - -
0.2 i Solution exacte =
X3 ‘5‘ Solution de Mindlin-»=---
h-0.0 - 4"
L
-0.2 — H
-0.4 - RS
]

Figure 3. Distribution de la contrainte de cisaillement pour une coque cylindrique
(Rij=4mRo=5m;h=1m)

En utilisant seulement le mode 2 (mode antisymétrique), la non uniformité de
distribution de la contrainte de cisaillement est assurée. L'erreur maximum de la

théorie de gauchissement est de 5.19 % et celle de la théorie de Reissner-Mindlin
est de 12.27%.

5.2. Exemple 2

Soit une coque cylindrique (de rayon R, de hauteur H et d'épaisseur h) soumise &
une densité linéique sur les deux bords (x! = -H/2 et x! = H/2).

Les deux cas de charges considérés sont définis par (voir aussi la figure 4) :

Cas I:
fs = q8(x3) a; sur le bord x! = - %
f, = - q8(x3) 3, sur le bord x! = -Hz—
Cgs 2:
s = % 8(x3-h/4) 3, sur le bord x! = - %
f, = %8(x3+h/4) 3 sur le bord x! = - -1—2{—
fs =- —% 3(x33-h/4) a; sur le bord x! = LZI_
fs = - %8(x3+h/4) a; sur le bord x! = %
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ajestle premier vecteur tangent de la surface (associé au paramétre x!), & est la
fonction de Dirac et q est une constante.

’C/: | ey g

/’? b h

Xl'

Cas Cas2

Figure 4. Coque cylindrique soumise & deux cas de charge dans son plan

5.2.1. Théorie de Reissner Mindlin
La solution de Reissner-Mindlin est :

N11=-q;le=0;N22=-VR2Nn;111=--l§1—xl
2

5.2.2. Théorie de Lo

Le champ de déplacement considéré est :

_ | wh + W) (x9)
U= 0
0 @haom

Les efforts généralisés s'écrivent sous la forme suivante :

N = Da[(1V) ¥@w) + VY@ T | + D1 [(1-) yW) + vIdy @)} 1 ]
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P '= Dy [(1-v) Yo+ vTr(v(Ha:».T] + Da[(1-v) YWy vIrW.I ]
Q =2DW

Wi
0@Gla?

[e—

oW .
avec.um—lo(al,_a,z) ;W

(D1, D3, D3) sont définis par 1'équation (12) et D4 est la rigidité définie par :

D4= Eh’
80(1-v}

La solution en déplacement de Lo est donnée par :

Al (F: + Iﬁq) sinh(Mxl) A (F}, + g—‘q) sinh(Mx’)

u=- Dy - xl; W= 2
2D; cosh(?u%) D2 2D, cosh(M%)
avec (M) = ﬂ—z-
D, - @)
D2

v eacl- Fl = 0 - encd- B = b2
avec : casl: Fs = 0; cas2: F; —-8—q

Les efforts généralisés sont :
Nu= -l—)g- ; Ni2=0 ; Np2=vR™Ny

2
(Fl + ]ﬂq) cosh(Mx )
D2

cosh(?\. 1ﬂ
2

5.2.3. Théorie de gauchissement

1
Pii=

-Dig;pl=0; Ph=vRP}
D,

Le champ de déplacement considéré est :

wxh) +  WixH oux)

U= 0
0 @, am

89
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La solution en déplacement de la théorie de gauchissement est donnée par :

. n_1
u=-dx; wi= sinh(A” x!) F{ avec (l“f:h?
D2 EDA3 cost{A" H) Dz Ex
2

Zpet En sont définis par l'équation 13.
Les lois de comportement généralisées sont :
N= Daf(1-v) y(vm) + vTr{y(vo,)} 1]

p'-D; [(1-v) Y v VIr(yW)).1 )
Q D3 E, W

Les efforts généralisés sont :

N11=-i N N]2=0 M N22=VRZNll
2
cosh(A" x1) (
cosh(}." I—'I—)
2

casl: (E2) = - qoul0) ; cas2: (F) =- g[qa,.(%) + Oul- %)]

Pli= F?) ;Pla=0; Ph=vRP}

L'évolution du déplacement dans le plan de la coque en fonction de la
coordonnée normale est donnée par la figure 5.

= P,

0.4 —

0.2 -

Reissner-Mindlin  -----
Gauchissement: cas 1 —
Lo: casl

-0.0

-0.2 —

0.4 —

-1.02 -1.01 -1.00 -0.99 -0.98U -0.97

Figure Sa. Evolution du déplacement dans le plan en fonction de la coordonnée
normale x3 pour le cas de charge 1
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3

X~ p—— =
b ———— -

h 0.4 — T - " -
0.2 — - T
- Reissner-Mindlin = ~----
-0.0 - Gauchissement: cas 2 —
-0.2 - . Lo: cas 2 ---
0.4 T e
T T ) T T T T
-1.02 -1.01 -1.00 -0.99 -0.98 -0.97 -0.96
UiDy
q

Figure 5b. Evolution du déplacement dans le plan en fonction de la coordonnée
normale x3 pour le cas de charge 2

La théorie de Lo ne dispose pas suffisamment de fonctions pour distinguer les
deux cas de charges. Pour la théorie de gauchissement, le mode 1 a été utilisé pour
le cas 1 et les deux premiers modes ont été utilisés pour le cas 2.

6. Discussion — Conclusion

Le modéle de gauchissement proposé aux plaques [HAS 98] a été étendu aux
coques. Pour la rotation de la fibre normale, deux modéles ont été retenus : le
modele de Kirchhoff et celui de Reissner-Mindlin.

Les déformations, les contraintes et les efforts généralisés ont été définis. Les
équations d'équilibre et les conditions aux limites, relatives au modéle de
gauchissement, ont été déterminées.

Des exemples d'application ont €té proposés. Notons que la limite du domaine
d'application de toute théorie d'ordre supérieur a été signalé depuis 1977 par
Lo et al. ([LO 77a)).

Pour les problémes de coque présentés ici (et les exemples présentés dans
[HAS 98]), le modéle de Reissner-Mindlin ne donne pas satisfaction. La théorie de
gauchissement peut reproduire une distribution non uniforme des contraintes et du
déplacement.

Cette théorie est utile pour les problémes faisant intervenir des variations
spatiales rapides (probléme de fluctuation de pression de fluide sur une plaque : les
longueurs d'onde peuvent étre petites), les vibrations 4 haute fréquences (mode de
longueur d'onde voisine de I'épaisseur), les multicouches...
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Vu l'ordre supérieur de cette théorie, il n'est pas pratique de l'utiliser pour les
problémes « classiques ». Les exemples de la plaque infinie et la plaque circulaire
présentés dans Hassis 1998 et ces exemples (voir aussi [LO 77a et 77b]) peuvent
guider sur l'intérét de l'utilisation ou non de cette théorie.

La théorie de gauchissement peut étre étendue aux plaques multicouches. Il est
bien connu que pour les plaques multicouches, la distribution du déplacement est
fortement non linéaire en fonction de I'épaisseur de la plaque ([Lo, 1977b]).
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7. Annexe 1

Les modes de flexion d'une poutre libre-libre sont donnés par [GIB 88] :
0n = cos (222) +ch (9°—'t’151) -Rg [sin (©X3) 4 sh (_0‘1111"3 )]

Les coefficients oy, et Ry prennent les valeurs suivantes :

R] = 0.9825; Ry = 1.0008; R3 = 1.0000; R4 = 1.0000.
o] =4.730; 0 = 7.853; a3 = 10.996; arg = 14.137.

Les modes de traction-compression d'une poutre libre-libre sont donnés par :
Oy = cos(kn(—x—3 + l))
k h 2

8. Annexe 2

Tenseur des déformations

La coque non déformée et la coque déformée sont caractérisées par :
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Coque non déformée Coque déformée
« surface: Om(x; x?) ; (51, a ;) » surface: Om Om +lp; (a b a2, 1 )
* Coque : O_I\;I = a.n +xn » Coque : OM Om +xn +U
* base naturelle dela coque ( ) * base naturelle dela coque (Aa A3)
kg _ OM > 3 n -> A - OM - U
= =ag+x 2 =a-xCha = = Y
Aa xa da Xxﬂ da-XTad Au_ xa _Aa+ x%
X3 = oM = ; + _IL
x3 x3
AgpO A
* tenseur métrique : [ of } Aaﬁ Aa3
01 « tenseur métrique : .
Az, 1
Aop = Agp + A —+ Ap. %
X
={n+ —) (Aa + O
x(l
avec :
> A - 3
U _[Uria- U0 3+ [Pa+ ACA T Unta=T2 U, TY et Ul= Y.
x* x® x®

Uaup est 1a dérivée covariante ; 1"3 p sont les coefficients de Cristoffel.

En utilisant les développements précédents, les composantes du tenseur des
déformations associé a (4) s'écrivent comme suit :
A A L

Aa Ag.

x*

- = [A2la]
28a3={;.1a+£(;a-xtga)}
X x3

En utilisant les composantes du déplacement dans la base naturelle locale,
I'équation A 2.1a devient :



Un modgle de gauchissement des coques 95

— - — -

158 459 ke U ok U
2 | xP g ol B -
1 (Uasp + UpLo - 2 UsCap)

21 x:( Uu_aCfs‘+ Uarip C&-ZU;C&‘C@)

2ea3= (Usg + Ugg)+ Us Cx - x* U3 Ch

€ap
[A21b]

En petits déplacements, le tenseur des déformations devient :

* pour la théorie de gauchissement-Kirchhoff :

- -» !
€08 = Yutlo) - X* Ketliia) + 0 Tal W ) [A22a]
2€03 = @n,3Wort QWA &

» pour la théorie de gauchissement-Mindlin :

eap = Toalia) + x¥uslf) - xpolie) + 0a arl W) CA2.2b]
2€03= (Ba +mCh + usa) + ((pn.3W“a+ (an';'.C&)
L (VosartVaug) - V* Cag
3 3 A A
avec: | Kop ({; )=1 {[V .a] P +[V;:B] ol [Vlfa]lﬁ : [:',LCB] J-m}
2 + Viara Cp + Vaip Ca - 2V Co Cap
Pe (V) = % (Vasa Ch + Vaup C3)- V2 Ch Cag

Yo (V) =

v et K sont respectivement le tenseur de déformation membranaire et de variation
de courbure. Pour les coques trés minces, les composantes du tenseur Pof peuvent

&tre négligées ; la théorie sera celle de Novozhilov-Donnell [DES 86, DES 90].

Tenseur des contraintes

En élasticité linéaire isotrope, les composantes du tenseur des contraintes
s'écrivent :

» pour la théorie de gauchissement-Kirchhoff :

Gop = —E (- V)Yaﬁ(ﬁ'm + ¢n W ) + vTr{y.,q;(ﬁco + Qn W )}
of 1 -(1-v) < KaB(E“’) - VTr<x3 Kaﬁ(;@)} [A23a)

-V
Co3= E [(Pn,3wg + (inlll,cg]
21 +v)
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* pour la théorie de gauchissement-Mindlin :

o —E—z{(l - v{yap(ﬁm + x’ﬁ + Qo w ) - x3pc@(3w)]
*1 )

-va + vTr{Yap(ﬁw + x3-[; +Qn W ) - x%@(ﬁm

w=—E [(Ba +mCh + qu) + (<|>n,3W3 + (an')'.C&)]
2(1 +v)

[A23b]

olt E est le module de Young et n le coefficient de Poisson, a et b varient de 1 4 2.

9. Annexe 3

Pour le modéle de gauchissement-Kirchhoff, le travail virtuel des efforts
extérieurs s'écrit (pour la densité volumique fy et la densité surfacique f) :

add

We = f [f?,‘ua - f‘:xz(um‘f C&ux) + £50.Wo + VU3] dx¥o +

(-

(0]

[N

I [Bue - 2x {03+ Chun) + £50aWE + ug] dxdl

v
o

D)

We = | [FPua- m%{usg+Chus) + FEWA + Fug do +

(]

f [Fgllu - m's’(um+ C&u;.) + (FY'WE + F?ug] dar
on

= j [Fue + m%ous - m®Chuy, + FOWE + F3ua] do +

(]

J [FCuq + m¥1ous - m¥Chun + (FEF'WS + Flus| dT
£
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h b h
2 2 2
avec:F°‘=J f?dx3;m“=I xXrdx; Fo=| oufYdx3
.h b .h
2 2 2
h h
2 2

F?=I f£dx3; mf=

h

B
xfe dx3; (FS‘)“=r¢.,f§‘dx3

=
C—
N

Pour le modele de gauchissement-Kirchhoff, le travail virtuel des efforts intérieurs
s'éerit :

B
e I " 0 yaplia) - x* Koglitn) + 00 TedW )] axe

h

A [ 20"{(p,.,;W‘&+ @.CAWE] dx¥do

h

o

En utilisant les efforts généralisés définis par (8), le travail virtuel des efforts
intérieurs devient :

W =- f [N aBYaB(ﬁm) - MaBKaB(E) +PgB'YaB(Wn)] dw

; [ | Qews, + LICAW?] doo

En utilisant la relation (6) et aprés intégrations par parties, I'expression du travail
virtuel des efforts intérieurs devient :
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W, = j N guq da j N*Pugvpdl + f N Copuz doo +f Mg us do
® ow

« [0

j M Vau; dr - f (M*8vg)uous dr-]
90 E

(0]

M Churdo + f M*Chvpup dT
£

I (M*Ch)qur deo + j M*Chvauy, dT J M*C} Cigus do
® ) [

+J PgB_LBw& do.) 'J

0

PPPWivp dI j QW5 do J LICAW3 do
o© (]

ou bien :
Wi= j %%, - M2 - (MCE).g] e do
w
+| [NBC o + M- (MPBCACag)] w3 deo+ [ [P - QF - LS| W2 doo

@ (0]
+ I [- N®vg + 2M*Cfvg] uo dl"-f [MB v (MPvg)io] us dI‘-J PIPVaWE dT
o0 on o0

L'application du principe des travaux virtuels conduit aux équations 17a ou 18a
et 192 ou 20a.
10. Annexe 4

Pour le modéle de gauchissement-Mindlin, le travail virtuel des efforts extérieurs
s'écrit (pour la densité volumique fy et la densité surfacique f5) :

[N Y-3

We = J [f?ua + feXsBa + ﬁ¢nw& + f3u3] dXSd(O +

)
N

[}

3
J [Fue + £2xBa + £0aWa + foug] dx’dl

’
N

Y
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We = | [FPuq + m*Bo + FEWE + Flug do +

o

] [Fuq + mBe + (F'WA + Flus] dT
on

Pour le modéle de gauchissement-Mindlin, le travail virtuel des efforts intérieurs

s'écrit :

W= | [ o ruelie) + xrasl)- xuli) + 9u 10"} axn -

).

h

[ 2
zca{(ﬁu +uCl + U3,a) + (<Pn,3Wna+ (an"xf&)] dx*do

J.b

J. 72
o

En utilisant les efforts généralisés définis par (8), le travail virtuel des efforts

intérieurs devient :

Wi=- J [NByegliin) + MPraglB) - MPpoli) 4221 W )] do

- I [1% (Bo + taCl + u30) + QEWA + LEWACH] doo

En utilisant la relation (6) et aprés intégrations par parties, l'expression du travail
virtuel des efforts intérieurs devient :

N*Puovpdl + I N C opus d +j M“ﬁpﬁadm
@

Wi=J N“f_,;uad(o -J

%0

PP pWa do J PPWivp dF-f (M*Pch) udw
[0

[ a0

. f M*PBovpdl + I
o0

+ | (M*Churvedr- [ (M*CACap) us doo f T By do f T°Ch w do
o [

P ]

+ I T qu3z dw -J T*Vau3 dI' -[ Q Wz do -J LICIWA dw
o £ ]

(]



100  Revue européenne des éléments finis. Volume 8 — n° 1/1999

ou bien :
Wi = j [N"“L3 -(M*c) 5 T"C%] uedo + j [M“_BLB- T"‘] Bod®
(0] (0]
+ | [N Cop + T2 - (MPCACag)] w3 doo+ | [P2Pg - Q2 - LACE] W doo

+ [ [- N®Pvg + MMCEva) ua dl J
%)

M“BVBBadF-J T*Vaus dl‘-j PRPvpWE dI
) ) -2

L'application du principe des travaux virtuels conduit aux équations [ 17b] ou
[ 18b] et[ 19b] ou[ 20b] .



