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RESUME. Le modele de gauchissement des plaques developpe dans [HAS 98] est etendu 
aux coques. Une theorie tenant compte de Ia deformation transverse de Ia fibre 
normale et considerant une distribution non uniforme des deplacements, des 
deformations et des contraintes a ete construite. Cette theorie utilise les modes 
propres de la fibre normale (consideree comme une poutre geometrique) comme une 
base de fonctions. En utilisant seu/ement les modes de corps rigide, on retrouve /es 
theories classiques. En utilisant les modes de deformations, une theorie d'ordre 
superieur est construite. Cette theorie sera comparee aux theories classiques, aux 
theories d'ordre superieur et aux solutions exactes a travers des prob/emes de coques. 

ABSTRACT. The warping high-order theory of plate deformation developed in [HAS 98] 
is extended here to shells. A theory of shell deformation is derived which accounts for 
the effects of transverse shear deformation and a non linear distribution of the in
surface displacements with respect to the thickness coordinate. This theory uses the 
normal modes associated to the normal fibre (considered such as a geometrical beam) 
as basis functions. Using only the rigid body modes, we find the classical theory and 
using the deformation normal modes, a high order theory is constructed. Our theory is 
compared with other theory and the exact solution through application to a particular 
problem of shells. 
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1. Introduction 

Les plaques et les coques sont des milieux continus caracterises par une 
epaisseur faible par rapport aux autres dimensions de Ia surface moyenne. Cette 
caracteristique geometrique a ete utilisee pour « simplifier » les modeles 
tridimensionnels et proposer des modeles qui exploitent les proprietes physiques 
induites par cette propriete geometrique. Des modeles ont ete proposes pour decrire 
une cinematique de Ia fibre normale des plaques et des coques. Les cinematiques les 
plus connues sont celles de Kirchhoff-Love [KIR 1850, LOV 34] et de 
Reissner-Mindlin [REI 47, RES 85, MIN 51]. La cinematique de Kirchhoff stipule 
que Ia normale materielle a Ia surface moyenne ne subit pas de dilatation et reste, en 
tant que normale materielle, orthogonale a Ia surface moyenne deformee. Cette 
theorie induit des deformations et des contraintes de cisaillement transverse nulles. 
Les contraintes de cission transverse ne peuvent plus etre reliees aux deformations de 
cisaillement. Elles sont estimees a partir des equations d'equilibre. 

Pour mieux estimer les cisaillements transverses, Reissner-Mindlin (aussi Bolle 
[BOL 47]) ont propose deux rotations de Ia fibre normale et ont conserve la nullite 
de la deformation longitudinale de Ia fibre normale. Ce modele predit une 
distribution uniforme des contraintes de cisaillement selon Ia normale. Comme pour 
le cas des poutres, un facteur de correction (inspire de Ia theorie des poutres) a ete 
introduit sans pour autant resoudre le probleme de violation des conditions aux 
limites aux niveaux de Ia face inferieure et superieure de Ia plaque ou de Ia coque. 

Des modeles d'ordre superieur (dans le sens de developpement selon Ia normale) 
ont ete proposes. Le plus interessant et le plus « complexe » est celui de Lo et a/. 
[LO 77]. La complexite et les limites d'utilisation du modele ont ete signalees et 
discutees par les auteurs. 

Nous proposons un modele d'ordre superieur qui exploite les proprietes 
physiques et mathematiques des modes propres de Ia fibre normale, consideree 
comme une poutre geometrique attachee a Ia surface moyenne. En utilisant 
seulement les modes de corps rigide, on retrouve les theories classiques de 
Reissner-Mindlin [REI 44, 45, MIN 51]. En utilisant les modes de deformations 
(qui gauchissent Ia fibre normale ), une theorie d'ordre superieur sera construite 
[HAS 98] : c'est le modele de gauchissement des plaques et des coques. Cette 
theorie sera comparee aux theories classiques, a d'autres theories d'ordre superieur et 
a Ia solution elastique a travers quelques exemples. 

2. Nouvelle proposition 

Avant de decrire cette theorie, il est necessaire de rappeler et commenter les 
developpements « recents » dans la modelisation des structures minces. Dans les 
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developpements de Reissner [REI 44, 45], generalisant les theories classiques, l'effet 
des contraintes de cisaillement a ete introduit. La theorie de Reissner utilise le 
champ de deplacement suivant : 

{ 

U t(x1,x2,x~ = Ut(x\x~ + x3 ~t(x\x~ 
U(M} = U2(x\x2,x~ = u2(x 1,x~ + x3 ~2(x\x~ 

U~xl,x2,x~ = u3(xl,x~ 
[ 1] 

oil M est un point de Ia coque. Les parametres defmissant Ia surface moyenne sont 
(xl, x2). La coordonne normale de la surface moyenne est x3. (u1, u2, u3) sont les 
composantes du champ de deplacement de Ia surface moyenne, (U1, U2, U3) sont les 
composantes du champ de deplacement d'un point M de Ia coque et (~I> ~2) sont les 
rotations de Ia fibre normale. 

La relation [ 1] predit une distribution, selon x3, uniforme des contraintes de 
cisaillement: un facteur de correction a ete introduit. 

La seconde theorie utilise un champ de deplacement de Ia forme : 

{ 

Ut(xl,x2,x~ = Ut(x1,x~ + x3 ~t(x 1,x~ 
U(M) = U2(xl,x2,x~ = u2(x\x~ + x3 ~2(x\x~ 

U3(x\x2,x~ = u~x\x2) + x3 ~3(x 1,x~ + (x3) 
2 ~3(xl,x~ 

[ 2] 

Cette theorie tient compte des deformations transverses. Le champ de 
deplacement [ 2J a ete utilise par Naghdi [NAG 57] pour construire une theorie 
generale des coques et par Essenberg [ESS 75] pour obtenir Ia theorie 
correspondante pour les plaques. Dans cette theorie, un facteur de correction a ete 
utilise ; utilisation non appropriee pour un champ de type [ 2J . 

Pour les plaques, Nelson et Lorch [NEL 74], Reissner [REI 75 et 85] et 
Lo eta/. [LO 77 a] ont presente des theories d'ordre superieur. 

Dans Ia theorie de gauchissement proposee aux plaques dans [HAS 98], Ia 
distribution non uniforme du deplacement est assuree par un deplacement pris 
comme combinaison des modes propres de Ia fibre normale, consideree comme une 
poutre geometrique. Les six premiers modes de corps rigide aboutissent au modele 
de Reissner-Mindlin. Le modele de gauchissement des plaques est associe au champ 
de deplacement suivant : 
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( 

U t(xl,x2,x~ = Ut(xl,x~ + x3 ~t(xl,x~ + n WNx1,x~ cl>n(X~ 

Uix1,x2,x3) = uax1,x~ + x33 ~ixl,x~ + Wf(xl,x~ cjln(x~ 
n 

U3(x1,x2,x~ =u3(xl,x~ + W3k(x1,x~ «<>ll(x~ 
k 

[ 3) 

oil { cl>n} et { «<>k} sont respectivement le n-ieme et le k-eme mode transverse et 
longitudinal (annexe 1) induisant des deformations de Ia fibre normale, consideree 
comme une poutre geometrique. Les fonctions (W?,Wf,W3k) representent Ia 
participation des modes de deformation dans le gauchissement de Ia fibre normale. 
Les fonctions c1>n et «<>k sont appelees les coordonnes de gauchissement. 

Pour des chargements particuliers de plaques ou bien pour une analyse 
dynamique a haute frequence, les theories, a I' exception de celle de Lo [LO 77a] ou 
de gauchissement [HAS 98], ne donnent pas satisfaction concernant Ia 
non-uniformite de distribution des contraintes normales, des contraintes de 
cisaillement et du deplacement. Aussi dans le cas des plaques laminees, une theorie 
d'ordre superieur doit etre utilisee pour decrire Ia distribution non uniforme des 
contraintes et des deplacements [LO 77b]. 

Ce travail est l'extension aux coques de la theorie de gauchissement des plaques 
[HAS 98]. On y propose et evalue une theorie particuliere de gauchissement des 
coques. 

3. Champ de deplacement 

Soit {cl>n} le n-ieme mode transverse (voir annexe 1) induisant des deformations 
de la fibre normale, consideree comme une poutre geometrique. Pour chaque 
frequence propre, correspond deux modes : un selon la « premiere » direction du 
plan tangent et l'autre selon la « deuxieme » direction du plan tangent. 

La coque est caracterisee par une surface moyenne et une fibre normale. La surface 

moyenne est defmie par Ia fonction vectorielle Q;(x1, x2). Les deux parametres qui 
caracterisent la surface moyenne soot x 1 et x2. La coordonnee normale de Ia surface 

3 • • ~ 

est x . La surface est aussi caracterisee par Ia base naturelle locale suivante (at, a2. n) 
definie par : 

La base naturelle locale suivante (; 
1
, ; 

2
, r;) est aussi utilisee: 
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+()t ~~~.. .. .. p 
a = a ..... ap ; a a= aapa 

+ + o:~ +a .. p 
avec aap = aa.ap ; a a., = a .a 

a •• et a •• sont respectivement le tenseur metrique deux fois covariant et deux fois 
contravariants ; a, !3, A., etc. varient de I a 2 (Ia convention de sommation sur les 
indices repetes sera utilisee ). 

Dans ce travail, on presente deux champs de deplacement qui combinent Ia 
theorie de gauchissement et Ia theorie de Kirchhoff (pour Ia rotation de Ia fibre 
normale) ou Ia theorie de gauchissement et Ia theorie de Mindlin (pour Ia rotation de 
Ia fibre normale ). Cette theorie sera appropriee aux champs de deplacement 
suivants: 

• pour Ia theorie de gauchissement-Kirchhoff: 

[ 4a] 

• pour la theorie de gauchissement-Mindlin: 

- { Ut..(x\x2,x~ = Ut., + x313t.. + w-t cl>n(X~} 
U(M) = n 

I 2 3- .. 1., "" U3(x ,x ,x J = U3 <a , n) 

[ 4b] 

avec: (u;.,,u3) sont les composantes du champ de deplacement de Ia surface moyenne 
ecrites dans Ia base locale, (U;.,,U3) sont les composantes du champ de deplacement 

d'un point de la coque ecrites dans la base locale de la surface, c. • est le tenseur de 
courbure mixte, 13J est Ia rotation de Ia fibre normale. 

La notation suivante sera utilisee : 

Les champs de deplacement definis par (4) contiennent les deformations hors 
-+n 

plan et dans le plan. Le vecteur W represente l'intensite de participation du mode n 
dans le gauchissement de la fibre normale. La figure 1 montre revolution des deux 

3 
premiers modes transverses en fonction de A... (h etant l'epaisseur de Ia coque ). Le 

h 
nombre de modes utilises depend de l'ordre de la theorie necessaire. 
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x3 
h 

0.4 

0.2 

-0.2 

-0.4 

----- ---- .. ------

~~-

-1 

~- ---

Figure 1. Les deux premiers modes transverses 

4. Equations d'equilibre 

0 

Mode 1-
Mode 2-- · 

2 

Les tenseurs de defonnations et de contraintes sont defmis en annexe 2. Les 
efforts generalises utilises soot : 

[
Nll Nl2l [Mil Ml2l [P!l P!2l 

[N] = N21 N22j; [M] = M21 M22j; [Pn] = p~l p~2J 

.... (T
1
) .... (L!) .... (0!) T= T2 ; Ln= L~ ; On= O~ 

[ 5] 

avec 

[T
1 T~ f~[ 1] LrL~ = <l>n [cr13 cr23 ]dx3 

On 0 ..!!. <l>n,3 
2 

Les lois de comportement generalisees soot donnees par : 

• pour Ia theorie de gauchissement-Kirchhoff: 

N = D2[(1-v) y(iico) + vTr{y(iico)}.l] [ 6a] 

(M =- D1 [(1-v) (K(iico)) + vT~(K<iico))}.i] [ 7a] 
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[ Sa] 

[ 9a] 

[ lOa] 

[ lla] 

• pour la theorie de gauchissement-Mindlin: 

[ 6b] 

[ 7b] 

[ Sb J 

[ 9b] 

[ 10 b] 

[ lib] 

oil 1 est le tenseur unite. D 1, D2 et D3 sont les rigidites classiques defmies par : 

3 
Dt= Eh ; D2=.....Eh_ ; D3=__Eh_ 

12(1-v~ (1-v~ 2(l+v) [ 12] 

oil E est le module de Young et n est le coefficient de Poisson. Les constantes 
utilisees dans les equations (6 a 11) sont defmies par: 
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En considerant les defonnations, les contraintes (definis en annexe 2) et les efforts 
generalises (defmis par (6)), !'utilisation du principe des travaux virtuels conduit aux 
equations d'equilibre suivantes (voir a annexes 3 et 4): 

• pour Ia theorie de gauchissement-Kirchhoff: 

- ..a6 - ..AP a AP a r4 ·· a 
N J.p-2M.LpCA-M Cup+r =phu 

ap { cxP) ap A ~ a ·· N Cap+ M.Lp .La-M Ca CAp+ .1:'- + m .L Cl =ph U3 

( a~J) a a A (• •Cl) 0 
Pn .L p- Qn - CA Ln +F.:= ph~ W 

ou bien: 

• div N - 2C.div M - VC : M + Foo = ph n{J oo) 

• N : c + di~divM)- (c.M) : c + F 3 + div iiioo =ph ih 

= _., =-+ -+ n 

• div Pn- Qn- C.Ln + Fn= ph ~W 

• pour Ia theorie de gauchissement-Mindlin: 

ou bien: 

~ .LP- (MAPc~).L13- C~ TA +Fa = ph iia 

ap Cl Cl ph3 •• Cl 

M .LP - T + m =- ~ 
12 

Nap Cap + T a .La - Map C~ CAp + F3 = ph ii3 

( P~) .L p - Q~ - C~ L: + F.: = ph ~ ( wa) n 

• div N - div {c.M) -c .T + Foo =ph n{Joo) 
- 3-+ .- .... .... ph .. 

• d1v M - T + moo=- ~ 
12 

• N : c + div {i) -{c.M) : c + F 3 = ph ih 
= -to = _,. -+D 

• div Pn- Qn- C.Ln + Fn =ph InW 

[ 14a] 

[ 15 a] 

[ 14b] 

[ ISb J 

avec : n{J oo) est Ia projection sur Ia surface du deplacement J 00, Foo est Ia projection 
de Ia densite surfacique de forces sur le plan tangent de Ia surface, iiioo est Ia 
projection de Ia densite surfacique de moments sur le plan tangent de Ia surface, 
-+D 

F est l'integrale sur l'epaisseur du produit entre les composantes planes de Ia 
densite volumique de forces et le n-ieme mode transverse. 
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Pour une coque soumise a une densite surfacique de forces appliquee sur Ia 
surface defmie par c3wx]-h/2, h/2[ (co est le contour de Ia surface moyenne co), les 
conditions aux limites sont : 

o pour Ia theorie de gauchissement-Kirchhoff: 

ou bien: 

- Nal3 v13 + 2MA.I3C~V13 + F~ = 0 

- (M~.LI3) Va- (Mal3 v13) .La+ F§ = 0 

- ~!3 Vj3 + (F~) n = 0 

•- N .v + 2C.M.v + (Fco)s= o 
·- (div M).v- div (M .v) + F§ = o 
0

- (P} ~ V + (F:) n = 0 

o pour Ia tbeorie de gauchissement-Mindlin : 

ou bien: 

- Nal3 Vj3 + MA.I3 VA. CW + ~ = 0 

- Mal3 Vj3 + mCS = 0 

- 'f'Xva + F§ = 0 
- p~l3 Vj3 + (F~) n = 0 

·-N .v + c.M.v + (Fco)s= o 
0 -M.v+(m;)s=O 
-- 3 o- T.v + Fs = 0 

0 -(P)~v+ (Fs)n = 0 

[ 16a] 

[ 17a] 

[ 16b l 

[ 17b l 

avec : (Fro k est Ia projection de Ia densite lineique de forces de bord sur le plan 
tangent de Ia surface, (~co)s est Ia projection de Ia densite lineique de moments de 

bord sur le plan tangent de Ia surface, (F:) n est l'integrale sur l'epaisseur du produit 
entre les composantes planes de Ia densite surfacique de forces de bord et le n-ieme 
mode transverse. 

5. Evaluation de Ia theorie de gauchissement pour les coques 

5.1. Exemple 1 

Soit une coque cylindrique dont le rayon interieur et exterieur sont 
respectivement R1 et R2 (voir figure 2). 
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Figure 2. Coque cylindrtque 

La coque cylindrique est soumise a une distribution de forces :
1 

appliquee sur Ia 

face interne et une distribution de forces :...
2 

appliquee sur Ia face exteme. 

La contrainte de cisaillement donnee par Ia solution analytique elastique est : 

[ 18] 

La contrainte de cisaillement par Ia theorie de gauchissement est : 

[ 19] 

avec: 

En utilisant le modele de Reissner-Mindlin, Ia contrainte de cisaillement est 
donnee par: 

[ 20] 

La contrainte de cisaillement calculee par Ia theorie de gauchissement 
(equation 19) et par celle de Reissner-Mindlin (equation 20) sont comparees (voir 
figure 3) avec Ia solution elastique exacte (equation 18). 
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Gauchissement 
Solution exacte 
Solution de Mindlin······ 

0.5 l.O 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 
O"rz 
F 

Figure 3. Distribution de Ia contrainte de cisaillement pour une coque cylindrique 
(RJ = 4 m; R2 = 5 m ; h = 1 m) 

En utilisant seulement le mode 2 (mode antisymetrique), Ia non uniformite de 
distribution de Ia contrainte de cisaillement est assuree. L'erreur maximum de Ia 
tbeorie de gauchissement est de 5.19 % et celle de Ia tbeorie de Reissner-Mindlin 
est de 12.27%. 

5.2. Exemple 2 

Soit une coque cylindrique (de rayon R, de hauteur H et d'epaisseur h) soumise a 
une densite lineique sur les deux bords (xl = -H/2 et xl = H/2). 

Les deux cas de charges consideres soot defmis par (voir aussi la figure 4): 

Cas 1: 
fs = qo(x3) al sur le bord xt =- ~ 

fs =- qo(x3) at sur le bord xt = ~ 

Cas 2: 
fs = ~ o(x3-hf4) at sur Ie bord xl =- ~ 
fs = ~ o(x3+hf4) at sur le bord xi =- H 

2 2 
fs =- ~ o(x33-h/4) at sur le bord xl = H 

2 2 
fs = -~ o(x3+hf4) a1 surle bord xl = H 

2 2 
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i 1 est le premier vecteur tangent de Ia surface (associe au parametre x1), o est Ia 
fonction de Dirac et q est une constante. 

h h 

Cas I Cas 2 

Figure 4. Coque cy/indrique soumise a deux cas de charge dans son plan 

5.2.1. Theorie de Reissner Mindlin 

La solution de Reissner-Mindlin est : 

5.2.2. Theorie de Lo 

Le champ de deplacement considere est : 

U= 
Ut(x1) + W1(x1) (x3) 

2 

0 
0 •I •2 ~ 

(a , a , n) 

Les efforts generalises s'ecrivent sous Ia forme suivante : 
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P 1 = 01 [(1-v) r(lim)+ vTr('Y(iim)).l] + o4[(1-v) iw)+ vTr('Y(\V)).l] 
-+1 .... 
Q =201W 

-+ 'Ut - 'Wt avec:u00 = 0 ... 1 ... 2 ; W= 0 ... 1 -.z 
(a , a ) (a , a ) 

(01, 0 2 , 03) sont defmis par l'equation (12) et 0 4 est la rigidite defmie par: 

5 
04= Eh 

80(1-v~ 

La solution en deplacement de Lo est donnee par : 

avec: casl: F! = 0; cas2: F! = h2 
q 

8 

Les efforts generalises sont : 

5.2.3. Theorie de gauchissement 

Le champ de deplacement considere est : 

-+ n 

U= 0 
0 

A.1 (F! + ~q) sinh(A.Ix1) 

201 cos~ A.~~) 

•I •2-. 
(a, a, n) 
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La solution en deplacement de Ia theorie de gauchissement est donnee par : 

UJ = _ ....9... xi ; w'l = sinh( A. n x
1
) 

Dz l:nDzM cos~ A. 
0 ~) 

l:n et So sont definis par l'equation 13. 

Les lois de comportement generalisees sont : 

N = Dz[(l-v) y(-;(J)) + vTr{y(-;(J))}.t] 

P 1 = D7l:1 [(1-v) ~)+ vTr(r<W)).t] 
-+I 
Q =03::::1 w 

Les efforts generalises sont : 

Nu=-....9... ; N1z=O Nzz=vR~u 
Dz 

P}J= cosh(A.nxl) (F~) ; P}z=O; P~z=vR1>}1 
cos~A.n~) 

casl: (F~) =- qcpn(O); cas2: (F~) =- qf cpn(h) + cpn(- h)l 
21. 4 4 J 

L'evolution du deplacement dans le plan de Ia coque en fonction de Ia 
coordonnee normale est donnee par Ia figure 5. 

x3 
h 0.4 

I ""'..--
0 .. 

------
0.2 

Reissner-Mindlin 
-0.0 ~~----......_ __ _.;..--____ 1 Gauchissement: cas 1 --

-0.2 
Lo: casl 

-0.4 

-1.02 -1.01 -1.00 -0.99 -0.98 -0.97 
U1D2 

q 

Figure 5a. Evolution du deplacement dans le plan en fonction de Ia coordonnee 
normale x3 pour le cas de charge 1 
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x3 

h ------- -----
0.4 

0.2 

----... ------
--- i 

Reissner-Mindlin 
-0.0 ....., _______ ___,;;_ ___ __;=t--IGauchissement: cas 2 --

-0.2 

-0.4 

-1.02 -l.Ol -l.OO 

Lo: cas 2 

-0.99 -0.98 -0.97 
UtD2 

q 

Figure Sb. Evolution du deplacement dans le plan en fonction de Ia coordonnee 
normale x3 pour le cas de charge 2 

-0.96 

La theorie de Lo ne dispose pas suffisamment de fonctions pour distinguer les 
deux cas de charges. Pour la theorie de gauchissement, le mode 1 a ete utilise pour 
le cas I et les deux premiers modes ont ete utilises pour le cas 2. 

6. Discussion - Conclusion 

Le modele de gauchissement propose aux plaques [HAS 98] a ete etendu aux 
coques. Pour la rotation de la fibre normale, deux modeles ont ete retenus : le 
modele de Kirchhoff et celui de Reissner-Mindlin. 

Les deformations, les contraintes et les efforts generalises ont ete definis. Les 
equations d'equilibre et les conditions aux limites, relatives au modele de 
gauchissement, ont ete determinees. 

Des exemples d'application ont ete proposes. Notons que la limite du domaine 
d'application de toute theorie d'ordre superieur a ete signale depuis 1977 par 
Lo eta/. ([LO 77a]). 

Pour les problemes de coque presentes ici (et les exemples presentes dans 
[HAS 98]), le modele de Reissner-Mindlin ne donne pas satisfaction. La theorie de 
gauchissement peut reproduire une distribution non uniforme des contraintes et du 
deplacement. 

Cette theorie est utile pour les problemes faisant intervenir des variations 
spatiales rapides (probleme de fluctuation de pression de fluide sur une plaque : les 
longueurs d'onde peuvent 8tre petites), les vibrations a haute frequences (mode de 
longueur d'onde voisine de l'epaisseur), les multicouches ... 



92 Revue europeenne des elements finis. Volume 8- n° 111999 

Vu l'ordre superieur de cette theorie, il n'est pas pratique de l'utiliser pour les 
problemes « classiques ». Les exemples de Ia plaque infmie et Ia plaque circulaire 
presentes dans Hassis 1998 et ces exemples (voir aussi [LO 77a et 77b]) peuvent 
guider sur l'interSt de !'utilisation ou non de cette theorie. 

La theorie de gauchissement peut Stre etendue aux plaques multicouches. 11 est 
bien connu que pour les plaques multicouches, la distribution du deplacement est 
fortement non lineaire en fonction de l'epaisseur de Ia plaque ([Lo, 1977b ]). 
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7. Annexe 1 

Les modes de flexion d'une poutre libre-libre sont donnes par [GIB 88] : 

Les coefficients an et Rn prennent les valeurs suivantes : 

R1 = 0.9825; R2 = 1.0008; R3 = 1.0000; R4 = 1.0000. 
a1 = 4.730; a2 = 7.853; a3 = 10.996; a4 = 14.137. 

Les modes de traction-compression d'une poutre libre-libre sont donnes par : 

8. Annexe 2 

Tenseur des deformations 

La coque non deformee et la coque deformee sont caracterisees par : 
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Coque non deformee Coque deformee 

o surface: Q;(x\ x~ ; (;I. ;2. J;) ~ - ... (+" .... -+') • surface: Om = Om + uw ; a 1. a2, n 

o Coque : OM = On; +x~ • Coque : OM = On; +x~ +U 

• base naturelle de Ia coque: {~. :A~} o base naturelle de Ia coque: {:Aa. r;) - -~=oM· =Aa+...!:!_ 
xa xa 

- ... ..... OM ... 3 n ... v.A.+ 
Aa = -- = a a +x- = a a - x~aa A. 

xa xa --· oM· ... u 
A3=-- =n+-

x3 x3 

o tenseur metrique : [A;~ ~] [A~~ A~] • tenseur metrique : . 
A3a. 1 - -. - u - u A.ap = Aaji + Aa.--=--+ Afi.-

xfi xa 

Aa3= r; + J .(:Aa + u) 
x3 xa 

avec: -
_Q_ = [ Uua- U3CA.a] ;\ [ U3,a + UA.C~] J; ; Uua = UA. - Uy r~ et U3,a = U

3 
. 

xa xa xa 

Ua.ili est Ia derivee covariante ; f! li sont les coefficients de Cristoffel. 

En utilisant les developpements precedents, les composantes du tenseur des 
deformations associe a (4) s'ecrivent comme suit: 

l - -~ 1 - u - u Eap =- Aa.- + Ap.-
2 xli xa 

I - - l ... u u ... )..+ 
2£a3 = n.-+- (aa- x3ca~) 

xa x3 

[A2.la] 

En utilisant les composantes du deplacement dans Ia base naturelle locale, 
!'equation A 2.la devient: 
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En petits deplacements, le tenseur des deformations devient : 

• pour la theorie de gauchissement-Kirchhoff: 

€ex~ = Ya~(lioo)- x3 Ka,3(lioo) + <pn Yap{wn) 
2£cx3 = <pn,3Wcx+ <pn~C~ 

• pour la theorie de gauchissement-Mindlin : 

€ap = Yap(lioo) + xlya~~)- x3pap(lioo) + <pn Yap{wn) 
2£cx3 =(~a+ u1.C~ + U3tx) + ( <pn,3Wcx+ <pn~C~) 

[A 2.lb] 

[A 2.2a] 

[ A2.2b] 

y et K sont respectivement le tenseur de deformation membranaire et de variation 
de courbure. Pour les coques tres minces, les composantes du tenseur Pa~ peuvent 
~tre negligees ; la theorie sera celle de Novozhilov-Donnell [DES 86, DES 90). 

Tenseur des contraintes 

En elasticite lineaire isotrope, les composantes du tenseur des contraintes 
s'ecrivent : 

• pour la theorie de gauchissement-Kirchhoff: 
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• pour Ia theorie de gauchissement-Mindlin: 

[A 2.3b J 

oil E est le module de Young et n le coefficient de Poisson, a et b varient de I a 2. 

9. Annexe 3 

Pour le modele de gauchissement-Kirchhoff, le travail virtue! des efforts 

exterieurs s'ecrit (pour la densite volumique fv et Ia densite surfacique fs) : 

W, =f. I: [ f':u.- t':x{ "'• • c.'u1) + I':+,Wh f.u3] dx'dm + 

f f~ [ f.u. - f.x{ "'• • c!u1) + f.+,W:: + f. u,] dx'dr 
ClCil 2 

W, = f. [ F"u. -m"{ "'• • c.'u1) + ~ + F'u,] dm + 

{ [ F~ua - m~ U3,a + c!ul} + (F~~ + F~u3] dr 
Jaro 

= L [ Faua + m'iau3- mCXC~Ul + ~~ + F3
u3] dro + 

JilCil [F~ua + m~J.all3- m~~Ul + (F~~ + F~u3] dr 
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h h h 

aved" = J: f: dx
3 

; m" = J: x't: dx
3 

; F': = J: M dx
3 

2 2 2 
h h h 

F~ = J: fsX dx
3 

; mf = J: x3fsl dx
3 

; (F~f = J: c!>nfsX dx
3 

2 2 2 

Pour le modele de gauchissement-Kirchhoff, le travail virtuel des efforts interieurs 
s'ecrit : 

w, = -f. C a"'{ y.,~;,) -x3 K,J.;.) + <Po Ya J W,] dx'dro 

-JJ: a"{ q>,,,W"at q>.C.'wi] dx'dro 

En utilisant les efforts generalises definis par (8), le travail virtuel des efforts 
interieurs devient : 

W, =-f. [ Nallya~U.,)- Ma.BKap(ji) +F.:ilyap(W"}] dro 

-f. [ Qi~ + L,."C1; ~ dro 

En utilisant Ia relation (6) et apres integrations par parties, !'expression du travail 
virtuel des efforts interieurs devient : 
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Wi= L ~~uadro- fila> Na~uav~dr+ L Na~Ca~U3dCO +L M~~u3dCO 
-fila> M~vau3dr- fila> (Ma~v~)J.aU3dr-L M~~uA.dro+fila> Ma~c~v~uA.dr 

-L (M~ca)J.aUA.dro+fila> Ma~cavauA.dr-L M~c~cA.~u3dro 

+L P~J.~~dro- L. P~~v~dr -L Q~dco-L L~~Mdro 
ou bien: 

Wi = L [ N1~ -M~ c~- (M~c~h~J ua dro 

+ L [ Na~c ~ + M~~- (M~~CA.~)J u3 dro+ L [ P~J.~- Q~- L~c~] w~ dro 

+ L [-~, + 2M"'cfv,]~~adr-f.. [M~va+{M"'v,)u,] u,dr-L ~,w~dr 
L'application du principe des travaux virtuels conduit aux equations 17a ou 18a 

et 19a ou 20a. 

10. Annexe 4 

Pour le modele de gauchissement-Mindlin, le travail virtuel des efforts exterieurs 

s'ecrit (pour la densite volumique fv et la densite surfacique f8) : 

W, = f. I: [ t':~~u + f.x'lla + r,~ ~ + f.uJ dx'cim + 

f J:[Cu. + t.'x'lla + t.'~~ + tiu,] dx'cir 

aCII 
2 
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We= L [FXua +maPa+~+ F3u3] dro + 

filol [F~ua + m~Pcx + (F~~ + F~u3] dr 

Pour le modele de gauchissement-Mindlin, le travail virtue! des efforts interieurs 
s'ecrit: 

W; =-f. I: o"'{y.~ii.) + x'raJ~)- x'PJ.U.,) + ~.y.JW")] dx'dro . 

f. I: a"{(llu + u,<;! + .,.) + (~,,,W"o+ ~,W">J~)] dx'dro 

En utilisant les efforts generalises definis par (8), le travail virtuel des efforts 
interieurs devient : 

W; = -f. [ N"'y.~U.,) + M"l'y.Jji)- M"l'pai!IU..) +P::"yJ W")] dro 

-L [ -rx (Pa + u:tC~ + u31X) + Q~ + L~C~] dro 

En utilisant Ia relation (6) et apres integrations par parties, !'expression du travail 
virtuel des efforts interieurs devient : 

Wi = L N1puad<O - filol Ncx13uaVpdr+ L Nap Capu3d<0 +L M~pPad<O 
- { Ma13Pavpdr+f. P~.Lp~dro- { P~~vpdr-f. (MaPca).Lau:tdro 

law w law w 

+ f (Mcx13ca)u). vex dr- f. (Mcx13c~C:tp) U3 dro -f. -rx Pcx dro -f. -rxc~ U). dro 
iloJ w w w 

+ L -rx.LaU3 dro - filol T\rau3 dr -L Q~ dro -J. L~Ca~ dro 
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ou bien: 

Wi = L [ ~13- (MA13c~tp- 1"-c~] Ua dro +f. [ M~p- rx] ~a dro 

+ f. [II"" c .., + '!" ... - ( M'"'clc,.,)] u, dO>t f. ( P::t'~~ -~ - L.'-ct] w~ dro 

+ Jil<.l[- Na13v13 + MA.13CpvA.] uadr-L., MaPvp~adr-Jil<.l 'f'Xvau3dr-Jil<.l P~vpW~dr 

L'application du principe des travaux virtuels conduit aux equations [ 17b] ou 
[ 18b] et [ 19b] ou [ 20b] . 


