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RESUME. Cet article est consacre a l' analyse dynamique non lineaire de robots jlexibles. Apres 
sous-structuration du robot et au moyen d'un schema incremental, le mouvement de chaque 
sous-structure est defini par rapport a une configuration de rejerence mobile. Une 
decomposition modale est alors appliquee a ['increment de mouvement de corps rigide eta La 
deformation. Ceci a permis de tenir compte du couplage inertiel entre le mouvement 
d'ensemble et le mouvement de deformation. Un procede original est mis en reuvre pour 
['assemblage des dijferentes sous-structures. Il utilise les notions de reperes locaux de liaison 
et de matrices de liaison. Les resultats numeriques prouvent que ce formalisme est en accord 
avec des solutions connues. 

ABSTRACF. This paper is devoted to the non-linear dynamic analysis of the flexible robots. After 
substructuration, and by mean of an incremental scheme, the motion of each substructure is 
defined relatively to a mobile reference configuration. A modal synthesis is thus applied on the 
increment of rigid motion and of the deformation. This permit to take into account the inertial 
coupling between the rigid motion and the deformation. An original process is built to link the 
different substructures. It uses the notions of local connexion reference frame and connexion 
matrix. The numerical results demonstrate that this formalism is in good agreement with 
known solutions. 

MOTS-CLES : synthese modale, schema incremental, matrice de liaison, reperes locaux de 
liaisons. 
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1. Introduction 

Dans le passe, Ia modelisation des robots s'appuyait souvent sur !'hypothese de 
rigidite des composants. Ceux-ci etaient generalement massifs. Mais Ia tendance 
actuelle, notamment dans le domaine spatial, est Ia construction de robots legers 
avec des bras elances et se depla~ant a grandes vitesses. L' effet de Ia flexibilite des 
composants ne peut plus etre neglige dans ces cas. II est done necessaire d'adopter 
un modele adequat pour tenir compte des vibrations elastiques. 

Depuis les travaux de Winfrey [WIN 71], une abondante litterature a ete publiee 
sur ces problemes de flexibilite. Les premieres approches [NAT 80], [SUN 81] 
s'etaient orientees vers !'amelioration des algorithmes de resolution du mouvement 
de corps rigides qui existaient deja. Dans ces approches, le mouvement de corps 
rigide est suppose connu, Ia deformation est introduite dans le calcul comme une 
perturbation de l'etat de reference et n'a aucune influence sur le mouvement de corps 
rigide. Ces methodes ont l'avantage de n'introduire que de petites modifications sur 
des codes de calcul des corps rigides, mais ne peuvent traiter de maniere precise le 
mouvement des corps souples toumant a grande vitesse car on ne peut plus negliger 
dans ces cas le couplage inertiel entre le mouvement d'ensemble et Ia deformation. 

Sirno a developpe une autre approche d'etude des corps articules flexibles. Cette 
approche analytique a permis d'une part l'etude des structures pouvant etre 
modelisees par des poutres [SIM 85] en se basant notamment sur les theories de 
Reissner [REI 72] , et d'autre part l'etude des plaques en se basant sur Ia theorie de 
Mindlin [MIN 51]. Mais pour une etude plus generale des structures pouvant avoir 
des formes complexes, il est indispensable d'utiliser des modeles discretises. 

Des recents travaux, notamment ceux de Shabana [SHA 88], ont montre Ia 
faisabilite d'une telle approche. Apres une discretisation par elements finis, le 
comportement de Ia structure est alors deduit d'une analyse par synthese modale, ce 
qui permet de traiter les phenomenes physiques a basses frequences qu'on rencontre 
souvent en robotique avec un nombre minimal de degres de liberte sans alterer pour 
autant Ia precision du resultat. 

En effet, et grace a !'utilisation d'une synthese modale adaptee a Ia dynamique 
des;structures en grands mouvements, il est possible de construire des algorithmes 
de simulation des robots presentant un bon compromis precision sur temps de calcul. 

Dans cette optique, nous avons oriente nos recherches afin d'aboutir a un 
formalisme souple d'analyse des structures en grands deplacements et petites 
deformations, qui se concretise par un outil de calcul presentant le plus large niveau 
de generalite (traitant les corps aux formes les plus complexes, les chaines ouvertes 
ou multiplement bouclees), tout en minimisant les temps de calcul. Les 
developpements informatiques de ce formalisme ont ete integres au code de calcul 
PLEXUS du centre d'Etudes Nucleaires de Saclay. 
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2. Analyse dynamique d'un corps isole 

Dans le but de traiter des structures polyarticulees de topologies et de formes 
quelconques, on a ete amene a utiliser Ia technique de sous-structuration. On 
etudiera ainsi dans ce paragraphe le comportement d'un composant (ou sous­
structure) isole, et on traitera au paragraphe suivant les connexions entre les diverses 
sous-structures. 

2.1. Description du mouvement 

Pour decrire le mouvement d'un corps isole, on a choisi Ia description 
Lagrangienne actualisee [BAT 82]. Ceci se ramene a I' etude du mouvement du 
corps non pas par rapport a une configuration fixe mais par rapport a une 
configuration mobile qui suit le mouvement du corps sans pour autant etre 
confondue avec celui-ci. La configuration de reference choisie est une configuration 
non deformee, elle proviendra d'un mouvement de corps rigide de Ia configuration 
initiale. 

2.1.1. Schema incremental 

Pour defmir le mouvement de Ia configuration de reference ainsi que celui de 
Ia sous-structure, on a utilise un schema incremental (figure 1). L'etude des 
structures souples en grands mouvements etant tres complexe et conduisant 
generalement a des equations hautement non lineaires, il parait done indispensable 
d'utiliser un schema incremental, ce qui est de nature a simplifier considerablement 
Ia resolution du probleme. 

Sur chaque pas de temps, on defmit un repere local ( ~) par rapport auquel on 
etudie le mouvement au pas suivant. Ce repere suivra ainsi Ia configuration de 
reference. La position de ce repere dans Ia sous-structure est regie par des regles 
expertes en fonction du probleme a etudier [AZO 94]. 

Figure 1. Description du mouvement sur un pas 
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2.1.2. Decomposition du mouvement sur un pas 

Afin de tenir compte du couplage inertiel entre le mouvement d'ensemble et la 
deformation, on decompose le mouvement total d'un point en un mouvement rigide 
correspondant au mouvement de la configuration de reference, plus un increment de 
mouvement de corps rigide sur le pas auquel on ajoute toute la 
deformation. 

U(M) = Urer(M) + ~Urer(M) + Us(M) 

Q 
Us etant Ie deplacement elastique 

~U ref I' increment de mouvement de corps rigide 

[1] 

A partir de l'equation [1], on peut obtenir l'expression de !'acceleration projetee 
sur le repere local qui sera : 

De= RTU = RTUref+RT( RQ+2RQ + RQ) [2] 

~ T - ~ '":'"' :;-
avec Q = R Q. On peut defmir Q, Q ,Q comme les deplacements, vitesses 

et accelerations relatifs au repere local, et R est la matrice de rotation faisant passer 
du repere local ( ~) au repere inertiel Ro, Elle est definie au debut du pas et sera 
supposee constante sur tout le pas. 

2.2. Equations du mouvement 

2.2.1. Equations de base 

_fk' -v-j 

Figure 2. Description des forces en presence 

'• 

Considerons un corps deformable n Soumis a des champs de forces exterieures. 
L'equation locale d'equilibre dynamique ecrite dans Ie repere inertiel est: 

divcr + fv = pU [3] 
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oil fv repn!sente la densite volumique des forces appliquees sur n, p est la masse 
volumique du corps n. Le tenseur gradient de la deformation peut s'ecrire sous la 
forme: 

F = R( ld +J) [4] 

Avec ld tenseur unite et j = V'. Q . D'oil le tenseur des deformations 

i:w = ± [ TF. F- Id] = ± [ j + Tj + TJ. 1] que l'on peut lineariser dans 

le cas des petites deformations : 

[5] 

La description des contraintes est faite a partir du tenseur de Piola-Kirchhoff PK 
exprime par rapport a la configuration de reference. On suppose que le materiau est 
elastique lineaire et homogene. Dans le cas de petites deformations, on peut 
confondre la configuration reelle avec la configuration de reference : 

V t vref st sref 
~ et ~ 

Les domaines interieurs de yrer et srer sont identiques a ceux de yo et so calcules 
a l'instant initial. On peut assimiler ainsi le tenseur des contraintes de Fiola­
Kirchhoff a celui de Cauchy cr [BAR 83]. (PK ~ cr ). D'apres les equations [2] et [3], 
on peut alors ecrire l'equation dynamique projetee sur le repere local comme suit : 

[6] 

oil f caracterise la projection dans le repere local des forces appliquees sur le corps, 

et I un operateur differentiellineaire [CHA 90]. 
En utilisant le principe des puissances virtuelles pour decrire l'equilibre 

dynamique du corps sujet a un deplacement virtuel 8Q on obtient : 

fp. T8Q.( Q + 2R TRQ + R TRQ )dV + JT 8Q.~ 1 [Q] d 
v~ v~ 

J T8Q. f dV- Jp. T8Q.RTUref dV [7] 

yref yref 
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2.2.2. Discretisation du corps 

On discretise le corps n en elements fmis. On a ainsi Q = N.q [TOU 84] oil 

N est la fonction matricielle d'interpolation et q est la matrice colonne des 

increments de deplacements dans le repere local ( ~) de tous les nreuds de la sous­
structure. 

On obtient alors pour le deplacement virtue! cSQ = N .cS q une equation 

dynamique de la forme : 

avec M = J p N t N dV est la matrice de masse ( constante ), 
vref 

C = J p N t IR t IR N dV est Ia matrice des termes gyroscopiques, 

vref 

K = K5 + Kct est une matrice de raideur formee de deux termes : 

K 8 = JN t ~I [N] dV est la raideur structurelle, et 
vref 

[8] 

K d = J p N t IR t lR N dV est une raideur dynamique due aux forces de Corio lis. 

vref 

f 
t~ 

Fe= pN fdV represente le champ des forces exterieures. 

vref 

f 
t t .. 

F R = p N IR U ref dV designe les forces d'inertie residuelles. 
vref 

IR est ici une matrice diagonale en blocs, composee d'autant de blocs qu'il y a 

de nreuds. 

l
[R] 

IR = [R] j 
[R] 
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2.3. Analyse modale 

L'equation dynamique du corps discretise [8] comporte un tres grand nombre de 
degres de liberte. Afin de reduire le systeme, on a opte pour Ia synthese modale. 
Comme on le sait, les phenomenes rencontres en robotique sont souvent a basses 
frequences, leur representation peut se faire avec un nombre reduit de modes. 

2.3 .I. Decomposition modale 

On decompose !'increment q en un increment de deplacement de corps rigide 

<lr et un deplacement elastique <Is (de fayon analogue a Ia decomposition [I]). On 
6 

peut alors ecrire: <lr =I Yn .xri 
i=l 

Y,i etant !'amplitude modale du mode rigide i. Pour un mouvement a trois 
dimensions par exemple, on aura 6 variables (Y trax, Y traY• YtraZ, Yrotx, YrotY, YrotZ ). 

X,i est Ia matrice colonne de Ia deformee du mode rigide i. 
nd 

Pour ce qui est de Ia deformation, on a: <Is= ,LYcti .Xcti avec nd le nombre 
i=l 

de modes deformables retenus, Ydi sont Ies amplitudes modales de deformation et 
Xdi les matrices colonnes des deformees modales. Ces demieres sont solution de 

I' equation caracteristique de Ia structure non amortie : ( KL - ro 2M). Xct = 0 . 

Comme pour Ia majorite des codes de Dynamique des Systemes Articules 
existants (DAMS [SHA 85], MECANO [GER 91]), on a evite de manipuler les 
modes complexes qui decoulent de )'equation caracteristique de Ia structure amortie. 
En effet, les frequences issues de Ia structure equivalente non amortie representent 
une bonne approximation de Ia solution smtout pour les corps faiblement amortis 
sans dissipateurs d' energie localises. 

2.3.2. Projection des equations sur Ia base modale 

On notera par lX Ia base modale formee par les modes rigides X, et les modes de 
deformation xd, et par y )'ensemble de toutes les amplitudes modales. 

Y =[i;] }6+nd ct I= [X, X,]} nbdeddl 

~~ 
6 nd 
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La projection de !'equation [8] sur Ia base modale )X donne: 

T T ' · .. 
~.Y + ]:{ .M.IR .IR .l. Y +?lt. Y = ?e- *;, [9) 

avec ?e = ( JXT, Fe ) , *JR = ( ~(T, F,) les forces exterieures et d'inertie projetees, 
~ = ( )F.K. lX ) Ia matrice de raideur generalisee, et ?It= ( JXT.M. lX ) Ia matrice de 
masse generalisee. Cette derniere est dans ce cas constante dans /e temps ce qui 
represente un grand avantage dans Ia resolution de !'equation dynamique. 

L'equation [9] etablie pour une sous-structure isolee sera resolue simultanement 
avec celles des autres sous-structures en tenant compte des interactions entre celles­
ci. 

2.4. Reactualisation de Ia configuration de reference 

2.4.1. Calcu/ de Ia nouvelle matrice de rotation 

L'obtention de Ia matrice colonne Y, au pas de temps t" nous permet d'avoir les 

increments de rotation ~R ainsi que !'increment de translation ~T definissant 

!'increment de mouvement de corps rigide. Les trois premieres composantes de Y, 
correspondent a !'increment de translation, les trois autres composantes representent 
les increments d'angle de rotation suivant les trois axes du repere local. 

z 

X 

La matrice increment de rotation ~R est alors exprimee en fonction des rotations 

autour des trois axes du repere local comme suit : 

Les increments de rotation etant tres petits, l'ordre des multiplications 
matricielles est indifferent. ' 

Pour avoir Ia matrice de rotation R au pas n, on procede par une multiplication a 
gauche: 
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dememe {
Rn = Rn-l.l1R+ :R_n-l,~R 

:R_n = Rn-l.L1R+ 2 :R_n-l.L1R+ :R_n-l.L1R 

2.4.2. Nouvelle configuration de reference 

La configuration de reference (non deformee) n,.r(tn) est defmie en appliquant 

!'increment de rotation L1R ainsi que !'increment de translation L1T a Ia 

configuration de reference n,.r(tn.1). Cette nouvelle configuration servira de base de 
calcul pour le nouvel increment de mouvement rigide ainsi que pour Ia deformation. 
On notera que Ia nouvelle configuration correspondra a un deplacement « rigide » 

U ~ef de Ia configuration initiale. Par consequent, et relativement a une base locale 

solidement attacbee a Ia configuration de reference, les matrices de masse et de 
raideur ainsi que Ies modes propres restent constants. 

3. Connexion des sous-structures 

Dans ce paragraphe, on presente une methodologie pour Ie traitement des 
connexions entre Ies diverses sous-structures du robot. La methode adoptee a pour 
point de depart Ies travaux en dynamique des structures [CLO 80], [Gill 88]. En 
utilisant des techniques pratiques de Ia methode des elements fmis [1MB 84], 
[TOU 84], [NOR 84] et en s'appuyant sur certains travaux en robotique [DOM 88], 
[CUN 91], [PAU 81], on a developpe un procede qui permet d'exploiter au 
maximum Ie parametrage modal des sous-structures en gardant le plus large niveau 
de generalite. 

Les liaisons traitees dans ce travail soot supposees « rigides » ou parfaites. 

3.1. Resolution des equations de liaisons 

Figure 3. Schema d'une liaison d'un robot 
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Les liaisons traitees ici sont du type holonome. Elles verifient Ia relation : 

f(U)=O [10] 
oil fest une fonction reliant les champs de deplacement de toutes les sous-structures. 

U1 

Uz 
U = Ia matrice colonne des deplacements des n<l!uds, nt etant le nombre 

Unt 
total des nreuds du systeme 

Considerons un deplacement virtue! du systeme articule resultant d'un 
changement infmitesimal des deplacements aux noeuds ( U; ). L'equation de 
compatibilite des deplacements virtuels avec Ia liaison [10] est: 

Of Of Of 
--bU1 +--bU2 + .. ·+--bUnt =0 
8U1 8U2 BUnt 

[11] 

L'equation [11] peut aussi s'ecrire sous une forme compacte: 

C.bU=O [12] 

C est Ia matrice Jacobienne de f, qu'on appellera matrice de liaison. 
Reprenons !'equation [9], pour le cas d'une sous-structure connectee, cette 

relation s'ecrira ainsi: 

T T ' ' .. 
~.Y+J[ .M.IR .IR.J[.Y +?lt.Y = ?i'e-?i'r+FL [13] 

FL etant les forces de liaison. Le calcul de ces forces passe par Ia determination des 
multiplicateurs de Lagrange A. dont le nombre est ega! au nombre d'equations de 
liaison ( nL ). 

Pour une sous-structure (i), les forces de liaison seront [AZO 94] : 

fJ(i) = IR{i) .[ CTA. ](i) 

~;:I d. d.l correspondant a Ia sous - sbucture ( i) 
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Pour !'elimination des multiplicateurs de Lagrange, certains auteurs proposent 
des methodes directes (Singular Value Decomposition [SIN 85] ou !'utilisation des 
transformations successives de Householder [AMI 88]). Une etude de Huston 
[HUS 89] demontre !'equivalence mathematique de ces methodes avec Ia methode 
classique de determination des multiplicateurs de Lagrange, tout en mettant !'accent 
sur Ia relative difficulte d'implementation numerique de ces methodes directes. 

Pour notre part, on s'est inspire de Ia methode classique que l'on a adapte a notre 
formalisme pour tirer au maximum profit du parametrage modal de Ia structure. 

L'equation dynamique globale du systeme articule s'ecrit sur un pas n comme 
suit: 

l{n,yn +:iF.M.(IRn)T.IRJ:tyn +M.Yn =fen -Frn-1 +TI~.A.n [14] 

avec K, M , IR, i , des matrices diagonales en blocs, chaque sous-bloc 

correspondant a une sous-structure. Par exemple : 

[K1] 
[Kz] 

ns etant le nombre de sous-structures 

[Kns] 
F., et Fr sont des matrices colonnes representant les forces exterieures et 

d'inertie de toutes les sous-structures. I1 = C.IR.i Ia matrice de liaison 
generalisee. 

Le parametrage geometrique absolu est necessaire pour exprimer les equations 
mecaniques traduisant les relations entre les parametres cinematiques relatifs. 
Cependant pour pouvoir tirer profit des relations developpees precedemment, on a 
ete amene a exprimer les equations de liaisons en fonction de parametres modaux 
defmis dans les reperes locaux lies aux sous-structures en mouvement. 

Reprenons I' equation [10] f(U) = 0. Cette relation est defmie a chaque pas de 

temps. Sur un pas donne on peut ecrire que : 

f(Un+l)=f(U.)+[Bf] .L1Un+l T au. 
0 

cequidonne Cn .!1Un+1 =0 [15] 

II faudrait done que les contraintes cinematiques soient respectees sur tout le pas 

[ t., t.+1 [ • Le schema numerique adopte etant un schema de Newmark explicite, il 

s'agit done d'obtenir des grandeurs au debut du pas U", U", U" qui satisferont Ia 

relation [15] a Ia fm du pas. 
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u•+l = U~er + q n+l 

Rappelons les relations suivantes : 
et 

u· = u~ef + u~ 

. d AU u•+l U" n+l U" ce qm onne u n+l = - = q - , 

L'equation [15] devient: Cn q n+I = Cn U~ 

[16] 

[17] 

On cree alors le vecteur hybride q represente par une matrice colonne formee 

de sous-ensemble Cli. Les composantes de chaque sous-ensemble qi sont 

exprimees par rapport au repere local Ru rattache a Ia sous-structure (i) et sont 
detinies dans § 2.3 .I. 

[ql] 

[q2] 

[q.,] 

L'equation [17] devient alors: C.IR. q"+1 =C. U~ ou encore: 

Tin yn+l =Tin Yd" [18] 

Le schema numerique de resolution des equations est un schema semi-explicite 
de Newmark. L'amplitude modale au pas n+1 est definie en fonction des parametres 
au pas n comme suit : 

- - ""7" L1e-;-;-
y•+l = Y" + L1t.Y" +-Y" 

2 
Y" est calculee directement en fonction des parametres au pas n-1. Cependant, et 

pour garder le caractere explicite de Ia resolution, Ia vitesse modale Y" est 
estimee au demi-pas comme suit : 

y• = yn-1 + L1t yn-1 
est 

2 
L' equation [ 18] devient : 

II. Y· ~ ~~, [II. Y." -II. ( Y" + M.Y·' + ~;' Y· ')] 
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La substitution de cette equation avec !'equation [14] permet d'eliminer les 
multiplicateurs de Lagrange 'A" et de defmir les accelerations modales: 

-::-n n n n 1 n [ -n -n -;-n-1 A? -::-n-1] 
Y =W -HW +-2 H. Yct-Y -At.Y --Y 

At 2 

avec 

W" 

et 

= M-I.[ Fe"­

--1 T [ M .Tin. 

Fr"-1
- KY"- )FM.IRT.IR.i.Y"] 

--1 T J -1 
Iln.M .Tin .Tin 

z 
La vitesse modale est reactualisee a la fin du pas par : 

Y" = yn-1 + ~t [ Y" + yn- 1
] = Yest + ~t Y" 

[19] 

Apres avoir defmi les variables modales, on repasse ensuite aux grandeurs 
reelles de deplacements, vitesses et accelerations a !'aide d'une recombinaison 

modale, so it Q" = l Y" et deux relations analogues pour les increments de 

vitesse et d'acce!eration. 

3.2. Reactualisation de Ia matrice principale de liaison (H) 

Le calcul de Ia matrice H passe par !'inversion de Ia matrice Z a chaque pas de 
temps. Cette fa9on de faire pourrait alourdir Ia methode et s'avere cofiteuse en temps 
de calcul pour un robot a liaisons multiples. Pour simplifier le calcul, on a adopte 
une approximation qui restreint !'inversion de la matrice Z. En effet, sur un pas de 
temps, Ia variation de Z est faible, on peut ecrire : 

Z n+l zn (I ) [ zn+1 ]-1 ""'(lct _ "').[ zn ]-1 = d + e ou encore ·- ., [20] 

E etant une matrice composee de termes infiniment petits. L'equation [20] peut ainsi 
s'ecrire sous Ia forme : 

[ zn+1 f1 ~ ( 2.Id -[ zn fl.zn+l ).[ zn f1 

En fixant une frequence d'inversion de Z ( finv ), !'inversion se fera pour tout 
n = k.finv, et quelque soit i < finv on admet que : 

[21] 
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3.3. Construction automatique de Ia matrice de liaison 

On presente ici une methode originate de mise en equation des liaisons et Ia 
construction de matrices blocs pour divers types d'articulations. L'utilisation de 
matrices blocs permet de construire automatiquement Ies matrices caracteristiques 
des systemes d'equations par une methode d'assemblage analogue a celle utilisee par 
Ia Methode des Elements Finis. 

3.3.1. Construction des matrices e/ementaires de liaison 

On suppose dans tout ce qui suit que Ie voisinage direct de !'articulation est 
indeformable ; ainsi Ies axes associes au repere de !'articulation ne seront pas 
deformes. Ce repere sera solidaire d'une des sous-structures contigues. 

Figure 4. Schema de deux corps articu/es 

La matrice de liaison dans Ie repere de !'articulation R112 se presente ainsi : 

avec C~2 U~2 = 0 dans Ie cas des liaisons parfaites. [22] 

c~/2 et c~/1 sont deux blocs constants dans le temps. 

U~2 Ie deplacement des corps CD et ®dans Ie repere de !'articulation. 
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Pour pouvoir combiner l'equation [22] avec les equations dynamiques des corps 
CD et ®, il faudrait l'exprimer en fonction des variables tildees detinies 

pn!cedemment et relatives aux reperes dynamiques Ru et RL2 (Figure 4). 

Les relations liant les deux types de variables sont : 

P 12 est Ia matrice faisant passer du repere local Ru au repere lie a !'articulation 

1-2 (R112}. R1 et R2 les matrices de rotation permettant le passage du repere local 

RL 1 et du repere local RL2 vers le repere local ~-

L'equation [22] peut alors s'ecrire ainsi : 

ou encore CJ2 U 12 = 0 et pour toute articulation entre deux corps ( i ) et ( j ) on a 

C, -avec ij -

C·U··=O IJ IJ [23] 

La matrice Pii dependra uniquement de Ia deformation du corps qui porte le 

repere de !'articulation. 
La generalisation de !'equation [23] a !'ensemble de Ia structure donne : 

C'U=O [24] 

Pour retrouver Ia matrice C decrite dans les paragraphes precedents, il suffit 
d'appliquer Ia relation suivante : 

[25] 
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3.3.2. Assemblage des matrices e/ementaires 

L'assemblage des blocs [ C\ ] est guide par Ia topologie du systeme. La matrice 
C' comporte autant de blocs qu'il y a de sous-structures (ns). Chaque bloc est 
compose d'un nombre de colonnes egal au nombre de degres de liberte « lies » 
definis pour Ia sous-structure correspondante. Le nombre de ligne de C' est egal au 
nombre d'equations de liaisons. Prenons par exemple Ia structure articulee suivante : 

Figure 5.a. Exemple d'une structure articu/ee a quatre bras 

La matrice de liaison C' correspondant a cette structure est defmie ainsi : · 

1° sous-structure: 2° sous-structure: 3° sous-structure: 4° sous-structure 

1° noeud 2° noeud:3o noeud 4° noeud:so noeud 6° noeud:7o noeud 8° noeud 

C'= [c:l/3] [C3tz] 

La structure de Ia matrice de liaison telle que presentee, permet une prise en 
compte simultanee de toutes les liaisons, elle s'adapte aussi bien aux structures a 
chaines fermees qu'aux systemes arborescents. 

3.3.3. Construction de Ia matrice de liaison generalisee (IT) 

La resolution du mouvement du robot se fait entierement a l'aide de variables 
modales, il faut done projeter Ia matrice de liaison sur les bases modales adequates. 

Cette procedure passe par Ia construction de Ia matrice des modes :iZ reduites aux 
nreuds lies. 
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X= 
[
[I x] ] 

·.[ nsx] 
6 x nb total de points lies. 

~ 

Nb total de modes retenus 

La matrice generalisee de liaison est donnee alors immediatement par : 

IT= C'.i [26] 

3.3.4. Exemple de construction 

Prenons le cas de Ia liaison pivot qui est de loin Ia liaison Ia plus utilisee en 
robotique. 

On considere deux sous-structures (S 1) et (S2) liees par une articulation pivot, on 
presente ici Ia mise en oeuvre de cette connexion a partir de Ia methodologie etablie. 
Chaque sous-structure presente un point lie M1 = M2 

(S,l 

Figure S.b. Exemple d'une articulation pivot 
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Les reperes iE'1 et iE'2 sont les reperes associes au mouvement d1ensemble des 
corps CD et @. Le repere du pivot est quant a lui attache a un des deux corps au 
niveau des points de connexion. On choisi d1habitude le corps portant le stator (ici le 
corps (S1)). En general, des regles expertes permettent de determiner le nombre 
minimal de calcul a effectuer en fonction du mouvement absolu de l'un ou l'autre des 
corps en relation. II faudrait ainsi privilegier le corps devant effectuer le moins de 
rotation par rapport au repere inertiel. 

Pour avoir des matrices elementaires de liaison (Cf2) assez simples, il faut 

confondre un axe du repere de liaison iE'. avec l'axe du pivot. 

Dans cet exemple Ia matrice ( Cf2 ) decrite dans le repere iE'a sera : 

1 -1 
1 -1 0 

c~2 = 1 0 -1 
1 -1 

0 1 -1 

c~n c~/1 

La matrice C12 sera: c12 = 
I I [ a T c 112 .P12 

La matrice de liaison generalisee se presente done ainsi : 

a T T 2] C211 .P12 .R1 .R2 .X 

X1 et X2 sont respectivement les matrices des modes (rigides et deformables) des 
corps CD et @. 

La reactualisation de l'axe du pivot dependra du mouvement du point qui le porte 
(ici M1 ). 

Pour les autres types de liaisons, des regles analogues permettent de defmir le 
repere de l'articulation dans lequel les matrices elementaires de liaison auront Ia 
forme Ia plus simple. 

4. Tests et validation 

Pour valider le formalisme etabli, on l'a teste sur des problemes de systemes 
multi-corps composes d1elements flexibles et rigides. 
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4.1. Bielle-manivelle flexible 

Pour valider le test de Ia bielle-manivelle, on a repris le test propose par Shabana 
[SHA 85] et qui se presente ainsi (figure 6) : 

La manivelle OA est supposee rigide et de longueur 11 = 0,152 m, Ia bielle a une 
longueur h qui est le double de 11• Elle est flexible et, fixee a son extremite, une 
masse glisse sans frottement sur l'axe OX. Cette masse est egale a Ia masse de Ia 
manivelle. Le diametre de Ia bielle et de Ia manivelle est de 0,006 m et Ia vitesse de 
rotation a l'origine ro = 150 rad /sec. 

y 

A 

X 

Figure 6. Schema de Ia bielle-manivelle 

Le materiau utilise a une masse volumique p = 7800 kglm3
, son module 

d'elasticite E = 2.1010 et son coefficient de Poisson est de 0,35. 

La structure a ete discretisee en elements de poutres. Pour Ia manivelle OA 
supposee indeformable, on a utilise un seul element. Pour Ia bielle AB, on a utilise 
quatre elements de poutre pour defmir convenablement les modes propres de cette 
sous-structure. 

A chaque sous-structure (OA et AB), on associe un repere local 

, ( RL 1 et RL2 ).Dans chaque cas, on a choisi de confondre l'origine du repere local 

avec une extremite de Ia sous-structure et de choisir un axe parallele a Ia ligne 
moyenne de Ia poutre. 

On a choisi les deux premiers modes propres rotule-rotule pour decrire Ia 
manivelle flexible, ce qui correspond a des frequences de 41 et 180 Hz necessitant 
un pas de stabilite frequentiel de I. 7 10"3 s. 

Le pas de temps retenu pour cette simulation est de 1.1 o-3 s. 

Les matrices elementaires de liaison dans Ia configuration initiale se 
presentent ainsi : 



0.01 

0.00 

-0.01 
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a 
Css = 

a c12 = 

Liaison Stator-Bati 

1 0 
1 0 

1 0 
1 0 

1 0 
1 0 

Liaison bras 1-bras2 

II l l l 0 -l -l -l :l I 
0 1 -1 

Liaison [Rotor+bras 1 ]-Stator 

II l l l 0 -l -l -l :l I 
0 1 -1 

Liaison bras2- bati 

Dans Ia liaison Stator-Bati (SB) tous les degres de liberte sont bloques. Dans Ia 
liaison (R-S), et s'agissant d'un mouvement de rotation autour de l'axe z, tousles ddl 
sont bloques sauf Rz. II en est de meme pour Ia liaison entre les bras 1 et 2. Enfm 
pour Ia liaison 2-B, tous les ddl sont bloques a part Ia translation selon x et Ia 
rotation selon z. 

La figure 7 represente Ia deformation du point C milieu du segment AB par 

rapport au repere local R12 . La courbe trouvee est a rapprocher de celle donnee par 

Shabana (figure 8). Nous constatons qu'apres un petit dephasage au depart, les deux 
courbes se rejoignent sensiblement surtout pour un ordre eleve de modes . 

-2-
~·­-·- III'IOdll 

.. .. 

.. .. 
~ 

.. 

_ 'S,.,. t'-:.nctun .. 
___ SM~• uo:-:ers 

-0.02DL.O --,':1.0---::._':-0 --:3:-."o--:-•. D:------:5'.;:o --:6;'::.0--' 
ANGlE A l·ORIGitiiE (rod) 

~a+.o_,.o--:""•.::,o--='"l.::zo:----:--•. -::,a:----=',.•o 
Cft.Ait .... , •• tn•·• 

Figure 7. Deformation de Ia 
manivelle au point C 

Figure 8. Resu/tats obtenus 
parShabana 
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4.2. Robot Hitachi a fleche souple 

Dans le but de valider Ia modelisation etablie dans ie cas des structures spatiales, 
nous avons traite l'exemple du robot Hitachi (figure 9). Ce robot a trois rotations est 
frequemment etudie dans les references. II est toujours considere comme un systeme 
rigide. Dans cette etude, on a remplace Ia fleche originellement rigide par une fleche 
souple. 

Figure 9. Discretisation par elements 
finis du robot Hitachi 

c 'z 
E 

e3 
8 

c3~ ct 
8z 

Figure 10. Schema des sollicita­
tions appliquees 

D 

y 

Dans un premier temps, on procede a une discretisation fine du robot. Cette 
discretisation sert a definir d'une fa(j:on aussi precise que possible les formes modales 
des sous-structures. Les sollicitations appliquees a ce robot sont schematisees sur Ia 
figure I 0 et sont donnees dans les tableaux I.a, I.b et I.e. 

A l'origine, le robot pivote autour de !'axe OZ. II est soumis a un couple C1 qui 
suit un asservissement en tension de type proportionnel-derive (dependant du 
deplacement de consigne et de Ia vitesse de consigne ). 

Au point A, on applique un couple C2 sur le pivot. Celui-ci est oriente selon 
l'axe OX. Au point B, un troisieme couple C3 commande le mouvement autour d'un 
pivot d'axe OX. 
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temps(s) 0 0,5 +oo 

eel (rad) 0 5,2 5,2 5,2 

eel (radls) 
I I 0 0 

Tableau l.a. Caracteristiques de Ia consigne 81 

temps (s) 0 0,3 0,5 +oo 

ecz(rad) 0 0 0 0,4 0,4 0,4 

ecz(radls) 
0 0 2 2 0 0 

Tableau l.b. Caracteristiques de Ia consigne 82 

temps (s) 0 0,4 0,6 +oo 

ec3 (rad) 0 0 0 0,13 0,13 O,I3 

ec3 (rad/s) 
0 0 0,6 0,6 0 0 

Tableau l.c. Caracteristiques de Ia consigne 83 

Les couples C1 , C2 et C3 sont assujettis a des asservissements similaires, ils sont 

definis ainsi : 

Ci =N(h·~mot- h:i +Fsv) 

La tension aux bomes du moteur Umot est donnee par la relation : 

Les differentes caracteristiques du moteur et des asservissements sont consignees 
dans le tableau 2. 
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Masse du stator 0,9 

Masse du rotor 2,5 

lnertie du stator 1,5 104 

Inertie du rotor 10-6 

Facteur de gain en position : GP 150 

Facteur de gain en vitesse : Gv 2 

Resistance electrique : R 0,93 

Coefficient de reduction : N 200 

Constante du couple : h 5,9 10-2 

Ensemble des frottements sees et visqueux : F.v 0 

Tableau 2. Caracteristiques des moteurs et des asservissements 

Les caracteristiques des rotors et des stators sont additionnees aux 
caracteristiques des structures qui les portent. Ces demieres sont repertoriees dans le 
tableau 3. 

, Caracteristiques OA AB BC AE Flee he 
(U.S.I.) 

Diametre 5,48 10-2 4,04 10-2 3,64 10-2 3.64 10-2 4,49 10-2 

Module d'elasticite - - - - 7,108 

Coefficient de Poisson - - - - 0,35 

Masse volumique 2700 2700 2700 2700 2700 

Longueur 0,7 0,25 0,45 0,45 0,92 

Tableau 3. Caracteristiques des sous-structures 

Aux point C et E, les sous-structures contigues sont reliees par des liaisons 
passives de type pivot d'axe OX. Les caracteristiques des sous-structures sont les 
suivantes: 
les conditions aux limites de Ia fleche souple ont ete choisies ainsi : rotule en C, 
appuye en E et libre en D. On a retenu les trois modes ayant les plus basses 
frequences, soit respectivement f1 = 2,0 Hz ; f2 = 6,5 Hz ; f3 =13,5 Hz . Le pas 
d'integration choisi est ~t = uo-J s. 

La figure 11, donne la variation de l'angle 82, comparee a la consigne et aux 
resultats obtenus par le module « Solides indeformables » du code Plexus. Ce 
demier module faisait deja partie de Plexus. II considere les sous-structures comme 
etant toujours indeformables. Dans cette figure l'effet de Ia flexibilite est bien 
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visible. On remarque en effet que la valeur de cet angle oscille par rapport a la 
consigne et s'amortit moins vite que celle du robot rigide a cause des oscillations de 
la fleche. 

·••· IIITM:"'II IIIC'Ull 

f£1l·P fMA) 

.. 

.. 

' ,,, -· ~::::~~=:--~__.____,.......--.----tr;=~~ Z .II .I I I 1.2 I 4 
lt080f MtU.CMI ASSUYI A fl[CH[ 'l£'118t..£ 

_,_ t£Ut-l _,_ n:u z C.ASTEM-PLEXUS 

Figure 11. Variation de /'angle~ 
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.... ..__~-'-; .• ---~---'-;----'-;----.', •• ---.<, •• ;:::==-=-t'=--=-----~ 
---- IIOBOJ HJIACHI ASSERYl A fL£CI1[ fLE•IILl ----

·1- •- PlO -2- ,. PlO -l- l· PJD 

Figure 12. Deplacement du point final D 

Dans la figure 12, on trace les deplacements du point D a l'extremite de la fleche 
suivant les trois axes. On remarque bien !'oscillation de ce point fmal par rapport a 
sa trajectoire au sein du robot rigide. Cette oscillation est assez importante et ne peut 
etre negligee. Pour que cette courbe se rapproche au maximum de la trajectoire du 
point fmal du robot rigide, il faudrait appliquer au niveau des moteurs C2 et C3 une 
commande adequate (Par exemple une commande par decouplage non lineaire 
[Y AC 95]) , ce qui est de nature a affmer le pilotage de ce robot. 
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4.3. Double pendule flexible 

L'exemple presente ci-dessous est repris des travaux de Ray et al. [RA Y90], les 
resultats obtenus ont ete valides avec d'autres references. II s'agit d'un double 
pendule flexible et pesant (figure 13). 

Figure 13. Schema du double pendule 

Les caracteristiques du test sont les suivantes : 
conditions initiates 9t (0) = 0°, 92 (0) =5°. Parametres inertiels : Lt = L2 =1m , 

It = 12 = 5.10-9 m4
, mt = m2 = 5 kg/met Et = E2 = 2.1011 Pa. Les figures indicees 

par (a) representent les travaux de Ray, celles indicees par (b) representent nos 
resultats. On utilise ici les deux premiers modes propres "rotule-rotule''. 

Dans Ia figure 14, on compare les angles de rotation et. On remarque une 
grande similitude entre les deux methodes . 

.. ,z,---------------------, 
::;;-
! .... .. -
II 
,;: O.G.I 

= .. 
e .... .. 
u • 
~ 
Q •11.114 -• -; 
"" c: -o.u < 

-•.II +---........ ---....... ---.....----.,....--~ 
• s 

Time (•) 

Figure 14.a. Variation de /'angle Bt 
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Figure 14.b. Variation de /'angle 01 

Les figures 15 et 16 representent les deformations au cours du temps des centres 
et des extremites des deux barres flexibles. On remarque que nos resultats sont assez 
proches de ceux donnes par Ray, tant au niveau allure des deformees qu'au niveau 
amplitude . 

.... 
" :;j 

'0 E 

" . -~ ' u ::> 
u 0 

c: X .. 
Q " _, 

M 
.,. 

u c -z .. 
C) 

-3 

-· 
-s 

l J $ 

Time (a) 

Figure 15.a. Deformation du centre de Ia barre 1 
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Figure 15.b. Deformation du centre de Ia barre 1 
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Figure 16.a. Deformation de l'extremite de Ia barre 2 
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Figure 16.b. Deformation de l'extremite de Ia barre 2 



790 Revue europeenne des elements finis. Volume 7- no 7/1998 

A titre indicatif, le temps de calcul necessaire a Ia realisation de ce test est de 13 
secondes CPU sur un appareil IBM RISC 6000. Dans son article, Ray n'indique pas 
le temps CPU. En tout etat de cause, Ia comparaison des temps de calcul ne peut etre 
objective que si les supports informatiques sont identiques. 

5. Conclusion 

Un formalisme d'analyse des structures peu flexibles en grands mouvements 
a ete developpe. La methode consiste a defmir le mouvement de chaque sous­
structure selon un schema incremental par rapport a un repere local qui lui est 
associe. L'increment de mouvement de corps rigide et Ia deformation sont traites 
simultanement au travers d'une synthese modale, ce qui a permis de tenir compte du 
couplage inertiel entre le mouvement d'ensemble et Ia deformation. De plus, dans 
cette analyse, Ia matrice de masse de chaque sous-structure reste constante durant Ia 
simulation. Ceci est de nature a minimiser les temps de calcul. D'autre part, une 
methode originale a ete presentee pour Ia connexion des divers composants de Ia 
structure articulee. Elle exploite au maximum le parametrage modal des sous­
structures pour une resolution aisee des multiplicateurs de Lagrange. Grace a Ia 
construction automatique des matrices de liaison, selon une methode analogue a 
celle des elements fmis, on a pu realiser un outil de calcul performant. Cependant, 
les temps de calcul obtenus ne peuvent satisfaire completement a nos exigences, 
l'objectif etant d'obtenir des temps CPU inferieurs aux durees des simulations pour 
pouvoir piloter en temps reel des robots industriels. Des travaux sont en cours pour 
coupler ce formalisme modal a Ia methode Newton-Euler qui est generalement 
mieux adaptee a I' etude des robots manipulateurs. 
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