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RESUME. La simulation numerique de [a rupture par fluage d'une cuve de reacteur nucleaire 
en cas d'accident grave hypothetique necessite de parfaitement prendre en compte les 
interactions entre les phenomenes de fluage et l'endommagement de Ia matiere. Cet article 
presente une methode numerique associee a [a resolution d'un modele de comportement 
couplant elastoviscoplasticite et endommagement par le concept de La contrainte effective. La 
technique proposee repose sur une integration en temps semi-implicite des equations de 
comportement. La methode est validee sur des cas simples unidirectionnels pour lesquels on 
dispose de solutions numeriques ou analytiques de comparaison et sur un exemple de 
reference axisymetrique ( essai R UPTH ER 4) so us sollicitations thermomecaniques. 
L'efficacite de differents operateurs de comportement tangent est analysee. 

ABSTRACT. Numerical simulation of creep rupture of a reactor pressure vessel in a severe 
hypothetical accident needs to perfectly take account of interactions between creep 
phenomena and damage. This paper presents a numerical method for solving constitutive 
equations of a material behaviour model coupling elastoviscoplasticity and creep damage 
through the effective stress concept. The numerical technique rests upon a semi-implicit time 
integration of the constitutive equations. The method is validated on both simple 1 D cases the 
results of which can be compared to other numerical or analytical solutions and in the case of 
an axisymmetric reference problem ( RUPTHER 4 test) under thermal and mechanical loading. 
The efficiency of different tangent stiffness matrices is analysed. 

MOTS-CLES : elastoviscop[asticite, endommagement, rupture par jluage, modelisation, element 
finis, algorithme semi-implicite, operateur tangent. 
KEY WORDS : elastoviscoplasticity, damage, creep rupture, modelling, finite element, semi­
implicit algorithm, tangent stiffness matrix. 

Revue europeenne des elements finis. Volume 7- no 6/1998, pages 681 a 708 



682 Revue europeenne des elements finis. Volume 7- no 6/1998 

1. Introduction 

La rupture par fluage d'une cuve de reacteur nucleaire en cas d'accident grave 
hypothetique, survient sous des sollicitations thermomecaniques complexes faisant 
interagir les deformations de fluage, la relaxation des contraintes et 
l'endommagement de la matiere. Les concepts d'endommagement continu, 
introduits par [KAC 58] et [RAB 69] dans le cadre de la rupture par fluage des 
metaux, ont permis de formuler des modeles de comportement couplant etroitement 
elastoviscoplasticite et endommagement. La complexite de ces modeles necessite 
une mise en reuvre numerique soignee afin d'obtenir des previsions fiables sur le 
temps avant ruine des structures. 

Au cours des annees 80, de nombreuses contributions (voir par exemple 
[RIS 94]) ont permis de degager une methodologie numerique fiable pour integrer 
des lois de comportement elastoplastique (en petites ou grandes transformations), et 
ont fait emerger le concept d' operateur de comportement tangent consistant, non 
symetrique. Le cas de 1' elastoviscoplasticite a sui vi peu apres. 

Ce n' est que plus recemment que le couplage de 1' elastoplasticite ou de 
l'elastoviscoplasticite avec l'endommagement a fait I' objet d'etudes aussi poussees 
([MAS 94], [NES 96]). Nous proposons ici une mise en reuvre numerique basee sur 
une integration semi-implicite de la loi de comportement elastoviscoplastique 
endommageable avec calcul de l'operateur de comportement tangent consistant, qui 
comme en elastoplasticite est non symetrique. L' implantation dans un code de calcul 
par elements finis nous a permis d'abord de valider notre approche dans un cas 
simple pour lequel nous disposions d'elements de comparaison ([MAS 94] et [SCH 
97]), puis nous a permis de resoudre un probleme concret [SAl 97] qui pourrait 
devenir une reference dans ce domaine. 

Apres la formulation (§ 2) du probleme physique, sous !'hypothese des petites 
transformations pour en simplifier la presentation, le paragraphe 3 expose notre mise 
en reuvre numerique d'integration de la loi de comportement et de calcul de 
l'operateur de comportement tangent consistant, dont on donne une expression 
faisant clairement apparaitre une partie elastoviscoplastique endommagee, contenant 
elle-meme une partie elastique endommagee. Les applications sont traitees au 
paragraphe 4, d'abord sur des cas unidimensionnels simples (dont un pour lequel on 
a une expression analytique du temps de ruine), puis sur une structure de revolution 
en grandes transformations sous chargement thermomecanique. Dans la conclusion 
(§ 5), nous analysons nos resultats en termes de precision et d'efficacite numerique, 
puis nous proposons une approche complementaire susceptible d'ameliorer la 
convergence avec la matrice tangente consistante. Un resume des principales 
notations utilisees est donne au paragraphe 6. 
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2. Evolution elastoviscoplastique endommageable en petites perturbations 

Ce paragraphe definit le probleme d'evolution elastoviscoplastique avec 
endommagement dont Ia resolution constitue !'objet de !'article. On rappelle d'abord 
les equations classiques d'un milieu continu en petites perturbations [GER 86] puis 
on detaille Ia loi de comportement consideree, elastoviscoplastique de type Norton­
Hoff a seuil, couplee a une loi de type Kachanov-Rabotnov pour l'endommagement 
[LEM 85]. L'evolution de Ia temperature, notee T, sera supposee donnee a partir de 
I' instant initial. 

2.1. Equations du milieu continu en petites perturbations 

Nous considerons un milieu continu occupant a !'instant initial t = 0 une partie 
Q (a priori dans & 3 mais les problemes plans seront poses dans R 2

) d'interieur 
Q et de bord T partitionne en Tu et Tp. On fait !'hypothese des petites 

perturbations (petits deplacements, petites rotations et petites deformations). 

En notant R3 ®s R3 !'ensemble des tenseurs symetriques d'ordre 2 sur R3
, le 

probleme consiste a trouver les evolutions, pour t ;::: 0, du champ de deplacements 

u(t): Q -4 R3 , du champ de deformations f(t): Q -4 R3 ®s R3 et du champ de 

contraintes CJ( t): Q -4 R 3 ® s R 3 , solutions, pour t :2: 0, des equations cinematiques 

u(t, x) = U(t, x) 
f(t, x) =grads u(t, x) 

des equations d'equilibre (on neglige les quantites d'acceleration) 

divCJ(t, x)+ f(t, x) = 0 
CJ(t, x)n(t, x) = F(t, x) 

de Ia loi de comportement ecrite symboliquement sous Ia forme 

d"(t, x) = S(t, e(t, x), CJ(t, x)) VxE.f2 

et satisfaisant des conditions initiales donnees que nous ne preciserons pas ici. 

[I] 

[2] 

[3] 

Dans les relations precedentes, les donnees sont les histoires du deplacement 
impose U(t): Tu -4 R3 , de Ia densite volumique de forces f(t): Q -4 & 3 et de Ia 

densite surfacique de forces F(t): Tp -4 & 3 . En outre, et meme si nous ne l'avons 

pas fait apparaltre explicitement dans I' equation [3], une inconnue essentielle du 
probleme est constituee par Ia fonction endommagement D( t): !2 -4 { 0, 1]. 
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2.2. Comportement elastoviscoplastique endommageable 

On detaille la loi de comportement [3] et, pour simplifier les notations, on omet 
ici les arguments t et x. Le tenseur de deformation totale E est decompose en tenseurs 
de deformation elastique Ee, viscoplastique t:P (incompressible) et thermique E1h 

En introduisant la contrainte effective 

S=_!!_ 
1-D 

la partie elastique de la loi de comportement est donnee par 

S = E(T): Ee 

[4] 

[5] 

[6] 

ou E(T) est le tenseur d'elasticite du materiau. Celui-ci etant suppose isotrope et Ia 
deformation viscoplastique etant incompressible, [6] s'ecrit aussi, grace a [4], 

sm = 3K(T)Eem = 3K(T)(Em- Ethm) 

Sd = 2J.1(T) Eed = 2J.1(T )(Ed - Ethd - EP) 
[7) 

K(T) et J.l(T) designant les modules de compressibilite et de cisaillement du materiau 
(voir aussi le § notations). 

La partie viscoplastique de la loi de comportement est donnee par 

. f 
avec p=--

1-D 

expression dans laquelle I' evolution du parametre rest gouvernee par I' equation 

. J2(S)-k(T) 

[ 

+ln(T) 

r = ( B(T) rllm(T) J 

[8) 

[9] 

ou k(T), B(T), n(T) et m(T) sont des parametres (strictement positifs) du materiau. 
Cette formule [9] definit un ecrouissage isotrope, dont le domaine de validite exclut 
des chargements cycliques. 

Enfin, Ia partie endommagement du comportement est donnee par 
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( 
+la(T) 

D= (~~~n (1-DrfJ<x(a).T) [10] 

ou A(T), a(T) et /3( •, T) sont des parametres ( strictement positifs) du materiau et ou le 
critere d' endommagement X est donne par 

[ 11] 

expression dans laquelle b E [ 0, 1] est un parametre de sensibilite du critere au taux 
de triaxialite des contraintes. 

2.3. Ruine locale du materiau 

Les relations [5], [8] et [10] n'ont pas de sens lorsque l'endommagement D 
atteint la valeur 1, qui correspond a la ruine du materiau. Pour eviter cette difficulte 
technique, on introduit une valeur critique de l'endommagement De E]O, 1[, et la loi 

de comportement [3] est completee par 

a=O 

En pratique, on prend De = 0, 99. 

2.4. Remarques 

Nous avons retenu !'expression [11] pour le critere d'endommagement, de 
preference a !'expression plus classique (et generalement plus en accord avec les 
obsevations experimentales) 

X( a)= a J0(a )+ b J1(a )+( 1-a- b) lz(a) 

qui se prete moins bien aux developpements numeriques car J0(a) n'est pas 

derivable. L'objectif premier de ce travail etant !'etude de !'interet de methodes 
consistantes, la presence de J 0 ( a) aurait fortement diminue I' interet de I' etude. 

L' extension aux grandes perturbations des equations precedentes ne pose pas a 
priori de difficulte theorique ; il suffit, en suivant par exemple [SID 82], de deriver 
Ia relation [ 4] par rapport au temps, d' y rem placer les vitesses de deformation par les 
taux de deformation pour obtenir 
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puis de remplacer la relation [6] par ( aobj designe une derivee objective de a) 

aobj = (1- D)E(T):de- DS + (1- D)T E'(T): E-1 (T): S 

Certaines des applications presentees au § 4 ont ete traitees selon cette demarche. 

3. Resolution numerique 

3.1. Discretisation du probleme de structure 

11 s'agit du probleme constitue par les equations [1] et [2] ; classiquement, on 
procede d'abord a une discretisation spatiale du milieu continu au moyen de Ia 
methode des elements finis 'en deplacement', voir par exemple [DHA 84] dont nous 
utilisons ici les principales notations. Cela conduit a prendre pour inconnue 
principale le vecteur {u(t)} des deplacements aux nreuds du maillage elements finis, 
vecteur dont 1' evolution est gouvernee par 1' equation [2] discretisee que no us 
ecrivons formellement (nullite des residus d'equilibre) 

{R(fu(t)}, {u(t)J)} = 0 [12] 

On notera que le calcul effectif du residu { R} pour des valeurs donnees de ses 
arguments necessite I' utilisation de la loi de comportement detaillee au § 2.2. 

L'integration sur le temps du systeme differentiel [12] suit un schema d'Euler. 
Done, pour chaque pas de temps { t, t + ,1t 1, on suppose connues toutes les 
grandeurs a !'instant t (on les notera avec un indice t) et on recherche le vecteur 
{ ut+Lit} pour que I' approximation de la vitesse sur l'intervalle de temps 1t, t + L1t 1 

{u} = 1Jut+L1t -urJ [13] 

so it solution de I' equation [12] ecrite a !'instant t + f1t (schema d'Euler implicite) 

[14] 

La resolution de cette equation, fortement non lineaire dans notre cas, se fait 
selon une methode de Newton-Raphson ; partant d'une estimation { uf+Lit }, on 

construit la suite definie par 
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La qualite de la convergence, a priori quadratique au voisinage de toute solution 
de [14], de cette methode est fortement liee a Ia qualite du calcul (souvent plus ou 
moins approche) de Ia matrice au premier membre de [15] ; ce point critique sera 
detaille au § 3.3. Par ailleurs, le calcul du second membre de [ 15] necessite celui de 
Ia fonction { R}, definie par [ 12], pour les valeurs { uf+A.t} et, par [ 13], 

{ uf+A.t - u1 } I At de ses arguments. Cela necessite Ia resolution, sur 1' intervalle de 
temps [ t, t +At 1, du systeme differentiel [3], ce qui est 1' objet du § 3.2. 

Enfin, Ia taille du systeme lineaire [15] conduit a limiter le nombre de pas de 
temps, done a retenir des pas de temps At les plus grands possibles mais neanmoins 
compatibles avec une convergence rapide de la methode de Newton-Raphson et une 
precision suffisante du schema d'Euler implicite ; la gestion de la taille de ces pas de 
temps peut, par exemple, suivre Ia methode proposee dans [BAT 82] et qui est 
implantee dans SYSTUS+® [SYS 97]. 

3.2. Integration locale de Ia loi de comportement 

3.2.1. Hypotheses, notations 

On appelle « integration locale de Ia loi de comportement » Ie probleme 
consistant a chercher une approximation at+A.t de Ia solution a(t +At, x) du 
systeme differentiel [3] sur 1' intervalle [ t, t +At 1 correspondant a Ia condition 
initiale a(t, x) = a 1 et a l'histoire de deformation donnee par [I] et [13] avec 

{u}={uf+A.t -u1 }1 At, c'est-a-dire 

r-t ( . ) E(r, x) = E1 +--grads u;+111 ( x)- u1( x) 
At 

r E1t, t +At 1 [ 16) 

expression dans laquelle uf+A.t( x) et u1( x) designent le deplacement en x obtenu par 

interpolation elements finis [DHA 84] a partir respectivement de { uf+A.t} et { u1 }. 

Par ailleurs, les techniques d'integration numerique dans les elements finis, 
necessaires pour evaluer Ia fonction { R} a partir de Ia fonction X ~ a( t + Llt, X), 

font qu'on se limite a un nombre fini de points x. Dans Ia suite, on omettra 
I' argument x. 

La taille des pas de temps At retenus pour le probleme de structure peut etre trop 
importante pour integrer le systeme differentiel [3) avec une precision suffisante, ce 
qui amene a utiliser des pas de temps de longueur 8r ~ At. Pour chaque pas de 
temps courant {r,r+Dr1c{t,t+At1, on notera Gr Ia valeur d'une fonction 

quelconque du temps (directement ou par l'intermediaire d'une autre grandeur, T par 
exemple) G a I' instant r, Gr+8r sa valeur a I' instant r + 8r, 8G son increment sur 

le pas et G0 I' approximation 
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[ 17] 

de G en r + (J c5r, avec (J E]O. 1]. Avec ces notations et en supposant connues toutes 

les grandeurs a !'instant r, on est en mesure d'utiliser le schema d'Euler semi­
implicite (aussi appele 'des differences centrales generalisees', et qui prend le nom 
de methode de Crank-Nicholson pour (J = 0, 5) pour calculer les memes grandeurs a 
!'instant r + c5r. Dans ce schema, Ia vitesse G est approchee par c5G I c5r. Notre 
approche suit celle deja mise en reuvre dans le cas de I' elastoviscoplasticite seule 
[BER 88]. 

3.2.2. L 'equation « elastoviscoplasticite » 

Les relations [4], [6], [7] et [17] donnent 

qu' on peut aussi ecrire 

[19] 

en introduisant Ia « reponse purement elastique » 

[20] 

Comme les relations [5] et [8], ecrites a !'instant r+8c5r, donnent 

[21] 

Ia formule [ 19] implique, en prenant les parties deviatoriques de ses deux membres, 

[22] 

d' ou, en appliquant J 2 aux deux membres de cette relation, 

[23] 

En ecrivant Ia deuxieme relation [8] et Ia relation [9] a !'instant r+8c5r, en y 

portant [23] et en utilisant [ 17] pour faire apparaltre c5D, on obtien t une premiere 
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equation entre 8p, 8D (inconnus), S(/ donne par [20] (done connu grace a [16]) et 

diverses grandeurs a !'instant r (done connues) ou a !'instant r+B8r mais elles 
aussi connues car !'evolution de Ia temperature est donnee (on raccourcira B(Te) en 

Be). 

V( 8p, 8D, S~d) = 

( 1- Dr -B8D)8p-8r 2 e - r+t5r 'P- e = 0 
[[ 

J (Sed) 3J.1 B8 k :+]118 

[24] 

Be (rr +B(l-Dr -B8D)8p)
111118 

Une fois 8p et 8D conn us, les relations [ 19], [21] et [22] donnent 

[25] 

et on note que les relations [19], [21] et [23] impliquent 

[26] 

qui n'est autre qu'un retour radial. 

3.2.3. L 'equation « endommagement » 

En tenant compte de [5] et de !'expression [II] du critere d'endommagement qui 
implique X( a)= (1- D) X( S), l'equation [ 10], ecrite a r + B 8r, donne Ia deuxieme 

equation liant 8p et 8D a Sf/ 

[27] 

expression dans laquelle il faut encore tenir compte de [25] et de De = Dr + B 8D 

pour bien faire apparaitre 8p, 8D et S~d. 
Une variante consiste a supposer qu'au second membre de [10] toutes les 

grandeurs, sauf D, sont constantes sur { r, r + 8r] et egales a leur valeur a r + B 8r, 
d'ou !'equation differentielle 
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[28] 

dont I' integration sur [ r, r + 8r 1 est triviale et donne une variante de [27] 

W( 8p, 8D, Sf/)= 

[29] 

expression dans laquelle il faut encore tenir compte de [5], de [25], 
f3e = {3( X( CJ e), Te) et de De = Dr + () 8D pour bien faire apparaltre 8p, 8D et 

Sed e 0 

3.2.4. Resume, resolution, choix des pas de temps 8r 

Connaissant, par [ 16], I' accroissement de deformation to tale sur le pas 
[ r, r + 8r 1, Ia relation [20] donne Ia « reponse purement elastique » a r + () 8r. 
Dans le cas 12( s~d)::; k8 , I 'unique solution de [24] et ([27] ou [29]) est constituee 

par sg = S~d, 8p = 0 et 8D = 0 et ce quelle que so it Ia valeur De ::; De de 

I' endommagement. Dans le cas J 2( s~d) > ke, on cherche alors les accroissements 
8p et 8D solutions du systeme constitue par les equations [24] et ([27] ou [29]). Une 

fois ces accroissements calcules, on peut determiner par [25] Ia contrainte 
deviatorique a r+B8r, dont on deduit toutes les grandeurs a r+8r en utilisant 
[ 17]. On peut aussi determiner I' instant r ruine E [ T, r + 8r 1 de ruine eventuelle par 

[30] 

La resolution du systeme constitue par les equations [24] et ([27] ou [29]) utilise 
une methode de Newton-Raphson, ce qui necessite le calcul de Ia matrice tangente 

[
av av1 

1 eg 1 = o( 8p J o( 8D J 
oW oW ----

o(8p) o(8DJ 

[31] 
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dont !'expression est donnee en annexe. 
Enfin, le nombre L de pas de temps [ r, r + 8r] pour I' integration locale de Ia loi 

de comportement est calcule par Ia formule empirique 

[ 

( J 2( Se1)- ke·- Be· 'i 1 !me fr 1 file : 
L = 1+ Ent 

k +B r. 11me· r.·111le· 
(}' (}' t t 

[32] 

dans laquelle I' indice e· represente des grandeurs evaluees a I' instant t + 8 .1t. Cette 

formule generalise a I' elastoviscoplasticite celle deja uti Iisee en elastoplasticite dans 
SYSTUS+®, et qui revient a prendre une longueur de pas de temps or telle que. 
dans un cas de chargement proportionnel, les increments de deformation & soient 
de longueur donnee par !'equation h( E(T): Oc) = k. Par contre, dans le cas d'un 

chargement fortement non proportionnel, I' expression [32] peut conduire a une 
discretisation insuffisante. 

3.3. Operateur de comportement tangent 

La seule difficulte dans le calcul de Ia matrice au premier membre de [ 15] reside 
dans le calcul de I'operateur de comportement tangent 

avec [34] 

Dans le cas de I' elastoplasticite, Ia complexite et le co fit de ce calcul ont conduit 
a de nombreuses publications (voir par exemple [RIS 94]) proposant des approches 
all ant d' approximations tres grossieres jusqu' a Ia notion d' operateur tangent 
consistant, c' est-a-dire « gradient » du calcul de O'r+Lir en fonction de Er+Lir. La 

presence d'endommagement accroit encore Ia complexite du calcul de Dtang. 

3.3.1. Breve revue de methodes de calcul de l'operateur de comportement tangent 

La methode Ia plus simple, fort utilisee au debut des modelisations numeriques 
en elastoplasticite [NGU 77], consiste a prendre pour Dta11 g I'operateur d'elasticite, 
evalue a un instant particulier (par exemple t); elle s'ecrirait dans notre cas 

vrang =(1-Dr)E(T,) [35] 

mais peut conduire a un nombre prohibitif d'iterations [15]. Une methode presque 
aussi simple (done tres utilisee) consiste a expliciter analytiquement, lorsque cela est 
possible, le systeme differentiel [3] pour I'ecrire sous Ia forme 
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{ cT} = [ :.cm·(t, £, ~· CJ, D) :.aD(t, £,£: CJ, D) ]{ E} 
D .=.Da(t,£,£,CJ,D) .=.DD(t,£,£,CJ,D) 0 

[36] 

et prendre pour Dtan g le terme Eaa evalue a un instant particulier (souvent f). 

Cette methode presente l'avantage de fournir une matrice symetrique, mais dont le 
conditionnement peut fortement se degrader au point de donner une matrice 
singuliere au voisinage de Ia ruine de la structure. 

Une methode plus rigoureuse consiste a deriver [36] par rapport a £r+L1r (qui 

intervient, a cause de [ 16], dans £ et e) pour en deduire un « systeme differentiel 
tangent » lineaire de la forme 

{ ~g} = [P(r, £, e, a, D)]{ ~g} [37] 

dont la solution theorique fournit I' operateur tangent Dran g lorsque crr+L1r est Ia 

solution theorique de [3]. En pratique, le systeme [37] est integre numeriquement en 
utilisant les memes pas de temps que pour le calcul effectif de cr1+.1r; deux 

exemples d'application de cette approche sont donnes dans [BON 93] pour un cas de 
viscohyperelasticite, et dans [FLE 95] pour un cas d'elastoviscoplasticite en grandes 
perturbations. Cette approche conduit a une matrice non symetrique pouvant devenir 
elle aussi singuliere au voisinage de Ia ruine. 

Enfin, Ia methode a priori Ia plus rigoureuse consiste a deriver par rapport a 
£r+.1r l'algorithme de calcul de cr1+.1r presente au§ 3.2, et donne done un operateur 

tangent consistant mais conduit a une matrice elle aussi non symetrique pouvant 
devenir singuliere au voisinage de la ruine. La complexite de cette methode est 
parfois reduite grace a des approximations purement calculatoires ou suggerees par 
Ia physique du probleme. C' est cette methode qui va etre expo see dans un cas 
particulier. 

Pour clore cette breve revue, notons le paradoxe qui consiste a calculer 
I' operateur de comportement tangent [34] alors que les parties positives dans [9] et 
[10] font que Ia loi de comportement n'est pas partout derivable. 

3.3.2. Operateur de comportement tangent consistant 

Tenter de deriver, par rapport a Er+L1t, l'algorithme de calcul de CJr+L1t presente 

au § 3.2 renforce le paradoxe enonce a Ia fin du § 3.3.1 puisque le nombre L de 
sous-pas, et done aussi Ia longueur c5r des sous-pas, n 'est pas derivable. En 
consequence, nous nous limiterons ici au cas d'un seul sous-pas, et supposerons 
done r = t et c5r = L1t ; par chance, dans Ia plupart des applications presentees au 
§ 4, I 'expression [32] determinant L conduit effectivement a L = 1 ! ... 

En tenant compte de [5], Ia relation [34] donne 

[38] 
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Comme Ia relation [ 17] implique 

1 
vsr+.1r =-Vse 

(J 

et comme )'application de l'operateur v a [25] et [20] donne 

il suffit de reporter [41] dans [40], en usant de [26], pour obtenir 

Comme Ia relation [ 17] implique 

Y'Dr+.1r = V(8D) 

[39] 

[40] 

[41] 

[42] 

[43] 

il suffit de reporter les relations [42] et [43] dans [38] pour obtenir une expression de 
Dtang dependant soit de grandeurs determinees lors de !'integration locale de Ia loi 
de comportement, so it des deux seules grandeurs encore inconnues V( 8p) et V( 8D). 

Celles-ci s'obtiennent comme solutions du systeme Iineaire construit (voir annexe) 
en differentiant par rapport a et+.1t les equations [24] et ([27] ou [29]), systeme 

Iineaire dont Ia matrice est precisement Ia matrice reg] definie par [31]. 
Tous calculs effectues, on trouve 
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3 sed a 
Dtang = Dtang + ( 1_ D ) J.lt+!Jt 8 ®(reg ;-1) ~: V(Sed) 

evp t+!Jt 1 (Sed) 12 ased 8 
2 8 8 

[44] 

+S ®[(reg r 1) ~: V(sed )+(reg ;-1) oW : V(Sed )] 
t+!Jt 21 ased 8 22 ased 8 

8 8 

avec (C est une expression scalaire donnee en annexe) 

tang_ 
De - ( 1- Dt+!Jt )Er+!Jt 

Drang=Drang_4J.l2 C(l-D J(regrl) 8£P ®&P 
evp e t+!Jt t+!Jt 11 Dp Dp 

[45] 

2j.l~+!Jt 08p ( 8£P 8£P) 
- (1- D A ) 3 14 - 12 ® 12 + 2-®-

t+LJ! J2 (S~d) 8p 8p 

II est evident que l'operateur tangent Dtang possede les proprietes de 
, . Dtang Dtang Dtang · · · .1 'd I ·, , symetne iJkl = jikl = iJlk ma1s a pnon 1 ne posse e pas a propnete 

D~~? = D~~;'?. En consequence Ia matrice tangente (au sens des elements finis) ne 

sera pas a priori symetrique. Par contre, on a les proprietes de symetrie 

(D tang) _ (Dtang) (Dtang) _ (Dtang) . d · e ijkl - e klij et evp ijkl - evp klij , cette remarque peut con u1re 

a substituer a Dtang l'un des operateurs D!ang ou D!~-~g 

4. Applications 

L'objet de ce paragraphe est, d'une part de valider Ia mise en Cl!uvre numerique 
exposee § 3 avec () = 0, 5 (methode de Crank-Nicholson) et son integration dans 

SYSTUS+® et, d'autre part d'analyser le comportement des differents algorithmes 
pour aboutir a des recommandations d'utilisation. 

4.1. Validation sur des cas unidimensionnels elementaires 

4.1.1. Definition des tests 

Les tests elementaires (figure I) concernent des essais de relaxation et de fluage 
isothermes et anisothermes en traction pure (eprouvette de revolution modelisee, en 
tenant compte des symetries, par un element quadrilateral a 8 n<l!uds) et sont, a 
I'exception du deuxieme test de fluage anisotherme, extraits de [MAS 94]. Les 
proprietes du materiau sont donnees dans le tableau I, et celles qui dependent de Ia 
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temperature sont supposees lineaires par morceau. Dans tous les cas, Ia deformation 
d'origine thermique n'est pas prise en compte. 

Figure 1. Geometrie et maillage (gauche) pour les tests de relaxation (centre) et de 
fluage ( droite) 

T(oC) E(Mpa) v k N M B A (Mpa) a f3 b 

900 150000 0.3 0 12.2 10.5 2110 3191.62 6.3 15 0 

1000 150000 0.3 0 10.8 9.8 1450 2511.35 5.2 15 0 

1025 150000 0.3 0 10.45 9.625 1285 2341.3 4.925 15 0 

Tableau 1. Caracteristiques materielles 

Les tests de relaxation et de fluage isothermes sont menes a Ia temperature de 
1000 °C. Pour le test de relaxation anisotherme, Ia temperature suit I' evolution 

0:::; t:::; 200000 
200000 :::; t :::; 2000000 

et pour les tests de fluage anisothermes 

0 :::; t :::; t 0 = 25000 
t0 :::; t:::; t 1 = 200000 

T= 1000 
T( t) = 1000 + ( t- 200000) 172000 

T= T0 = 1000 
T(t) = 1000+ (t- 25000)17000 

Pour le deuxieme test de fluage anisotherme, on suppose a= 5 (done 
independant de 1) ce qui permet de construire Ia solution (on pose A; = A(T(t; )) 

pour i = 0, 1) 
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o ~ t ~ t0 
[ 

0: ]11(1+{3! 

D( t) = 1- 1- t (1 + f3 { :~ ) [46] 

puis, pour t0 ~ t ~ t 1, 

1 

D(t)=l-((1-D(t )/+f3_ (l+/3)(t 1 -to) a~(A(t) 1-o:-A 1-o:)J 1+f3 [47] 
o (l-a)(A1 -Ao) z,. o 

d'ou Ie temps de ruine 

4.1.2. Resultats 

Le tableau 2 donne les resultats obtenus, en petites perturbations et pour le temps 
de ruine, par les logiciels Castem 2000® [MAS 94], ASTER® [SCH 97] et nous­
memes ; nous avons utilise les deux expressions [27] et [29] pour !'equation 
« endommagement » avec les memes pas de temps, sans constater de difference 
significative. Ce tableau montre Ia bonne precision obtenue avec notre approche. 
Les figures 2 et 3 donnent I' evolution de quelques grandeurs significatives calculees 
lors de ces tests ; on note en particulier Ia capacite du modele et de sa mise en ceuvre 
numerique a bien reproduire les phases de fluage primaire, secondaire et tertiaire. 

Temps de ruine Solution CEA EDF SYSTUS+® 
theorique [MAS 94] [SCH 97] 

Relaxation 2 468 980 s 2 455 687 s 2 460 740 s [271 2 468 790 s 
isotherme [SCH 97] [291 2 469 805 s 
Relaxation 1 643 380 s 1 723 529 s 1 640 680 s [27] 1 653 458 s 

anisotherme lSCH 97] [291 1 653 790 s 
Fluage isotherme 231425s 232 500 s 231 600 s [27] 231 420 s 

rscH 971 [291 231 560 s 
Fluage anisotherme 165 882 s 152941 s [27] 155 500 s 

Test 1 lMAS 94] f29l 155 540 s 
Fluage anisotherme 119 957 s [27] 119 996 s 

Test 2 [481 [29] 119 954 s 

Tableau 2. Temps de ruine pour les divers tests 



Figure 2. Evolution de La deformation plastique et de La contrainte axiales tors des 
tests de relaxation 
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Figure 3. Evolution de La deformation plastique axiale et de l'endommagement tors 
des tests de jluage 

4.2. Essai RUPTHER 4 

Nous avons retenu cet essai pour etudier l'interet de notre mise en reuvre 
numerique car il s'agit d'un cas de reference, bien documente du point de vue 
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experimental, qui permettra, au deJa des tests d'efficacite numerique, de verifier 
ulterieurement Ia qualite du modele physique. 

4.2.1. Description de l'essai 

Cet essai, defini dans [SAl 97], porte sur un tube dont Ia geometrie et le 
chargement thermomecanique (pour t ~ 4032) sont definis sur Ia figure 4; Ia 
distribution de Ia temperature (symetrique par rapport au plan z = 0) est lineaire par 
morceau sur le temps, et donnee par (pour t ~ 4032) 

T(z) = 698,81-0,771 z -0, 08214z 2 +0, 0006306 z 3 -0. 117210-5 z 4 

En fin, Ia den site surfacique de forces axiale en z = 135 mode lise l' effet de fond. 

Figure 4. Geometrie et chargement thermomecanique pour I' essai RUPTHER 4 

Les modeles couplant comportement et endommagement sont bien connus pour 
donner des resultats tres sensibles a Ia finesse du maillage dans les zones 
endommagees. Trois maillages en elements finis (quadrilateres a 8 nceuds et 4 points 
de Gauss) ont done ete utilises pour cerner cette sensibilite dans le cas de I' essai 
RUPTHER 4 (figure 5). lis comportent tous 2 elements dans l'epaisseur et 41 seton 
Ia longueur du tube ( 0 ~ z ~ 135 ), mais difterent par Ia progression du decoupage 
selon z; celle-ci est choisie de maniere ace que les elements adjacents a z = 0 aient 
pour longueur axiale 

Mail_ 1 = 3, 33 mm Mail_ 2 = 1, 75 mm Mail_ 3 = 0, 69 mm 
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Mail_] Mail_2 Mail_3 

Mail_l Mail_2 Mail_3 

Figure 5. Maillages utilises (gauche) et grossisements (droite) pres du plan z=O 

Le tableau 3 donne les proprietes materielles (A coefficient de dilatation 
thermique). 

T(°C) E(Mpa) v A(oc-I) k N M B A(Mpa) a f3 b 

400 163750 0,3 13,7 10'6 0 110 19,9 792,871 937,978 33,58 3 0 

500 152500 0,3 14,3 10'6 0 32 34,04 742,811 956,305 15 3 0 

600 110625 0,3 14,8 10'6 0 6,9 79,4 1337,325 1199,95 6,6 3 0 

700 50000 0,3 15,2 10'6 0 3,5 46,5 2007,352 1098,157 3,96 3 0 

Tableau 3. Caracteristiques materielles pour l'essai RUPTHER 4 

4.2.2. Analyse de convergences globale et locale 

Notre objectif etant, ici, de com parer I' efficacite de quatre methodes differentes 
d'approximation de Ia matrice tangente globale [15], nous nous limitons ici au cas 
des petites perturbations et au maillage Mail_3. Ces methodes utilisent : 

- Ia matrice d'elasticite endommagee [35], symetrique, 
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- ou Ia matrice d'elastoviscoplasticite endommagee [45], symetrique, 
- ou Ia matrice tangente consistante [44], non symetrique, 
- ou Ia methode BFGS [BAT 82], qui preserve Ia symetrie. 
L'etude est menee jusqu'a t = 16 500 s, par pas Llt =60s (275 pas) et conduit a 

un endommagement de 0,348 et une deformation viscoplastique cumulee de 
20,24 % (le resultat ne peut done etre interprete valablement compte tenu de 
!'hypothese de petites perturbations) aux points de Gauss pres du plan z = 0. 

La figure 6 donne, pour chacune des quatre methodes, le nombre total 
d'iterations cumule [15] pour atteindre Ia convergence; le critere de convergence est 
qu'en chaque nreud du maillage le residu d'equilibre [12] soit inferieur a I0-3 fois Ia 
force maxi male (done pour p = 33 bars) due a I' effet de fond. On cons tate que les 

quatre methodes permettent Ia convergence, mais au prix d'un tres grand nombre 
d'iterations pour Ia methode [35], et des nombres plus raisonnables pour les trois 
autres. La methode [45] est particulierement efficace, Ia matrice tangente consistante 
est plutot decevante autant en nombre d'iterations qu'en volume de calculs puisque 
c'est Ia seule methode qui conduise a une matrice non symetrique. 

Pour Ia convergence de l'algorithme d'integration locale de Ia loi de 
comportement(§ 3.2), on note d'abord que Ia taille des pas de temps Llt fait que Ia 
formule [32] de determination des pas de temps locaux or donne toujours or= Llt. 
Avec Ia matrice tangente locale [31], Ia convergence est atteinte en au plus 2 ou 3 
iterations de Newton-Raphson, ce qui montre l'efficacite de notre mise en reuvre 

numerique. Le critere de convergence etait (l'indice i est le numero d'iteration de 
Newton-Raphson pour resoudre [24] et ([27] ou [29])) 

ou 

et 

ou 

~00~--------------------------------------------------------~ 

:x>OO 

1600 

1200 

IDO 

0 

"""""()- matrice d"elasticite endommagee [35] 

-o-- matrice d"elastoviscoplasticite endommagee [45] 

~ matrice tangente consistante [44] 

--*""-- methode BFGS 

3000 rooo 9000 12000 15000 

Figure 6. Nombre total cumule d'iterations [ 15] pour atteindre Ia convergence 
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4.2.3. Influence du maillage et principaux resultats mecaniques 

Compte tenu des niveaux de deformation et d'endommagement atteints en 
petites perturbations, J'analyse est maintenant menee en grandes transformations 
(§ 2.4) avec la derivee objective de [FRE 83] jusqu'a rupture (D"' 0, 9), la gestion 
automatique des pas de temps Lit suivant [BON 93]. 

1,00 or-------------------------. 
D 

0,80 

0,60 

0,40 

0,20 

Mail_] 
Mail_2 
Mai/_3 

0,00 +------+------+------+-----..,_temps (s) 
30000 32000 34000 36000 38000 40000 

Figure 7. Evolution de l 'endommagement au voisinage du plan z = 0 

ur(z=O)(mm) -------------------------------, 

8 

7 

6 

5 

4 

Mail_] 

Mai/_2 

na:ud interieur 

na:ud exterieur 

I 

I 
J 

..J ., 

3 +------r-------.-----T"""-----.-- temps (s) 

30000 32000 34000 36000 38000 40000 

Figure 8. Evolution du de placement radial sur le plan z = 0 

Les figures 7 et 8 permettent d' etudier la sensibilite au maillage a partir des 
resultats en endommagement et en deplacement radial au voisinage immediat ou sur 
le plan z = 0, et pour les instants ou les ecarts sont perceptibles. Le maillage Mail_l 
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donne des resultats (sur le temps de ruine) superieurs d'environ 2 % a ceux donnes 
par les maillages Mai/_2 et Mai/_3, les ecarts entre ces deux derniers etant non 
significatifs. 

La figure 9 permet de constater le phenomene de localisation de 
I' endommagement au voisinage immediat du plan z = 0 ; c' est pour ce phenomene 
de localisation que Ia sensibilite au maillage est manifeste. Cette sensibilite reste elle 
meme tres localisee puisqu'elle passe d'un ecart de 50% (entre les resultats obtenus 
avec Mail_l et Mai/_3) sur l'endommagement a 5 rum (soit 2,5 fois I'epaisseur 
initiale) du plan de symetrie a un ecart de 20% a 10 rum de ce plan. Le raffinement, 
selon !'axe du tube, du maillage Mai/_3 nous parait done suffisant ; par contre, nous 
n' avons pas etudie Ia sensibilite au maillage selon I' epaisseur du tube. 

En fin, Ia figure 10 donne Ia deformee finale et les isovaleurs de J 2 (a) 

correspondantes obtenues avec le maillage Mai/_3; on constate bien le fort 
amincissement de Ia paroi du tube dans le plan z = 0. 

Figure 9. Evolution de I' endommagement (en peau ext erne) en fonction de Ia 
distance (calculee sur Ia geomerrie deformee) au plan z = 0 

5. Conclusions 

Sur les cas unidimensionnels elementaires (§ 4.1) ou nous avons pu disposer 
d'elements de comparaison, notre approche a permis d'obtenir, sur le calcul du 
temps de ruine, un gain de precision significatif en relaxation et fluage isothermes, 
un Ieger gain sur le test 1 de fluage anisotherme, mais n' a rien apporte en relaxation 
anisotherme. Sur le test 2 de fluage anisotherme, pour lequel nous disposons d'un 
resultat analytique, Ia precision est tres bonne. 
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Sur l'essai RUPTHER 4 (§ 4.2), les resultats numeriques paraissent raisonnables 
et, en particulier, on ne constate pas de sensibilite significative a l'elancement (que 
nous avons fait varier d'un rapport 3,33 a 0,69) des elements finis dans Ia zone de 
fort endommagement ( D = 0, 9). 

Figure 10. Deformee finale et isovaleurs de J 2 (a) obtenues avec le maillage 
Mai/_3 

Notre etude a permis aussi de cerner l'efficacite numerique, en terme de nombre 
d'iterations de Newton-Raphson sur !'equation d'equilibre globale, de quatre 
approches differentes d'evaluation de l'operateur de comportement tangent. La 
meilleure se revele etre celle qui utilise Ia matrice tangente elastoviscoplastique 
endommagee, et nous avons ete plut6t der,;us par les resultats plus mediocres fournis 
par Ia matrice tangente consistante (figure 6). Nous avons deja souligne le paradoxe 
consi~tant a vouloir determiner le gradient de grandeurs non partout derivables, et 
dont I' algorithme de calcul introduit un caractere discret (le nombre de pas de temps 
or) done essentiellement non derivable. 

Des experiences passees ([CAR 95] en viscohyperelasticite et [FLE 95] en 
elastoviscoplasticite en grandes transformations) nous laissaient esperer mieux. 
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Faut-il mettre sur le compte de l'endommagement ce desappointement ? II est 
certain que sa presence rend Ia matrice tangente consistante tres mal conditionnee, et 
qu'il faudrait sans doute utiliser des methodes numeriques (continuation, Riks ... ) 
mieux adaptees au passage du maximum d'une courbe de chargement. Neanmoins, 
Ia superiorite de Ia matrice d'elastoviscoplasticite endommagee apparalt des le debut 
du chargement, done pour de faibles endommagements. 

Les resultats, particulierement convaincants, de [SIM 85] sur !'utilisation de Ia 
matrice tangente consistante en elastoplasticite (associee au choix () = 1) peuvent 
conduire a remettre en cause le choix () = 0, 5 que nous avons fait au tout debut du 
§ 4, et ce d'autant plus que les resultats de [ORT 85] montrent bien !'interet, pour Ia 
precisiosn dans !'integration numerique de Ia loi constitutive en elastoplasticite, de 
valeurs de () proches de 1 lorsque les accroissements de deformation ne sont pas de 
l'ordre des deformations elastiques. N'ayant pas, dan,s Ia presente etude, etudie 
!'influence de (),, il nous est difficile de nous prononcer; neanmoins, 

- les expressions [44] et [45] des matrices D1a"li et D!~;~~ dependent de Ia 

valeur de () de sorte que le caractere consistant de [ 44] est assure quelle que so it Ia 
valeur de (), 

- Ia qualite des resultats obtenus au § 4.1 nous a confortes dans notre choix 
() = 0,5, 

- l'accroissement de deformation par pas de temps est, en moyenne, inferieur a 
0,001 dans le cas expose au § 4.2.2. 

La question nous semble done toujours ouverte, et il conviendrait peut-etre de 
considerer des modeles de comportement plus simples pour mieux l'etudier. 
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6. Notations 

grads partie symetrique du gradient d'un champ vectoriel 

•+ partie positive de • ( .+ = • si • ~ 0, .+ = 0 sinon) 
produit doublement contracte de deux tenseurs du second ordre comme 
dans £:a = £iJ aiJ, ou produit doublement contracte entre un tenseur du 

quatrieme ordre et un tenseur du second ordre comme dans 
( E: E)iJ = Eijkl Ekt 

12 tenseur unite d'ordre 2 
14 tenseur unite d' ordre 4 
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tenseur partie moyenne du tenseur du second ordre •: (• 111 )u = "kk 8u 
. d' . . d d d d d I 111 tenseur partie ev1atonque u tenseur u secon or re • : • = •- 3 • 

10 (•) plus grande valeur propre du tenseur du second ordre • 

11 ( •) trace du tenseur du second ordre • : 11 ( •) = • kk 

12(•) ~1·d _..d 
{.} ou {•} 

<•> ou <. > 
[•] ou {•] 
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Annexe 

En ecrivant Ia relation [24] sous Ia forme 

alors Ia derivee de V par rapport a une grandeur • dont dependent B, u et v est 
donnee par 

oV = oB -ne (8-V)(!_ ()u _!_ Jv) 
o• o• uo• vo• 

De cette banalite, on deduit immediatement 

JV [ 1- De 3flr+8r : --= 1-De +0ne(0-De)8p-F) --+---,---....:....:...:::..:...._ __ _ 
o(8p) mere J 2 (Sf/ )-3f.lr+& 08p-ke 

--=-08p 1+--(0-De)8p-F) JV ( One J 
o(8D) mere 

ce qui determine Ia premiere ligne de Ia matrice [ k rg ] definie par [31]. Le me me 
raisonnement applique a Ia relation [27] donne, en negligeant Ia derivee de f3 par 
rapport a x. Ia deuxieme ligne de [ k rg ] 
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JW (8D- W) 8(X(Se)) 
J(8p) = -ae X(S8 ) J(8p) 

~ = 1+8(8D- W) ae -f3e 
J(8D) 1- De 

qu' il convient de completer par, grace a [II] et [23], 

Dans le cas ou on utilise Ia relation [29], on obtient 

ce qui termine Ia determination de Ia matrice [ eg 1 definie par [31]. 
Pour le calcul de I' operateur de comportement tangent consistant ( § 3.3.2), on a 

eu besoin des grandeurs V( 8p) et V( 8D), confer [ 34] pour Ia notation V; ces 

grandeurs s'obtiennent en prenant Ia differentielle totale de [24] et ([27] ou [29]) par 
rapport a E t+8t, ce qui donne le systeme lineaire 

[ k tg 1 { V( 8p)} = -{ v v} 
V(8D) VW 

qui com porte autant de vecteurs colonnes seconds membres et inconnues que E r+8t 

a de composantes independantes. Comme, pour ce paragraphe 3.3.2, on a suppose 
r = t et r +or = t + L1t, Ia derivation directe de [24] donne, en utilisant Ia deuxieme 
relation [ 41] et Ia relation [26], 

et, de meme, Ia derivation directe de [27] donne 
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VW= ae t .!...__Q_ (1-D )arf3e 3bK 1 +2" (1-b)-t:-(} L1 ( ( S ) J ae-
1 

( 8 P J 
Ae Ae e e 2 ...-r+Llr 8p 

tandis que celle de [29] donne quant a elle 

Enfin, il convient de determiner I' expression C introduite dans Ia relation [ 45] ; 
elle decoule des egalites 

8£P = 2Pr+Llt C--
8p 


