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RESUME. De par leur mode d'élaboration, les toles minces présentent une orthotropie du
comportement plastique que l'on doit prendre en compte dans la simulation numérique de
l'emboutissage. A cet effet, un modéle de comportement basé sur une formulation en référentiel
tournant par la rotation du repére principal d'anisotropie est présenté. Un algorithme de
calcul des contraintes et des variables internes est également proposé. Cet algorithme consiste
en une méthode de prédiction-correction intégrant une cinématique de coques spatiales
associée a une interpolation mixte des déformations de cisaillement transverse. Les résultats
obtenus pour plusieurs exemples d'emboutissage montrent l'efficacité de l'approche proposée.

ABSTRACT. Due to rolling and cristallographic texture development, thin sheets metal for
stamping exhibit an initial orthotropic plastic behaviour that have to be incorporated in
numerical modelling of sheet forming processes. A mechanical modelling of the behaviour is
presented. It is based on a formulation in a rotating frame updatted using the proper rotation
tensor. The stress calculation algoritlim associated is based on the prediction-correction
method in the rotating frame and explicitly takes into account shell kinematics with mixed
transverse shear interpolation. Numerical results on deep drawing problems show the
accuracy and the efficiency of the proposed approach.
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1. Introduction

Du fait de leur fabrication par laminage, les tdles présentent un comportement anisotrope
did au caractere orienté de leur structure interne. Les directions principales de cette
anisotropie initiale sont liées aux directions de laminage, transverse et normale au plan de la
tole. Lorsque le matériau subit des déformations irréversibles, la structure interne est
modifiée. Les particules qui la composent sont réorientées. Il peut apparaitre ainsi une
anisotropie de structure induite évoluant avec la déformation irréversible et se superposant &
I’anisotropie de la structure initiale. Cette superposition de I’anisotropie initiale et de
I’anisotropie induite évolutive peut résulter en une anisotropie trés générale lorsque les
directions principales des deux types d’anisotropies ne coincident pas.

Pour décrire tout type d’anisotropie en présence de grandes transformations
élastoplastiques, Mandel [MAN 73] a établi un cadre constitutif fondé sur la notion de
repére directeur non matériel. Ce qui permet de prendre en compte 1’évolution de la structure
interne dans la description du comportement. La définition précise d’un tel repere pour
Pétude d’un polycristal dépend du type d’anisotropie a modéliser. Dans le cas d’une
orthotropie non évolutive, les directions principales d’orthotropie permettent de définir un
repére privilégié pour I’étude du polycristal. Son évolution au cours de la transformation
définit le mouvement du milieu matériel par rapport a sa structure interne. La description du
comportement est alors subordonnée a la connaissance de ce mouvement que 1’on peut avoir
a partir d’une approche microstructurale. Ce type d’approche semble étre d’ailleurs le cadre
naturel de la théorie de Mandel. Pour inscrire cette théorie dans le cadre d’une approche
phénoménologique, la principale difficulté est la caractérisation de la rotation des directions
d’orthotropie. Parmi les choix possibles pour cette rotation et en I’absence de données
expérimentales complémentaires, on utilise dans ce travail une actualisation déduite de la
cinématique [LAD 80][DOG 89].

Outre une description correcte du comportement, la simulation numérique de
I’emboutissage par la méthode des éléments finis nécessite 1’utilisation d’éléments capables
de prendre en compte efficacement les différentes non-linéarités. A cet effet, un nouvel
élément fini de coque a trois nceuds a interpolation linéaire a ét¢ développé [BOI 93][BOI
94]. Cet élément est basé sur une cinématique de Ahmad [AHM 71] associée & une
interpolation mixte des composantes de cisaillement transverse afin de pallier le probleme
de verrouillage. Dans ce contexte d’élément fini de coque, une modélisation numérique du
comportement élastoplastique anisotrope est proposée. Construite a partir d’un cadre
constitutif formulé dans une configuration relichée particuliére, elle consiste, comme dans
le cas des petites déformations, en un schéma prédicteur-correcteur. Au cours de la
prédiction, le comportement du matériau est supposé €lastique et un chemin d’interpolation
linéaire est utilisé, ce qui permet de prendre en compte la spécificité de 1’élément. Pour la
correction plastique, une famille d’algorithmes inconditionnellement stables est présentée,
elle résulte de I'intégration des lois d’évolutions plastiques suivant la méthode du mi-point
généralisée. Une analyse de précision est réalisée en présence de grandes rotations et de
grandes déformations. Pour finir, un opérateur tangent cohérent avec 1’algorithme de calcul
des contraintes et des variables internes est défini dans I’espace des contraintes planes afin
de conserver la convergence du schéma de Newton pour la résolution de 1’équilibre. Pour
valider le modele proposé, une série d’essais a €t€ réalisée. Les résultats obtenus sont
satisfaisants.
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2. Description du comportement matériel

2.1. Définitions géométriques et cinématiques

En suivant ’approche des milieux a directeurs de Mandel [MAN 71][MAN 73][MAN
81]1[MAN 83], on peut introduire la décomposition suivante du gradient de la transformation
F:

F = Veaf® [

Le tenseur F° représente le gradient de la transformation plastique entre la configuration de
référence C, et une configuration reladchée particuliere C, dite “isocline”. Dans cette
configuration, un triédre lié a la structure interne du matériau conserve son orientation
initiale. Au cours de la transformation, ce triedre “directeur” évolue par une rotation a qui
fait passer de la configuration relichée C, a une nouvelle configuration relichée C, [LEE
69]. Une déformation élastique pure V° est alors appliquée pour compléter le mouvement.

Si I’on admet que les déformations élastiques restent faibles (V° = I+¢°; ||e°]| « 1), le
gradient des vitesses de transformation L = FF~! conduit aux décompositions suivantes du
taux de déformation D et du taux de rotation W :

P S
D=LS=Dge+a(F i’ ') aT
(2]

~P -
W=Lr=aa"+a(F &) a’

D,£° désigne la dérivée du tenseur des déformations €lastiques €° dans le mouvement par la
rotation a :

D e® = aS (aTeca)a’ = aégaT [3]

2 dt

La premiére relation [2.a] traduit I’extension au cas des grandes transformations de la
décomposition additive des vitesses de déformation. Son écriture dans la configuration C,
donne :

: s
p
. . ~Fap-1 : d
€=d,-(FF ) ; d, = a'Da = @t (a"da) [4]
d est une mesure de déformation associée a D dans le mouvement par la rotation a. Quant a

la seconde [2.b], trés spécifique aux transformations finies, elle permet de relier la vitesse

p
. " . . e ap-l -
aa’ du triddre directeur au taux de rotation WP =a(FF ) a'  du milieu par
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rapport a ce triedre. Cette relation est particulierement utile pour 1’étude des matériaux
anisotropes. Dans le cas d’un matériau orthotrope, par exemple, les directions d’orthotropie
forment un trigdre privilégié [MAN 83] et la connaissance de WP nous permet d’en donner

I’évolution :

a= (W-WPa al,_g =1 [51

2.2. Comportement élastoplastique

On suppose que I’état du matériau est completement défini dans la configuration isocline
C, par le tenseur des déformations €lastiques € = a’eca et par un ensemble k ; (i€ N)
de variables d’écrouissage scalaires ou tensorielles. L’inégalité de Clausius-Duhem

1 ow .. Jow
—o:D-——:€f——1k;; 20 6
po aez a akai [ ]

conduit alors, dans cette configuration, a la loi d’état

6= Cuh €=y (7]
: ¥ 0882 ® o€g
et & la dissipation intrins¢que d :
P S .
d=o,(FF) ~Xyks  X,=p 2 (8]

a s = Pogi

ai

w représente I’énergie libre spécifique et p,, la masse volumique initiale. o, = a'ca est
I’homologue du tenseur des contraintes de Cauchy ¢ dans la configuration C,.

Dans le cadre des matériaux standard généralisés [HAL 75], 1a fonction seuil f qui définit
le domaine plastique dépendra des forces thermodynamiques o, et X,;: (0, X;;) <0.En
suivant la régle de normalité associée, on en déduit les lois complémentaires suivantes, ol A
est le multiplicateur plastique instantané :

Pp-1 S o ST
(FF ) =i — ke = Az

do, ai ]

Ces équations constitutives sont d’une forme voisine de celles bien connues en petites

perturbations et leur utilisation est subordonnée a la connaissance a tout instant de la
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configuration isocline C,. Dans le cas d’un matériau orthotrope, connaitre C, revient a
connaitre Ia loi d’évolution des directions principales d’orthotropie.

2.3. Actualisation des directions d’anisotropie

Comme il a été introduit plus haut, une loi d’évolution pour les directions principales
d’anisotropie est donnée par la relation [5]. Dans le cas d’une modélisation macroscopique,
la principale difficulté est la détermination du taux de rotation WP et pour y pallier, une
premiere approche consiste a utiliser les théorémes de représentation des fonctions
tensorielles isotropes [LOR 83][DAF 85][DAF 89]. Cette approche qui semble assez
naturelle dans le cadre de la théorie des milieux a directeurs de Mandel, améne de nouvelles
constantes matérielles dont I’identification expérimentale reste difficile. Ainsi, et en
I’absence de données physiques supplémentaires, une alternative simple serait de postuler “a
priori” la forme de WP & partir de la cinématique de la transformation [LAD 80][DOG
84]{DOG 89]. Cette nouvelle approche qui reste un cas particulier de la précédente, doit
conduire néanmoins a des résultats “raisonnables”. On pourra trouver dans [DOG 89] et
[BOU 94] plusieurs choix possibles pour WP, ol WP = 0 et WP = R(UU")ART
représentent deux cas limites (R et U proviennent de la décomposition polaire du gradient de
la transformation F). En passant d’un cas a I’autre, on augmente ou on diminue la vitesse du
repére principal d’anisotropie. Dans le premier cas, cette vitesse correspond a celle du
référentiel corotationnel (aa’ = W; a = Q) alors que dans le second, elle correspond 2
celle du référentiel tournant en rotation propre ( aa’ = RRT;a = R).

Afin d’étudier I'influence de ces deux choix significatifs sur la réponse d’un matériau
orthotrope, une cinématique de glissement simple a ét€ utilisée dans [DOG 84][DOG 89].
Les auteurs ont pu constater que 1’utilisation du référentiel corotationnel (a = Q) entraine
des oscillations périodiques indésirables de la contrainte de cisaillement au cours du
glissement. Ces oscillations disparaissent avec l’utilisation du référentiel tournant en
rotation propre (a = R). Cela peut étre un critére de choix de la loi d’évolution des
directions d’anisotropie. Les résultats restent proches, toutefois, jusqu’a des glissements de
I’ordre de 'unité.

L’analyse des contraintes normales pour ce méme essai [BOU 94], met encore en
évidence un comportement oscillatoire pour le choix de la rotation Q. Avec R, on observe
un changement de signe pour chacune de ces contraintes qui fait passer d’un état de
compression a un état de traction et vice-versa. Cette caractéristique du comportement est
particuliérement intéressante puisqu’elle a été observée expérimentalement sur un essai de
torsion a extrémités fixes [MON 84]J[MON 85]. Elle est la contrepartie du phénomene
d’allongement ou de raccourcissement en torsion libre. On retrouve les mémes
caractéristiques dans [DAF 891 ot les théoremes de représentation ont ét€ utilisés. Le choix
de R semble donc intéressant a plus d’un titre. De plus, il est trés commode dans une
démarche numérique puisqu’il peut €étre déterminé a partir de la seule description
géométrique de la transformation.
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3. Algorithme de calcul des contraintes et des variables internes

Dans le cadre d’une méthode incrémentale associée au schéma itératif de Newton, I’état
du matériau est déterminé sur chaque incrément a partir de son état 4 I'incrément convergent
précédent et du déplacement incrémental Au. Si I’état du matériau est défini par le tenseur
des contraintes de Cauchy © et un ensemble de variables d’écrouissage scalaires et

tensorielles k; (i € N), on a donc a résoudre sur chaque intervalle de temps [t,t , ] et 2
chaque lteratlon le probléme & déplacement imposé suivant :
c,; (k) + Au = G (k) [10]

Pour établir le lien qui existe, a priori, entre les quantités (.)  en début d’incrément et le
déplacement incrémental Au d’une part et les quantités (.) ,, en fin d’incrément d’autre
part, on définit a partir des lois constitutives du matériau un ensemble de lois incrémentales
qui, pour prétendre modéliser le comportement, doivent répondre a certaines exigences
[HUG 80]J[HUG 84][PIN 83][RUB 83]J[ORT 85]. Elles doivent redonner les lois
constitutives dont elles sont issues lorsque Au — 0, elles doivent conduire a des solutions
stables et suffisamment précises, et enfin étre objectives, c¢’est-a-dire permettre des rotations
de corps rigide sans générer de contraintes fictives.

En intégrant les relations [7] et [9] entre t, et t,,, on obtient, compte tenu de [4] (on
adopte une écriture matricielle) :

(6).,,= (0) +C°(Ad - j)fidt)
[11]

(kai)n+1 = (kai)

La définition des lois incrémentales dans la configuration isocline, présente un
formalisme voisin de celui des petites perturbations [DEB 90]. On peut donc envisager, tout
naturellement, la construction d’un schéma numérique en deux étapes pour le calcul des
contraintes et des variables internes ; une premiére étape de prédiction élastique suivie d’une
éventuelle correction plastique.

3.1. Schéma prédicteur-correcteur

Lors de la prédiction, le comportement est supposé €lastique. L’état du matériau est alors

N P . . * .o . .
entierement défini par les relations suivantes, (0,) ol désigne la contrainte d’essai :

(o)* (c,) +C°Ad,

[12]
(Ka) g = (kg
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Dans le cas de grandes transformations, la principale difficulté est d’évaluer I’incrément
de déformation Ad, en intégrant d, = R™DR (a =R)entre t, et ty+1- La régle du mi-point
généralisée, inconditionnellement stable pour § = 1/2 [PIN 83], nous donne

-t [13]

n+1 n

Ad, = R}, (AtD, )R, g Be l01], At =t

Les quantités indicées n+f3 sont relatives a une configuration intermédiaire C +p- Pour les
évaluer, on doit se donner un chemin d’interpolation pour la transformation géométrique sur
I’incrément. Le plus simple étant le chemin linéaire ou la position d’un point matériel est
Xpep = (1- B)x,+Bx,,, (x, et x,,, représentent les positions de ce point en début et
en fin d’incrément). Dans ce cas, le choix de la configuration “centrale” x_,,,, permet
d’assurer une précision a I’ordre deux.

En posant Fy = F,F, oo F,dx, = dx , ,, et F,dx,,,,, = dx, ,,, la différence de
longueur d’un segment matériel peut étre caractériser sur un incrément par le tenseur
M=1/2 (FTF F_TF ) dans la configuration C, , . Les composantes de M dans la
base matérielle contravarlante g 1,98 ., ( Bn+i1/2)i = 9Xny1,2796, =
1/2 (g, + 8+ Ctant les vecteurs covariants associés ; O, est un systtme de
coordonnées curvilignes) sont :

1 dAu JdAu

ij = §(a—gig(n+1/2)j+a—9jg(n+1/2)i) (14]

Ce sont ces composantes qui nous permettront d’approximer AtD__ , ,. Dans ce qui suit,
elles seront interpolées de fagon a éviter le verrouillage en cisaillement transverse dans le
cas d’un élément de coque a trois nceuds.

Si a I'issue de la phase de prédiction on vérifie f( (Ga)* n+1’(kai)n) <0, I'état des
contraintes et des variables internes est alors définitif. Sinon, on le corrige en utilisant les
relations suivantes :

n#l n+1
Bf . of
—_— * ——
(6) ,, = (6)*  —-C° j A t, ((kai)n” = (k) — | xmdt] [15]
tl'|
Pour le critere de Hill [HIL 50] associé a un écrouissage isotrope (variable k) et & un
ecroulssage cmegnathue (variable k et force thermodynamique X telle que
-1
=b (F o )} ), les lois de comportement deviennent :

1
f(0,,X,0p) = c Ho —loo(k)<0 o =0-X

= C*(d,~AHo)) k= AHo, & = A,/c" Ho,

avec H, matrice d’anisotropie de Hill et 6, loi d’écrouissage isotrope.

(16]
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Dans ce cas, les contraintes et les variables internes en fin d’incrément peuvent étre
calculées par I’'un des schémas suivants (8 € [0,1]) :

(oa)n+1 = G_l { (oa)* n+1 +A?\'(l _8) CeH(Gx)n+A>"8CeHXn+l}
X,,1 =L {X,+bAL(1-8)H(0) }

[17]
k ., = kn+A)\.H((5x)n+8
kpor =k, + A% [(0)T H(S)
ot G=I+ANCH , L =I1,+bAASH (I, tenseur identité d’ordre 4) et
(0) .5~ (1-9) (Gx)n+8(6x)n+1 . L’accroissement incrémental AA du
multiplicateur  plastique est calculé en forcant la condition de chargement
f((o,) el (ky), . D= f(AL) =0 en fin d’incrément. Cette condition fournit une

équation non-linéaire que 1’on résout par une méthode de Newton locale [BOU 94]. A
Pitération j+1 :
AL = AL ~F(AA) () 8
Le plus intéressant des schémas [17] sera, comme nous le verrons plus loin, celui qui
permettra le meilleur compromis entre précision et simplicité de mise en ceuvre.

4. Intégration dans un contexte de coques spatiales

4.1. Eléments finis de coque C°

Les algorithmes proposés prennent en compte la formulation d’un élément fini de coque
intégrant une interpolation mixte pour pallier le probleme de verrouillage en cisaillement
transverse [BOI 92][BOI 93][BOI 94]. Cet élément est basé sur une cinématique de Ahmad
[AHM 71]. La position x(M) d’un point de la coque est défini a partir de 1a position du point
correspondant sur la surface moyenne et de sa position sur une pseudo-normale X. Des
pseudo-normales X' sont définies en chaque nceud (fig. 1) afin d’assurer la continuité de la
description sur les cotés de I’élément. x(M) est interpolé par :

o B 3o hi .
x(M) = X N(EMX+E N (En) 5 X, {e [-1,1] [19]
i=1 i=1

x' représentent la position des neeuds et h', I’épaisseur au nceud i. N' sont les fonctions
d’interpolation linéaires classiques.
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(0,0) (1,0

élément de référence
N'=1-&-n N2=¢ N’=n

Figure 1. Transformation géométrique d’un élément de coque a trois neeuds

Une base covariante ( g,,8,.8; ) au point M est donnée par :

ox ox ox
g = a_é g = on g3 = a_c [20]

Le déplacement u de M est la différence entre ses positions courante et initiale [19]. Si
les rotations restent faibles sur chaque incrément de chargement, u(M) est interpolé par :

3 . B 3 ) hi . )
u(M) = YN @G+ N (En) 76 AX; 21

i=1 i=1

u représentent les déplacements des nceuds, Xi0 , la pseudo-normale initiale au nceud i et
6', le vecteur rotation au nceud i. Un repére orthonormé (V§,,V(,,Vy,)  est défini en
chaque nceud ( Vo, = X ) de sorte que  6' = 6]V, +6,Vy, . Le mouvement de
I’élément est décrit a I’aide de cinq degrés de liberté par nceud. Trois déplacements et deux

rotations.

Dans le cadre d’une approche en déplacements, un élément fini C° construit
directement a partir des interpolations géométrique [19] et cinématique [21], présente de trés
mauvaises performances en raison d’un phénomene connu sous le nom de verrouillage. On
peut distinguer, pour les éléments de coques, le verrouillage en membrane et le verrouillage
en cisaillement transverse. Le premier apparait lorsque le plan moyen est courbe. Le
verrouillage en cisaillement transverse est d’autant plus marqué que I’interpolation est de
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faible degré. Pour un élément a trois nceuds a interpolation linéaire, il est trés important et
conduit au fait que 1’élément ne fonctionne pas quelle que soit I’épaisseur de la coque.

Pour interpoler efficacement les déformations [14] (6, =&, 6, =1 et 8, = (),
les composantes dans le plan sont interpolées classiquement a partir de [21]. Pour les
composantes de cisaillement, une interpolation mixte a partir de leurs valeurs aux nceuds est
utilisée :

3
M, = ¥ N'(En) M, (k = lou2) [22]

i=1

On impose que le cisaillement reste constant le long des cotés de I'élément. On en déduit
une matrice d’interpolation modifiée des déformations telle que M;; = ( ﬁAuf,) ;. [BOU
94], Au; est le vecteur des déplacements nodaux élémentaire. Les composantes de Ad,
[12] dans le repeére d’anisotropie initial A, sont identiques a celles de M dans

A(n+1/2)i = Ry, 1,270

4.2. Actualisation des directions d’anisotropie ( A, A; )

La cinématique de Ahmad fait intervenir une pseudo-normale et donc une pseudo-
courbure bien que la surface moyenne de 1’élément soit plane. Cette approche tient compte
du cisaillement transverse. Si I’on construit un repére orthonormé (ey;.e;) (i=1,2et3)
en un point quelconque de I’épaisseur a partir d’une direction matérielle que 1’on suit dans
son mouvement (fig. 2), on obtient pour le gradient de la transformation F la forme générale
suivante si  (g,,,g;) estcette direction :

F11 l::12 F13
F=|0F,F, [23]
0 0 Fy

Les vecteurs e,; (resp. e, ) sont tels que

£ g1 N8

= ”gln €3 = ”gl /\g2|| €y = €3N € [24]

€

SiI’on s’en tient a [23], des grandeurs comme la rotation propre R ne s’explicitent pas
simplement. D’autre part, ’actualisation des directions d’anisotropie par R ne permet pas
une prise en compte directe des caractéristiques du comportement dans I’épaisseur de la
coque (contrainte normale nulle) puisque, en général, la direction A, ne reste pas
perpendiculaire au plan (g,,8,). Pour ce faire, on peut considérer la restriction
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Fp =g ®g(l)+g2®g(2) de F a ce plan. Un vecteur dx;, du plan ( g;,,8, ) se
transforme en un vecteur dx duplan ( g,,8, )

dx = dexo = (gl ® g(l)+ g2 ® g(2)) ' (dxlogol + dx20g02) [25]

= dxlog1 + dxzog2

Figure 2. Travailler dans des repéres liés a une direction matérielle, permet d’assurer
Iobjectivité des différents schémas numériques

Ainsi, en effectuant la décomposition polaire sur Fp, on obtient une forme plane pour
Rp qui conserve toujours A; perpendiculaire a ( g,,8, ). L’orientation courante y, des
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directions d’anisotropie par rapport a e,; est alors liée & I’orientation initiale Y, et a un
angle o unique: Wy, = Y,—0o .On peut trouver dans [DOG 88] une forme intrinseque
pour . :

Foia
o = arctg (é) [26]
l:pll + 1:‘p22
avec
Fou = (8ey) (g(l,em) Fon = (82¢0) (g(z)eoz)

| ) 27
F 1o = (81¢) (8egy) + (82¢,)) (8€0)

Par cette démarche, on suppose que le cisaillement dans I’épaisseur de la coque n’a pas
d’effet sur ’orientation du repere d’anisotropie. On vérifie que lorsque I’épaisseur est trés
faible devant les dimensions transverses, F,; et F,; restent négligeables devant les autres
composantes non nulles de F . C’est en particulier le cas pour les applications envisagées
dans cette étude.

5. Analyse de précision

Afin d’analyser la précision des algorithmes [17] en grandes transformations, on
considére un essai de glissement simple [BOU 94]. L’évolution des contraintes dans le
repére d’orthotropie est présentée figure 3 pour une orientation initiale de 0° du repére
d’orthotropie (les résultats suivants se généralisent a d’autres orientations initiales et a
d’autres lois d’écrouissage).
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Figure 3. Evolution des contraintes dans le repére d’orthotropie



Ao, /G

Comportement élastoplastique anisotrope

11"~ max

1103

(@

g

2107

3107

T I IV ST AT A

410"

Ao lo

LA B R B B B S B S A N A D B B B B H B A

0 1 2 3 4 5 6

11" “max

4102

2102

‘

(]

2
I
1

=
2
TSI NP AR

(b)

-
[ S S

rotation du repére d'anisotropie
. 6 :
— oo

'
—
[¥)

.
o
»

LIS DA (A S B B S B At B L B B e

0 1 2 3 4 5 6

©

analytique

1l

n

o numérique

i

P BT I AT A A

P I

'6'Y

o
()
IS
W

Figure 4. Précision du schéma numérique et évolution du repére d’orthotropie

721



722  Revue européenne des éléments finis. Volume 7 - n° 6/1998

On constate, pour un glissement allant jusqu’a 200 %, une forte variation des contraintes
associée principalement 2 la rotation des directions d’orthotropie par rapport au glissement
(fig. 4.c). En particulier, 2 200 % ces contraintes se réduisent aux seules contraintes
normales. Au-dela de cette valeur I’orientation du repére d’orthotropie change de fagon
beaucoup moins importante et tend 2 se stabiliser. La variation des contraintes est alors plus
le fait des déformations.

On s’intéresse a l'influence du parametre d’intégration 821/2 et & celle du
glissement incrémental Ay = y/N , N étant le nombre d’incréments. En particulier, on
considére les valeurs 8 = 0,5, 0,7 et 1 et Ay = 0,01 et 0,1. L’erreur absolue

Ao = o7xc - O'i“j“mé est rapportée A la contrainte 6, = Max (|05}, |053%,|03*]) -

Le choix & = 0,5 conduit aux résultats les plus précis pour Ay =0,01 (fig. 4.a). Par
contre pour Ay = 0,1 (fig. 4.b) la précision est beaucoup moins bonne et présente des
fluctuations qui disparaissent lorsque le glissement devient important. En particulier,
I’erreur tend vers zero au-dela de 200 %. Ce qui laisse & penser que le choix & = 0,5 devient
sensible a la rotation du repére d’orthotropie lorsque le glissement incrémental Ay
augmente. Le choix & = 1 (méthode implicite d’Euler arriére) est celui qui conduit aux
résultats les moins précis. Toutefois, I’erreur est dans ce cas du méme ordre de grandeur que
pour la valeur intermédiaire 8 = 0,7. Ce qui est intéressant compte tenu de la forme simple
que prennent dans ce cas les relations [17]. L’erreur sur la contrainte normale &, (il en est
de méme pour ©,, et G, ) est maximale au début du glissement et va en diminuant jusqu’a
s’annuler pour un glissement de 200 %. Pour cette valeur particuliere, I’état des contraintes
se simplifie en se réduisant aux seules contraintes normales. Au-dela, I’erreur augmente
mais se stabilise assez vite. En fait la précision est d’autant plus grande que la rotation du
repére d’orthotropie tend a simplifier I’état des contraintes.

Parmi les différents schémas proposés, la méthode implicite d’Euler arriere semble la
plus intéressante pour une application a la simulation des procédés de mise en forme. Elle
permet de simplifier sensiblement 1’algorithme de calcul des contraintes et des variables
internes et sa précision reste satisfaisante (méme par rapport a la méthode semi-implicite),
surtout lorsque 1’on sait que la taille des incréments est limitée pour la gestion des
différentes non-linéarit€s de contact et de comportement. Dans le cas d’un écrouissage
isotrope uniquement, les équations [17] deviennent :

(c).,, =G ()" | G = 1,+AALC°H

n+

[28]
Koy =k, + AL [(6)T H(0,)

n+l
L’accroissement du multiplicateur plastique AXA est obtenu par le schéma itératif [18] avec
( 0'g=0d0,/0k . )
2 L}
_ %%
1-Ako',

o
dAA

Ces relations sont identiques a celles proposées dans [DEB 90] en petites perturbations.
Le schéma implicite y est d’ailleurs recommandé pour sa précision.

= - [ (CH)G' (o))" 1TH[G (6)* ] [29]

1
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Pour conserver la convergence de la méthode de Newton dans le cadre d’une approche
quasi-statique du probleme d’équilibre, il est préconisé d’utiliser un opérateur tangent
cohérent avec I’algorithme de calcul des contraintes [SIM 85][SIM 86]. En différenciant les
lois incrémentales, on obtient pour le critére orthotrope de Hill

d(o,) , = G'{cd(d, ., -d(AMC°H(o,) |}

(o)1, Hd(c) [30]
dk,,, =d(AM) (6 )T H(o,) _ +AA—11 fntl
a’n+1 a’n+1 J(C)T H(O')
a’n+1 a’n+1
Pour déterminer d (AA) on utilise la condition de consistance suivante :
df = (oa)IHHd (oa)nH—oo(an)o'Odan =0 [31]
On en déduit
(c)T HG™'C%d(d)
d(AN) = AL e [32]
T HG'CH % a1 T
(Ga)n+l (Ga)n+1+ I_A)Lo"o
L’opérateur tangent cohérent C°P tel que
d(c) ., = C""’d(da‘)n+l [33]
est alors
-1e T ~1ey T
CEP - G—lce_ G CH(ca)n+|[(ca)n+lHG C] [34]
o2(k..,)C
T —1 g~e 0 n+1 0
(oa)nHHG C H(Ga)n+1+—1 ~Aio,

Dans le cas d’une approche lagrangienne réactualisée du probléme d’équilibre, on
trouvera dans [BOU 94] le transport de cet opérateur dans la configuration de référence en
début d’incrément.

6. Applications

Pour valider les modeles mécanique et numérique proposés, plusieurs exemples
concernant les grandes transformations des coques minces sont présentés. En particulier des
exemples d’emboutissage guidé et non guidé sont traités dans cette partie. Le comportement
de la tole y est supposé isotrope, isotrope transverse ou orthotrope. Dans tous les cas, les
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résultats obtenus sont comparés a des résultats obtenus avec d’autres codes de calcul ou a
des résultats expérimentaux. Le plus souvent le comportement est validé avec prise en
compte des conditions de contact et de frottement. Pour finir, ’emboutissage guidé d’une
piece cylindrique de révolution est traité afin de mettre en évidence I'influence de
I’anisotropie dans le plan de la tdle.

La modélisation proposée a été utilisée pour des approches quasi-statique implicite et
dynamique implicite-explicite [BOU 96] des problémes d’emboutissage. Les exemples
d’emboutissage guidé ont été réalisés en utilisant I’approche dynamique.

6.1. Emboutissage d’un flan circulaire par un poincon carré

Cet exemple a été proposé dans [PER 92], un flan circulaire encastré sur sa périphérie est

mis en forme a I’aide d’un poingon carré (fig. 5). Le quart du flan est discrétisé en 448

éléments triangulaires (1 064 éléments ont été utilisés dans [PER 92]). Les résultats en effort
sur le poingon et en déformations sont présentés figures 7 et 8.

60,0

10,0,
#l,O

118,36

Figure 5. Emboutissage non guidé d’un flan circulaire par un poingon carré

Le comportement est isotrope ou isotrope transverse avec deux degrés d’anisotropie (A
et A,), les caractéristiques matérielles sont données figure 6. La variation de I’épaisseur dans
les “coins de valise” dépend du degré d’anisotropie du matériau. Les courbes de charge (fig.
7) peuvent alors atteindre des niveaux trés différents selon que 1’on utilise un comportement
isotrope ou anisotrope. Le coefficient de frottement entre 1a t6le et I’ outillage est égal a 0,05.
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E = 69 004 Mpa
v=03
0o(k) = 589 (0,0001 + k)*216 Mpa

Comportement isotrope:

F=05

G=05

H=0,5

L=M=N=1,5
Comportement anisotrope A;:

F=0,586
G =0,586
H=0,414
L=M=N=1,414

AOCYYY

Comportement anisotrope A:
F=0,366
G =0,366
H=0,634
L=M=N=1,634

Figure 6. Maillage déformé pour une descente du poingon de 22,5 mm
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Figure 7. Effort sur le poingon pour les différents comportements
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Figure 8. Déformations radiales dans les directions 0° et 45° pour Al

6.2. Emboutissage d’un flan circulaire par un poincon hémisphérique

Cet essai a été réalisé par la Société Sollac pour les constructeurs automobiles Renault et
PSA dans le but de valider I’implémentation du comportement des t6les d’emboutissage. Un
flan circulaire encastré sur son contour est mis en forme a l’aide d’un poingon
hémisphérique (fig. 9). Le quart du flan est discrétisé en 600 éléments triangulaires. Les
résultats en effort sur le poingon sont comparés aux résultats expérimentaux donnés dans
[PSA 87-89]. Le matériau est une nuance d’acier XES, ses caractéristiques sont reportées
sur la figure 10. Le coefficient de frottement entre la téle et 1’outillage est égal a 0,15, ce qui
correspond a une lubrification standard.
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200,0
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el ——

Hloas

252
L 52,8 >

Figure 9. Emboutissage d’un flan circulaire orthotrope

E =208 000 Mpa

v=0,3

(k) = 545 (0,003 + k)*2%° MPa
F=0287 H=0,643
G=0357 L=M=N=12360

Figure 10. Maillage déformé pour 50 mm de descente du poingon
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Figure 11. Evolution de I’effort sur le poingon
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La prise en compte de I’anisotropie du comportement permet de rapprocher sensiblement
la courbe simulée de la courbe expérimentale. L’hypothése d’un comportement isotrope peut
entrainer jusqu’a 20 % d’erreur.

6.3. Emboutissage guidé d’un flan carré par un poingon carré

70,0
43,0
<> 7,0
8, -
-
5,0 1?3.
(]
48.0
>
150,0
-t =
A
12,0 Q‘Sf
_: Ny <t
10,0
alelS
. RIF|E
poin¢on
()
1
matrice <
E = 206 000 Mpa v=0,3

oo(k) = 567,29 (0,007127 + k)*2637 Mpa
F=0,283 G =0,358 H=0,642
L=M=N=1,288

Figure 12. Emboutissage d’une boite carrée



Cet exemple a été proposé par les organisateurs de la conférence Numisheet‘93 [NUM
93] dans le but de tester les performances des logiciels de simulation de I’emboutissage en
comparaison avec des résultats expérimentaux. Un flan carré est embouti sous serre-flan a
I’aide d’un poingon carré (fig. 12). Seul le quart du flan est traité, le maillage est constitué de
1 250 éléments triangulaires. Les résultats en déformations suivant 1’épaisseur et en
avalement sont comparés, pour 40 mm de descente du poingon, aux résultats expérimentaux
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obtenus par une dizaine de participants a la conférence.

Dy

e

5]

Dd
X
Figure 13. Maillage déformé pour une profondeur de piéce de 40 mm
Dx Dd Dy Dx Dd Dy

(mm) [ (mm) | (mm) (mm) | (mm) | (mm)
Ford 26,75 | 15,00 | 26,75 NSC 28,40 | 14,60 | 28,10
Hoesch 27,80 | 15,10 | 26,90 Toyota 27,50 | 14,80 | 27,90
Aalbolg 2795 | 15,86 | 29,11 SLM 29,60 | 16,31 | 29,58
Bogazici | 28,10 | 15,10 | 28,50 Alcan 27,89 | 1590 | 27,58
Hoogoven | 28,50 | 15,38 | 28,00 | nosrésultats | 28,93 | 16,08 | 27,65

Tableau 1. Avalement sous le serre-flan

La tdle est orthotrope et ses caractéristiques sont données sur la figure 12, I’orientation
initiale des directions d’orthotropie est a 0° (la direction de laminage est confondue avec
I’axe Ox). Le coefficient de frottement entre la téle et outillage est égal a 0,144, I’effort
serre-flan a 19,6 kN et la masse volumique a 7,8 10 kg/mm3.
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Figure 14. Déformation suivant I’épaisseur selon x et la diagonale

En conservant I’outillage de la figure 12, on considére a présent un flan carré de 150 mm
de cotés et de 0,67 mm d’épaisseur. Ses caractéristiques matérielles sont E = 210 000 MPa et
v=0,3,F=0,317,G=0,346, H= 0,654 et L =M = N = 1,227. L’écrouissage suit une loi de
type Hollomon telle que  o,(k) = 533 (k) 0.18Mpa |, la limite élastique est égale a
224 MPa. Lorientation initiale des directions d’anisotropie est a 0° et le coefficient de
frottement entre la piece et I’outillage est de 0,144.

Les résultats en avalement (tab. 2), en déformations principales (tab. 3), en déformations
suivant I’épaisseur (tab. 4) et en effort poingon (tab. 5) sont comparés, pour une profondeur
de piéce de 26 mm, a des résultats expérimentaux et aux résultats obtenus avec le logiciel
OPTRIS [BOU 95]. On utilise deux efforts serre-flan, le premier est égal a 17,6 kN, le
second a 67,7 kN.
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effort = Dx Dd Dy effort = Dx Dd Dy
17.6 kKN (mm) | (mm) | (mm) 67.7 kN (mm) (mm) | (mm)

expérience 16,60 9,05 17,10 expérience 16,10 6,08 17,20
OPTRIS 15,00 | 9,47 | 14,80 OPTRIS 12,20 9,31 11,42
nos résultats | 13,72 8,75 13,92 | nos résultats 14,06 8,81 14,32
Tableau 2. Avalement sous le serre-flan
effort = £ £ £ £ effort = € £ € &
17.6 kN min | max | min | max 67.7kN min | max | min | max
expérience | 0,00 | 0,57 | -0,47 | 0,03 | expérience | 0,00 | 0,72 | -0,50 | 0,05
OPTRIS | 0,00 | 0,48 | -0,51 | 0,01 OPTRIS 0,00 | 0,47 | -0,45 | 0,03
nos 0,00 | 0,43 | -045 | 0,07 nos 0,00 | 0,44 | -0,48 | 0,07
résultats résultats
Tableau 3. Déformations logarithmiques principales
effort = £ £ épai | épai effort = £ €3 épai | épai
17.6 kN min | max | min | max 67.7 kN min | max | min | max
expérience | -0,21 - 0,54 - expérience | -0,27 - 0,51 -
OPTRIS -0,07 | 0,11 | 0,63 | 0,75 | OPTRIS | -0,11 { 0,07 | 0,59 | 0,71
nos -0,17 | 0,08 | 0,57 } 0,73 nos -0,15 | 0,08 | 0,57 | 0,73
résultats résultats
Tableau 4. Déformations normales et épaisseurs sur la diagonale
effort=17.6 kN | effort poingon (kN) | effort =67.7 kN effort poingon (kN
expérience 52,90 expérience 59,70
OPTRIS 49,40 OPTRIS 64,10
nos résultats 54,81 nos résultats 51,90

Tableau 5. Effort poin¢con maximal
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6.4. Emboutissage guidé d’une piéce cylindrique de révolution

L’apparition de “cornes” lors de I’emboutissage d’un flan circulaire par un poingon
cylindrique de révolution est une conséquence bien connue de I’anisotropie dans le plan de
la tdle. Le but de cet essai est d’illustrer ce phénoméne pour une nuance d’acier extra doux
XES dont les caractéristiques sont données figure 15. Du fait de la symétrie de I’exemple, on
ne traite que le quart du flan, le maillage est constitué de 2 400 éléments triangulaires. Le
coefficient de frottement est égal 0,05, I’effort serre-flan 4 210 kN et la masse volumique a
7,8 100 kg/mm3.

293,0
133,6
> 10,0
: E = 208 000 Mpa
[ \J v=03
oo(k) = 545 (0,003 + k)%2%° MPa
80 %‘; F=0,287
G=0,357
H = 0,643
141,6 L=M=N=1,360
560,0
-t >

Figure 15. Emboutissage d’une piéce cylindrique de révolution

Figure 16. Maillage déformé pour une profondeur de piéce de 145 mm
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7. Conclusion

La description correcte du comportement matériel est un point important pour les
analyses numériques des structures minces en transformations finies. Dans le cas de
I’emboutissage, la prise en compte du caractere anisotrope des tdles peut influencer
sensiblement le résultat d’une simulation. Pour modéliser cette anisotropie dans le cadre
d’une approche phénoménologique, plusieurs travaux ont été menés ces dix derniéres
années. Ils s’inspirent pour la plupart de la théorie des milieux a directeurs de Mandel et ont
porté essentiellement sur la définition d’une loi d’évolution pour les directions d’anisotropie.
Dans notre étude, un choix particulier a été fait pour actualiser ces directions. Ce choix, dont
une interprétation a ét€ donnée dans le cadre de la théorie de Mandel, permet une
représentation qualitative satisfaisante du comportement en présence de grands
déplacements. L'écriture des lois constitutives dans la configuration isocline associée, a
conduit a un formalisme voisin de celui de la théorie linéaire. Ceci a permis la construction
d’un schéma numérique basé sur les schémas développés en petites perturbations. Ce
schéma est composé d’une prédiction élastique et d’une éventuelle correction plastique. Au
cours de la premiere étape, la spécificité d’un nouvel élément fini de coque a trois nceuds,
pour pallier le probleéme de verrouillage en cisaillement transverse, a été prise en compte.
L’actualisation des directions d’anisotropie dans ce contexte a été faite de sorte que les
caractéristiques mécaniques dans le plan moyen de la coque et suivant I’épaisseur soient
directement distinguées. Pour effectuer la correction plastique, une famille d’algorithmes a
été proposée. Une analyse de précision dans le cas de grandes déformations et de grandes
rotations a mis en évidence I'intérét du schéma implicite d’Euler-arriere dans le cas du
critére orthotrope de Hill. Les exemples présentés montrent que le modéle proposé permet
des prévisions satisfaisantes dans plusieurs situations. Dans le cas de I’emboutissage guidé
d’un flan carré orthotrope par un poingon carré, les résultats obtenus sont en bon accord avec
les résultats expérimentaux. Cet essai a été effectué dans les conditions d’une opération
d’emboutissage avec avalement. Dans le cas des exemples a flan bloqué, qui sont des
exemples trés contraints, nous avons voulu illustrer I'influence de 1’anisotropie sur la
répartition des épaisseurs et sur la prévision de 1’effort sur le poingon. Il apparait clairement
que ces résultats sont sensibles a I’hypothése faite sur le comportement.
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