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RESUME. De par leur mode d'elaboration, les toles minces presentent une orthotropie du 
comportement plastique que l'on doit prendre en compte dans Ia simulation numerique de 
l'emboutissage. A cet effet, un modele de comportement base sur une formulation en referentiel 
toumant par la rotation du repere principal d'anisotropie est presente. Un algorithme de 
calcul des contraintes et des variables internes est egalement propose. Cet algorithme consiste 
en une methode de prediction-correction integrant une cinematique de coques spatiales 
associee a une interpolation mixte des deformations de cisaillement transverse. Les resultats 
obtenus pour plusieurs exemples d'emboutissage montrent l'efficacite de l'approche proposee. 

ABSTRACT. Due to rolling and cristallographic texture development, thin sheets metal for 
stamping exhibit an initial orthotropic plastic behaviour that have to be incorporated in 
numerical modelling of sheet forming processes. A mechanical modelling of the behaviour is 
presented. It is based on a formulation in a rotating frame updatted using the proper rotation 
tensor. The stress calculation algoritlim associated is based on the prediction-correction 
method in the rotating frame and explicitly takes into account shell kinematics with mixed 
transverse shear interpolation. Numerical results on deep drawing problems show the 
accuracy and the efficiency of the proposed approach. 
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1. Introduction 

Du fait de leur fabrication par laminage, les t6les presentent un comportement anisotrope 
dfi au caractere oriente de leur structure interne. Les directions principales de cette 
anisotropie initiale sont liees aux directions de laminage, transverse et normale au plan de Ia 
tOle. Lorsque le materiau subit des deformations irreversibles, Ia structure interne est 
modifiee. Les particules qui Ia composent sont reorientees. II peut apparaitre ainsi une 
anisotropie de structure induite evoluant avec Ia deformation irreversible et se superposant a 
I' anisotropie de Ia structure initiale. Cette superposition de I' anisotropie initiale et de 
l'anisotropie induite evolutive peut resulter en une anisotropie tres generale lorsque les 
directions principales des deux types d'anisotropies ne coincident pas. 

Pour decrire tout type d'anisotropie en presence de grandes transformations 
elastoplastiques, Mandel [MAN 73] a etabli un cadre constitutif fonde sur Ia notion de 
repere directeur non materiel. Ce qui permet de prendre en compte I' evolution de Ia structure 
interne dans Ia description du comportement. La definition precise d'un tel repere pour 
!'etude d'un polycristal depend du type d'anisotropie a modeliser. Dans le cas d'une 
orthotropie non evolutive, les directions principales d'orthotropie permettent de definir un 
repere privilegie pour !'etude du polycristal. Son evolution au cours de Ia transformation 
definit le mouvement du milieu materiel par rapport a sa structure interne. La description du 
comportement est alors subordonnee a Ia connaissance de ce mouvement que I' on peut a voir 
a partir d'une approche microstructurale. Ce type d'approche semble etre d'ailleurs le cadre 
nature! de Ia theorie de Mandel. Pour inscrire cette theorie dans le cadre d'une approche 
phenomenologique, Ia principale difficult€ est Ia caracterisation de Ia rotation des directions 
d'orthotropie. Parmi les choix possibles pour cette rotation et en J'absence de donnees 
experimentales complementaires, on utilise dans ce travail une actualisation dectuite de Ia 
cinematique [LAD 80][DOG 89]. 

Outre une description correcte du comportement, Ia simulation numerique de 
l'emboutissage par Ia methode des elements finis necessite !'utilisation d'elements capables 
de prendre en compte efficacement les differentes non-linearites. A cet effet, un nouvel 
element fini de coque a trois nreuds a interpolation lineaire a ete developpe [BOI 93][BOI 
94]. Cet element est base sur une cinematique de Ahmad [AHM 71] associee a une 
interpolation mixte des composantes de cisaillement transverse afin de pallier le probleme 
de verrouillage. Dans ce contexte d'element fini de coque, une modelisation numerique du 
comportement elastoplastique anisotrope est proposee. Construite a partir d'un cadre 
constitutif formule dans une configuration reliichee particuliere, elle consiste, comme dans 
le cas des petites deformations, en un schema predicteur-correcteur. Au cours de Ia 
prediction, le comportement du materiau est suppose elastique et un chemin d'interpolation 
lineaire est utilise, ce qui permet de prendre en compte Ia specificite de I'element. Pour Ia 
correction plastique, une famille d' algorithmes inconditionnellement stables est presentee, 
elle resulte de !'integration des lois d'evolutions plastiques suivant Ia methode du mi-point 
generalisee. Une analyse de precision est realisee en presence de grandes rotations et de 
grandes deformations. Pour finir, un operateur tangent coherent avec J'algorithme de calcul 
des contraintes et des variables internes est defini dans l'espace des contraintes planes afin 
de conserver Ia convergence du schema de Newton pour Ia resolution de l'equilibre. Pour 
valider le modele propose, une serie d'essais a ete realisee. Les resultats obtenus sont 
satisfaisants. 
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2. Description do comportement materiel 

2.1. Definitions geometriques et cinematiques 

En suivant !'approche des milieux a directeurs de Mandel [MAN 71][MAN 73][MAN 
81 ][MAN 83], on peut introduire Ia decomposition suivante du gradient de Ia transformation 
F: 

[1] 

Le tenseur FP represente le gradient de Ia transformation plastique entre Ia configuration de 
reference C0 et une configuration relachee particuliere Ca dite "isocline". Dans cette 
configuration, un triedre lie a Ia structure interne du materiau conserve son orientation 
initiale. Au cours de Ia transformation, ce triedre "directeur" evolue par une rotation a qui 
fait passer de Ia configuration relachee Ca a une nouvelle configuration relachee CL [LEE 
69]. Une deformation elastique pure ve est alors appliquee pour completer le mouvement. 

Si !'on admet que les deformations elastiques restent faibles (Ve = I+ Ee; II £ell « 1 ), le 
gradient des vitesses de transformation L = FF- 1 conduit aux decompositions suivantes du 
taux de deformation D et du taux de rotation W : 

·p A 
A T ~ ~p-I T 

W = L = aa +a (F F ) a 

[2] 

Da£e designe Ia derivee du tenseur des deformations elastiques Ee dans le mouvement par Ia 
rotation a: 

[3] 

La premiere relation [2.a] traduit !'extension au cas des grandes transformations de Ia 
decomposition additive des vitesses de deformation. Son ecriture dans Ia configuration Ca 
donne: 

[4] 

d est une mesure de deformation associee a D dans le mouvement par Ia rotation a. Quant a 

Ia seconde [2.b], tres specifique aux transformations finies, elle permet de relier Ia vitesse 
·p A 

a aT du triedre directeur au taux de rotation WP = a ( F Fp- I) aT du milieu par 
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rapport a ce triectre. Cette relation est particulierement utile pour I' etude des materiaux 

anisotropes. Dans le cas d'un materiau orthotrope, par exemple, les directions d'orthotropie 

forment un triectre privilegie [MAN 83] et Ia connaissance de WP nous permet d'en donner 

!'evolution: 

I [5] 

2.2. Comportement elastoplastique 

On suppose que l'etat du materiau est completement defini dans Ia configuration isocline 
ca par le tenseur des deformations elastiques e: = aT Eea et par un ensemble kai ( i E N) 

de variables d'ecrouissage scalaires ou tensorielles. L'inegalite de Clausius-Duhem 

I ow ·e ow · 
-cr:D--e:Ea-ak :kai2':0 
Po OEa ai 

conduit alors, dans cette configuration, a Ia loi d'etat 

et a Ia dissipation intrinseque d : 

aw 
= Poak. 

a1 

[6] 

[7] 

[8] 

w represente l'energie libre specifique et p0 Ia masse volumique initiale. cra = aT cra est 
!'homologue du tenseur des contraintes de Cauchy cr dans Ia configuration Ca. 

Dans le cadre des materiaux standard generalises [HAL 75], Ia fonction seuil f qui definit 
le domaine plastique dependra des forces thermodynamiques cr a et Xai: f ( cr a' X a) ~ 0. E!l 
suivant Ia regie de normalite associee, on en deduit les lois complementaires suivantes, ou ')... 
est le multiplicateur plastique instantane : 

·p s 
~ ~p-1 

(F F ) 
. ()f 

=J...
acr. 

[9] 

Ces equations constitutives sont d'une forme voisine de celles bien connues en petites 
perturbations et leur utilisation est subordonnee a Ia connaissance a tout instant de Ia 
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configuration isocline Ca. Dans le cas d'un materiau orthotrope, connaitre Ca revient a 
connaitre Ia loi d' evolution des directions principales d' orthotropie. 

2.3. Actualisation des directions d'anisotropie 

Comme il a ete introduit plus haut, une loi d'evolution pour les directions principales 
d'anisotropie est donnee par Ia relation [5]. Dans le cas d'une modelisation macroscopique, 
Ia principale difficulte est Ia determination du taux de rotation WP et pour y pallier, une 
premiere approche consiste a utiliser les theoremes de representation des fonctions 
tensorielles isotropes [LOR 83][DAF 85][DAF 89]. Cette approche qui semble assez 
naturelle dans le cadre de Ia theorie des milieux a directeurs de Mandel, amene de nouvelles 
constantes materielles dont !'identification experimentale reste difficile. Ainsi, et en 
!'absence de donnees physiques supplementaires, une alternative simple serait de postuler "a 
priori" Ia forme de WP a partir de Ia cinematique de Ia transformation [LAD 80][DOG 
84][DOG 89]. Cette nouvelle approche qui reste un cas particulier de Ia precedente, doit 
conduire neanmoins a des resultats "raisonnables". On pourra trouver dans [DOG 89] et 
[BOU 94] plusieurs choix possibles pour WP, ou WP = 0 et WP = R (UU-1) ART 
representent deux cas limites (Ret U proviennent de Ia decomposition polaire du gradient de 
Ia transformation F). En passant d'un cas a !'autre, on augmente ou on diminue Ia vitesse du 
repere principal d'anisotropie. Dans le premier cas, cette vitesse correspond a celle du 
referentieJ corotationneJ (a aT = W; a = Q) aiors que dans Je second, elle correspond a 
celle du referentiel to urn ant en rotation pro pre ( a aT = :R R T ; a = R ). 

Afin d'etudier !'influence de ces deux choix significatifs sur Ia reponse d'un materiau 
orthotrope, une cinematique de glissement simple a ete utilisee dans [DOG 84][DOG 89]. 
Les auteurs ont pu constater que I 'utilisation du referentiel corotationnel (a = Q) entraine 
des oscillations periodiques indesirables de Ia contrainte de cisaillement au cours du 
glissement. Ces oscillations disparaissent avec !'utilisation du referentiel toumant en 
rotation propre (a = R). Cela peut etre un critere de choix de Ia loi d'evolution des 
directions d'anisotropie. Les resultats restent proches, toutefois, jusqu'a des glissements de 
l'ordre de !'unite. 

L'analyse des contraintes normales pour ce meme essai [BOU 94], met encore en 
evidence un comportement oscillatoire pour le choix de Ia rotation Q. Avec R, on observe 
un changement de signe pour chacune de ces contraintes qui fait passer d'un etat de 
compression a un etat de traction et vice-versa. Cette caracteristique du comportement est 
particulierement interessante puisqu'elle a ete observee experimentalement sur un essai de 
torsion a extremites fixes [MON 84][MON 85]. Elle est Ia contrepartie du phenomene 
d'allongement ou de raccourcissement en torsion libre. On retrouve les memes 
caracteristiques dans [DAF 89] ou les theoremes de representation ont ete utilises. Le choix 
de R semble done interessant a plus d'un titre. De plus, il est tres commode dans une 
demarche numerique puisqu'il peut etre determine a partir de Ia seule description 
geometrique de Ia transformation. 
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3. Algorithme de calcul des contraintes et des variables internes 

Dans le cadre d'une methode incrementale associee au schema iteratif de Newton, I'etat 
du materiau est determine sur chaque increment a partir de son etat a !'increment convergent 
precedent et du deplacement incremental !1u. Si 1' etat du materiau est det'ini par Ie tenseur 
des contraintes de Cauchy 0' et un ensemble de variables d'ecrouissage scalaires et 
tensorielles k; ( i E N), on a done a resoudre sur chaque intervalle de temps [tn,tn +I] et a 
chaque iteration le probleme a deplacement impose suivant : 

+ !1u [10] 

Pour etablir le lien qui existe, a priori, entre les quantites (. ) n en debut d' increment et le 
deplacement incremental !1u d 'une part et les quantites (. ) n + 1 en fin d' increment d' autre 
part, on definit a partir des lois constitutives du materiau un ensemble de lois incrementales 
qui, pour pretendre modeliser le comportement, doivent repondre a certaines exigences 
[HUG 80][HUG 84][PIN 83][RUB 83][0RT 85]. Elles doivent redonner les lois 
constitutives dont elles sont issues lorsque !1u ~ 0, elles doivent conduire a des solutions 
stables et suffisamment precises, et enfin etre objectives, c'est-a-dire permettre des rotations 
de corps rigide sans generer de contraintes fictives. 

En integrant les relations [7] et [9] entre t0 et tn+ 1, on obtient, compte tenu de [ 4] (on 
adopte une ecriture matricielle) : 

[ 11] 

(ka) n+ I = 

La definition des lois incrementales dans Ia configuration isocline, presente un 
formalisme voisin de celui des petites perturbations [DEB 90]. On peut done envisager, tout 
naturellement, Ia construction d'un schema numerique en deux etapes pour le calcul des 
contraintes et des variables internes ; une premiere etape de prediction elastique sui vie d'une 
eventuelle correction plastique. 

3.1. Schema pridicteur-correcteur 

Lors de la prediction, le comportement est suppose elastique. L'etat du materiau est alors 
entierement defini par les relations suivantes, ( 0' ) * designe la contrainte d'essai : 

a n+l 

[12] 
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Dans le cas de grandes transformations, Ia principale difficult€ est d'evaluer !'increment 
de deformation L'lda en integrant da = RTDR (a= R) entre tn et tn+I· La regie du mi-point 
generalisee, inconditionnellement stable pour ~ ~ 1 /2 [PIN 83], nous donne 

~ E (Q,J], [13] 

Les quantites indicees n+~ sont relatives a une configuration intermediaire en+~· Pour les 
evaluer, on doit se donner un chemin d'interpolation pour Ia transformation geometrique sur 
!'increment. Le plus simple etant le chemin lineaire ou Ia position d'un point materiel est 
xn + ~ = ( I - ~) xn + ~xn + 1 ( xn et xn + 1 representent les positions de ce point en debut et 
en fin d' increment). Dans ce cas, le choix de Ia configuration "centrale" xn + 112 permet 
d'assurer une precision a l'ordre deux. 

En posant F~ = F2F 1, ou F 1dxn = dxn+l/2 et F2dxn+l/2 = dxn+l' Ia difference de 
longueur d'un segment materiel peut etre caracteriser sur un increment par le tenseur 
M = 1/2 (FjF2 - F~TF~ 1 ) dans Ia configuration en+ 112 • Les composantes de M dans Ia 
base materielle contravariante g~+l/2®gjn+l/2 ( g(n+l/2)i = axn+l/2;aei = 
l/2(gni+g(n+l)) etant les vecteurs covariants associes; ei est un systeme de 
coordonnees curvilignes) sont : 

[14] 

ee sont ces composantes qui nous permettront d'approximer MDn+ 112 • Dans ce qui suit, 
elles seront interpolees de fa<;:on a eviter le verrouillage en cisaillement transverse dans le 
cas d'un element de coque a trois nceuds. 

Si a I' issue de Ia phase de prediction on veri fie f ( ( (J ) * I' ( ka,·) ) < 0, I' etat des 
a n + n 

contraintes et des variables internes est alors definitif. Sinon, on le corrige en utilisant les 
relations suivantes : 

I * e ,., . of 
(a) 

1
- C f 1.--s-dt, 

a n + o(J 
a 

[15] 

Pour le critere de Hill [HIL 50] associ€ a un ecrouissage isotrope (variable k) et a un 

ecrouissage cinematique (variable k et force thermodynamique X telle que 
. p s 

X = b ( F FP- 1
) ), les lois de comportement deviennent : 

cr =cr-X x a 
[16] 

avec H, matrice d'anisotropie de Hill et cr0 , loi d'ecrouissage isotrope. 
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Dans ce cas, les contraintes et les variables internes en fin d'increment peuvent etre 
calculees par l'un des schemas suivants (0 E [0,1]): 

(cr) 
1
=G-1 {(cr)* 

1
+.1A.(1-o)CeH(cr) +.1MCeHX

0
+1} 

a n+ a n+ x n 

Xn+l = L-1 {X
0

+b.1A.(1-0)H(crx)
0

} 

kn+l = kn+.1A.H(crx)n+li 
[17] 

kn + I = kn + .1A. J ( o) ~ + liH ( (J X) n + li 

ou G = 14 + .1A.oceu , L = 14 + b.1MH (14 tenseur identite d'ordre 4) et 
( cr ) = ( 1 - 8) ( cr ) + o ( <J ) L'accroissement incremental .1A. du Xn+li xn Xn+l 

multiplicateur plastique est calcule en for~ant Ia condition de chargement 
f ( ( <J ) , ( ka,·) 

1
) = f ( .1A.) = 0 en fin d' increment. Cette condition fournit une a n+ I n+ 

equation non-lineaire que l'on resout par une methode de Newton locale [BOU 94]. A 
I' iteration j+ 1 : 

[18] 

Le plus interessant des schemas [ 17] sera, comme no us le verrons plus loin, celui qui 
permettra le meilleur compromis entre precision et simplicite de mise en reuvre. 

4. Integration dans un contexte de coques spatiales 

4.1. Elements finis de coque C0 

Les algorithmes proposes prennent en compte Ia formulation d'un element fini de coque 
integrant une interpolation mixte pour pallier le probleme de verrouillage en cisaillement 
transverse [BOI 92][BOI 93][BOI 94]. Cet element est base sur une cinematique de Ahmad 
[ AHM 71]. La position x(M) d' un point de Ia coque est defini a partir de Ia position du point 
correspondant sur Ia surface moyenne et de sa position sur une pseudo-normale X. Des 
pseudo-normales Xi sont definies en chaque nreud (fig. I) afin d'assurer Ia continuite de Ia 
description sur les cotes de I' element. x(M) est interpole par: 

~ E [-1,1] [19] 

xi representent Ia position des nreuds et hi, l'epaisseur au nreud i. Ni sont les fonctions 
d'interpolation lineaires classiques. 
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element de reference 

Figure 1. Transformation geometrique d'un element de coque a trois nceuds 

Une base covariante ( g1 ,g2,g3 ) au point M est donnee par: 

[20] 

Le deplacement u de M est Ia difference entre ses positions courante et initiale [ 19]. Si 
les rotations restent faibles sur chaque increment de chargement, u(M) est interpole par : 

u(M) 
3 . . 3 . hi . . 

= L, N' c~,TJ) u' + ~ L, N' (~,11 ) 2 e· 1\ x~ [21] 
i =I i =I 

u' representent les deplacements des nreuds, X~ , la pseudo-normale initiale au nreud i et 
ei, le vecteur rotation au nreud i. Un repere orthonorme (V~ 1 ,V~2 ,V~3) est defini en 
chaque nreud ( V~3 = X~ ) de sorte que 9i = e; V~1 + 9~ V~2 . Le mouvement de 
!'element est decrit a !'aide de cinq degres de liberte par nreud. Trois deplacements et deux 
rotations. 

Dans le cadre d'une approche en deplacements, un element fini C0 construit 
directement a partir des interpolations geometrique [ 19] et cinematique [21 ], presente de tres 
mauvaises performances en raison d'un phenomene connu sous le nom de verrouillage. On 
peut distinguer, pour les elements de coques, le verrouillage en membrane et le verrouillage 
en cisaillement transverse. Le premier apparalt lorsque le plan moyen est courbe. Le 
verrouillage en cisaillement transverse est d'autant plus marque que !'interpolation est de 
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faible degre. Pour un element a trois nreuds a interpolation lineaire, il est tres important et 
conduit au fait que !'element ne fonctionne pas queiie que soit I'epaisseur de Ia coque. 

Pour interpoler efficacement les deformations [14] ( 91 = ~ , 92 = 11 et 93 = ~ ), 
les composantes dans Ie plan sont interpolees classiquement a partir de [21]. Pour Ies 
composantes de cisaillement, une interpolation mixte a partir de leurs valeurs aux nreuds est 
utilisee : 

3 

Mk3 = L Ni (~,TJ) M~3 (k=lou2) [22] 
i =I 

On impose que le cisaiiiement reste constant le long des cotes de I' element. On en deduit 
une matrice d'interpolation modifiee des deformations teiie que Mii = (B~u~) ij [BOU 
94], ~u~ est le vecteur des deplacements nodaux elementaire. Les composantes de ~d. 

[12] dans Ie repere d'anisotropie initial A0 i sont identiques a ceiies de M dans 

A(n+ Il2)i = Rn+ 112Aoi 

4.2.Actualisation des directions d'anisotropie ( A 0;, A;) 

La cinematique de Ahmad fait intervenir une pseudo-normale et done une pseudo
courbure bien que Ia surface moyenne de !'element soit plane. Cette approche tient compte 
du cisaiiiement transverse. Si I' on construit un repere orthonorme ( e0 i ,e1) (i = I, 2 et 3) 
en un point quelconque de I'epaisseur a partir d'une direction materieiie que !'on suit dans 
son mouvement (fig. 2), on obtient pour Ie gradient de Ia transformation F Ia forme generale 
suivante si (g0pg 1) est cette direction: 

[23] 

Les vecteurs e
1
i (resp. e0 i ) sont tels que 

[24] 

Si !'on s'en tient a [23], des grandeurs comme Ia rotation propre R ne s'explicitent pas 
simplement. D'autre part, l'actualisation des directions d'anisotropie par R ne permet pas 
une prise en compte directe des caracteristiques du comportement dans l'epaisseur de Ia 
coque (contrainte normale nuiie) puisque, en general, Ia direction A3 ne reste pas 
perpendiculaire au plan ( g1 ,g2 ). Pour ce faire, on peut considerer Ia restriction 



Comportement elastoplastique anisotrope 719 

F P = g 1 ® gb + g2 ® g~ de F a ce plan. Un vecteur dx0 du plan ( g0pg02 ) se 
transforme en un vecteur dx du plan ( g1 ,g2 ) 

dx = FPdx0 = (g1 ® gb + g2 ® g~) · (dx 1og01 + dx2og02 ) 

= dxlogl +dx2og2 

F 

R ... 
p 

Fll 

F22 

I 
I 

I 

[25] 

, 

I 
/F12 

Figure 2. Travailler dans des reperes lies a une direction materielle, permet d'assurer 
l'objectivite des differents schemas numeriques 

Ainsi, en effectuant Ia decomposition polaire sur F P , on obtient une forme plane pour 
RP qui conserve toujours A3 perpendiculaire a ( gi'g2 ). L'orientation courante \j/

1 
des 
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directions d'anisotropie par rapport a eti est alors liee a !'orientation initiale \j/0 eta un 
angle a unique: \j/

1 
= \j/0 - a . On peut trouver dans [DOG 88] une forme intrinseque 

pour a: 

a = arctg P 
( 

F 12 ) 

Fp11 + Fp22 
[26] 

avec 

[27] 

Par cette demarche, on suppose que le cisaillement dans 1' epaisseur de la coque n' a pas 
d' effet sur 1' orientation du repere d' anisotropie. On veri fie que lorsque 1' epaisseur est tres 
faible devant les dimensions transverses, F 13 et F23 restent negligeables devant les autres 
composantes non nulles de F . C'est en particulier le cas pour les applications envisagees 
dans cette etude. 

5. Analyse de precision 

Afin d'analyser la precision des algorithmes [17] en grandes transformations, on 
considere un essai de glissement simple [BOU 94]. L'evolution des contraintes dans le 
repere d' orthotropie est presentee figure 3 pour une orientation initiale de 0° du repere 
d'orthotropie (les resultats suivants se generalisent a d'autres orientations initiales et a 
d'autres lois d'ecrouissage). 

a. 400 
'l 

300 

200 

100 

0 

-100 

-200 

-300 

-a 
II 

-1 0 2 3 4 

-a 
12 

5 

Figure 3. Evolution des contraintes dans le repere d'orthotropie 

6 y 
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On constate, pour un glissement allantjusqu'a 200%, une forte variation des contraintes 
associee principalement a Ia rotation des directions d' orthotropie par rapport au glissement 
(fig. 4.c). En particulier, a 200 % ces contraintes se reduisent aux seules contraintes 
normales. Au-dela de cette valeur !'orientation du repere d'orthotropie change de fa\=on 
beaucoup moins importante et tend a se stabiliser. La variation des contraintes est alors plus 
le fait des deformations. 

On s'interesse a !'influence du parametre d'integration 8 :2: I /2 et a celle du 
glissement incremental l'!.y = yiN , N etant le nombre d'increments. En particulier, on 
considere les valeurs 8 = 0,5, 0,7 et I et l'!.y = 0,01 et 0, 1. L'erreur absolue 
I'!. a .. = (Jexac - (Jnume est rapportee a Ia contrainte (J = Max (I (Jexacl I (Jexacll (Jexacl) 

IJ IJ IJ max II ' 22 ' 33 . 

Le choix 8 = 0,5 conduit aux resultats les plus precis pour l'!.y =O,OI (fig. 4.a). Par 
contre pour l'!.y = 0,1 (fig. 4.b) Ia precision est beaucoup moins bonne et presente des 
fluctuations qui disparaissent lorsque le glissement devient important. En particulier, 
l'erreur tend vers zero au-deJa de 200 %. Ce qui laisse a penser que le choix 8 = 0,5 devient 
sensible a Ia rotation du repere d'orthotropie lorsque le glissement incremental l'!.y 
augmente. Le choix 8 = I (methode implicite d'Euler arriere) est celui qui conduit aux 
resultats les moins precis. Toutefois, I' erreur est dans ce cas du meme ordre de grandeur que 
pour Ia valeur intermediaire 8 = 0,7. Ce qui est interessant compte tenu de Ia forme simple 
que prennent dans ce cas les relations [ I7]. L' erreur sur Ia contrainte normale <J 11 (il en est 
de meme pour cr22 et cr 12 ) est maximale au debut du glissement et va en diminuantjusqu'a 
s'annuler pour un glissement de 200 %. Pour cette valeur particuliere, l'etat des contraintes 
se simplifie en se reduisant aux seules contraintes normales. Au-deJa, l'erreur augmente 
mais se stabilise assez vite. En fait Ia precision est d'autant plus grande que Ia rotation du 
repere d'orthotropie tend a simplifier l'etat des contraintes. 

Parmi les differents schemas proposes, Ia methode implicite d'Euler arriere semble Ia 
plus interessante pour une application a Ia simulation des procedes de mise en forme. Elle 
permet de simplifier sensiblement l'algorithme de calcul des contraintes et des variables 
internes et sa precision reste satisfaisante (meme par rapport a Ia methode semi-implicite), 
surtout lorsque I' on sait que Ia taille des increments est limitee pour Ia gestion des 
differentes non-linearites de contact et de comportement. Dans le cas d'un ecrouissage 
isotrope uniquement, les equations [ I7] deviennent : 

(a ) - G-1 (a )* 
a n+l a n+l 

[28] 

L' accroissement du multiplicateur plastique I'!. 'A est obtenu par le schema iteratif [ I8] avec 
( cr' 0 = aa0/akn+ I ) 

a cr2cr' 
_f_ = - [G-1 (C"H) G-1 (<J )* ] TH [G-1 (a)* ] - 0 0 [29] 
ai'!.'A a n+l a n+l I-I'!.'Acr'o 

Ces relations sont identiques a celles proposees dans [DEB 90] en petites perturbations. 
Le schema implicite y est d'ailleurs recommande pour sa precision. 
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Pour conserver Ia convergence de Ia methode de Newton dans le cadre d'une approche 
quasi-statique du probleme d'equilibre, il est preconise d'utiliser un operateur tangent 
coherent avec l'algorithme de calcul des contraintes [SIM 85][SIM 86]. En differenciant les 
lois incrementales, on obtient pour le critere orthotrope de Hill 

d(cr) 
1
=G-1 {Ced(d

3
) 

1
-d(L1A.)CH(cr) 

1
} 

an+ n+ an+ 

[30] 

Pour determiner d (11A.) on utilise Ia condition de consistance suivante: 

[31] 

On en deduit 

d (11A.) [32] 

L'operateur tangent coherent cep tel que 

[33] 

est alors 

[34] 

Dans le cas d'une approche lagrangienne reactualisee du probleme d'equilibre, on 
trouvera dans [BOU 94] le transport de cet operateur dans Ia configuration de reference en 
debut d' increment. 

6. Applications 

Pour valider les modeles mecanique et numenque proposes, plusieurs exemples 
concernant les grandes transformations des coques minces sont presentes. En particulier des 
exemples d'emboutissage guide et non guide sont traites dans cette partie. Le comportement 
de Ia tole y est suppose isotrope, isotrope transverse ou orthotrope. Dans tous Ies cas, Ies 
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n!sultats obtenus sont compares a des resultats obtenus avec d'autres codes de calcul ou a 
des resultats experimentaux. Le plus souvent le comportement est valide avec prise en 
compte des conditions de contact et de frottement. Pour finir, l'emboutissage guide d'une 
piece cylindrique de revolution est traite afin de mettre en evidence !'influence de 
I' anisotropie dans le plan de Ia tole. 

La modelisation proposee a ete utilisee pour des approches quasi-statique implicite et 
dynamique implicite-explicite [BOU 96] des problemes d'emboutissage. Les exemples 
d'emboutissage guide ont ete realises en utilisant !'approche dynamique. 

6.1. Emboutissage d'unjlan circulaire par un poinfon ca"e 

Cet exemple a ete propose dans [PER 92], un ftan circulaire encastre sur sa peripherie est 
mis en forme a !'aide d'un poin~on carre (fig. 5). Le quart du ftan est discretise en 448 
elements triangulaires ( 1 064 elements ont ete utilises dans [PER 92]). Les resultats en effort 
sur le poin~on et en deformations sont presentes figures 7 et 8. 

Figure 5. Emboutissage non guide d'unjlan circulaire par un poinron carre 

Le comportement est isotrope ou isotrope transverse avec deux degres d'anisotropie (A1 
et A2), les caracteristiques materielles sont donnees figure 6. La variation de I' epaisseur dans 
les "coins de valise" depend du degre d'anisotropie du materiau. Les courbes de charge (fig. 
7) peuvent alors atteindre des niveaux tres differents selon que !'on utilise un comportement 
isotrope ou anisotrope. Le coefficient de frottement entre Ia tole et l'outillage est ega! a 0,05. 
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Figure 6. Maillage deforme pour une descente du poin~on de 22,5 mm 
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Figure 7. Effort sur le poin~on pour les differents comportements 
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6.2. Emboutissage d'un flan circulaire par un poinron hemispherique 

Cet essai a ete realise par Ia Societe Sollac pour les constructeurs automobiles Renault et 
PSA dans le but de valider I' implementation du comportement des toles d'emboutissage. Un 
flan circulaire encastre sur son contour est mis en forme a I'aide d'un poin~on 

hemispherique (fig. 9). Le quart du flan est discretise en 600 elements triangulaires. Les 
resultats en effort sur le poin~on sont compares aux resultats experimentaux donnes dans 
[PSA 87-89]. Le materiau est une nuance d'acier XES, ses caracteristiques sont reportees 
sur Ia figure 10. Le coefficient de frottement entre Ia tole et I' outillage est ega! a 0, 15, ce qui 
correspond a une lubrification standard. 
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252,8 

Figure 9. Emboutissage d'unflan circulaire orthotrope 
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Figure 10. Maillage deforme pour 50 mm de descente du poinron 
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La prise en compte de l'anisotropie du comportement permet de rapprocher sensiblement 
Ia courbe simulee de Ia courbe experimentale. L'hypothese d'un comportement isotrope peut 
entrainer jusqu'a 20% d'erreur. 

6.3. Emboutissage guide d'unflan carre par un poinfOn carre 
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Figure 12. Emboutissage d'une bo'ite carrie 
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Cet exemple a ete propose par les organisateurs de Ia conference Numisheet'93 [NUM 
93] dans le but de tester les performances des logiciels de simulation de l'emboutissage en 
comparaison avec des resultats experimentaux. Un flan carre est embouti sous serre-flan a 
!'aide d'un poin~on carre (fig. 12). Seulle quart du flan est traite, le maillage est constitue de 
1 250 elements triangulaires. Les resultats en deformations suivant I' epaisseur et en 
avalement sont compares, pour 40 mm de descente du poin~on, aux resultats experimentaux 
obtenus par une dizaine de participants a Ia conference. 

Figure 13. Maillage deforme pour une profondeur de piece de 40 mm 

Dx Dd Dy Dx Dd Dy 
(mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) 

Ford 26,75 15,00 26,75 NSC 28,40 14,60 28,10 

Roesch 27,80 15,10 26,90 Toyota 27,50 14,80 27,90 

Aalbolg 27,95 15,86 29,11 SLM 29,60 16,31 29,58 

Bogazici 28,10 15,10 28,50 Ale an 27,89 15,90 27,58 

Hoogoven 28,50 15,38 28,00 nos resultats 28,93 16,08 27,65 

Tableau 1. Avalement sous le serre-jlan 

La tole est orthotrope et ses caracteristiques sont donnees sur Ia figure 12, I' orientation 
initiale des directions d'orthotropie est a 0° (Ia direction de laminage est confondue avec 
l'axe Ox). Le coefficient de frottement entre Ia tole et l'outillage est ega! a 0,144, !'effort 
serre-flan a 19,6 kN et Ia masse volumique a 7,8 w-6 kg/mm3. 
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Figure 14. Deformation suivant I' epaisseur seton X et la diagonale 

En conservant l'outillage de Ia figure 12, on considere a present un flan carre de 150 mm 
de cotes et de 0,67 mm d'epaisseur. Ses caracteristiques materielles sont E = 210 000 MPa et 
v = 0,3, F = 0,317, G = 0,346, H = 0,654 et L = M = N = 1,227. L'ecrouissage suit une loi de 
type Hollomon telle que cr0 (k) = 533 (k) 0•

189MPa , Ia limite elastique est egale a 
224 MPa. L'orientation initiale des directions d'anisotropie est a 0° et le coefficient de 
frottement entre Ia piece et I' outillage est de 0, 144. 

Les resultats en avalement (tab. 2), en deformations principales (tab. 3), en deformations 
suivant I'epaisseur (tab. 4) et en effort poinc;;on (tab. 5) sont compares, pour une profondeur 
de piece de 26 mm, a des resultats experimentaux et aux resultats obtenus avec le logiciel 
OPTRIS [BOU 95]. On utilise deux efforts serre-flan, le premier est egal a 17,6 kN, le 
second a 67,7 kN. 
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effort= Dx Dd Dy effort= Dx Dd Dy 
17.6 kN (mm) (mm) (mm) 67.7 kN (mm) (mm) (mm) 

experience 16,60 9,05 17,10 experience 16,10 6,08 17,20 

OPTRIS 15,00 9,47 14,80 OPTRIS 12,20 9,31 11,42 

nos resultats 13,72 8,75 13,92 nos resultats 14,06 8,81 14,32 

Tableau 2. Avalement sous le serre-jlan 

effort= EJ EJ Ez Ez effort= EJ EJ Ez Ez 
17.6 kN min max min max 67.7 kN min max min max 

experience 0,00 0,57 -0,47 0,03 experience 0,00 0,72 -0,50 0,05 

OPTRIS 0,00 0,48 -0,51 O,Ql OPTRIS 0,00 0,47 -0,45 0,03 

nos 0,00 0,43 -0,45 0,07 nos 0,00 0,44 -0,48 0,07 
resultats resultats 

Tableau 3. Deformations logarithmiques principales 

effort= £3 £3 epai epai effort= £3 £3 epai epai 
17.6 kN min max min max 67.7 kN min max min max 

experience -0,21 - 0,54 - experience -0,27 - 0,51 -

OPTRIS -0,07 0,11 0,63 0,75 OPTRIS -0,11 0,07 0,59 0,71 

nos -0,17 0,08 0,57 0,73 nos -0,15 0,08 0,57 0,73 
resultats resultats 

Tableau 4. Deformations normales et epaisseurs sur la diagonale 

effort = 17.6 kN effort poin~on (kN) effort= 67.7 kN effort poin~on (kN 

experience 52,90 experience 59,70 

OPTRIS 49,40 OPTRIS 64,10 

nos resultats 54,81 nos resultats 51,90 

Tableau 5. Effort poinfon maximal 
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6.4. Emboutissage guide d'une piece cylindrique de revolution 

L'apparition de "comes" lors de l'emboutissage d'un flan circulaire par un poinc;:on 
cylindrique de revolution est une consequence bien connue de l'anisotropie dans le plan de 
la tOle. Le but de cet essai est d'illustrer ce phenomene pour une nuance d'acier extra doux 
XES dont les caracteristiques sont donnees figure 15. Du fait de la symetrie de l'exemple, on 
ne traite que le quart du flan, le maillage est constitue de 2 400 elements triangulaires. Le 
coefficient de frottement est egal 0,05, I' effort serre-flan a 210 kN et la masse volumique a 
7,8 w-6 kg/mm3. 

293,0 

133,6 

141,6 

560,0 

E = 208 000 Mpa 
V=0,3 
a0(k) = 545 (0,003 + k)0•209 MPa 

F=0,287 
G = 0,357 
H = 0,643 
L= M = N = 1,360 

Figure 15. Emboutissage d'une piece cylindrique de revolution 

Figure 16. Maillage deforme pour une profondeur de piece de 145 mm 
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7. Conclusion 

La description correcte du comportement materiel est un point important pour les 
analyses numeriques des structures minces en transformations finies. Dans le cas de 
I' emboutissage, Ia prise en compte du caractere anisotrope des toles peut influencer 
sensiblement le resultat d'une simulation. Pour modeliser cette anisotropie dans le cadre 
d'une approche phenomenologique, plusieurs travaux ont ete menes ces dix demieres 
annees. Ils s'inspirent pour Ia plupart de Ia theorie des milieux a directeurs de Mandel et ont 
porte essentiellement sur Ia definition d'une loi d'evolution pour les directions d'anisotropie. 
Dans notre etude, un choix particulier a ete fait pour actualiser ces directions. Ce choix, dont 
une interpretation a ete donnee dans le cadre de Ia theorie de Mandel, permet une 
representation qualitative satisfaisante du comportement en presence de grands 
deplacements. L'ecriture des lois constitutives dans Ia configuration isocline associee, a 
conduit a un formalisme voisin de celui de Ia theorie lineaire. Ceci a perrnis Ia construction 
d'un schema numerique base sur les schemas developpes en petites perturbations. Ce 
schema est compose d'une prediction elastique et d'une eventuelle correction plastique. Au 
cours de Ia premiere etape, Ia specificite d'un nouvel element fini de coque a trois nreuds, 
pour pallier le probleme de verrouillage en cisaillement transverse, a ete prise en compte. 
L'actualisation des directions d'anisotropie dans ce contexte a ete faite de sorte que les 
caracteristiques mecaniques dans le plan moyen de Ia coque et suivant l'epaisseur soient 
directement distinguees. Pour effectuer Ia correction plastique, une famille d' algorithmes a 
ete proposee. Une analyse de precision dans le cas de grandes deformations et de grandes 
rotations a mis en evidence l'interet du schema implicite d'Euler-arriere dans le cas du 
critere orthotrope de Hill. Les exemples presentes montrent que le modele propose permet 
des previsions satisfaisantes dans plusieurs situations. Dans le cas de I'emboutissage guide 
d'un flan carre orthotrope par un poin~on carre, les resultats obtenus sont en bon accord avec 
les resultats experimentaux. Cet essai a ete effectue dans les conditions d'une operation 
d'emboutissage avec avalement. Dans le cas des exemples a flan bloque, qui sont des 
exemples tres contraints, nous avons voulu illustrer )'influence de l'anisotropie sur Ia 
repartition des epaisseurs et sur la prevision de I' effort sur le poin~on. II apparait clairement 
que ces resultats sont sensibles a !'hypothese faite sur le comportement. 
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