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RESUME. L'elaboration et la maintenance des logiciels de calcul numerique representent 
aujourd'hui encore un enjeu important. L'utilisation d'outils informatiques de haut niveau 
d'abstraction permet de pallier certaines lacunes des approches traditionnelles. Ainsi, 
logiciels de calculs symboliques et paradigmes de programmation modemes ouvrent de 
nouvelles voies dans les strategies de resolution de problemes aux equations aux derivees 
partielles. Dans cette optique, le groupe de recherche des auteurs a propose dans un premier 
temps une organisation de code numerique pour La methode des elements finis basee sur des 
concepts orientes-objets ; plus recemment, cette approche a ite itendue aux approches 
variationnelles. On se propose d'illustrer ici cette nouvelle demarche sur un exemple de 
resolution d'un probleme de convection non lineaire unidimensionnel. 

ABSTRACT. Today, elaboration and maintenance of computational software remain challenging 
problems. The use of software tools with high level helps to overcome weaknesses of more 
traditional approaches. Symbolic manipulations software and modem programming 
paradigms open the door to new strategies for the solution of initial-boundary value 
problems. In earlier work, the authors' research group has proposed an approach to finite 
element programming based on object-oriented concepts; more recently, this approach has 
been extended to variational formulations. Our purpose in this paper is to give an illustration 
of the proposed strategy on the example of a one-dimensional nonlinear advection equation. 
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1. Introduction 

1.1. Calcul symbolique et approche orientee-objet 

Les outils informatiques modernes permettent d'aborder les problemes de calcul 
numerique dans le domaine de Ia mecanique (fluide, structure, ... ) de fa~on nouvelle. 
En particulier, les outils pour le calcul symbolique permettent d'accelerer, de 
systematiser et d'ameliorer le developpement des codes numeriques. Ainsi, depuis 
l'avenement de Ia methode des elements finis (MEF) de nombreux travaux ont 
cherche a tirer parti des approches symboliques pour !'elaboration des codes 
numeriques. On peut scinder ces travaux en trois categories. La premiere utilise les 
capacites de manipulations symboliques d'un environnement tel que Mathematica 
ou Mapple pour y integrer un code numerique classique ; on effectue alors les 
calculs dans ces systemes en conservant des variables sous forme symbolique (voir 
par exemple [CHO 92, lOA 93]). La deuxieme n'utilise que Ia puissance de calcul 
de ces environnements afin de simplifier et d'optimiser les formes matricielles 
elementaires de Ia MEF, avant de les introduire dans un code EF classique (par 
exemple [Y AN 94, SIL 94 ]). Entin une troisieme categorie genere un 
environnement pour creer automatiquement les formes symboliques, en s'aidant ou 
non d'un environnement de calcul tel que REDUCE, et en integrant les formes 
symboliques dans un code elements finis classique de fa~on plus ou moins 
automatique (par exemple [GUN 71, HOA 80, CEC 77, LUF 71, NOO 79, LEF 91, 
WAN 86]). Notre demarche peut etre consideree comme une systematisation du 
second type d'approche. Plus recemment et parallelement a ces approches, ont ete 
developpees des methodologies orientee-objets (00) de conception de codes 
elements finis, par exemple dans [FOR 90, MIL 91, REH 89, ZIM 92a, DUB 92, 
MAC 92, SCH 92]. Depuis, de nombreux developpements tirant parti de concepts 
00 ont ete realises (cf. a titre d'exemples [DEV 92, MEN 93, CAR 94, DUB 95, 
GEL 95, FOE 96, DUB 97, BES 97, POT 97]). 

Initialement dans [EYH 94], puis dans [EYH 95, ZIM 96], le groupe de 
recherche des auteurs a tire parti des approches symboliques dans le contexte de 
code EF orientes-objets. Dans un premier temps, les concepts 00 ont ete etendus a 
l'approche variationnelle qui precede Ia modelisation d'elements finis lineaires, ce 
qui a permis d'obtenir un environnement 00 pour Ia derivation symbolique de Ia 
MEF et I' ecriture automatique de code EF. Ainsi, elaboration de formulation EF et 
environnement de calcul EF se trouvent completement integres dans un meme 
environnement 00, au sein duquel le developpeur evolue plus naturellement. 
L'environnement symbolique FEM_Theory ([EYH 96, EYH 97b]) integre dans 
l'environnement 00 Smalltalk (cf. [VIS 95a, 95b]) permet ainsi de generer du code 
numerique pour le code EF FEM_Object, en Smalltalk ou en C++. L'avantage du 
premier modele est d'integrer calculs symboliques et numeriques au sein de 
l'environnement Smalltalk, le deuxieme lui permet d'atteindre un niveau d'efficacite 
numerique plus interessant. On se propose, dans cet article, d'illustrer ces concepts 
dans le cadre de formulations non lineaires. 
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1.2. Application aux formulations non lineaires 

Le but de cette article est de definir un cadre adequat pour des formulations non 
lineaires dans l'environnement symbolique FEM_Theory [EYH 94]. Ainsi, on 
propose d'illustrer, sur un exemple simple, Ia demarche permettant d'introduire dans 
I' environnement symbolique les concepts necessaires pour Ia resolution de 
problemes non lineaires. 

Un environnement capable de representer differents types de formulations 
variationnelles lineaires est decrit dans differents articles [ZIM 96, EYH 96]. Dans 
[EYH 97b], un cadre de developpement pour des formulations lineaires de type 
mixte ou a caractere convectif dominant, et de type spatio-temporelles discontinues 
en temps a ete mis en place. Dans cette continuite, on se propose d'aborder ici 
certains problemes non lineaires. 

La representation de formulations non lineaires dans FEM_ Theory ne pose pas 
de probleme particulier. Cela peut etre realise soit en ajoutant de nouveaux types de 
termes (objets Term), correspondant a des operateurs non lineaires (de type 
« geometrique » ou «materiel»), ou en manipulant des produits d'operateurs 
lineaires. L'approche choisie, en ce qui concerne cette etude, est l'introduction de 
techniques de linearisation. Le probleme linearise peut ensuite etre resolu par une 
procedure iterative de type Newton-Raphson. 

Dans le paragraphe 2, sont presentes les elements theoriques que I' on souhaite 
introduire dans l'environnement FEM_Theory. Dans le paragraphe 3, leur 
implantation est decrite. Ceci est complete dans le paragraphe 4 dans lequel Ia 
generalisation de Ia procedure est comrnentee. Cette approche est enfin testee dans le 
paragraphe 5 sur Ia derivation d'une formulation espace/temps discontinue en temps 
pour un probleme de convection non lineaire unidimensionnel. 

2. Une approche theorique pour Ia linearisation 

Dans ce paragraphe, on rappelle certains aspects theoriques lies a Ia linearisation 
en vue de !'implantation de concepts lies a Ia linearisation dans l'environnement 
symbolique FEM_Theory. Les fondements theoriques se trouvent dans [MAR 83 
Chap. 4], et [HUG 78] pour une approche plus pragmatique. 

2.1. Definition de Ia linearisation 

Soit une fonctionnelle f, u H f(u), ayant des conditions de continuite 
suffisantes. La partie lineaire de I a u peut etre obtenue en utilisant Ia formule 
d'expansion de Taylor tronquee au premier ordre: 

LJ(au) = f(u)+ Df(u)·au [1] 

Le probleme revient alors a trouver une derivee adequate afin de calculer le 
terme gradient Df(u} liu de Ia partie lineaire de f D'une maniere generate, Ia 
derivee directionnelle peut etre utilisee afin de mener a bien Ia linearisation. 

REMARQUE.- au est Ia direction de recherche, ou increment. 
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2.2 Derivee directionnelle 

Definitions 

Etant donnee une fonctionnelle f: u H f(u), ayant des conditions de continuite 
suffisantes. La derivee directionnelle de fen u dans Ia direction ou est definie par : 

.!!_f(u+e 8u) I 
de .=0 

[2] 

ou e est un parametre scalaire. 

La derivee directionnelle mesure le taux de variation de Ia fonctionnelle f dans Ia 
direction 8u au point u. Elle peut etre utilisee pour calculer le terme gradient du 
premier ordre de Ia partie lineaire de f: 

Df(u)·8u=.!!_f(u+e8u) I 
de • ..a 

[3] 

Ceci permet de mener a bien Ia linearisation consistante de nombreux problemes. 
Des details supplementaires a propos de Ia derivee directionnelle peuvent etre 
trouves dans [HUG 78] ; des exemples de son utilisation dans le domaine de Ia 
mecanique des structures peuvent etre trouves par exemple dans [KOZ 94, IBR 93]. 

Propriete 

La derivee directionnelle est lineaire. 

Ainsi, pour f et g deux fonctionnelles donnees, satisfaisant a des conditions de 
continuite suffisantes, on a : 

D(f.g)(u) ·8 u =Df(u).8u g(u) + f(u) Dg(u) ·8u [4] 

D(f + g)(u) ·8 u =Df(u).8 u + Dg(u) ·8 u [5] 

Cette propriete va etre utilisee dans I' environnement symbolique. 

REMARQUE. - La linearisation d'une formulation variationnelle conduit 
generalement a !'utilisation d'algorithmes de type Newton. Une convergence 
quadratique de I'algorithme peut etre envisagee si Ia Iinearisation est consistante. 
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3. Concepts orientes-objet pour Ia derivation symbolique de problemes non 
lineaires 

3.1. Les objets necessaires pour un schema de linearisation consistant dans 
FEM_Theory 

Deux concepts importants ont ete introduits dans le paragraphe precedent. Le 
premier est une definition pour Ia partie lineaire d'une fonctionnelle. Le second est 
une methode de calcul pratique pour le terme gradient du premier ordre, a savoir Ia 
derivee directionnelle. Ces definitions theoriques et proprietes s'implantent 
naturellement dans l'environnement symbolique. 

Un nouvel objet apparait dans cette description: !'increment ou direction de 
recherche. Le fait de le considerer en tant que increment, permet de le manipuler 
comrne un terme classique. Ainsi, il peut etre implante en tant que sous-classe de Ia 
classe Term. Un exemple de cet objet est represente dans Ia figure 1. II faut noter 
que cet objet est utilise aussi bien pour Ia formulation continue, que pour Ia 
formulation discrete. 

Classe Increment 
Exemple: OU 
principaux attributs : 
- function : U 

principales tliches : 
- manipulations dans Ia forme variationnelle telles que Ia somme et le produit (herite de 
Ia classe Term), !'analyse, Ia discretisation 

Figure 1. Une instance de Ia classe Increment 

3.2./mplantation dans FEM_Theory 

3.2.1. La procedure de linearisation 

La procedure de linearisation est appliquee a un objet equation, instance de Ia 
classe IntEquation. Ainsi, le probleme permettant de trouver u tel que f(u) = 0 est 
remplace par un probleme approche ou il s'agit de trouver u tel que 

LJ ( ~ u) = f ( u) + Df ( u )· ~ u = 0 . Le code correspondant a cette operation est 
montre dans Ia figure 2. Une nouvelle instance de Ia classe IntEquation est creee ; 
le membre de gauche (attribut lhs) de cette equation est instancie par l'appel a Ia 

methode consistentLinearization. Celle-ci renvoie le resultat de Ia linearisation du 
membre de gauche de l'equation courante. Comme on peut le voir sur un exemple 
d'equation sur Ia figure 4, le message est envoye au membre de gauche de 
I' equation, qui est une fonctionnelle (instance de Ia classe Functional). La methode 
correspondante est montree en figure 3. On peut remarquer que cette methode n'est 
que Ia transcription exacte de Ia definition de Ia linearisation donnee au paragraphe 



594 Revue europeenne des elements finis. Volume 7 - n° 5/1998 

2.1 (equation [1]). Le message computeDirectionalDerivative parcourt 
l'arborescence hierarchique de l'objet comme le montre Ia figure 4. On peut noter 
que les proprietes liees a Ia linearite de Ia derivee directionnelle sont implantees dans 
les classes SumList et ProdList. L'implantation de ces concepts demeure tres 
proche des definitions theoriques. Elle est parfaitement generique et ouvre la porte 
aux futurs developpements. 

computeConsistentLinearization 
I directionaiDerivative consistentLinearization reply I 

self puWILhs expand. 

consistentLinearization :=(self giveLhs) computeConsistentLinearization. 

reply := IntEquation new 

A reply 

lhs: consisten!Linearization ; 
rhs: ("0' fonnYourExpression); 
listOffenns: listOffenns; 
listOfUnlcnowns: listOfUnlcnowns; 
spaceDimension: spaceDimension; 
problemDimension: problemDimension; 
problemType: problemType. 

Figure 2. Methode computeConsistentLinearization de Ia classe lntEquation 

computeConsistentLinearization 

A (self +(self getDirectiona!Derivative)) 

Figure 3. Methode computeConsistentLinearization de Ia classe Functional 

3.2.2. Classe Increment 

La classe est decrite dans la table 1. 

Attributs 

La classe Increment a un attribut nomme function. Cette classe est utilisee aussi 
bien pour le probleme continu que pour le probleme discret ; par consequent, les 
methodes pour les deux modeles sont regroupees au sein de la meme classe. 
L'attribut function peut done a priori etre une instance de Term ou de 
DiscretizationMatrix. 



Approche symbolique 00 et MEF 595 

Description des taches 

Les taches liees a !'integration dans Ia structure arborescente des objets 
symboliques (cf. figure 4) et aux manipulations algebriques sont heritees des super
classes. L'ensemble des taches peut etre decompose en trois groupes. La plupart des 
methodes sont en fait des specialisations de methodes existant dans Ia classe Term. 

lntEquation 

Functional 

SumLi.H 

ProdUsr 

Integral 

EXJ1rtSsion 

SumUst 

PmJUsr 

Term 

LHS 1 
J<u.,w+uu . .~w)dv=O 

' n ~~~---------r--------~ 

<J (u.,w+uu . .~w) dv) 
n 

~ 

+ J (u,,w+uu . .~w) dv 
n ... 

+ J (u,,w+uu . .~w) dv 
n .. 

J (u,,w+uu . .~w) dv 
n .. 

(u,,w+uu . .~w) 
+ 

+u,,w+uu . .~w 

+ t 

+u,,w +uu . .~w 

RHS 

(0) 

l 
+0 

1 
+0 

l 
0 

~ 

* 
c'llnput~.·Co•tsi,;t,•ntl.ineri;r.ilti,JI\ 

+ t --~ 
w u w !ictDir,•ctldnitlDerivativc 

u,, u . .~ -
Figure 4. Procedure de linearisation sur une fonctionnelle 

1. Methodes de manipulation : Ia plupart des taches sont decentralisees vers 
l'attribut function. 

2. Methodes d'analyse : comme auparavant, Ies taches d'analyse sont des 
specialisations de Ia classe Term. Cette partie du comportement peut etre reliee a 
celui d'analyse. 

3. Discretisation/approximation : les taches liees a !'approximation soot 
decentralisees vers l'attribut function ; de ce fait, Ie schema permettant de construire 
les contributions elementaires ne necessite aucune implantation specifique 
(cf. [EYH 96] pour les details). Le resultat est le produit (instance de ProdList) de 
Ia forme matricielle correspondant a l'attribut function et du vecteur de !'increment 
de ses inconnues nodales. 



596 Revue europeenne des elements finis. Volume 7 - no 5/1998 

Classe Increment 
Herite des classes: Term,StructureWithDimension FEMTheory, Object 
Taches heritees Attributs herites Methodes heritees 
l) acc~s aux donnc!es hierarchic Parent getDiscretizationlnfosForTerm: term 
de hierarchic parent getUstOfTenns 

giveHierarchicParent 
giveSpaceDimension 
knowsAsUnknow: term 

2) partie de Ia classe Attributs de Ia classe Term 
Term 

Taches Attributs Methodes 
1) manipulation -function findAIIUnknowns 

function: aTerm 
getOKAFUnknownMatrix 
getYourOperator 
giveElementaryMatrix 
giveFunction 
giveMatrixType 
printString 
transpose 

2) analyse isOKAF 
isOKAFUnknown 
isAnUnknown 
is Increment 
isKAF 
isKAFUnknown 
is Unknown 
is Vector 

3) discretisation getDiscretizedForm 

Table 1. Classe Increment 

3.3. L'environnement graphique 

L'environnement FEM_Theory est enrichi d'un nouvel outil permettant a 
l'utilisateur de lineariser Ia formulation qu'il derive. Celui-ci, outil Compute 
Consistent Linearization, apparait dans Ia liste des outils disponibles dans Ia fenetre 
principale de FEM_Theory (cf. [EYH 97a]). 

Une nouvelle notation est introduite a ce stade afin de representer Ia partie 
lineaire d'une fonctionnelle dans Ia fenetre principale de l'environnement 
FEM_Theory. Ainsi, une instance de Increment est notee en ajoutant le symbole 
«a» devant le nom de Ia fonction. Par exemple, I' increment en u, ou, est note 
«au)) (cf. l'exemple dans le paragraphe 5). 

On remarque ici que !'implantation graphique est tres naturelle. La 
programmation orientee-objet se prete particulierement bien a Ia representation 
d'entites graphiques. 
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4. Procedure de programmation automatique 

La procedure de linearisation consiste en quelque sorte a remplacer un probleme 

sous Ia forme classique N(d) = f par un probleme sous forme approchee en 
linearisant N(d) : Ld N(od) = K tan (d) od + N(d)- f = 0. Le probleme est alors 
resolu en utilisant un algorithme de type Newton-Raphson decrit en table 2. Un 
concept supplementaire est alors necessaire pour une approche non lineaire dans le 
schema de programmation automatique; Un nouveau choix conditionnel est 
necessaire dans Ia creation de code pour le calcul des contributions elementaires 
pour le module tangent. Ceci est rajoute au niveau du produit, classe ProdList ; Ia 
methode de generation de code de cette classe est done generalisee. 

Un nouveau concept est egalement ajoute a ce stade. Dans Ia procedure de 
resolution iterative, les quantites elementaires sont evaluees au point d'integration, 
puis sont sommees. Ainsi, a chaque point d'integration, des valeurs sont calculees a 
partir des valeurs nodales de !'iteration precedente. Dans le but d'accroitre 
l'efficacite du code genere automatiquement, !'idee est d'introduire un nouvel objet 
dont Ia seule tache sera de gerer le stockage et le calcul de valeurs intermediaires. 
Cet aspect est illustre au paragraphe 5.3, dans le contexte d'un probleme 
unidimensionnel de convection pure. On montre ainsi que des paradigmes de 
programmation complexes peuvent etre geres dans le contexte du codage 
automatique de formulation elements finis. 

Trouver d grace au schema iteratif suivant : 

Soit d 0 une solution initiale. 
A I' iteration i (pour i ;;:: 1), resoudre : K tan ( d i-l ) od; + N ( d i-l ) - f = 0 

Mise a jour : d; = di-l + od; 

E d , ., d .('fi IIN(di)-tll tant onne un cntere e convergence e , vcn ter < e IIN(do)- til-
Si Ia condition ci-dessus est verifiee, alors d = d;; sinon i = i + 1 . 

Table 2. Description d'un algorithme de type Newton-Raphson 

5. Application a un probleme de convection non lineaire unidimensionnel 

5.1. Forme forte et forme faible du probleme 

La forme forte du probleme est rappelee en table 3. La formulation que l'on 
souhaite utiliser pour Ia resolution de ce probleme est presentee en table 4. C' est une 
formulation spatio-temporelle discontinue en temps. On trouvera les details 
theoriques sur ce type de formulation dans [HUG 88] dans le cas de l'elasticite en 
dynamique, et dans [TEZ 92a, 92b, HAN 92a, 92b] pour une application originale 
dans laquelle le domaine est mobile. 
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Trouver u(x,t)definisurO = [o,t]telque: 

u.t +uu.x =0 surn 

Conditions debord: u(O,t) = ii, u(1,t) = 0 

Conditions initiates: u(x,O) = u0 

Table 3. Forme forte du probleme de convection non lineaire 1-D 

t 

X 

Pour chaque intervalle de temps ~n, tn+ll trouver uh E (sh). tel que Vwh e (-vh )n : 

"'' J (u.~ + uhu.~)wh dq+ I_ J (u.~ + uhu.~)r(w.~ + uhw.~)dq+ J [[uh ]](wh );dv = 0 
~ ~~ ~ 

(sh)n ={uh e [H 1(Q
4
)f luh =ii sur(P.).} 

(-vh)n ={uh e [H 1(Q
4

)]h luh =0 sur{PJJ 

I 

oH=((~ J f~Jr(•m.-der<-.t) 
ou [[uh]] = (uh ); - (uh )~ est le terme 'saut', defini de Ia fa~on suivante: 

(uh )! = lim uh (t. ±e) (pour les aspects theoriques voir [JOH 94, HUG 88]). 
£-+0 

Table 4. Formulation spatio-temporelle stabilisee discontinue en temps pour 
['equation de convection 1-D 

5.2. Derivation de Ia formulation stabilisee spatio-temporelle pour /'equation de 
convection 1-D non lineaire dans FEM_Theory 

La formulation presentee dans le paragraphe 5.1 est derivee dans FEM_Theory, 
et est presentee figure 5. Les notations sont proches de celles utilisees dans le 
paragraphe 5.1 (pour davantage de details cf. [EYH 95]). Une breve description des 
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operations realisees est donnee. Sur Ia ligne 1, Ia formulation de Galerkin originate 
est imprimee. Elle est ecrite sur le domaine espace/temps complet. Sur Ia ligne 2, le 
terme de 'saut' en « U » est ajoute ; Ia formulation se retrouve done ecrite sur un 
intervalle de temps, c'est une formulation discontinue en temps. Sur Ia ligne 3, Ia 
formulation est developpee. La forme linearisee de Ia formulation variationnelle est 
affichee ligne 4. Sur Ia ligne 5, Ia formulation approximee apparait. L'element de 
reference choisi pour cette application est un element quadrangulaire, Ia fonction u 
etant interpolee a chaque nreud. On peut noter que les contributions elementaires au 
module tangent sont facteur du terme « M ». En ligne 5, Ia partie linearisee des 
termes de stabilisation est rajoutee. Comme cela a ete dit dans le paragraphe 
pn!cedent, l'environnement permet de mener a bien une linearisation consistante. 
Dans le but d'accroitre l'efficacite numerique du code numerique, on se contente 
souvent d'une linearisation approchee ou non-consistante. Ainsi, durant Ia phase de 
linearisation certains termes sont artificiellement « fixes » ; par consequent, Ia 
convergence quadratique d'un algorithme de Newton-Raphson classique n'est plus 
possible, mais le nombre de termes necessaires au calcul numerique du module 
tangent peut diminuer sensiblement. L'idee est done de « fixer » certains termes 
dans Ia formulation table 4. Cela est fait dans les termes de stabilisation ajoutes a Ia 
formulation de Galerkin originate, termes dans lesquels sont fixes le 
parametre de stabilisation 'f' (pourtant dependant de u) ainsi qu'une partie des 

termes de convection. Au lieu d'introduire les termes de stabilisation 
•• 
L,J<u.~+uhu.~)·'f'(u)·<w.~+uhw.~)dq• soit en utilisant Ia notation de 
<=I QM 

FEM_Theory « U,t+UU,x » pondere par« TW,t+TUW,x » et integre sur l'element, 

on introduit 'f J (u.~ +uhu.~)- 'f' ·(w.~ + Aw.~)dq, soit « U,t+UU,x » pondere par 
<=( QM 

« TW,t+TAW,x » et integre sur l'element. Ainsi, une procedure de linearisation non
consistante est obtenue. Une operation supplementaire est alors necessaire pour 

introduire l'egalite A= uh. L'expression resultant de !'addition de termes de 
stabilisation a Ia forme de Galerkin est affichee ligne 6. 

Suivent les operations classiques de Ia methode des elements finis (cf. divers 
exemples de derivations decrits dans [EYH 97b]): 

- les fonctions tests etant choisies quelconques, il en resulte un systeme a une 
equation, 
- les equations composant le systeme sont ensuite transposees, 
- un changement de notations evident est enfin effectue, le resultat est affiche 
ligne 11. 

Des fonctions d'interpolation bilineaires sont choisies. Une integration de Gauss 
a deux fois deux points est adoptee. Le probleme ligne 11 est sous Ia forme 
KIMI(d;)Rdi+t = N(d;). La nouvelle procedure de programmation automatique permet 
d'introduire les contributions elementaires pour le module tangent et pour le residu 
dans le code FEM_Object (cf. [DUB 93] pour le code, et [EYH 97b] pour Ia 
procedure). 
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5.3. Code numerique genere pour une formulation spatio-temporelle non lineaire 
discontinue en temps 

Le code correspondant a Ia formulation du paragraphe precedent est introduit 
dans le code oriente-objet FEM_Object version C++ (cf. [DUB 92b]). La hierarchie 
montrant les nouvelles classes ajoutees pour Ia nouvelle formulation dans 
FEM_Object apparait dans Ia figure 6. A Ia classe NewElement, on ajoute les 
methodes montrees figure 7. On peut noter que ce nouvel element est un element 
dont Ia formulation permet d'utiliser une procedure de mouvement de maillage de 
type Deforming-Spatial-Domain/Space Time (DSD/ST) (cf. [TEZ 92a] pour les 
DSD/ST, ou [HAN 92a]) ; NewEiement, qui est une sous-classe de 
STF _ELEMENT, possede une methode pour calculer le terme « saut ». La methode 
computeTangentStiffnessMatrixAt: stepN permet de calculer les contributions 
elementaires au module tangent. 

La classe NewEiementGaussPoint est generee automatiquement comme sous
classe de Ia classe GaussPoint. Dans ce cas particulier, cette classe possede Ia 
capacite de gerer et de stocker le calcul du scalaire u et de son gradient. Cela permet 
d'augmenter l'efficacite numerique du code genere. 

H~MObje.:t 

Dictionary 
Dof 
Domain 
ffiMComponent 

Element 

Load 

PlainS train 
S'il· !.:l.J'!vJE:-d 

NewElemttJt 

Node 
TimeltegrationScheme 
TimeStep 

LinearSystem 
Tools 

GaussPoint 
NeH'EicmentGau.sl'oint 

Figure 6. Vue partielle des classes ajoutees pour le probleme non lineaire 

5.4. Resultats numeriques 

Les tests numeriques sont effectues en prenant comme conditions initiales Ia 
fonction montree en figure 9. L'espace, a savoir le domaine [0,1], est decompose en 
20 elements, et Ia hauteur de !'element en temps est At = 0,05. Les conditions de 
bords sont u(O) = 1 et u(l) = 0. Le test est tout d'abord effectue sur un maillage fixe, 
c'est-a-dire que Ia procedure DSD/ST (cf. paragraphe 5.3 et [TEZ 92a]) n'est pas 
appliquee. Les resultats sont montres en figure 10 ; il sont en accord avec Ia solution 
theorique ; on peut en effet observer le developpement d'une onde de choc, puis son 
mouvement (cf. par exemple [ZIE 91]). II est interessant de noter que cette 
formulation permet de capturer et de suivre I' onde de choc creee sans aucun artifice 
supplementaire. Seules de faibles oscillations demeurent de part et d'autre du choc. 
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computeGaussPts 
giveGaussPtsArray 

computeTangentStiffnessMatrixAt( ) 
computeTangentStiffnessMatrixAt II ( ) 
computeTangentStiffnessMatrixAtlll ( ) 
computeTangentStiffnessMatrixAt Ill FunctionAl 
computeTangentStiffnessMatrixAtll2 ( ) 
computeTangentStiffnessMatrixAtll2FunctionAt 
computeTangentStiffnessMatrixAt12 ( ) 

computeStiffnessMatrixAt ( ) 
computeStiffnessMatrixAtll ( ) 
computeStiffnessMatrixAtlll ( ) 
computeStiffnessMatrixAtll!FunctionAt () 
computeStiffnessMatrixAt 112 ( ) 
computeStiffnessMatrixAtll2FunctionAt () 
computeStiffnessMatrixAt12 ( ) 

Compute] umpTennAt() 

giveJacobianMatrixAt () 
giveJacobianMatrixAtll () 

constructor and destructor 

Figure 7. Vue partie lie des methodes ajoutees a La classe New ELement 

NewEiementGaussPoint 
subclass of GaussPoint 

Attributes : 
- GradientU 
- ScalarU 

Methods: 
- giveGradientU( ) 
- giveScalarU() 

Figure 8. Description partielle de La classe NewELementGaussPoint 

Initial solution : 
Data: 

u 20 elements in space 
!:it= 0.05 

I~ 
0 

0.25 
X 

Figure 9. Description du test numerique pour le probleme de convection non 
Lineaire 1-D 
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Figure 10. Resultats numeriques du test numerique pour le probleme de convection 
non lineaire 1-D 

6. Conclusion : vers un environnement general pour Ia resolution de problemes 
non lineaires 

Dans cet article, un environnement de base pour traitement de problemes non 
lineaires a ete presente. Cela entre dans le cadre d'une application a Ia derivation de 
formulations non lineaires dans l'environnement symbolique FEM_Theory. La 
demarche adoptee repose sur trois idees principales : 

-representation des termes non lineaires dans les formulations, 
- implantation de Ia procedure de linearisation, 
- generalisation de Ia procedure de codage automatique. 

Les formulations non lineaires peuvent etre representees dans l'environnement 
symbolique FEM_Theory. La breve analyse du paragraphe 2 a permis de mettre en 
evidence les concepts et les proprietes necessaires a l'implantation d'une technique 
de linearisation basee sur Ia derivee directionnelle. L'approche objet adoptee est 
decrite dans le paragraphe 3, accompagnee des classes et methodes. Dans le 
paragraphe 4, Ia generalisation du schema de prograrnmation automatique 
permettant d'integrer les nouvelles formulations dans un algorithme de type 
Newton-Raphson est evoquee. Pour conclure Ia demonstration, Ia derivation d'une 
formulation espace/temps discontinue en temps pour une equation de convection 
unidimensionnelle est donnee au paragraphe 5, suivie d'une application numerique. 
La demarche suivie pour cet article est tout a fait generate, et peut etre appliquee a 
tout nouveau concept que I' on souhaiterait introduire au sein de l'environnement. 

On a done demontre que I' approche proposee dans [ZIM 96, EYH 95] peut se 
generaliser hors du cadre des formulations lineaires. Ceci contribue a confirmer 
l'interet que peuvent avoir les approches mixtes symbolique/numerique. La 
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souplesse d'implantation est obtenue grace a !'approche orientee-objet. On notera 
tout de meme qu'un environnement de programmation tel que Smalltalk est d'un 
apport considerable pour un tel travail ; l'efficacite numerique est, elle, obtenue 
grace au langage C++. L'application du paradigme oriente-objet peut etre consideree 
comme essentielle au succes d'un tel developpement. 
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