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RESUME. L’élaboration et la maintenance des logiciels de calcul numérique représentent
aujourd’hui encore un enjeu important. L’utilisation d’outils informatiques de haut niveau
d’abstraction permet de pallier certaines lacunes des approches traditionnelles. Ainsi,
logiciels de calculs symboliques et paradigmes de programmation modernes ouvrent de
nouvelles voies dans les stratégies de résolution de problémes aux équations aux dérivées
partielles. Dans cette optique, le groupe de recherche des auteurs a proposé dans un premier
temps une organisation de code numérique pour la méthode des éléments finis basée sur des
concepts orientés-objets ; plus récemment, cette approche a été étendue aux approches
variationnelles. On se propose d’illustrer ici cette nouvelle démarche sur un exemple de
résolution d’un probléme de convection non linéaire unidimensionnel.

ABSTRACT. Today, elaboration and maintenance of computational software remain challenging
problems. The use of software tools with high level helps to overcome weaknesses of more
traditional approaches. Symbolic manipulations software and modern programming
paradigms open the door to new strategies for the solution of initial-boundary value
problems. In earlier work, the authors’ research group has proposed an approach to finite
element programming based on object-oriented concepts; more recently, this approach has
been extended to variational formulations. Our purpose in this paper is to give an illustration
of the proposed strategy on the example of a one-dimensional nonlinear advection equation.
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1. Introduction

1.1. Calcul symbolique et approche orientée-objet

Les outils informatiques modernes permettent d’aborder les problémes de calcul
numérique dans le domaine de la mécanique (fluide, structure,...) de fagon nouvelle.
En particulier, les outils pour le calcul symbolique permettent d’accélérer, de
systématiser et d’améliorer le développement des codes numériques. Ainsi, depuis
I’avénement de la méthode des éléments finis (MEF) de nombreux travaux ont
cherché a tirer parti des approches symboliques pour I'élaboration des codes
numériques. On peut scinder ces travaux en trois catégories. La premigre utilise les
capacités de manipulations symboliques d’un environnement tel que Mathematica
ou Mapple pour y intégrer un code numérique classique ; on effectue alors les
calculs dans ces syst¢tmes en conservant des variables sous forme symbolique (voir
par exemple [CHO 92, IOA 93]). La deuxiéme n’utilise que la puissance de calcul
de ces environnements afin de simplifier et d’optimiser les formes matricielles
€élémentaires de la MEF, avant de les introduire dans un code EF classique (par
exemple [YAN 94, SIL 94]). Enfin une troisitme catégorie génére un
environnement pour créer automatiquement les formes symboliques, en s’aidant ou
non d’un environnement de calcul tel que REDUCE, et en intégrant les formes
symboliques dans un code éléments finis classique de fagon plus ou moins
automatique (par exemple [GUN 71, HOA 80, CEC 77, LUF 71, NOO 79, LEF 91,
WAN 86]). Notre démarche peut étre considérée comme une systématisation du
second type d’approche. Plus récemment et parallelement & ces approches, ont été
développées des méthodologies orientée-objets (OO) de conception de codes
éléments finis, par exemple dans [FOR 90, MIL 91, REH 89, ZIM 92a, DUB 92,
MAC 92, SCH 92]. Depuis, de nombreux développements tirant parti de concepts
0O ont été réalisés (cf. a titre d’exemples [DEV 92, MEN 93, CAR 94, DUB 95,
GEL 95, FOE 96, DUB 97, BES 97, POT 97]).

Initialement dans [EYH 94], puis dans [EYH 95, ZIM 96], le groupe de
recherche des auteurs a tiré parti des approches symboliques dans le contexte de
code EF orientés-objets. Dans un premier temps, les concepts OO ont ét€ étendus a
I’approche variationnelle qui précede la modélisation d’éléments finis linéaires, ce
qui a permis d’obtenir un environnement OO pour la dérivation symbolique de la
MEEF et I’écriture automatique de code EF. Ainsi, élaboration de formulation EF et
environnement de calcul EF se trouvent complétement intégrés dans un méme
environnement OO, au sein duquel le développeur évolue plus naturellement.
L’environnement symbolique FEM_Theory ([EYH 96, EYH 97b]) intégré dans
I’environnement OO Smalltalk (cf. [VIS 95a, 95b]) permet ainsi de générer du code
numérique pour le code EF FEM_Object, en Smalltalk ou en C++. L’avantage du
premier modéle est d’intégrer calculs symboliques et numériques au sein de
P’environnement Smalltalk, le deuxi¢me lui permet d’atteindre un niveau d’efficacité
numérique plus intéressant. On se propose, dans cet article, d'illustrer ces concepts
dans le cadre de formulations non linéaires.
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1.2. Application aux formulations non linéaires

Le but de cette article est de définir un cadre adéquat pour des formulations non
linéaires dans ’environnement symbolique FEM_Theory [EYH 94]. Ainsi, on
propose d’illustrer, sur un exemple simple, la démarche permettant d’introduire dans
I’environnement symbolique les concepts nécessaires pour la résolution de
problémes non linéaires.

Un environnement capable de représenter différents types de formulations
variationnelles linéaires est décrit dans différents articles [ZIM 96, EYH 96]. Dans
[EYH 97b], un cadre de développement pour des formulations linéaires de type
mixte ou 2 caracteére convectif dominant, et de type spatio-temporelles discontinues
en temps a été mis en place. Dans cette continuité, on se propose d’aborder ici
certains problémes non linéaires.

La représentation de formulations non linéaires dans FEM_Theory ne pose pas
de probléeme particulier. Cela peut étre réalisé soit en ajoutant de nouveaux types de
termes (objets Term), correspondant a des opérateurs non linéaires (de type
« géométrique » ou « matériel »), ou en manipulant des produits d’opérateurs
lin€aires. L’approche choisie, en ce qui concerne cette étude, est I’introduction de
techniques de linéarisation. Le probléme linéarisé peut ensuite étre résolu par une
procédure itérative de type Newton-Raphson.

Dans le paragraphe 2, sont présentés les éléments théoriques que I’on souhaite
introduire dans I'environnement FEM_Theory. Dans le paragraphe 3, leur
implantation est décrite. Ceci est complété dans le paragraphe 4 dans lequel la
généralisation de la procédure est commentée. Cette approche est enfin testée dans le
paragraphe 5 sur la dérivation d’une formulation espace/temps discontinue en temps
pour un probléme de convection non linéaire unidimensionnel.

2. Une approche théorique pour la linéarisation

Dans ce paragraphe, on rappelle certains aspects théoriques liés & la linéarisation
en vue de I'implantation de concepts li€s 2 la linéarisation dans 1’environnement
symbolique FEM_Theory. Les fondements théoriques se trouvent dans [MAR 83
Chap. 4], et [HUG 78] pour une approche plus pragmatique.

2.1. Définition de la linéarisation

Soit une fonctionnelle f, ut> f(u), ayant des conditions de continuité
suffisantes. La partie linéaire de f &4 u peut étre obtenue en utilisant la formule
d’expansion de Taylor tronquée au premier ordre :

L, f(6u)= f(u)+Df (uySu (1]
Le probléme revient alors a trouver une dérivée adéquate afin de calculer le

terme gradient Df(u) Su de la partie linéaire de f. D’une manitre générale, la
dérivée directionnelle peut étre utilisée afin de mener a bien la linéarisation.

REMARQUE. — Ju est la direction de recherche, ou incrément.
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2.2. Dérivée directionnelle

Définitions

Etant donnée une fonctionnelle f: u > f(u), ayant des conditions de continuité
suffisantes. La dérivée directionnelle de fen u dans la direction du est définie par :

;—8f(u+£ Su) [2]

=0

oll £ est un paramétre scalaire.

La dérivée directionnelle mesure le taux de variation de la fonctionnelle f dans la
direction Juau point u. Elle peut étre utilisée pour calculer le terme gradient du
premier ordre de la partie linéaire de f':

Df(u)-5u=if(u+£ Su) {3]
de

e=0

Ceci permet de mener a bien la linéarisation consistante de nombreux problémes.

Des détails supplémentaires & propos de la dérivée directionnelle peuvent étre
trouvés dans [HUG 78] ; des exemples de son utilisation dans le domaine de la
mécanique des structures peuvent étre trouvés par exemple dans [KOZ 94, IBR 93].

Propriété

La dérivée directionnelle est linéaire.

Ainsi, pour f et g deux fonctionnelles données, satisfaisant a des conditions de
continuité suffisantes, on a :

D(f.g)w)-8u=Df (u).du g(u)+ f(u) Dg(u) -bu (41

D(f +g)u)6u=Df(w)du+Dg(u)-du (5]

Cette propriété va étre utilisée dans 1’environnement symbolique.

REMARQUE. — La linéarisation d’une formulation variationnelle conduit
généralement 2 [utilisation d’algorithmes de type Newton. Une convergence
quadratique de I’algorithme peut étre envisagée si la linéarisation est consistante.
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3. Concepts orientés-objet pour la dérivation symbolique de problémes non
linéaires

3.1. Les objets nécessaires pour un schéma de linéarisation consistant dans
FEM_Theory

Deux concepts importants ont été introduits dans le paragraphe précédent. Le
premier est une définition pour la partie linéaire d’une fonctionnelle. Le second est
une méthode de calcul pratique pour le terme gradient du premier ordre, 2 savoir la
dérivée directionnelle. Ces définitions théoriques et propriétés s’implantent
naturellement dans I’environnement symbolique.

Un nouvel objet apparait dans cette description : I’incrément ou direction de
recherche. Le fait de le considérer en tant que incrément, permet de le manipuler
comme un terme classique. Ainsi, il peut étre implanté en tant que sous-classe de la
classe Term. Un exemple de cet objet est représenté dans la figure 1. Il faut noter
que cet objet est utilis€ aussi bien pour la formulation continue, que pour la
formulation discréte.

Classe Increment

Exemple: ou

principaux attributs :

- function : U

principales taches :

- manipulations dans la forme variationnelle telles que la somme et le produit (hérité de
la classe Term), 1’analyse, la discrétisation

Figure 1. Une instance de la classe Increment

3.2. Implantation dans FEM_Theory

3.2.1. La procédure de linéarisation

La procédure de linéarisation est appliquée 4 un objet équation, instance de la
classe IntEquation. Ainsi, le probléme permettant de trouver u tel que f(u)=0 est
remplacé par un probléme approché ot il s’agit de trouver u tel que
L f(Ou)= f(u)+Df (u)éu=0. Le code correspondant A cette opération est
montré dans la figure 2. Une nouvelle instance de la classe IntEquation est créée ;
le membre de gauche (attribut lhs) de cette équation est instancié par ’appel 2 la
méthode consistentLinearization. Celle-ci renvoie le résultat de la linéarisation du
membre de gauche de I’équation courante. Comme on peut le voir sur un exemple
d’équation sur la figure 4, le message est envoyé au membre de gauche de
I’équation, qui est une fonctionnelle (instance de la classe Functional). La méthode
correspondante est montrée en figure 3. On peut remarquer que cette méthode n’est
que la transcription exacte de la définition de la linéarisation donnée au paragraphe
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2.1 (équation [1]). Le message computeDirectionalDerivative parcourt
’arborescence hiérarchique de I’objet comme le montre la figure 4. On peut noter
que les propriétés liées a la linéarité de la dérivée directionnelle sont implantées dans
les classes SumList et ProdList. L'implantation de ces concepts demeure trés
proche des définitions théoriques. Elle est parfaitement générique et ouvre la porte
aux futurs développements.

computeConsi Linearization
| directionalDerivative consistentLinearization reply |

self putAllLhs expand.
consistentLinearization := (self giveLhs) computeConsistentLinearization.

reply := IntEquation new
lhs: consistentLinearization ;
ths: ('0' formYourExpression);
listOfTerms: listOfTerms;
listOfUnknowns: listOfUnknowns;
spaceDimension: spaceDimension;
problemDi ion: problemDi ion;
problemType: problemType.

 reply

Figure 2. Méthode computeConsistentLinearization de la classe IntEquation

computeConsistentLinearization

A (self +(self getDirectionalDerivative))

Figure 3. Méthode computeConsistentLinearization de la classe Functional

3.2.2. Classe Increment
La classe est décrite dans la table 1.

Attributs

La classe Increment a un attribut nommé function. Cette classe est utilisée aussi
bien pour le probléme continu que pour le probléme discret; par conséquent, les
méthodes pour les deux modeles sont regroupées au sein de la méme classe.
L’attribut function peut donc a priori €tre une instance de Term ou de
DiscretizationMatrix.
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Description des tdches

Les tiches liées & I’intégration dans la structure arborescente des objets
symboliques (cf. figure 4) et aux manipulations algébriques sont héritées des super-
classes. L’ensemble des tiches peut étre décomposé en trois groupes. La plupart des
méthodes sont en fait des spécialisations de méthodes existant dans la classe Term.

IntEquation ’4 J(u,lw +u u.xw) dV = 0 .
LHS {|a RHS
-~ - I
o= ~ v
Functional (I (u,‘W +u u‘IW) dV) / (0)
: l
| 4
SumList 4 j(u W +uu XW) av +0
a . 1
ProdList  + J(u Wtuu XW) dv +0
2 . l
Integral J(u',w +u u'xW) dav 0
Q
v
Expression (u wWrtuu xW)
4
SumlList +u W ‘+uu W
Prodlin. + U W +uu W
I' | ! culnputchm»i»:lcml.incrizaliun
petDirectional Derivative
Term u', w u u, w .

Figure 4. Procédure de linéarisation sur une fonctionnelle

1. Méthodes de manipulation : la plupart des tiches sont décentralisées vers
Pattribut function.

2. Méthodes d’analyse : comme auparavant, les tiches d’analyse sont des
spécialisations de la classe Term. Cette partic du comportement peut étre reliée a
celui d’analyse.

3. Discrétisation/approximation : les tiches liées a I’approximation sont
décentralisées vers I’attribut function ; de ce fait, le schéma permettant de construire
les contributions élémentaires ne nécessite aucune implantation spécifique
(cf. [EYH 96} pour les détails). Le résultat est le produit (instance de ProdList) de
la forme matricielle correspondant a 1'attribut function et du vecteur de I’incrément
de ses inconnues nodales.
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Classe Increment
Hérite des classes : Term,Structure WithDimension, FEMTheory, Object

Téches héritées Attributs hérités Méthodes héritées

1) acces aux données hierarchicParent getDiscretizationInfosForTerm: term

de hierarchic parent getListOfTerms
giveHierarchicParent
giveSpaceDimension

knowsAsUnknow: term

2) partie de la classe Attributs de la classe Term
Term

Téches Attributs Méthodes

1) manipulation - function findAllUnknowns
function: aTerm
getOKAFUnknownMatrix
getYourOperator
giveElementaryMatrix
giveFunction
giveMatrixType
printString
transpose

2) analyse isOKAF
iSOKAFUnknown
isAnUnknown
isIncrement
isSKAF
isKAFUnknown
isUnknown
isVector

3) discrétisation getDiscretizedForm

Table 1. Classe Increment

3.3. L’environnement graphique

L’environnement FEM_Theory est enrichi d’un nouvel outil permettant 2
'utilisateur de linéariser la formulation qu’il dérive. Celui-ci, outil Compute
Consistent Linearization, apparait dans la liste des outils disponibles dans la fenétre
principale de FEM_Theory (cf. [EYH 97a]).

Une nouvelle notation est introduite 3 ce stade afin de représenter la partie
linéaire d’une fonctionnelle dans la fenétre principale de 1’environnement
FEM_Theory. Ainsi, une instance de Increment est notée en ajoutant le symbole
« 3 » devant le nom de la fonction. Par exemple, I'incrément en u, §u, est noté
« 08U » (cf. I'exemple dans le paragraphe 5).

On remarque ici que I'implantation graphique est trés naturelle. La
programmation orientée-objet se préte particulitrement bien a la représentation
d’entités graphiques.
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4. Procédure de programmation automatique

La procédure de linéarisation consiste en quelque sorte & remplacer un probleme
sous la forme classique N(d)= f par un probléme sous forme approchée en
linéarisant N(d) :L,N(8d)=K,, (d)8d+N(d)—-f=0. Le probléme est alors
résolu en utilisant un algorithme de type Newton-Raphson décrit en table 2. Un
concept supplémentaire est alors nécessaire pour une approche non linéaire dans le
schéma de programmation automatique. Un nouveau choix conditionnel est
nécessaire dans la création de code pour le calcul des contributions élémentaires
pour le module tangent. Ceci est rajouté au niveau du produit, classe ProdList ; la
méthode de génération de code de cette classe est donc généralisée.

Un nouveau concept est également ajouté a ce stade. Dans la procédure de
résolution itérative, les quantités élémentaires sont évaluées au point d’intégration,
puis sont sommées. Ainsi, a chaque point d’intégration, des valeurs sont calculées a
partir des valeurs nodales de !'itération précédente. Dans le but d’accroitre
I’efficacité du code généré automatiquement, 1’idée est d’introduire un nouvel objet
dont la seule tache sera de gérer le stockage et le calcul de valeurs intermédiaires.
Cet aspect est illustré au paragraphe 5.3, dans le contexte d’un probléme
unidimensionnel de convection pure. On montre ainsi que des paradigmes de
programmation complexes peuvent étre gérés dans le contexte du codage
automatique de formulation éléments finis.

Trouver d grace au schéma itératif suivant :
Soit d"une solution initiale.
A Pitération i (pour i 21), résoudre : K (d™")8d' + N(d™)-f =0
Mise a jour : d' =d"! + 6d’
N@)-
Etant donné un critére de convergence €, vérifier M <eg
[ves-1]

Si la condition ci-dessus est vérifiée, alors d =d’; sinon i =i+1.

Table 2. Description d’un algorithme de type Newton-Raphson

5. Application & un probléme de convection non linéaire unidimensionnel
5.1. Forme forte et forme faible du probléme

La forme forte du probleéme est rappelée en table 3. La formulation que I’on
souhaite utiliser pour la résolution de ce probléme est présentée en table 4. C’est une
formulation spatio-temporelle discontinue en temps. On trouvera les détails
théoriques sur ce type de formulation dans [HUG 88] dans le cas de I’élasticité en
dynamique, et dans [TEZ 92a, 92b, HAN 92a, 92b] pour une application originale
dans laquelle le domaine est mobile.
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Trouver u(x,t)définisur Q = [O,I]tel que:
u,+uu, =0 surQ

Conditionsdebord:  u(0,t) =u, u(1,t) =0
Conditions initiales:  #(x,0) = u,

Table 3. Forme forte du probléme de convection non linéaire 1-D

A

n+l L 4l /
[
t . 3 - n

xV

Pour chaque intervalle de temps [tu iy - 1 trouver u* € (S " )“ tel que ww' e (‘V g ),I :

Rt
j(".': +u'ut)whdg+ Y J.(u_',' +ulul YT (Wh +u'wh)dg + J[[u"]](wll ),dv=0
0. e=t g, Q,

(s*), ={u* el' @)} 1u" =7 sur(P,)}
(0", ={uwe[m' @)l 1u" =0 su(P).}
al= (%) + (?M) (h longueur de I' élément)

h
ol [[u"]]=(u")} —(u"), estleterme ‘saut’, défini de la fagon suivante :

(u" ): = ling u" ( t, t €) (pour les aspects théoriques voir [JOH 94, HUG 88]).
£

Table 4. Formulation spatio-temporelle stabilisée discontinue en temps pour
I’équation de convection 1-D

5.2. Dérivation de la formulation stabilisée spatio-temporelle pour I’équation de
convection 1-D non linéaire dans FEM_Theory

La formulation présentée dans le paragraphe 5.1 est dérivée dans FEM_Theory,
et est présentée figure 5. Les notations sont proches de celles utilisées dans le
paragraphe 5.1 (pour davantage de détails cf. [EYH 95]). Une bréve description des
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opérations réalisées est donnée. Sur la ligne 1, la formulation de Galerkin originale
est imprimée. Elle est écrite sur le domaine espace/temps complet. Sur la ligne 2, le
terme de ‘saut’ en « U » est ajouté ; la formulation se retrouve donc écrite sur un
intervalle de temps, c’est une formulation discontinue en temps. Sur la ligne 3, la
formulation est développée. La forme linéarisée de la formulation variationnelle est
affichée ligne 4. Sur la ligne 5, la formulation approximée apparait. L’élément de
référence choisi pour cette application est un élément quadrangulaire, la fonction u
étant interpolée & chaque nceud. On peut noter que les contributions élémentaires au
module tangent sont facteur du terme « 8d ». En ligne 5, la partie linéarisée des
termes de stabilisation est rajoutée. Comme cela a été dit dans le paragraphe
précédent, I’environnement permet de mener a bien une linéarisation consistante.
Dans le but d’accroitre I’efficacité numérique du code numérique, on se contente
souvent d’une linéarisation approchée ou non-consistante. Ainsi, durant la phase de
linéarisation certains termes sont artificiellement « fixés » ; par conséquent, la
convergence quadratique d’un algorithme de Newton-Raphson classique n’est plus
possible, mais le nombre de termes nécessaires au calcul numérique du module
tangent peut diminuer sensiblement. L’idée est donc de « fixer » certains termes
dans la formulation table 4. Cela est fait dans les termes de stabilisation ajoutés a la
formulation de Galerkin originale, termes dans lesquels sont fixés le
paramétre de stabilisation 7 (pourtant dépendant de u) ainsi qu’une partie des

termes de convection. Au lieu d’introduire les termes de stabilisation

i J‘(u': +utut) T(u) '(w',' +utwh)dg: soit en utilisant la notation de
e=l g ’ ' ’
FEM_Theory « U,t+4UU,x » pondéré par « TW t+TUW,x » et intégré sur I’élément,

. .Y . <
on introduit 2 I (uf,' + u"u,','r )~T-(wf,'+ Aw"; )dg soit « U,t+UU,x » pondéré par

e=lg,

« TW,t+TAW,x » et intégré sur I’élément. Ainsi, une procédure de linéarisation non-
consistante est obtenue. Une opération supplémentaire est alors nécessaire pour
introduire I’égalité¢ A =u". L’expression résultant de I’addition de termes de
stabilisation a la forme de Galerkin est affichée ligne 6.

Suivent les opérations classiques de la méthode des éléments finis (cf. divers
exemples de dérivations décrits dans [EYH 97b]) :

—les fonctions tests étant choisies quelconques, il en résulte un syst®me a une

équation,

— les équations composant le systéme sont ensuite transposées,

— un changement de notations évident est enfin effectué, le résultat est affiché

ligne 11.

Des fonctions d’interpolation bilinéaires sont choisies. Une intégration de Gauss
a deux fois deux points est adoptée. Le probleéme ligne 11 est sous la forme
Ko (d)8d = N(d') . La nouvelle procédure de programmation automatique permet
d’introduire les contributions élémentaires pour le module tangent et pour le résidu
dans le code FEM_Object (cf. [DUB 93] pour le code, et [EYH 97b] pour la
procédure).
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1:INT ( ((UHUUX)W)) // D ) = (0)
ine 2: INT { (UH+UUXYXW) // D J+{[INT { (WU) // sp }]] = (0)

e 3: INT { (UtW) // D }+INT { (UUXW) // D }+([[INT { (WU) /# sp }]]) = (0)

4:
{ (UIW) // D }+INT { (UUXW) /#/ D }+[[INT { (WU) /# sp }]J+INT { (WOU,t) / D}

+INT ( (UXWBU) // D J4INT { (UWBU) // D J+{{INT { (W6U) // sp }1] = (0 l
ine 5:

({d}}) ({INT[L(NAQN)) NOD® 1)} {{d*)}} +({{d}}) ({ INT[ t( DFGradientFQN) ) NON)* 1)) {{d*))
((GC ((d)) ) ((INT{ECNGD) NOD* 1)) ({d*)))ID#C ((8d)) ) ({ INT[ f N&)) NOW* 1)) ((d*))
(({{8d})) {{ INT( t( DFGradientF(N) NO™1}) {{d®}} +4({{8})) { {(INTI t( FGradientDF(N) ) NON)* 1)) 4
({(d*)} +QLCC {{8d)) ) {{ INTLLCNGN) ) NOO®™ 1)) ((d*)) )ID) = ©)
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{d*}} +([[QC ({d}} ) ({INT[ t(NON) ) NON)* ] }) {{d*}})ID*( {{8d}} ) {{ INT[ t( N(N) ) N(N)* ]

{d*)) +( {{6d}} ) ({ INT[ t( DFGradientF(N) ) NON)* ]}} {{d*}} +t( {{8d}} ) ({ INT[ t( FGradientD
(N) ) NOD™ ] }} {{d*}} +([[Q( ({8d}} ) {{ INT[ t(N(N) ) N(N)* ]H ({d*}} IDH( {{d}} ) {{ INT[ «(
NN )k NN* 131} {({d*)}) +( {{d}}) ({INT[ (NN k AQD* 1)} {{d*}} +t( {{d}} ) ({ INT
t(DFGradientF(N) ) k N.AN)* ]}} ({d*}} +t( {{d}} ) {{ INT[ «( DFGradientF(N) ) k AMN)* ]}) ((d
H HO{(0d) ) ) ({INT[ (NN )k NAN)* T3} {(d*}} +( {({8d)} ) {{ INT[ t(NQN))k AQ)* ]})} {
{(M}}){{ INT[ ¥ DFGradientF(N) ) k |
AND* 13} {{d*)) +t({{0d}} ) {{ INT[ ((FGradientDF(N) )k NAMN)* 1}} {{d*}} +t( ({8d}} ) {{INT
t( DFGradientF(N) )k AQN)* | }} {{d"}} +t( {{0d}} ) {{ INT| t(FGradientDF(N) )k AQN)* |}} {{d =
} #HC{{6d}} ) ({ INT[ t(DFGradientF(N) ) k A(MN)* ]}} {{d*}})=(0) |

St

ine 11:
(K} ({{{d}} }} + ({Kan}} ({0 {({8d}} }} ++[[ ({(D})} ]D=(0)

Figure 5. Dérivation d’une formulation pour le probléme de convection 1-D
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5.3. Code numérique généré pour une formulation spatio-temporelle non linéaire
discontinue en temps

Le code correspondant a la formulation du paragraphe précédent est introduit
dans le code orienté-objet FEM_Object version C++ (cf. [DUB 92b]). La hiérarchie
montrant les nouvelles classes ajoutées pour la nouvelle formulation dans
FEM_Object apparait dans la figure 6. A la classe NewElement, on ajoute les
méthodes montrées figure 7. On peut noter que ce nouvel élément est un élément
dont la formulation permet d’utiliser une procédure de mouvement de maillage de
type Deforming-Spatial-Domain/Space Time (DSD/ST) (cf. [TEZ 92a] pour les
DSD/ST, ou [HAN 92a]); NewElement, qui est une sous-classe de
STF_ELEMENT, poss¢de une méthode pour calculer le terme « saut ». La méthode
computeTangentStiffnessMatrixAt: stepN permet de calculer les contributions
élémentaires au module tangent.

La classe NewElementGaussPoint est générée automatiquement comme sous-
classe de la classe GaussPoint. Dans ce cas particulier, cette classe posséde la
capacité de gérer et de stocker le calcul du scalaire u et de son gradient. Cela permet
d’augmenter I’efficacité numérique du code généré.

FEMObject
Dictionary
Dof
Domain
FEMComponent
Element
PlainStrain
SHb LLEMENT
NewElement
Load
Node
TimeltegrationScheme
TimeStep
LinearSystem
Tools
GaussPoint
NewElementGaussPoint

Figure 6. Vue partielle des classes ajoutées pour le probléme non linéaire

5.4. Résultats numériques

Les tests numériques sont effectués en prenant comme conditions initiales la
fonction montrée en figure 9. L’espace, a savoir le domaine [0,1], est décomposé en
20 éléments, et la hauteur de I’élément en temps est At = 0,05. Les conditions de
bords sont u(0) = 1 et u(1) = 0. Le test est tout d’abord effectué sur un maillage fixe,
c’est-a-dire que la procédure DSD/ST (cf. paragraphe 5.3 et [TEZ 92a]) n’est pas
appliquée. Les résultats sont montrés en figure 10 ; il sont en accord avec la solution
théorique ; on peut en effet observer le développement d’une onde de choc, puis son
mouvement (cf. par exemple [ZIE 91]). Il est intéressant de noter que cette
formulation permet de capturer et de suivre 1'onde de choc créée sans aucun artifice
supplémentaire. Seules de faibles oscillations demeurent de part et d’autre du choc.
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computeGaussPts
giveGaussPtsArray

computeTangentStiffnessMatrix At( )
computeTangentStiffnessMatrixAt11 ()
computeTangentStiffnessMatrix At 11 ()
computeTangentStiffnessMatrix At111FunctionAt
computeTangentStiffnessMatrixAt112 ()
computeTangentStiffnessMatrix At1 12FunctionAt
computeTangentStiffnessMatrixAt12 ( )

computeStiffnessMatrix At ()
computeStiffnessMatrixAt11 ()
computeStiffnessMatrix At111 ()
computeStiffnessMatrix At1 1 1 FunctionAt ( )
computeStiffnessMatrixAt1 12 ()
computeStiffnessMatrixAt1 12FunctionAt ()
computeStiffnessMatrix At12 ()

ComputeJumpTermAt()

giveJacobianMatrixAt ()
giveJacobianMatrixAtl1 ()

constructor and destructor

Figure 7. Vue partielle des méthodes ajoutées a la classe NewElement

NewElementGaussPoint
subclass of GaussPoint
Attributes :
- GradientU
- ScalarU

Methods :
- giveGradientU( )
- giveScalarU( )

Figure 8. Description partielle de la classe NewElementGaussPoint

Initial solution :
Data :
u 20 elements in space
. Ar=0.05
' ¥ } } t >
0
025 . *

Figure 9. Description du test numérique pour le probléme de convection non
linéaire 1-D
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Nonlinear advection 1-D

e Initial condition
------ 1=005s
—-—-1=05s

—-—t=1s

Value u

—t=158

Figure 10. Résultats numériques du test numérique pour le probléme de convection
non linéaire 1-D

6. Conclusion : vers un environnement général pour la résolution de problémes
non linéaires

Dans cet article, un environnement de base pour traitement de probleémes non
linéaires a été présenté. Cela entre dans le cadre d’une application a la dérivation de
formulations non linéaires dans ’environnement symbolique FEM_Theory. La
démarche adoptée repose sur trois idées principales :

— représentation des termes non linéaires dans les formulations,
— implantation de la procédure de linéarisation,
— généralisation de la procédure de codage automatique.

Les formulations non linéaires peuvent étre représentées dans 1’environnement
symbolique FEM_Theory. La bréve analyse du paragraphe 2 a permis de mettre en
évidence les concepts et les propriétés nécessaires a I'implantation d’une technique
de linéarisation basée sur la dérivée directionnelle. L’approche objet adoptée est
décrite dans le paragraphe 3, accompagnée des classes et méthodes. Dans le
paragraphe 4, la généralisation du schéma de programmation automatique
permettant d’intégrer les nouvelles formulations dans un algorithme de type
Newton-Raphson est évoquée. Pour conclure la démonstration, la dérivation d’une
formulation espace/temps discontinue en temps pour une équation de convection
unidimensionnelle est donnée au paragraphe 5, suivie d’une application numérique.
La démarche suivie pour cet article est tout & fait générale, et peut étre appliquée
tout nouveau concept que 1’on souhaiterait introduire au sein de I’environnement.

On a donc démontré que I’approche proposée dans [ZIM 96, EYH 95] peut se
généraliser hors du cadre des formulations linéaires. Ceci contribue & confirmer
Pintérét que peuvent avoir les approches mixtes symbolique/numérique. La
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souplesse d’implantation est obtenue grice a I’approche orientée-objet. On notera
tout de méme qu’un environnement de programmation tel que Smalitalk est d’'un
apport considérable pour un tel travail ; 1’efficacité numérique est, elle, obtenue
grace au langage C++. L’ application du paradigme orienté-objet peut étre considérée
comme essentielle au succes d'un tel développement.
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