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RESUME. Toute simulation par Ia methode des elements finis de problemes physiques modelises 
en termes d'equations aux dirivees partielles necessite dans une premiere phase La 
construction d'un maillage du domaine de calcul. Cet article se propose de presenter une 
methode permettant La generation d'un maillage tridimensionnel respectant une carte de taille 
specifiee en entree. La methode utilisee est du type Delaunay etfournit un maillage compose 
de tetraedres isotropes dont La taille est conforme a Ia specification. L 'application de La 
methode decrite s'insere tout naturellement dans les processus d'adaptation de maillages 
utilises dans un ensemble (maillage, calcul, estimation d'erreur). 

ABSTRACT. Constructi11g a mesh is an esse11tial pre-requisite for any computational process 
using a finite element approach. This paper describes a 3D mesh generation method which 
aims at constructing a tetrahedral mesh whose eleme11ts conform a pre-specified size. Such a 
method would be a natural component of any mesh adaptatiol! process included in a (mesh 
construction, solution, error estimate) computatio11al scheme. 

MOTS-CLES : generation de maillages, elements finis, adaptation, Delaunay, maillage adapte, 
maillage isotropes. . 
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1. Introduction 

La simulation numerique par Ia methode des elements finis, [CIA 78], de nom
breux problemes physiques formules en termes d'equations aux derivees partielles 
necessite, dans une premiere etape, Ia construction d'un maillage du domaine de cal
cui. Cette etape, realisee via telle ou telle methode de maillage (cf. [GEO 9la]), est 
suivie de l'etape de calcul. La solution obtenue sur ce maillage peut ensuite etre ana
lysee, via un estimateur d'erreur, indiquant sa plus ou moins bonne qualite. Cette 
derniere est, en particulier, Jiee a Ia plus ou moins bonne adequation du maillage au 
comportement physique du probleme. Ainsi, l'estimateur d'erreur peut indiquer que, 
dans telle ou telle region du domaine de calcul, le maillage est trop fin ou trop grossier. 
Dans un cas, le calcul est inutilement cofiteux alors que dans !'autre, Ia nature de Ia 
solution n'a vraisemblablement pas ete captee. Pour tenter de parvenir aces fins, un 
maillage adapte doit etre construit, fin aux endroits voulus, plus grossier ailleurs. 

On ne s'interesse pas directement a !'aspect estimateur d'erreur pour se concen
trer sur !'aspect technologic de maillage et, dans un cadre isotrope, on propose une 
methode permettant de construire un maillage tel que: 

- ses elements soient equilateraux (autant que faire se peut), 

- Ia taille de ces elements corresponde a une taille indiquee a l'avance (via l'esti-
mateur d'erreur). 

La methode choisie est du type Delaunay. L' originalite de ce travail reside dans une 
formulation rigoureuse du probleme qui permet d'utiliser les fondements theoriques 
des methodes de type Delaunay. 

Dans un premier temps, section 2, on va donner les grandes !ignes d'une telle me
thode (en reprcnant Ia situation classique, i.e., en !'absence de champ de taille). En 
section 3, on va indiquer quelques approches utilisees pour definir un champ de taille 
servant a gouverner le processus de maillage. L'approche employee ici consistera a 
utiliser un maillagc de fond de memc nature que le maillage actuel et, section 4, on 
va decrire Ia fa~on de construire les sommets du maillage en utilisant un tel maillage 
de fond. A cette fin, Ia notion de longueur unite sera rappelee. Section 5, on va in
diquer quelques outils d'optimisation de maillage. La section 6 regarde rapidement 
le problemc du remaillage d'une surface de fa~on a respecter une carte de taille. La 
section 7 va illustrer I' interet de Ia methode proposee en donnant quelques exemples. 
Entin, les developpements et extensions de Ia methode feront !'objet de Ia section 8. 

2. Schema classique d'une methode de type Delaunay 

L'objet de cette section est d'indiquer les principaux ingredients utilises pour 
construire un mailleur de type Delaunay. On va mentionner les etapes d'un tel pro
cessus, a priori bien connu (cf. [BAK 88], [WAT 81]) afin de montrer quelles mo
difications seront a apporter pour construire une methode de maillage permettant de 
respecter une carte de taille specifiee a I' avance. 
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On se place done, ici, dans le cas classique, c'est-a-dire que l'on se donne un 
maillage conforme de Ia surface du domaine. Le probleme est alors de mailler ce 
domaine en utilisant cette seule information. 

2.1. Schema synthetique 

Un schema possible d'une methode de maillage de type Delaunay englobe les 
etapes qui suivent, cf. [GEO 97a]. 

Preparation: lecture des donnees (coordonnees des points, entites (faces et aretes) 
de Ia frontiere et entites internes (le cas echeant)), construction d'une boite en
globante (pour se retrouver dans un cas convexe), maillage de cette boite en cinq 
tetraedres. 

Construction du maillage de Ia boite: insertion des points donnes dans le maillage 
de Ia boite via le noyau de Delaunay. 

Construction du maillage frontalier: recherche des aretes et faces specifiees non 
formees, forc,:age de ces entites, marquage des composantes connexes du do
maine. 

Creation et insertion des points internes: (A) Analyse des aretes (internes) du 
maillage courant, creation de points sur ces aretes puis insertion de ces points 
avant retour en (A). 

Definition du maillage du domaine: elimination des elements non indus dans 
le domaine, classement des elements par rapport aux composantes connexes du 
domaine. 

Optimisation: bascule (modification topologique), bouge de points (modifica
tion geometrique). 

Ce schema repose sur quatre algorithmes de base. Un algorithme d'insertion de 
points (le noyau), un algorithme de recouvrement de Ia frontiere, un algorithme de 
creation des points internes et un algorithme d'optimisation. 

2.2. Processus incremental d'insertion de points 

Le noyau de Delaunay est un processus incremental permettant !'insertion d'un 
point dans une triangulation (on est par defaut dans le cas d'un domaine convexe et 
chaque point a inserer est interne a Ia triangulation courante). 

On suppose que I' on a construit T; Ia triangulation de Delaunay de Ia boite in
troduite ci-dessus comprenant comme sommets d'element les i premiers points de 
!'ensemble des points a inserer. On considere le point i + 1 de cet ensemble (note P). 
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Le noyau de Delaunay permet alors de construire, a partir de T;, Ia triangulation T;+l 
incorporant P comme sommet d'elements. Ceci s'ecrit, [GEO 92], 

T;+l = T;- Cp + Bp 

ou Cp est Ia cavite associee au point P, c'est-a-dire Ia reunion des tetraectres de T; 
dont Ia boule circonscrite contient P tandis que B p, Ia boule de P, est I' ensemble des 
tetraectres formes en joignant P aux faces externes de Cp. 

2.3. Regeneration de lafrontiere du domaine 

En appliquant le noyau de Delaunay a !'ensemble des points de Ia frontiere du 
domaine a mailler, on obtient un maillage de Ia boite dont les sommets sont, outre 
les points definissant cette boite, les sommets des faces (extremites des aretes) du 
maillage de Ia frontiere. Neanmoins, en general, ceci ne garantit pas l'existence de 
toutes ces aretes et faces, par suite il n'est pas possible d'extraire du maillage de Ia 
boite un (premier) maillage du domaine auquel on s'interesse. 

II est done necessaire de modifier le maillage actuel pour regenerer les entites de 
Ia frontiere manquantes. 

Une succession de modifications topologiques (bascule d'aretes et de faces) cou
plees avec une eventuelle creation de points (les points de Steiner) permet, en general, 
d'arriver au resultat cherche, cf. [GEO 9lb] et [WEA 90] par exemple. Le domaine 
est alors ctefini correctement et il est possible de creer des points en son interieur. 

2.4. Creation des points internes 

La methode retenue consiste a analyser les aretes internes du maillage actuel et, en 
fonction des situations, a construire des points sur celles-ci. Une fois ces points crees, 
ils sont inseres en utilisant a nouveau le noyau de Delaunay. 

Soit AB une arete du maillage actuel et soient hA et h8 les tailles 1 souhaitees en 
A et B. Le but de Ia methode est de determiner s'il est necessaire ou non de construire 
un ou plusieurs points sur AB. En cas de reponse positive, il faut trouver a Ia fois le 
nombre de points, n, a creer et Ia position de ce(s) point(s) afin, d'une part, de saturer 
l'arete ABet, d'autre part, de faire en sorte que les points ainsi construits suivent une 
distribution reguliere. 

On peut choisir une progression arithmetique pour cette distribution de points. 
Ainsi, cf. [GEO 9lc], si h(O) = hA est Ia taille associee a Po =A et h(n + 1) = h8 

I. Si A est un sommet de Ia frontiere, son h est calcule comme Ia moyenne des longueurs des aretes de 
Ia peau incidentes en A. Si A est un point interne, son h est connu, il a ete calcule par interpolation lors de 
Ia creation du point A. 
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est celle de Pn+l = B, on peut definir une suite o:; par 

h(O) + 1· 

h(n+1)-r 
dp,pi+l 

ou dp,P,+, est Ia distance (euclidienne) entre P; et ?;+1 , tandis que rest Ia raison de 
Ia progression. Le probleme revient alors a resoudre le systeme 

d 

o:; + r 

pour trouver r et n, d etant Ia longueur de AB. II vient 

et 

2d 
n = -----,--....,.-----,----:- - 1 

h(O) + h(n + 1) 

r= 
h(n + 1)- h(O) 

n+2 
Comme n doit etre en tier, Ia solution est recalee pour que n et r conduisent a une 

discretisation exacte de l'arete examinee. Quand net r sont calcules, Ia suite des o:; 

est connue et les points cherches sont definis. On associe alors a chaque point ainsi 
defini une valeur, h, calculee a partir de celles associees a son arete support. 

Ce procede est itere pour toutes les aretes du maillage actuel et le paquet des 
points obtenus est alors filtrc. Cette operation est lice au fait que les sommets sont 
bien places les uns par rapport aux autres pour chaque arete, mais que globalement 
cette propriete n' est pas necessairement verifiee (pen sons aux sommets construits sur 
les aretes incidentes en un meme point). 

Le filtrage utilise une technique de "bucket". Une grille est construite. Les points 
sont inscres dans les cases de cette grille en gerant les collisions (i.e., lorsque plusieurs 
points tom bent dans Ia meme case) via une chaine. En suite, pour determiner si un point 
est trop proche d'un autre, on cherche dans quelle case tombe le point et on regarde 
par voisinage dans Ia grille, les points les plus proches. II suffit alors de comparer les 
distances entre ces points pour savoir si le point examine entre en conflit avec un point 
existant. 

Les points retenus apres filtrage sont inseres via le noyau de Delaunay et le pro
cessus complet est itere tant que des aretes du maillage courant sont a subdiviser car 
trop grandes par rapport aux h de leurs extremites. 

2.5. Optimisation 

Le maillage obtenu apres insertion des points ainsi construits est alors optimise 
pour ameliorer Ia qualite (en forme) des elements. L'optimisation consiste a 

- supprimer une face libre (par bascule), 
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supprimer une arete libre (par reecriture locale), 

supprimer une arete libre par identification de ses deux extremites, 

bouger un sommet libre, 

supprimer un sommet libre, 

tant que Ia qualite s'ameliore. Le critere de qualite retenu est defini comme 

QT = maxQK 
KET 

pour le maillage avec, pour chaque element, une qualite definie par 

Q 
hmax 

K = cr-
PK 

ou crest un coefficient de normalisation, hmax est le diametre de !'element]( consi
dere et PK est le rayon de sa sphere inscrite. Cette valeur mesure !'aspect de !'element 
et represente Ia qualite en forme de celui-ci. 

3. Specification d'un champ de taille 

La methode classique, telle que rapidement rappelee ci-dessus, est uniquement 
contrf>Iee par Ia nature du maillage de Ia peau du domaine. Pour obtenir un controle 
plus precis a l'interieur de celui-ci, il est necessaire d'ajouter des informations indi
quant Ies tailles souhaitees en telle ou telle region du domaine. Plusieurs solutions 
existent pour specifier ces informations. Nous allons rapidement introduire les trois 
approches les plus utilisees. 

3.1. Utilisation de sources 

Dans ce cas, on fournit un certain nombre de points (ou sources) a l'interieur 
du domaine. Un point source est defini par ses coordonnees et une valeur h, taille 
souhaitee en son voisinage. II y a alors deux far;ons de prendre en compte !'information 
relative aces points. 

chaque point source sera sommet du maillage et agira (via son h) lors de !'ana
lyse de toute arete l'ayant comme extremite (on utilise ici Ia methode classique 
telle que decrite ci-dessus), 

chaque source, etant plus tard inseree comme sommet ou non, intervient dans 
une zone definie par proximite. 

La premiere approche est relativement simple a mettre en ceuvre et existe dans 
[GEO 97a] (cf. I'exemple fourni plus bas) tandis que Ia seconde technique est plus 
delicate a implementer. II faut en effet determiner les zones d'action des differentes 
sources les unes par rapport aux autres. 
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3.2. Utilisation d'une structure particuliere 

Dans ce cas, on specific !'information de taille en donnant a Ia fois une structure 
(generalement simple, une grille, un "octree") adequate et le moyen de !'exploiter. Par 
exemple, si on prend le cas d'un octree (cf. [CHE 88] ou [YER 84]), chaque octant 
code Ia taille souhaitee en son voisinage soit via une valeur associee soit par sa taille 
elle-meme, soit encore en fournissant comme point a inserer ses sommets (ou son 
centre). Dans ce cas, on devine aisement que Ia taille obtenue resulte de Ia nature de 
I' octree (finesse, profondeur). On pourra egalement se reporter a [RAS 95] qui utilise 
cette derniere technique dans le cadre d'une methode frontale. 

3.3. Utilisation d 'un mail/age de fond 

Dans ce cas, un maillage, dit maillage de fond, est specifiC, aux sommets duquel 
des valeurs h sont donnees. Cette approche semble naturelle, en particulier dans le 
cadre d'une boucle d'adaptation. Le maillage de fond a l'etape i n'est autre que le 
maillage de l'etape i - 1 dont les sommets portent !'information voulue (obtenue 
via l'estimateur d'erreur par exemple). Dans Ia suite, c'est cette approche que nous 
retiendrons (hormis pour le premier jeu d'exemples donne ci-apres). 

4. Construction des points internes 

On suit ici Ia meme idee que dans Ia methode classique. Les aretes du maillage 
courant servent de support pour Ia construction des sommcts internes. Lcs points vont 
etre construits, pour une arete donnee, a une distance I les uns des autres, longueur 
unite mesuree en rapport avec le champ de taillc. Cette notion de longueur unite est 
maintcnant precisee. 

4.1. Longueur unite 

Les seules longueurs qui nous servent sont les longueurs d'aretes evaluees en pre
sence du champ de taille. Si AB designe une arete et si h(t) est Ia fonction de taille (t 
variant de 0 a 1 avec t = 0 pour A et t = 1 pour B), une telle longueur, cf. [BOR 96], 
s'exprime par · 

[AB =dAB 1l htt) dt 

oil dAB est Ia distance (usuelle) entre A et B. Dans notre cas, h(t) n'est connue que 
de maniere discrete (aux nreuds du maillage de fond), par suite le calcul ci-dessus ne 
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peut etre qu'approche. Ainsi, Ia longueur d'une arete AB sera 

- si h(A) et h(B) sont les seules valeurs connues 

- ou, si en plus de h(A) et h(B), sont connues les h(M;), tailles en n points M;, 
(i = 1, n), de AB, alors (en posant M0 =A et Mn+l = B), 

i=n 

lAB = L lM;M,+i 

i=O 

avec maintenant (selon Ia formule de Ia longueur) 

La methode repose done sur Ia connaissance de ces points M; et des h associes. Pour 
obtenir cette information, on interroge le maillage de fond. 

4.2. Interrogation du mail/age de fond 

Pour chaque arete (du mail! age courant), on interroge le mail! age de fond (note TF) 
afin d'en tirer les informations relatives aux tailles souhaitees. Soit AB l'arete en 
question, on realise !'intersection entre ABet TF: 

- on cherche dans que! element de TF se trouve A, 

- on cherche dans que! element de TF se trouve B' 

- on cherche tout element de TF coupe par AB. 

Cette operation est basee sur un algorithme de localisation permettant de situer 
un point dans un maillage. Ce type d'algorithme ne marche que dans les maillages 
convexes et, par suite, doit etre judicieusement mis en reuvre pour tenir compte du fait 
que TF n'est pas necessairement convexe. 

En effet, localiser un point dans un maillage non convexe peut conduire a "but
ter" sur une frontiere, par suite, on ne peut pas trouver d'element contenant le point 
examine. Pour remedier ace probleme, on procede d'abord en sens inverse. On loca
lise en premier les sommets du maillage de fond dans le maillage courant (qui, lui, 
est necessairement convexe (on utilise en effet une boite)). Ensuite, on "inverse" cette 
relation. 

A I'issu de ce travail, on dispose de I' ensemble des elements de TF coupes par AB 
et en corollaire de !'ensemble des points M; (utilises ci-dessus) dont le h est obtenu 
par interpolation a partir des h des sommets de I' element de TF con tenant ces points. 
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4.3. Analyse des aretes et construction des points 

L' analyse des aretes consiste a en calculer Ia longueur eta com parer cette longueur 
a 1. Si AB est l'arete en cours de traitement et si M; (i = 1, n) est !'ensemble des 
points definis ci-dessus alors lAB est obtenu par Ia relation (10). Construire des points 
sur AB se fait alors par l'algorithme suivant 

- l =0. 

- Faire de i = 0 a n 

- l = l + lM,M,+ 1 

- (A)- Si l > 1 

- creer un point entre M; et M;+ 1 a Ia longueur I avec le point precedemment 
construit (le point Mo = A au depart), 

- l = l - 1 et retour en (A). 

- Fin de Ia boucle Faire. 

On calcule, au vol, le h des points ainsi construits par interpolation entre les h 
du segment M; M;+ 1 utilise. Une fois toutes les aretes traitees, on filtre le paquet de 
points (chaque point est bien situe sur son arete support de construction mais peut 
entrer en litige avec des points d'autres aretes). Ce filtrage s'effectue comme dans le 
cas classique en changeant Ia maniere dont on calcule Ia distance entre deux points 
reputes voisins. 

Les points retenus sont alors inseres via le noyau de Delaunay et le processus 
d'analyse des aretes du maillage courant est itere tant que des aretes sont de longueur 
plus grande que I. 

Notons que, en pratique, cette valeur I n'est pas Ia valeur utilisee dans le pro
gramme. Deux remarques nuancent le sens que I' on doit donner a cette valeur unite. 
En premier lieu, Ia longueur d' une arete n' est que rarement une valeur entiere (et par 
consequent, on ne peut pas Ia subdiviser en segments de longueur exactement I), en
suite, il faut noter que couper en deux (si on prend cet exemple) une arete de longueur 
l plus grande que I mais plus petite qu'un seuil conduirait a construire deux aretes 
de longueur plus petite que I mais "violant" deux fois le but (au lieu d'une seule fois 
dans Ia situation initiale). 

5. Optimisation 

Le but de cette phase est d'ameliorer les longueurs des aretes tout en maintenant 
une qualite en forme satisfaisante. 

Dans certains cas, ces deux notions sont conftictuelles. Dans notre experience, 
nous avons d'abord considere le critere de taille avant de prendre en compte le critere 
de qualite. 
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5.1. Optimisation en qualite 

Cette operation est identique au cas classique (cf. ci-dessus) et comprend )'en
semble des modifications classiques. 

5.2. Optimisation en taille 

Cette operation est propre au mailleur controle. Les outils de base sont identiques, 
au moins formellement, a ceux du cas classique. Le but est ici, tout en preservant 
une qualite en forme raisonnable, de traiter les an~tes de longueur incorrecte pouvant 
exister dans le maillage construit (en principe, le nombre de telles aretes doit etre 
faible, au moins quand le champ de taille ne presente pas de variation trop brutale). 
On se donne done trois operateurs specifiques 

- un operateur pour "fusionner" les deux extremites d'une arete trop courte, 

- un operateur pour casser en deux une arete trop longue, 

- un operateur de bouge de points a longueur unite. 

Les deux premiers operateurs sont classiques (Ia seule difference vient de Ia fa~on 
de calculer les longueurs d'aretes). Le dernier operateur s'ecrit, si on bouge le point 
P: 

- PjP -
Pj = Pj + IIPjPII hj 

ou les Pj sont les points tels qu'il existe une arete P Pj (ce sont done les sommets 
autres que P de tousles tetraedres ayant P comme sommet) et hj est tel que lpp

1 
= 

1. On obtient ainsi les points P j, positions ideales de P pour les aretes P Pj et on 
en deduit un point moyen. On deplace alors P vers ce point tant que Ia nouvelle 
configuration reste valide. 

5.3. lndice d'efficacite 

Si I; designe Ia longueur de l'arete i mesuree dans Ie champ, on definit l'indice 
d' efficacite du maillage comme Ia valeur moyenne des carres des ecarts a l pour toutes 
Ies aretes de ce maillage (on note na ce nombre d'aretes). Ainsi, cet indice est defini 
par 

'\'na 2 
T = 1 - 0i-I e; 

na 

avec e; = 1 - I; si I; < 1 ou e; = 1 - t si I; > 1 

Cet indicateur semble approprie pour evaluer rapidement Ia qualite d'un maillage 
vis-a-vis d'un champ de taille. Afin de donner une idee de Ia sensibilite de cette me
sure, nous donnons le tableau I dans lequel on suppose que I est constante pour toutes 
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Tableau 1. Sensibilite de l 'indice d 'efficacitl 

les aretes (ce qui est non n!aliste mais permet de voir )'incidence d'un defaut de taille 
sur Ia valeur r) et indique que les aretes sont l fois trop grandes ou trop petites(/ = 5 
(tout comme l = 0.2) signifie que les aretes sont en defaut de longueur dans un rapport 
cinq, cinq fois trop tongues (cinq fois trop courtes)). L' optimum est done Ia valeur 1 et, 
en pratique, une valeur superieure a .91 donne une garantie de respect tres raisonnable 
du champ specific. 

Ce tableau pourra etre consulte lors de I' analyse des resultats presentes plus bas 
pour se donner une idee de Ia nature de ceux-ci. 

6. Remaillage unite de Ia surface 

Cette etape du processus de maillage est non triviale et, a elle seule, justifierait 
quelques developpements (voir par exemple [BOR 97]). Dans ce qui suit no usn' allons 
que donner les grandes Iignes d'un schema possible pour construire, par remaillage de 
Ia surface actuelle, un maillage adapte de cette derniere. 

On suppose done que Ia surface a mailler est connue, du point de vue geometrique, 
soit directement (analytiquement) soit via un maillage (adequat). 

Dans le cas ou Ia surface est connue directement, on est capable (par exemple 
en "posant des questions" a un code de CAO) d'extraire les informations utiles au 
processus de remaillage envisage (normale, plan tangent, courbure). 

Dans le cas ou Ia surface est definie par un maillage, ce dernier sert de base a Ia 
construction d'un support mathematique ([GEO 97b]). Ce support permet alors de se 
ramener au cas precedent, on sait en effet "interroger" Ia surface pour en extraire les 
informations dont on a besoin. 

On suppose par ailleurs que l'on dispose deja d'un maillage quelconque (qui peut 
etre le maillage servant de support) et on se propose de donner une methode permettant 
de construire un nouveau maillage respectant telle ou telle propriete, le probH:me est 
done un probleme de remaillage. Les informations utiles a un tel remaillage consistent 
essentiellement a: 

- savoir positionner un point sur Ia surface, 

- connaitre Ia geometric de Ia surface en un point donne (normales, rayon de 
courbure minimal, rayons de courbure principaux). 

On definit alors quelques operations locales permettant de: 

- creer et inserer un point, 
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- supprimer un point, 

- effectuer une bascule d, arete. 

Ces operations logiques utilisent quelques operateurs locaux qui, pour Ia plupart, 
sont les memes que ceux utilises pour I' optimisation. En particulier, du point de vue 
topologique, on doit savoir: 

- basculer une arete, 

- remailler un "poly gone" (pour supprimer un point). 

A partir de I' ensemble de ces outils, il est possible de remailler une surface. L' idee 
de base est toujours Ia meme, on remaille de telle sorte que les aretes du nouveau 
maillage soient de longueur unite (dans une metrique Jiee a Ia geometric de Ia surface) 
tout en s'assurant de Ia qualite des elements generes et en verifiant Ia geometric de 
Ia surface. Notons que !'on considere en premier le remaillage des aretes vives de Ia 
surface. 

7. Quelques rt!sultats 

On va donner plusieurs exemples de maillages gouvernes construits par Ia methode 
proposee (hormis le premier, construit par Ia methode classique) en notant, a titre de 
synthese, que Ia methode proposee suit le schema rappele au depart et que seules les 
phases de creation de points et d'optimisation ont ete modifiees. 

Le premier jeu d'exemples correspond au cas ou un, puis deux points sources sont 
utilises. Les autres exemples sont gouvernes par un maillage de fond aux sommets du
quel une fonction de taille est specifiee analytiquement (mais, pour s'eloigner d'une 
situation academique et se rapprocher d'un cas concret, ne sera utilise que de ma
niere discrete, c' est-a-dire aux nreuds du maillage de fond courant). Le premier de ces 
exemples est a fronliere fixe (le maillage de Ia surface respecte le champ donne) tandis 
que pour les autres, le maillage de Ia surface ne suit pas le champ, Ia surface doit alors 
etre remaillee a chaque iteration (le dernier exemple correspond a un domaine non 
convexe). 

7.1. Un premier exemple (afrontierefixe) avec sources 

On donne ici deux exemples. Le domaine est une sphere de rayon I, centree a 
I' origine. Sa surface, maillee regulierement, impose une taille pratiquement con stante 
de I'ordre de 0.08. 

On impose alors (figure I) un point source defini par ses coordonnees, (x = 
0.25, y = 0.25, z = 0.50), et une taille h = 0.025. Ce pointjoue done le rOle d'un 
attracteur, en son voisinage les mailles seront plus fines. L'autre exemple (figure 2) 
comprend deux points sources, (x = 0.25, y = 0.25, z = 0.50) et (x = -0.25, y = 
-0.25, z = 0.50) de tailles respectives h = 0.015 et h = 0.30. Le premier est done 
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un attracteur tandis que le second est un repulseur. Pour chacun de ces exemples, on 
montre une coupe, par le plan z = 0.5, du maillage obtenu. 

Figure 1. Coupe du maillage avec le 
plan z = 0.5 (une source) 

Figure 2. Coupe du maillage avec le 
plan z = 0.5 (deux sources) 

Le maillage de Ia figure 1 comprend 171151 tetraedres, celui de Ia figure 2 en a 
107 404. La vitesse de generation (sur ces exemples) est de l'ordre de 800 000 ele
ments par minute (HP9000/C 180). 

Cette approche de controle par points sources (utilises ici comme sommets) a 
l'avantage d'etre tres rapide (Ia vitesse obtenue est Ia meme que celle d'un mailleur 
"classique"). Par contre, elle presente quelques faiblesses relatives a 

- Ia difficulte liee a Ia definition des points sources, 

- l'effet de ces points (effet plus ou moins previsible), 

- etc. 

Ainsi, selon Ia nature de I' application, cette approche sera utilisable sans probleme 
ou difficilement controlable. 

7 .2. Un premier exemple (a frontiere fixe) avec mail/age de fond 

Le domaine a mailler est une simple sphere de rayon 1, centree a l'origine. Le 
champ de controle des tailles est defini de maniere analytique par Ia relation suivante: 

h(x, y, z) = 0.45 x lid- 0.1511 x lid- 0.6511 + 0.261 



352 Revue europeenne des elements finis. Volume 7 - no 411998 

- np ne T per Q 1 - 2 2-3 
Maillage initial 1663 8340 .5857 3 2.11 98 I 
Iteration 1 48514 289746 0.9719 94 4.97 96 2 
Iteration 2 52977 316927 0.9749 97 4.47 97 2 
Iteration 3 53426 319731 0.9755 97 4.99 97 2 
Iteration 4 53642 321081 0.9759 98 4.89 97 2 
Iteration 5 53 718 321545 0.9761 98 3.90 97 2 
Iteration 6 53798 322070 0.9763 98 4.26 97 2 
Iteration 7 53 887 322553 0.9765 98 4.11 97 2 

Tableau 2. Statistiques relatives aux differentes iterations. 

ou d est Ia distance du point (x, y, z) a l'origine. Toute coupe par un plan z constant 
do it faire apparaitre deux cercles, centres a I' intersection du plan de coupe et de I' axe 
des z. 

Figure 3. Coupe du mail/age initial Figure 4. Coupe du maillage de /'ire-
avec le plan z = 0 ration 4 avec le plan z = 0 

La vitesse de generation (sur cette serie d'exemples) est comprise entre 300 000 et 
450 000 elements par minute (HP9000/C180). 

Dans cet exemple, relativement simple (il n'y a pas de variation trop grande entre 
les h specifies), Ia convergence est obtenu rapidement (cf. le tableau 2 dans lequelle 
nombre de sommets est np, le nombre d'elements est ne, r designe l'indice d'effica
cite introduit ci-dessus tandis que per indique le nombre d'aretes (en pourcentage) de 
longueur unite (en pratique, de longueur comprise entre ~ et J2). Par ailleurs, Q 
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est Ia qualite du maillage, Ia colonne 1 - 2 indique le pourcentage d'elements dont Ia 
qualite est comprise entre 1 (le tetraedre equilateral) et 2 tandis que Ia colonne 2 - 3 
correspond aux elements de qualite comprise entre 2 et 3), on peut en effet considerer 
que des )'iteration trois, le resultat est pratiquement stable. 

7.3. Un second exemple (afrontiere variable) avec maillagedefond 

Le domaine a mailler est une simple sphere de rayon I, centree a I' origine. Le 
champ de controle des tailles, sensiblement plus contraignant que dans I' exemple pre
cedent (hors le fait qu'il affecte egalement Ia surface), est defini de maniere analy
tique2 par Ia relation suivante: 

avec 

h(x, y, z) = min(h;(x, y, z)) •=1,6 

hl(x, y, z) = 1.5 x JJd1 -1.11 + 0.006 

h2(x, y, z) = 1.5 x JJd2- l.JJ + 0.006 

h3(x, y, z) = 1.5 x JJd3- l.IJ + 0.012 

h4(x, y, z) = 1.5 x JJd4- l.JJ + 0.012 

h5(x, y, z) = 1.5 x JJd5- l.JJ + 0.018 

h6(x, y, z) = 1.5 x JJd6- l.JJ + 0.018 

ou d 1 est Ia distance entre le point ( x, y, z) et le point ( 1., 0., 0.), d2 est Ia distance 
au point (-1.,0.,0.), d3 est Ia distance au point (0., 1.,0.), d4 est Ia distance au 
point (0., -1., 0.), d5 est Ia distance au point (0., 0., 1.) et d6 est Ia distance au point 
(0., 0., -1.). En pratique, ce champ ne sera connu qu'aux sommets du maillage de 
fond correspondant a !'iteration en cours. 

On regarde, en premier, !'evolution du maillage de Ia surface en fonction des ite
rations (figures 5 a 12). Ces figures indiquent l'effet du maillage de fond quanta Ia 
qualite de Ia capture du champ de controle. Le maillage de Ia figure 5 ne suit abso
lument pas le champ, en effet, ce maillage a ete construit sans tenir compte de ce 
champ. Le maillage de Ia figure 6 ne capte pas le champ specific et, de plus, pre
sente des zones maillees trop finement. Ce phenomene est lie au fait qu'il existe des 
aretes dont les extremites ont une taille petite et que le maillage de fond ne donne 
pas d' indication supplementaire entre ces extremites. Par suite, une telle arete ne peut 
etre que decoupee trop finement. Le maillage de Ia figure 7 Iaisse voir une capture 
relativement bonne du champ avec, toutefois, quelques defauts de densite. Le dernier 
maillage (figure 8) est juge satisfaisant. 

On montre maintenant, figures 9 a 24, des coupes du maillage volumique au fil des 
iterations. 

2. Ce type de fonction a ete choisi pour faciliter d'une part I' appreciation rapide des resultats et d'autre 
part pour simuler des champs de taille avec des variations significatives. 
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Figure 5. Le maillage initial de Ia sur
face ( 122 sommets et 240 triangles) 

Figure 7. Le maillage de Ia surface 
a !'iteration 3 ( 3 964 sommets et 7 924 
triangles) 

Figure 6. Le maillage de La surface 
a I 'iteration 1 ( 3 489 sommets et 6 97 4 
triangles) 

Figure 8. Le maillage de La surface 
a /'iteration 7 ( 4 766 sommets et 9 528 
triangles) 
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Figure 9. Coupe du mail/age initial Figure tO. Coupedumaillagedel'ite-
avec le plan z = 0 ration 1 avec le plan z = 0 

Figure 11. Coupedu maillagede !'ite
ration 3 avec le plan z = 0 

Figure 12. Coupe du maillagede !'ite
ration 7 avec le plan z = 0 
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Figure 13. Coupe du maillage initial Figure 14. Coupe du maillagede l'ite-
avec le plan z = 0.25. ration I avec le plan z = 0.25 

Figure 15. Coupedu maillagede ['ite
ration 3 avec le plan z = 0.25 

Figure 16. Coupe du maillagede !'ite
ration 7 avec le plan z = 0.25 



Generation de maillages tridimensionnels 357 

Figure 17. Coupe du mail/age initial Figure 18. Coupe du maillagede l'ite-
avec le plan z = 0.50 ration 1 avec le plan z = 0.50 

Figure 19. Coupe du maillage de /'ite
ration 3 avec le plan z = 0.50 

Figure 20. Coupe du maillagede /'ite
ration 7 avec le plan z = 0.50 
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Figure 21. Coupe du maillage initial Figure 22. Coupe du maillagede l'ite-
avec le plan z = 0.75 ration 1 avec le plan z = 0.75 

Figure 23. Coupe du maillage de l 'ite
ration 3 avec le plan z = 0.75 

Figure 24. Coupe du maillagede ['ite
ration 7 avec le plan z = 0.75 
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- np ne T per Q 1-2 2-3 
Maillage initial 277 1200 0.515 7 1.84 100 -

Iteration 1 23023 124362 0.814 37 47. 81 11 
Iteration 3 115215 647119 0.9448 78 12. 78 20 
Iteration 7 253068 1416617 0.9616 86 8. 74 24 

Tableau 3. Statistiques relatives aux differentes iterations. 

- np ne T per Q 1-2 2-3 
Maillage initial 3703 12993 0.784 33 5.63 95 3 
Iteration I 26701 126296 0.905 61 7.60 90 8 
Iteration 2 59398 306830 0.959 86 7.69 89 10 
Iteration 3 70292 366798 0.967 91 11.00 89 10 
Iteration 4 76888 405436 0.971 94 11.51 90 9 

Tableau 4. Statistiques relatives a La piece mecanique "lhmount ". 

Le tableau 3 consigne les statistiques relatives aux differents iteres avec les para
metres introduits pour le tableau 2. 

La vitesse de generation (sur cette serie d' exemples) est comprise entre 200 000 
et 350 000 elements par minute (HP9000/C180). 

7 .4. Un exemple non convexe (a frontiere variable) avec maillage de fond 

Cet exemple correspond a une piece mecanique dont Ia geometric est representa
tive de toute une classe de problemes (non convexite, forme relativement complexe, 
peu de volume). Le champ de controle est donne de maniere analytique, il est construit 
a partir de Ia boite englobant I' objet (un parallelepipede) et indique une variation de 
taille suivant six spheres centrees aux six milieux des faces de cette boite. La taille 
requise est petite sur ces spheres et grandit quand on s'en eloigne. 

On montre sur Ia figure 25 Ia triangulation initiale de Ia surface de 1' objet et sur les 
figures 26 a 28 les maillages correspondant aux iterations 1 a 3 de Ia boucle d' adapta
tion. 

Les quatre dernieres figures montrent des coupes par le plan x + y + z + 0.19 = 
0 des maillages volumiques des iterations 0 (le maillage initial non adapte) a 3. Le 
tableau 4 reporte, avec les memes parametres que le precedent, les statistiques relatives 
aces maillages. 

La vitesse de generation est de I' ordre de 300 000 elements par minute (station 
HP9000/C 180). Les resultats semblent, au vu a Ia fois des dessins et des statistiques, 
tout a fait raisonnables. Ceci indique qu'il n'y a pas de difficulte supplementaire pour 
traiter un objet realiste par rapport au cas academique presente auparavant. 



360 Revue europeenne des elements finis. Volume 7- n° 4/1998 

Figure 25. Le maillage initial de La 
surface (courtesy of MSC) 

Figure 27. Le maillage de La surface 
a l 'iteration 2 

Figure 26. Le mail/age de La surface 
a l 'iteration I 

Figure 28. Le mail/age de La surface 
a ['iteration 3 
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Figure 29. Le mail/age volumique ini- Figure 30. Le maillage volumique a 
tial l 'iteration 1 

Figure 31. Le maillage volumique a Figure 32. Le maillage volumique a 
I' iteration 2 ['iteration 3 
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8. Extensions et conclusions 

La validation de Ia methode de maillage proposee doit se poursuivre, en particu
lier avec des exemples tires d'applications industrielles. On pense principalement aux 
problemes de mecanique du solide en se pla~ant dans une boucle complete d'adapta
tion incorporant le cycle (construction de maillage, calcul, estimateur d'erreur) avec 
un champ de taille deduit de l'estimateur d'erreur et non pas specifie analytiquement. 
Par ailleurs, !'approche proposee, par reconstruction totale du maillage a chaque itere 
doit etre comparee avec les methodes d'adaptation par modifications locales. 

D'un point de vue plus technique, il serait bon d'ameliorer Ia vitesse de creation 
des maillages qui semble etre de l'ordre de deux a trois fois plus faible que pour un 
mailleur "classique". 

Enfin, une extension au cas de Ia construction de maillages anisotropes semble 
naturelle, en particulier en changeant Ia notion de longueur unite et en generalisant le 
noyau de Delaunay (cf. [BOR 96]). 
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