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RESUME. On presente dans cet article une modelisation theorique et numerique de manchons 
de raccordement en alliage a memoire de forme. La mode/isation prend en compte le 
comportement des alliages a memoire de forme, les coup/ages thermomecaniques forts et le 
contact frottant. La resolution nwnerique est basee sur wz algorithme de difference convexe 
associe a deux algorithmes de point fixe pourle problhne thermique et le frottement. 

ABSTRACT. We presellt, in this paper, a theoretical and numerical modelisation of the coupling 
sleeves. The model takes into account shape memory alloys behavior, thermomechanics 
couplings and frictional contact. The numerical solution is based on a convex difference 
algorithm associated with two fixed point algorithms for thermal and frictional problems. 
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1. Introduction 

Les alliages a memoire de forme (AMF) se caracterisent par des comportements 
particuliers. lis peuvent subir des deformations tres importantes, en apparence 
plastiques, et pourtant reversibles de l'ordre de dix fois celles observees 
generalement en elasticite. lis se dilatent lorsque Ia temperature diminue et 
reagissent a une sollicitation mecanique donnee de fa~on tres differente pour des 
temperatures voisines de quelques degres seulement. Ces phenomenes sont dus a un 
changement de phase a l'etat solide appele transformation martensitique qui 
caracterise une modification de Ia structure cristallographique de I'alliage metallique. 
Dans le cas des AMF il y a changement de forme lors du passage de l'etat 
austenitique a l'etat martensitique ; une chaleur latente est absorbee ou degagee 
suivant le sens de Ia transformation et on parle de comportement pseudo-elastique. 
Differentes approches ont ete developpees pour modeliser le comportement pseudo
elastique des AMF. Citons les travaux de Achenbach et Muller [ACH 85], Fremond 
[FRE 87a], Patoor, Eberhardt et Berveiller [PAT 87], Sprekels [SPE 90], Ball et 
James [BAL 92], Raniecki, Lexcellent et Tanaka [RAN 92], Abeyaratne et Knowles 
[ABE 93], Chrysochoos, Lobel et Maisonneuve [CHR 95], Lexcellent et Licht 
[LEX 91], Nguyen et Moumni [NGU 95]. 

Meme si Ia decouverte de ces alliages date des annees trente (alliage Au-Cd) leur 
application industrielle date seulement du debut des annees soixante. Du fait de leur 
coiit ces alliages sont longtemps restes des curiosites de laboratoire. Pourtant, leurs 
proprietes peuvent paraitre interessantes d'un point de vue strictement 
technologique. A partir des annees soixante-dix, un certain nombre de 
developpements, co"incidant avec !'apparition de nouveaux al\iages (CuAIZn, 
CuAlNi, NiTi ... ), ont vu le jour : actionneurs de satellite, de friteuse, implants 
cardio-vasculaires, armatures de lunettes, baleines de soutien-gorge, 
thermomarqueurs ... Les difficultes rencontrees dans le developpement de ccs 
alliages sont principalement liees a leur extreme sensibilite. Une tres faible variation 
dans leur composition peut entralner de tres grandes differences au niveau de leur 
tenue mecanique. De plus leur usinage est extremement complexe entrainant un coiit 
tres eleve et une tres faible production. Toutefois, ces materiaux devraient encore 
connaitre d'importants developpements dans les annees a venir. L'une des premieres 
et des plus celebres applications industrielles des AMF a ete le manchon de 
raccordement et d'etancheite pour tuyauterie ( cf. [PAT 90]). Cette technique a ete 
developpee par l'industrie aeronautique militaire americaine. Elle utilise l'effet 
memoire simple sens et !'effort considerable qui est developpe par ces materiaux 
lorsque l'on empeche leur retour a leur forme initiale (figure 1). Le principe est bien 
connu, c'est celui du frettage. 

L'effet memoire simple sens se caracterise par : 

- une importante dilatation lorsque l'on refroidit un AMF (sous une contrainte 
macroscopique nolle) a partir d'un etat austenitique en dessous d'une certaine 
temperature de transformation, 

- un retour a Ia forme initiale apres retour a Ia temperature initiale. 

On presente dans cet article une modelisation des differents phenomenes entrant 
en jeu dans cette application : transformation de phase (fort couplage 
thermomecanique ), contact et frottement. 
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La loi de comportement de l'AMF est celle non monotone. donnee par 
M. Fremond [FRE 87a], loi capable de rendre compte simplement du changement de 
phase et deja etudiee par les auteurs dans le cas d'eprouvettes en CuZnAI [PAG 96]. 
Le contact frottant est modelise par les lois de Signorini et de Coulomb [MOR 66]. 

La loi de comportement utilisee ici se pn:lte a une resolution numerique par un 
algorithme de Decomposition Convexe (D.C.) [AUC 89]. Cet algorithme est base sur 
Ia decomposition de l'energie potentielle en Ia difference de deux fonctions 
convexes. On est alors conduit a chercher des points critiques d'un Lagrangien 
introduit par Auchmuty [AUC 89]. Cette recherche se fait par une succession de 
minimisations globales et locales. 

L'algorithme D.C. est couple a deux algorithmes de point fixe, l'un pour le 
probleme thermique, !'autre pour le probleme de frottement [RAO 88, LEB 92]. Le 
probleme thermique est resolu par une methode de Cranck-Nicholson, le probleme 
de frottement est resolu par une methode de Gauss-Seidel surrelaxee projetee. 

a 

do!-~ 
~~~ 

b 

D d 

F 

c 

Figure 1. Principe du manchon a) Le diametre interieur dO de La hague est injerieur 
au diametre D, b) La hague est dilatee, son diametre d devient superieur a D, 
c) La hague deveLoppe un effort de serrage (d'apres [PAT 90]) 

Dans Ia premiere partie, on decrit le probleme mecanique dans le cadre des 
materiaux standard generalises. Dans Ia seconde partie, on presente les differents 
algorithmes utilises, en particulier l'algorithme D.C. Enfin, Ia derniere partie est 
consacree a !'etude numerique des manchons de raccordement. On tiendra compte, 
en particulier, de ctefauts geometriques ou comportementaux. 
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2. Modelisation des AMF 

2.1. Loi de comportement 

Les lois proposees par Michel Fremond [FRE 87a] permettent de representer le 
comportement instable du materiau a l'echelle microstructurale lors du changement 
de phase. On suppose que seulement une austenite et deux types de martensite sont 
en presence. Les densites d'energie libre volumiques des phases martensitiques sont 
notees Wi (i = 1,2) et Wocelle de !'austenite. 

1 
Wo(e,T) =2 eKe- c(T)- c0 T logT, [ l] 

I 
WI (e,T) =2 eKe- a(T) tr e- c0 T logT, [2] 

I 
W2{e,T) =2 eKe+ a(T) tr e- c0 T logT. [3] 

avec 

{ 
-a(T-T J si T ::; T c ~ 

a(T) = 0 sinon et c(T) =To (T-To) [4] 

ou T et e representent respectivement Ia temperature et le tenseur des deformations 
linearisees, K est le tenseur de rigidite, c0 est Ia capacite calorifique, ~ est Ia 

chaleur latente de changement de phase austenite-martensite, a est un coefficient lie 
a Ia dilatation thermique et T0 et T c sont des temperatures caracteristiques du 

materiau. On suppose par Ia suite que T 0 est inferieure ou cgale a Tc. On remarquc 

que a est une fonction positive de la temperature T. 

Dans ces potentiels, le terme t eKe represente Ia densite d'energie elastique, le 

terme c(T) est une densite associee au changement de phase austenite-martensite, 
a(T) tr e est un terme lie a Ia dilatation thermique lors du changement de phase et Co 
T logT est lie au couplage thermique. On ecrit Ia densite d'energie libre du melange 
'P comme une combinaison convexe des energies de chacune des phases. Les 
proportions ~i (i = 1,2) des martensites sont astreintes a rester dans le simplexc C 
(figure 2): 

[5] 
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l3z 

0 

Figure 2. Le simplexe C auquel appartiennent les proportions volumiques de 
martensites 

'P peut done se mettre sous Ia forme : 

ou Ic est Ia fonction indicatrice du simplexe C definie par 

= { 0 si (YJ, y~) E C 
+ oo smon 

Le dernier terme de [6] est un terme d'energie d'interaction qui pourrait etre 
choisi de maniere plus complexe [FRE 96]. L'energie libre du melange a une forme 
tres simple, Ia fonction indicatrice imposant uniquement des conditions sur les 
proportions de martensite ~ 1 et ~2- Elle apparait com me une fonction lineaire des 
variables ~1 et ~2. convexe par rapport a e et concave par rapport a Ia temperature. 

En utilisant le formalisme des materiaux standard generalises [HAL 75] et en 
negligeant Ia dissipation intrinseque - hypothese confirmee par des experiences 
menees au laboratoire [CHR 95] - on peut eliminer les variables internes ~ 1 et ~2 
dans le potentiel [PAG 97a]. Ce potentiel, note W, depend seulement des variables 
d'etat T et e et s'exprime comme le minimum de l'energie libre du melange par 
rapport aux variables internes. La fonctionnelle 'P etant lineaire par rapport a ~ 1 et 
~2. le minimum est atteint au bord du triangle C et W s'ecrit comme le minimum des 
energies de chacune des trois phases : 

W(e,T) =min {'P(T,e,~1.~2), (~1.~2) E C) 

=min {Wo(e,T), W1(e,T), W2(e,T)}. [7] 

On represente sur Ia figure 3, l'energie W pour trois temperatures 
caracteristiques. 
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Figure 3. Potentiel pour T 5To. To 5T 5Tc et T? Tc 

c(T) 

a(T) 

Figure 4. Decomposition convexe du potentiel pour T 0 5 T 5 Tc 

En extrayant Ia densite d'energie libre de Ia phase austenitique du minimum des 
trois energies et par des transformations elementaires, on montre que le potentiel 
W(e,T), non convexe et non differentiable, peut s'ecrire comme Ia difference de deux 
fonctions convexes [PAG 96] q>l et q>2, 

1 
q>J(e,T) =2 eKe- c(T)- c0 T logT, [8] 

q>2(e,T) =max (a(T) ltr el- c(T),O). [9] 
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Cette decomposition pour un cas unidimensionnel est presentee sur Ia figure 4 
dans le cas d'une temperature intermediaire T (To::; T::; Tc)· 

A partir de cette decomposition, on ecrit Ia loi de comportement du materiau 
sous Ia forme suivante : 

0" E de q>l (e(u),T)- 0"2, pour tout 0"2 E de q>2(e(u),T) [10] 

ou de est l'operateur sous-differentiel [MOR 63] et u le champ des deplacements. 

La loi de comportement obtenue est presentee sur Ia figure 5 pour differentes 
temperatures dans un cas unidimensionnel. A basses temperatures (figure Sa), le 
premier type de martensite existe pour des deformations positives et le second pour 
des deformations negatives. A des temperatures intermediaires (figure Sb), Ia loi de 
comportement est plus complexe. La phase austenitique existe pour des 
deformations comprises entre -c(T)/a(T) et c(T)/a(T) alors que Ia phase 
martensitique existe pour des deformations superieures a c(T)/a(T) ou inferieures a 
-c(T)/a(T). Enfin, a hautes temperatures (Figure Sc), on obtient une loi de 
comportement de type elastique linearisee et seule Ia phase austenitique est presente. 
Dans les deux premiers graphes a(T) represente le saut de contrainte lors du passage 
de Ia phase austenitique a l'une des deux phases martensitiques et le coefficient 
c(T)/a(T) represente Ia valeur du seuil de changement de phase en deformation. 

Figure 5. Loi de comportement pour T::; T 0• T 0::; T::; Tc et T 2 Tc 

2.2. Modelisation du contact et dufrottement 

2.2.1. Gene ralites et notations 

On desire prendre en compte le contact entre Ia hague en alliage a memoire de 
forme et les tuyaux. On appelle Q Ia structure plane consideree c'est-a-dire Ia bague 
en AMF. On notera r c Ia frontiere de contact bague/tuyau, r d et r f les parties de Ia 

frontiere de Q ou respectivement des deplacements et des efforts surfaciques 
exterieurs sont imposes. 
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So it HI (Q) l'espace de Sobolev d'ordre 1 et H le sous-es pace de (HI (Q) )2 
defini ci-dessous, 

H = {v E (HI (Q))2, yv = u sur rd }, [I!] 

y designe l'operateur trace sur Ia frontiere r d· On notera %(Q) (resp. Ho) le sous

espace de HI(Q) (resp. (H 1 (Q))2) dont Ia trace est nulle sur le bord. On suppose par 
Ia suite que les tuyaux sont parfaitement rigides. 

On introduit le referentiellocal (n,t) ou n designe Ia normale exterieure a Q et le 
convexe de contact lK definissant !'ensemble des champs cinematiquement 
admissibles 

lK = { v E H, VN :::; 0 } , [ 12] 

ou VN est Ia composante normale de Ia trace du deplacement v sur le bord du 

domaine r c· On notera VT Ia composante tangentielle du deplacement et (JN, (JT 

respectivement les composantes normale et tangentielle du vecteur contrainte crn. 
Les forces thermodynamiques seront decomposees en partie reversible (indicee r) et 
irreversible (indicee ir). 

2.2.2. Lois d'etat 

Les conditions de contact unilateral (conditions de Signorini) sont prises en 
compte en ajoutant au potentiel defini dans le paragraphe precedent Ia fonction 
indicatrice du convexe lK des champs de deplacements admissibles, 

<j>(e(v),T) = W(e(v),T) + IJK(v), [13] 

ou IlK est Ia fonction indicatrice du convexe lK. 

Les lois d'etat s'ecrivent, 

crr E ae <1>1 (e(u),T)- cr2, pour tout cr2 E ae <!>2(e(u),T) dans Q, [14] 

[ 15] 

En transformant [ 15], grace a des considerations d'analyse convexe, on obtient 
que Ia partie irreversible de Ia contrainte tangentielle est nulle sur Ia frontiere de 
contact. Ce qui donne le probleme de complementarite, 

r <0 <0 r 0 r <JN - ' UN - ' <JN UN = sur c· [16] 
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2.2.3. Lois complementaires 

Le pseudo-potentiel de dissipation associee a Ia Ioi de Coulomb, suppose ici 
independant de Ia temperature, s'ecrit, 

[17] 

0 

ou v designe Ia derivee par rapport au temps du champ de deplacement v. 

Dans le domaine Q Ia contrainte irreversible est nulle car le potentiel de 
dissipation ne depend pas de Ia vitesse de deformation. Sur Ia frontiere du domaine, 
il en est de meme pour Ia composante normale irreversible de Ia force 
thermodynamique. II nous reste done sur Ia frontiere de contact, 

[18] 

En explicitant !'equation [ 18], on en deduit le principe de dissipation minimale 
[MOR 66] et I'ecriture classique de Ia loi de Coulomb [LEB 92], 

[ 19] 

0 

si I crT I< 111 crN I alors ur = 0 [20] 

si I crT I= Ill crN I alors ~T =-A. crT, A> 0. [21] 

La figure 6 represente les graphes des lois de frottement et de contact en un point 
de Ia surface de contact. Les figures 5 et 6 montrent que le probleme est tres 
fortement non lineaire (non-linearite de Ia loi de comportement dans le domaine et 
non-Iinearite des lois d'interface). 

Figure 6. Lois de frottement et de contact 
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2.2.4. Equations d'equilibre et formulation variationnelle 

On se place sous des hypotheses quasi-statiques et dans le cadre des petites 
perturbations. On note f et F respectivement les efforts volumiques appliques dans .Q 
et surfaciques appliques sur r f On suppose qu'a !'instant initial le champ des 

deplacements et le tenseur << de changement de phase » a 2 sont donnes. Les 

equations d'equilibre s'ecrivent, 

div a + f = 0 dans .Q, 

u = u surrd, 

an= F sur rc-

[22) 

[23) 

[24] 

A ces trois equations sont associees les conditions de Signorini [ 16], Ia loi de 
Coulomb [18], [19), [20), [21) et Ia loi de comportement [14]. 

Afin de formuler le probleme variationnel en termes de deplacements, on 
applique le principe des travaux virtuels, 

f a(u):e(v) dx- f an.yv dl. = l(v), V v E Ho [25) 

Q 

ou l(v) designe le travail virtue! des efforts exterieurs (volumiques et surfaciques). 

La relation [ 14] s'ecrit comme un systeme de deux inegalites qui decoule de Ia 
definition d'un sous-differentiel. Apres integration sur le volume et Ia frontiere, il 
vient, 

f Ke(u):e(v-~) dx- f an(u):y(v-~) dl. ~ l(v-~ ) + J a2:(e(v- ~)) dx, V v E Ho [26) 

n lc n 

et pour chaque a2 E L = L2(0,T; (L2 (.Q))6) 

ctl2(e(v),T)- ctl2(e(u),T) ~ J a2:(e(v)-e(u)) dx, V v E Ho, 

n 

avec 

ctl2(e(v),T) = J <1'2(e(v),T) dx . 

n 

[27] 

[28) 
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Par Ia suite, on notera, 

<I> 1 (v,T) = J ct>I (e(v),T) dx - l(v). 

n 
[29] 

Le terme sur r c dans !'equation [26] doit satisfaire aux lois de contact et de 

frottement [15] et [18]. En utilisant une demarche similaire a celle proposee dans 
[COC 95], on obtient Ia formulation variationnelle en termes de deplacements 
composee de trois inequations variationnelles couplees. 

PROBLEMEM 

uo E H, ~2 E (L2 (.Q))6 donnes, trouver u E V =HI (O,T; IK) et cr2 e L tels que 

u(O) = uo dans .Q, 

0'2(0) = ~2 dans n, 

f Ke(u):e(v-~) dx+j(u,v)- j(u.~) ~ i(v-~) + J cr2:(e(v)-e(~)) dx 

n n 

[30] 

[31] 

+ J crN(u)(vN-uN) dl, Vve Ho. [32] 

rc 
et pour chaque cr2 E L tel que 

<I>2(e(v),T)- <I>2(e(u),T) ~ J cr2:(e(v)-e(u)) dx, V v E Ho. 

n 

f O'N(u) (zN- UN) di ~ 0'1/ z E JK 

rc 

avec j(u, v) =- J JlO'N(u) lvTI dl. 

rc 

2.3. Equation de Ia chaleur 

[33] 

[34] 

[35] 

L'entropie massique s du materiau derive de Ia densite d'energie libre du melange 
'P, 

a'P 
s = aT\e(u),T) [36] 
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En !'absence de source de chaleur, le second principe de Ia thermodynamique 
s'enonce sous Ia forme, 

0 (] d 
s + div(.;:L.) =- > 0 T T- [37] 

ou d = d 1 +d2 est Ia dissipation to tale et q le vecteur flux de chaleur. En negligeant Ia 

dissipation intrinseque d 1 [CHR 93, CHR 95] et en utilisant Ia loi de Fourier q = k 

grad(T), on obtient !'equation de 1a chaleur suivante, 

0 0 0 

pC0 T (x,t) - k L\T(x,t) = p:£ ~J(x,t) + p:£ ~:z(x,t) = S(x,t), [38] 

ou p est Ia densite volumique et k Ia conductivite thermique. 

Dans cette modelisation les proportions de martensite ~i ne peuvent prendre que 

les valeurs 0 ou 1. En un point donne de Ia structure une seule phase est presente et 
ceci revient a representer La transition de phase de maniere instantanee. L'ensemble 
Mi definit !'ensemble des points ou Ia phase martensitique i est active, 

M 1 = { (x,t), a(T) tr e(x,t) ;;::: c(T)}, 

M 2 = { (x,t), a(T) tr e(x,t) ::; - c(T)}. 

[39] 

[40] 

Les champs de proportions de martensite ~ 1 et ~2 sont assimilables aux 

fonctions caracteristiques Xi (x,t) et X2(x,t) des ensembles M 1 et M2, 

Xi(x,t) 
= {I si x E Mi 

0 sinon 

Les problemes mecanique et thermique sont fortement couples. Les fractions 
volumiques de martensite et d'austenite dans !'equation de Ia chaleur dependent du 
probleme mecanique et les coefficients a et c intervenant dans les equations 
d'equilibre sont des fonctions de Ia temperature. 

On suppose que Ia temperature est imposee sur une partie de Ia frontiere, notee 
rl et que !'on a des conditions d'echange sur une autre partie de Ia frontiere rT On 

appelle g le coefficient de transfert a travers cette frontiere et Text (resp. T1) Ia 

temperature exterieure (resp. imposee sur ri). 

On note Z le sous-espace de H
1
(il) ou Ia trace est egale a T1 sur rl. La 

formulation variationnelle s'ecrit classiquement : 
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PROBLEMET 

eo E L2(Q) donne, trouver T E W = Hl(O,T; Z) tel que 

T(O) = eo dans !1, 

I 
A(T,e) = L(e), V e E H0(!1) , 

avec 

A(T,e) = f [pCo T e + k gradT.grade] dx + f gT e dl, 

n rT 

L(e) = f S e dx + f gText e dl. 

n rT 

3. Resolution numerique 

3.1. Algorithme de decomposition convexe (D.C.) 

[41] 

[42] 

[43] 

[44] 

Dans un premier temps, on va s'interesser a Ia resolution du seul probleme de 
transition de phase a temperature constante et sans contact. Pour cela, on introduit 
un Lagrangien de type II defini par Auchmuty [AUC 89], 

Ln(v,'t) = <1>1 (v) + <l>;('t) - J e(v):'t dx, 

n 

* 

[45] 

ou <1>
2 

est Ia fonction convexe conjuguee de Fenchel de Ia fonction <1>2 c'est-a-dire : 

<l>;('t) =sup ( J e:'t dx- <l>2(e)). 
e n 

[46] 

Ce Lagrangien est convexe par rapport a chacune des deux variables mais non 
convexe par rapport au couple. On associe de maniere naturelle a ce Lagrangien un 
probleme min-min (par analogie au probleme min-max associe au Lagrangien 
classique convexe-concave). On en deduit un algorithme (tableau l) convergeant 
vers un point a-critique de cette fonctionnelle. Par definition, (u, crz) appartenant a H 

X (L2(!1))6 est un point a-critique de Ln si il verifie Ies relations suivantes, 

Ln (u,cr2) ~ Ln (v,cr2), V v E H [47] 

Ln (u,cr2) ~ Ln (u,'t), V cr2 E (L2 (!1))6. [48] 
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ALGORITHME D.C.: uk et cr~ donnes. 

etape 1 : uk+ I = Argmin Lu ( .• cr~) 

f e(uk+ I ):Ke(v) dx = l(v) + J cr~:e(v) dx 
n n 

, 2 k+l etape : cr2 e Argmin Lu (uk+ I, . ) 

etape 3 : Test de convergence. 

Tableau 1. Algorithme de difference convexe (D.C.) 

Cet algorithme de descente permet de construire une suite en mmtmtsant, 
alternativement, par rapport a Ia variable prim ale u et a Ia variable duale cr2 . Dans 

cette approche, les deux sous-etapes sont des problemes de minimisation convexe et 
on peut done utiliser des algorithmes standard. La premiere minimisation est 
globale, on resout a chaque iteration un probleme d'elasticite classique dont le 
second membre est perturbe par un champ de contrainte connu (solution de l'etape 
precedente). La deuxieme minimisation, locale, necessite le calcul de Ia conjuguee 

* de Fenchel <p2 de Ia densite d'energie <p2 dont Ia forme analytique est : 

* ( ) _ { .£. Is I + I [-a a] (s) si 't = s12 <p2 't - (X • . 

+ smon 
[49] 

ou Im designe le tenseur identite d'ordre m. 

On s'interesse par Ia suite a Ia seconde minimisation pour des discretisations 
bidimensionnelles par differents types d'elements finis. En notant Ki !'element 
utilise, [ 45] se met sous Ia forme : 

Lu(uk+l,'t) =q,t(uk+I) +? 
I 

J (<p; ('t)- e(uk+I):'t) dx. 

Ki 

[50] 

Dans Ia suite, suivant Ia notation donnee dans [DHA 84], on note [B] Ia matrice 
reliant les gradients aux variables nodales, [R] Ia matrice reliant les gradients 
globaux aux gradients locaux, { n2 } le vecteur de composantes (l,I,O), { cr2} 
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(resp. {I:2}) le vecteur des valeurs globales (resp. locales) aux points de Gauss de Ia 

« contrainte » cr~+ 1 a !'iteration k+ I et { un} les variables nodales du deplacement 

d'un element a !'iteration k+ I. 

a. Element P 1 (triangle a 3 nceuds, interpolation lineaire) 

En utilisant ce type d'element Ia deformation linearisee e et Ia « contrainte >> cr2 
deviennent constantes sur chaque triangle. La deuxieme minimisation est done 

* locale et revient a minimiser sur chaque triangle le terme <p
2 

('t) - e(uk+ 1 ):'t. Ceci 

no us conduit a chercher { L2} = [R] { 0"2} tel que { L2} E a <l>2([B] { Un} ). D'apres Ia 

definition de <t>2 et les proprietes du sous-differentiel, on obtient cinq cas possibles 

en fonction des valeurs de Ia trace de Ia deformation locale [B] { un}: 

(i) si tr([BHun}) < _.£. alors {I:2} =- a{ll 2 }; 
a 

(ii) si tr([BHun}) > .£. alors {I:2} = a{ll2}; a 

(iii) si - .£. < tr([B ]{ un}) < .£. alors { I:2} = 0; a a 

(iv) sitr([B]{un})=£ alors{I:2}=s{ll2},sE [O,a]; 
a 

(v) sitr([BHun})=-.£. alors {I:2} =-s{ll2},sE [O,a]. 
a 

b. Element P2 (triangle a 6 nceuds, interpolation quadratique) 

Dans ce cas Ia deformation et Ia « contrainte >> sont affines sur chaque triangle. 
On choisit les trois points de Gauss, notes 1, 2 et 3, au milieu des aretes du triangle 
(figure 7). Les deformations locales, notees [eJ], [e2], [e3}, calculees en chacun des 

points I, 2 et 3 sont obtenues a partir des composantes de [B ]{ un}. II faut done 
minimiser le terme, 

i=3 

L ( <p; (['ti])- [ej]: ['tj} ) [51] 

i=l 

par rapport a Ia matrice locale ['ti] (au point i). Ceci revient a minimiser une fonction 

convexe par rapport aux trois variables separees ['tJ}, ['t2], [13] ce qui se traduit par 

une minimisation en chacun des points de Gauss. En chacun de ces points, on 
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obtient cinq cas possibles en fonction des valeurs de Ia deformation au point 
considere. Au point de Gauss i on a, en notant { L2i} Ia « contrainte » en ce point : 

(i) 

(ii) si tr [ej] >.£. alors {I:2i} = a{llz}; a 

(iii) si- .£. < tr [ej] <.£. alors {I:2d = 0; 
a a 

(iv) si tr [ej] = .£. alors {I:2i} = s{ llz}, s e [O,a]; a 

(v) si tr [ej] =- .£. alors {I:2i} =- s{llz}, s e [O,a]. a 

Figure 7. Points de Gauss pour /'element P2 

c. Element quelconque (interpolation de type Lagrange avec N points de Gauss) 

Dans ce cas, on peut generaliser Ia minimisation de [51] en introduisant les poids 
wi affectes a chacun des points de Gauss : 

i=N 

L w/ <p; ([tiD - [ej]: [tiD· [52] 

i=l 

ou [ej] et ['tj] sont respectivement les matrices des deformations locales et des 

« contraintes de changement de phase >> locales calculees aux points de Gauss i. 
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Pour des raisons similaires au cas b, on obtient les cinq memes alternatives que 
celles presentees au b.(i)(ii)(iii)(iv)(v) pour les N points de Gauss de !'element (voir 
par exemple Ia figure 8). En prenant pour roi Ia surface (resp. le tiers de Ia surface) 

de !'element et un point (resp. trois points) de Gauss, on retrouve le cas a (resp. b). 

7' / 
\ ," 3 
I " ,.. - I I " 

5 -- -)!/_ 
"I ---

" 

" I -x 
," I 4 

" I ,.c2 \6 

Figure 8. Un choix de 7 points de Gauss de /'element Q5 

3.2. Application numerique dans le cas isotherme 

On presente, afin de montrer l'efficacite et Ia robustesse de Ia methode, l'exemple 
elementaire d'une poutre en alliage Nickel-Titane en flexion (module d'Young 
E = 85 GPa et coefficient de Poisson v = 0,3). Cette poutre est encastree sur l'une de 
ses sections et !'on applique sur son autre section un chargement vertical de densite 
F egale a 70 MPa (figure 9). Ce test est interessant car lors de cet essai les deux 
types de martensite apparaissent lies a une zone en traction et une zone en 
compression. 

On considere trois niveaux de maillages triangulaires de type PI (cf. 3.1 ), 
grossier (325 nccuds, 580 elements), median (808 nccuds, I 504 elements) et fin 
(2 527 nreuds, 4 860 elements). La minimisation globale est effectuee a !'aide d'unc 
methode de gradient conjugue preconditionne (factorisation incomplete de Crout 
[JOL 90]). Le resultat de Ia minimisation locale nous donne le statut de !'element 
(austenite ou martensites). Lorsque le statut est connu sur tous les elements Ia 
convergence est obtenue en une iteration. On mesurera done Ia convergence sur Ia 
variation relative du deplacement (en norme euclidienne) au cours des iterations : 
lorsque ce critere vaut zero Ia convergence est atteinte. 

Le changement de phase est presente sur Ia figure 8. La zone grise correspond a 
Ia phase austenitique, Ia zone noire a Ia phase martensitique activee en traction et Ia 
zone blanche a Ia deuxieme martensite activee en compression. On observe que les 
resultats sont stables en fonction de Ia finesse du maillage. Dans les trois cas Ia 
convergence est rapide (figure 10) et le nombre d'iterations de l'algorithme D.C. ne 
depend que tres faiblement du pas de discretisation : il est toujours de l'ordre de Ia 
dizaine. On remarque toutefois que le raffinement induit certaines fluctuations 
numeriques liees a Ia recherche des statuts sur le front de changement de phase. De 
ce fait le nombre d'iterations devient legerement superieur aux cas de maillages plus 
grossiers. 
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Figure 9. Poutre en flexion (mail/ages et changement de phase) avec 

a= 0,8 Jm3kg-1 etc= 0,01 Jm3kg-l (temperature intermediaire) 
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Figure 10. Convergence de l'algorithme D.C. pour trois maillages 
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3.3. Prise en compte de Ia temperature 

On va expliciter dans un premier temps Ia resolution du probleme thermique et 
dans un second temps Ia resolution du probleme thermo-mecanique fortement 
couple. On resout !'equation [38] par une methode d'elements finis. En suivant les 
notations introduites au paragraphe 3.1, [38] se met sous Ia forme, 

0 

[M] {T} + [C] {T} = {Sp} [53] 

ou [M] et [C] sont respectivement les matrices de capacite et de conductivite 
associees au probleme thermique et {T} est le vecteur des temperatures nodales. La 
matrice de capacite calorifique [M] est concentree aux nreuds pour des raisons de 
stabilite numerique. 

Le systeme differentiel obtenu est resolu par une 8-methode [CRO 92, CHA 89]. 
On note .1t le pas de temps et 8 un coefficient de l'intervalle [0,1]. On se donne une 
subdivision reguliere de l'intervalle [O,T] et on pose tk = k.1t. On indice par k les 
valeurs des variables a !'instant tk. L'equation [53] devient, 

k+l k 
([M] + 8.1t[C]) { Tk+ I} = ([M] + ( l-8).1t[C]) { Tk} + .1t(8{ Sp } +(l-8){ Sp }) [54] 

k+l 
Le terme { S l3 } est a priori inconnu. On introduit une methode de point fixe : 

on suppose que les termes lies aux fractions volumiques de martensite sont donnes 
par Ia resolution du probleme mecanique. La resolution du systeme permet de 
determiner a partir de Ia temperature ainsi obtenue, les nouvelles valeurs de c et a 
qui sont injectees dans le probleme mecanique. On itere ainsi jusqu'a obtention de Ia 
solution. L'algorithme est donne tableau 2 (on indice parr !'iteration de point fixe). 

k+ I r 
Nous allons cxpliciter lc calcul du tcrme { S l3 ' } pour differents types 

d'elements finis. Pour cela, le second membre S(x,t) de !'equation [38] est approche 
par, 

~k+l,r _ ~k ~2k+l,r _ R~ 
~( 1 1 '"'2 ) 

p .1t + .1t . [55] 

Au niveau de !'element Kj, si l'on note <Ni> le vecteur des fonctions 
d'interpolation, Ia contribution elementaire de S(x,t) devient dans le cas d'un element 
a N points de Gauss, 

j=N 

L roj<Nj{j)>S(j), [56] 

j=1 
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ou SU) et <Nj(j)> sont respectivement les valeurs de S et de Ia fonction 

d'interpolation au point de Gauss. Dans le cas d'un element PI, [56] vaut le sixieme 
de Ia valeur de S sur !'element. 

ALGORITHME D.C.T: (au pas k+l) 

, k+l,O k 
etape 1: {Tk+l,Oj = {Tk), {S~ } = {S~} 

etape 2 : Resolution du probleme thermique (iteration r) 

k 1 k k+l r-1 k 
([M] + 9~t[K]) {T + ,r} = ([M] + (l-9)~t[K]) {T } + ~t(9{S~ ' }+(l-9){S~}) 

etape 3 : Resolution du probleme mecanique (D.C.) 

k+l,r 
{S~ } 

etape 4: Test d'arret sur le point fixe (variation relative de Ia temperature) 

Debut du pas de temps suivant k+2 

Tableau 2. Algorithme de difference convexe avec prise en compte de la 
temperature (D. C. T.) 

3.3. Prise en compte du contact frottant 

De fa~on similaire au terme de fraction volumique, le terme en vitesse dans les 
equations de contact-frottant [32][33] est approche par une difference finie, 

k+l k 
u - u 

~ k+l = ---
~t ~t . [57] 

A !'instant tk+ 1, le probleme mecanique M est ex prime sous Ia forme d'un 
probleme de point fixe sur le seuil de glissement [LEB 92]. On a alors a chercher 

gk+lie point fixe de !'application g ~Ill crN (uk+l(g) )lou uk+l est solution du 

probleme M' a seuil fixe, 
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PROBLEME M' Utl'instant tk+l) 

k+ 1 k k k+ 1 
trouver u = u + du E lK et cr

2 
E (L2 (Q))6 tels que 

k 1 k+l k+l <l>1(v,T + )-<l>1(u ,Tk+l)+j(v)-j(u )2:: 

J k+l k+l 
cr

2 
:(e(v)-e(u ))dx , 'r/ v E IK, [58] 

n 

k+l 
et pour chaque cr2 E (L2 (Q))6 tel que, 

k I k+ 1 k I f k+ 1 k+ 1 <l>2(e(v),T + ) - <l>2(e(u ),T + ) 2:: cr2 :(e(v)-e(u )) dx, 'r/ v E Ho. [59] 

avec j(v) = J g lvT _ u~l dl. 

rc 

n 

[60] 

Ces equations sont resolues par un algorithme D.C. La minimisation locale [59] 
est identique a celle presentee au paragraphe 3.1. La minimisation globale [58] est 
obtenue par un algorithme de Gauss-Seidel Projete avec Surrelaxation [RAO 88, 
LEB 92]. II s'agit d'un algorithme de Gauss-Seidel avec Surrelaxation modifie; Ia 
composante norrnale est projetee dans IlL et Ia composante tangentielle est obtenuc 
en testant le signe de l'iteree lie a Ia « derivee »de j (equation [60]). L'algorithme de 
point fixe traite le caractere non associe de Ia loi de Coulomb ; il autorise de plus 
une grande souplesse dans le choix de l'algorithme de resolution du probleme 
complet. On peut choisir de placer Ia boucle de point fixe sur le frottement avant ou 
apres celle sur Ia fraction volumique de martensite. D'autres algorithmes, en 
particulier une formulation de type quasi-Lagrangien augmente associe a une 
methode de Newton generalisee [ALA 91, ALA 95b, HEE 95], impose de resoudre 
le probleme therrnique avant le probleme de contact frottant. lis induisent egalement 
des systemes non symetriques mal conditionnes [ALA 95a]. On choisit ici de 
prendre le point fixe sur le seuil de glissement interne au point fixe sur les fractions 
volumiques. Ceci perrnet d'utiliser un procede diagonal pour le point fixe sur le seuil 
de glissement [RAO 88]. On utilise les memes notations au niveau de Ia 
discretisation par elements finis. En pratique, on utilise des elements P 1 qui sont 
d'utilisation simple pour Ia resolution des problemes de contact [LEB 92]. On indice 
par s !'iteration de point fixe sur le seuil de glissement. L'algorithme est donne 
tableau 3. 

Les non-linearites dues au contact-frottant sont prises en compte au niveau de Ia 
minimisation globale et celles dues a Ia loi de comportement au niveau de Ia 
minimisation locale. Elles sont done toutes integrees dans Ia resolution du probleme 
mecanique. 
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ALGORITHME D.C.T.F.: (au pas k+l) 

Boucle 1 : Point fixe sur les fractions volumiques 

{Tk+l,O} = {Tk}, {S~+l,o} = {S~ },(uk+l,O} = (uk} 

Resolution do probleme thermique (iteration r) 

Boucle 2 : Point fixe sur le seuil de glissement 

k I 0 k k+l 0 k+l k+l,r,O k+l,r 
(g + ' } = (g },{u ,r, } = {u ,r}.{cr2 } = {cr2 } 

Resolution du probleme mecanique (iterations) 
(D.C.) 

____,.. k 1 k+l,r,s ____,.. 
~ {u + ,r,s}, {cr2 } ~ 

k+l,r,s 
{SJ3 } 

Test d'arret sur le point fixe seuil de glissement 
(variation relative du deplacement et du seuil de glissement) 

k+l,r -+ {u k+l,r}, {cr2 } -+ {Sk+l,r} 
J3 

Test d'arret sur le point fixe fractions volumiques 

Debut du pas de temps suivant k+2 

Tableau 3. Algorithme de difference convexe avec prise en compte de Ia 
temperature et du contact-frottant (D.C. T.F.) 

4. Resultats numeriques 

4.1. Manchons de raccordement 

On presente l'exemple du frettage d'un tuyau suppose rigide par une bague en 
alliage Nickel-Titane de rayon 5 em (module d'Young E = 85 GPa, coefficient de 
Poisson v = 0,3, a= 300 J K- 1kg- 1, p = 7 900 kg m-3, To= 210 K, Tc = 280 K, 
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~ = 3 000 J K-1 kg- 1, g = 500 W m-2 K-1). Pour des raisons de symetrie, on 
considere seulement le quart ou Ia moitie du manchon de raccordement selon Ia 
geometrie du tuyau considere (circulaire ou elliptique). On s'interesse par Ia suite a 
differents cas de conditions aux limites thermiques entre Ia bague et le tuyau : les 
conditions de type echange de chaleur (conditions de type Fourier) tiennent compte 
ou non du contact par l'intermediaire du coefficient d'echange g (ce coefficient 
prendra Ia valeur 2 000 W m-2 K-1 dans le cas ou il y a contact). Dans tous les 
exemples presentes Ia valeur initiale de Ia temperature dans le manchon est de 196 K 

et on suppose de plus que le manchon est dans un etat austenitique (a~ est done le 

tenseur nul). 

4.2. Tuyau rigide circulaire 

Dans ce cas, le tuyau est suppose rigide et parfaitement circulaire de rayon 
5,05 em (figure 11 ). Pour 1a resolution des equations de Ia thermique, on choisit 
8 = 0,5, ce qui correspond a une methode de Cranck-Nicholson. 

4.2.1. Le coefficient d'echange g est constant 

On suppose, ici, que le coefficient d'echange g ne varie pas lors du contact et que 
le coefficient de frottement est nul. On donne sur Ia figure 12 !'evolution de Ia 
densite de force de serrage (GPa) en fonction de Ia temperature (0 C) en un point de 
Ia surface interieure de Ia bague. Dans une premiere etape, le manchon n'etant pas 
encore rentre en contact avec le tuyau Ia force de serrage est nulle. Dans un second 
temps, le contact intervient sur toute Ia surface interieure de Ia bague mais le 
changement de phase martensite-austenite n'a pas encore eu lieu (Ia bague reste dans 
un etat martensitique) et on remarquc que Ia force evoluc de maniere lineaire par 
rapport a Ia temperature. Le changement de phase s'initie sur Ia surface interne du 
manchon ; Ia force de contact evolue done par a coup. A partir d'une certaine valeur 
de Ia temperature le changement de phase intervient brutalement sur tout le manchon 
et Ia force de serrage evolue de Ia meme maniere. Dans Ia derniere etape, le materiau 
est entierement dans un etat austenitique et Ia force de serrage ne varie plus. Les 
figures 13 et 14 montrent l'evolution de Ia contrainte (qui est radiale) et de Ia 
temperature a trois instants du processus (fin de l'etape de dilatation de Ia hague, 
milieu de Ia phase de contact bague-tuyauterie et fin du processus). On remarque 
que Ia force de serrage est uniforme ce qui ne sera pas forcement le cas si I'on prend 
en compte certains defauts (circularite du tuyau, mauvais positionnement de Ia 
bague par exemple). On remarque ega1ement que Ia temperature evolue par bande 
circulaire. 

Les nombres maxima d'iterations sont de l'ordre de 3 pour Ie point fixe sur Ies 
proportions de martensite, de 4 pour I'algorithme D.C. et de 10 pour I'algorithme de 
relaxation avec projection (le parametre de relaxation ro est egal a 1,88). En cas de 
contact affleurant le nombre d'iterations de Ia methode de relaxation augmente de 
maniere non negligeable. 
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0.14 GPa 
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-80 0 

Figure 15. Zone de changement de phase Figure 16. Effort de serrage 
en trois points de La zone de contact 

Notons que Ia precision du maillage joue un role tres important dans Ia qualite de 
Ia solution (nous donnons un exemple sur les figures 15 et 16). Dans ce cas les 
coordonnees du maillage sont en simple precision, ce qui influe a Ia fois sur les 
matrices de masse et de rigidite et sur Ia precision des projections dans le traitement 
du contact. Ce dernier point est particulierement important, nous n'avons jamais 
rencontre ce type de difficulte pour des problemes sans contact ; Ia solution obtenue 
est ctegradee. Dans l'exemple que nous presentons ici, le changement de phase se 
declenche localement sans respecter Ia symetrie du probleme. Les densites de force 
de serrage, donnees en trois points de Ia surface de contact, different de maniere 
importante et !'on ne retrouve pas un serrage uniforme. De plus Ia propagation du 
changement de phase et ses effets locaux modifient le processus de fac;on 
importante. 

4.2.2. Le coefficient d'echange g est variable 

Dans ce deuxieme exemple, nous supposons que le coefficient d'echange est 
modifie lorsque le tuyau et le manchon rentrent en contact. Le coefficient prend 
done les valeurs 500 W m-2 K- 1 ou 2 000 W m-2 K- 1 selon le statut de contact. Le 
maillage utilise est le meme que dans le cas precedent. On presente sur les figures 17 
et 18 I'evolution de Ia temperature (0 C) en un point de Ia frontiere de contact au 
cours des iterations et de Ia densite de force de serrage (GPa) en fonction de Ia 
temperature. Les figures 19 et 20 donnent Ia contrainte de serrage et Ia temperature a 
trois instants du processus. Contrairement au cas precedent, le changement de phase 
intervient progressivement (il s'initialise au niveau de !'interface manchon-tuyau du 
fait de Ia variation de temperature lors du contact) et Ia force de serrage augmente 
done par a-coup, de fac;on beaucoup plus reguliere que dans le cas oil le coefficient 
d'echange est constant. En fin de processus les efforts a l'interface sont repartis de 
fac;on uniforme et du meme ordre que dans le cas 4.2.1. Dans Ia premiere phase 
(quand Ia temperature est inferieure a -30°C) Ia force de serrage est inferieure a celle 
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obtenue au cas precedent. La figure 19 montre qu'elle a deja atteint son ni veau 
maximum au milieu de Ia phase de retour a Ia temperature initiale. La prise en 
compte de Ia variation de g accelere le retour a l'equilibre thermo-mecanique, Ia 
repartition de Ia temperature et done le processus de sertissage. 

4.3. Tuyau rigide circulaire decentre et coefficient d'echange constant 

On considere maintenant que le tuyau est encore circulaire mais que Ia bague est 
mal positionnee (Ia bague est decentree de 0,05 em par rapport au tuyau). Dans ce 
cas, Ia symetrie du probleme nous permet de ne mailler que Ia moitie du manchon en 
AMF (figure 21, le point A est fixe). On montre sur Ia figure 22 I'evolution de Ia 
densite de force de serrage en fonction de Ia temperature en un point de Ia surface 
interieure de Ia bague. Les figures 23 et 24 montrent l'evolution de Ia contrainte 
(toujours radiale) et de Ia temperature a trois instants du processus (fin de l'etape de 
dilatation de Ia bague, debut de Ia phase de contact bague-tuyauterie et fin du 
processus). Comme dans le cas precedent, Ia force de serrage est uniforme. De plus, 
elle est du meme ordre. Ces resultats s'expliquent par des deplacements qui sont 
radiaux a tout instant du processus. La deformee coi'ncide a un certain instant avec Ia 
surface du tuyau rigide et le contact intervient a cet instant en tout point. Un Ieger 
decentrage dans Ia position du tuyau n'a pas de consequence sur le processus de 
sertissage si l'on neglige les effets du frottement : une premiere phase ou Ia force de 
serrage est nulle, une seconde ou elle evolue lineairement par rapport a Ia 
temperature, une troisieme phase caracterisee par des a-coups et une derniere ou Ia 
force n'evolue plus. 

4.4. Modelisation des defauts 

4.4.1. Tuyart rig ide elliptique sans frottement 

On considere que le tuyau rigide est de forme elliptique, le petit axe etant suivant 
)'axe horizontal. Le demi grand axe vaut 5,05 em et le demi petit axe 5,04 em. On 
represente comme pour les exemples precedents, le maillage (figure 25), l'evolution 
de Ia densite de force de serrage en fonction de Ia temperature (figure 26) et 
l'evolution de Ia contrainte et de Ia temperature a trois instants du processus (figures 
27 et 28). Le contact commence par intervenir suivant le grand axe de !'ellipse. 
Avant que le contact ait lieu suivant le petit axe il y a relachement suivant Ie grand 
axe dii a un Ieger flechissement de Ia bague (voir figure 26). A l'etat final, Ia force de 
serrage est quasiment uniforme. Elle est toutefois legerement superieure pour les 
nreuds du grand axe. Notons aussi qu'elle est legerement inferieure (de l'ordre de 
10 %) aux cas precedents. Le processus de sertissage se decompose en cinq phases, 
differentes suivant Ia position des points sur Ia surface de contact : une premiere 
phase ou Ia force de serrage est nulle, une seconde caracterisee par des etats 
successifs de contact et de relachement pour les points situes a proximite du grand 
axe de I'ellipse, dans Ia troisieme phase Ia force evolue de fa~on lineaire, puis 
brutalement dans Ia quatrieme et en fin devient constante dans Ia derniere. 
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4.4.2. Tuyau rig ide elliptique avec frottement 

On considere un cas similaire a 4.4.1 avec un coefficient de frottement ega! a 0,2. 
On presente les memes figures que dans les cas precedents (figures 29, 30, 31 et 32). 

Le contact s'initie sur le grand axe. Com me dans le cas 4.4.1, le contact au 
niveau du petit axe produit un decollement au niveau du grand axe, toutefois ce 
decollement ne concerne ici que des n<:euds tres proches du grand axe. A l'etat final, 
on observe que Ia force de serrage n'est pas uniforme (les forces difterent de 14 % 
entre le grand axe (nreud 300) et le petit axe (nreud 750)). Du fait du frottement Ia 
force de contact n'est plus radiale et a une composante tangente non negligeable. 
Toutefois tous les nreuds sont adherents mais les defauts geometriques induisent un 
cisaillement important (Ia force tangente est de l'ordre de 8 %de Ia force normale) a 
!'interface tuyau/manchon. Le processus de sertissage se decompose en cinq phases 
identiques au cas precedent. La derniere phase se caracterise toutefois par des 
valeurs de Ia densite de force qui dependent de Ia position du point, cette valeur 
etant plus grande au niveau du grand axe de !'ellipse, Ia ou le frottement est plus 
important. 

4.4.3. Tuyau rig ide circulaire avec seuil de changement de phase a!eatoire 

Dans cet exemple le tuyau est, comme dans les deux premiers cas, circulaire. On 
neglige le frottement et on introduit des defauts au sein du materiau en prenant un 
seuil de changement de phase c variable. L'introduction de ce coefficient ne modifie 
en rien l'algorithme du fait que cette modification n'intervient que dans Ia phase 
locale. Pour cela, on tire de maniere aleatoire un echantillon de Ne variables (ou Ne 
est le nombre d'elements du maillage) selon une loi normale ou uniforme autour 
d'une valeur moyenne du seuil c. 

Le changement de phase intervient de maniere moins brutale sur tout le 
manchon. La force de contact evolue dans ce cas de far;on plus chaotique. Pour des 
valeurs de Ia temperature inferieures a -25°C, le manchon est dans un etat 
austenitique et Ia force evolue de far;on habituelle (nulle puis lineaire). A partir de 
cette valeur de Ia temperature, le changement de phase a lieu et Ia force de serrage 
va evoluer par a-coup en passant par un pic (superieur de 50 % a Ia valeur finale de 
Ia force de serrage). Les resultats sont presentes sur les figures 33 a 36. Le 
changement de phase etant diffus sur Ia structure, Ia temperature evolue de maniere 
plus homogene avec des minima au centre de Ia bague. 
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5. Conclusion 

On a presente dans cet article une modelisation du comportement des alliages a 
memoire de forme et une strategic numerique associee. Cette strategic permet de 
resoudre un probleme qui est tres fortement non lineaire : densite d'energie non 
convexe, contact unilateral, frottement et couplage thermique. Le creur de 
l'algorithme est base sur Ia decomposition en difference convexe de Ia densite 
d'energie. Les autres non-linearites sont resolues par des procedes de point fixe 
(frottement et couplage thermique) et une technique de projection (contact 
unilateral). 

Cette demarche a ete appliquee a un probleme de manchons de raccordement. 
Nous avons pu constater qu'elle etait fiable et robuste. La convergence est obtenue 
sur des stations de travail en des temps raisonnables (de l'ordre de quelques heures 
pour l 500 increments de charge). Les resultats obtenus dependent peu du 
raffinement du maillage. Les difficultes que l'on peut rencontrer au niveau de Ia 
convergence sont liees principalement au contact et au frottement (fort coefficient de 
frottement, contact affleurant) [LIC 91] [ALA 94] [ALA 97]. 

L'evolution de Ia force en fonction de Ia temperature au cours du processus est 
qualitativement semblable a celle obtenue experimentalement (cf. figure I et 
[PAT 90]). On remarque que le frottement joue un role non negligeable au niveau de 
!'interface manchon/tuyau surtout en presence de ctefauts geometriques (apparition 
d'une contrainte de cisaillement). 

On a utilise ici une modelisation rustique du changement de phase, des 
ameliorations peuvent etre apportees : prise en compte de Ia dissymetrie de Ia courbe 
contrainte/deformation en traction et en compression [AMR 94], de tenseurs 
d'elasticite differents entre les deux phases martensitiques et Ia phase austenitiquc et 
aussi prise en compte des deformations permanentes [SEG 97]. 

La densite volumique d'energie libre que nous avons utilisee ne possede pas les 
proprietes mathematiques suffisantcs (quasi-convexite) pour dcmontrer !'existence 
d'un minimum meme local. Nous avons dans d'autres travaux presente Ia resolution 
du probleme relaxe (convexification ou quasi-convexification de Ia densite d'energie 
[PAG 97b]). On s'est attache a rechercher des minima locaux ou globaux des 
energies potentielles associees. II conviendrait d'analyser !'application de ces 
energies relaxees au probleme des manchons de raccordement. 
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