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RESUME. Nous presentons quelques schemas numeriques explicites pour Ia resolution de 
problemes non lineaires en mecanique des structures. Dans les algorithmes presentes, le pas 
d'integration en temps est ajuste de maniere a obtenir Ia precision souhaitee tout en 
optimisant le coiit de cal cui. Une technique de pas adaptatif et de prolongement de Ia solution 
dans le cas d'une methode de Runge-Kutta d'ordre quatre a ete adoptee. Dans les procedes de 
mise en forme tels que le sou.!Jlage des plastiques ou l'hydroformage des t6les, Ia solution peut 
presenter des instabilites qui se traduisent par des points limites sur les courbes charges­
deplacements. Des techniques de pilotage ont ete developpees ajin d'adapter l'algorithme aux 
problemes presentant des points limites. Les resultats obtenus sur des exemples de 
membranes sous pression attestent d'une economie notable en temps de calcul en 
comparaison avec d'autres schemas iteratifs tel que Ia methode classique de Newton­
Raphson. Enfin, on montre que /'interet de ces methodes est encore accru dans le cas de 
problemes faisant intervenir des conditions de contact evolutives. 

ABSTRACT. This paper presents some numerical schemes for non-linear structural mechanic 
problems. The proposed algorithms are non-iterative and are associated with technics for 
time step size and error control. We treat the discrete equilibrium relation as a system of 
ordinary differential equations. This system is then solved with a fourth order Runge-Kutta 
method. In order to use these algorithms for numerical simulation of sheet forming processes 
where instabilities occur we have developed a prescribed displacement technique analysis. 
The results obtained on bulge test and thermoforming examples show a great computational 
cost economy in comparison with the iterative Newton-Raphson method. 

MOTs-cL£s : resolution de problemes non lineaires, schemas explicites, methode d'integration 
de Runge-Kutta, mise en forme de materiaux, points limites, pilotage. 
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1. Introduction 

La simulation numerique de Ia mise en forme des materiaux conduit, apres 
discretisation par elements finis, a Ia resolution de systemes d'equations non 
lineaires traduisant l'equilibre sous forme faible. Plusieurs algorithmes ont ete 
developpes pour Ia resolution de ces equations [DAT84]. Le schema de resolution le 
plus utilise est le schema de Newton-Raphson. Pour une formulation en 
deplacements, cette technique consiste a discretiser le chargement en plusieurs 
increments eta calculer les deplacements { u1}, { u2} ... { un} correspondant aux pas de 
chargement. Le calcul du champ de deplacements { un+ I} a partir de { un} se fait de 

maniere iterative en construisant une suite { uh+ t} qui converge vers Ia solution 
satisfaisant l'equilibre de Ia structure. La difficulte de convergence de ces schemas 
augmente avec les non linearites du probleme traite. Les techniques iteratives ont eu 
peu de succes dans le cas des problemes qui combinent de fortes non linearites 
geometriques et materielles a des conditions aux limites evolutives (problemes de 
mise en forme). Ces difficultes de convergence ont motive le developpement et 
!'utilisation de schemas explicites (non iteratifs). 

En particulier, dans le domaine de Ia modelisation des procedes de mise en 
forme, les schemas de type dynamique explicite ont constitue une alternative 
interessante. Traditionnellement utilises pour Ia resolution des problemes d'impact, 
ces schemas ont ete adaptes avec succes a Ia modelisation de l'emboutissage 
[NUM95] [NUM96]. 

Les schemas dynamiques explicites ont l'avantage majeur de remedier aux 
problemes de divergence et de permettre d'obtenir des resultats, mais ils presentent 
un certain nombre d'inconvenients : 

- Ia condition de stabilite impose une limite sur Ia taille du pas de temps, ce qui 
conduit a des cofits de calcul relativement importants. 

- Ia solution obtenue est souvent qualitative car elle ne verifie pas a priori 
l'equilibre. Ainsi dans le cas de l'emboutissage, le champ de contraintes obtenu en 
fin d'operation ne permet pas toujours d'avoir une evaluation correcte du retour 
elastique. 

- Ia qualite de Ia solution est peu satisfaisante lorsque le contact outil-structure 
n'est pas etabli des le debut de !'operation (soufflage des plastiques). 

Depuis 1989, nous avons entrepris des travaux de recherche en vue de contribuer 
a Ia simulation des procedes de mise en forme des corps creux plastiques tels que le 
soufflage et le thermoformage [RAH93] [RAH94]. Avec !'approche dynamique 
explicite, nous avons ete confrontes aux difficultes que nous avons citees 
auparavant. Pour ces procedes, Ia mise en forme etant realisee en appliquant une 
pression, les deformations ne sont pas controlees par un deplacement d'outil. Pour 
obtenir une solution acceptable, il est necessaire d'utiliser un fort amortissement qui 
augmente de maniere sensible le temps de calcul. Ceci nous a incites a adapter des 
schemas de resolution explicites d'ordre plus eleve. 



Resolution de problemes non lineaires 403 

Le schema que nous avons adopte est issu des travaux de Touzot eta/. [TOU93]. 
Dans Ia suite de cet article, nous donnons une breve description de l'algorithme, puis 
nous decrivons son adaptation aux problemes specifiques qui nous interessent et 
nous donnons enfm les resultats de quelques tests numeriques. 

2. Description de l'algorithme 

Dans le cas des problemes que nous nous proposons de traiter, Ia discretisation 
par elements finis du principe des travaux virtuels conduit a !'equation d'equilibre 
suivante: 

{R} = {Fext}- {F;nt} = 0 [1] 

{ R} vecteur residu 
{ F ext } vecteur des forces extemes 
{ F;n1 } vecteur des forces internes 

Pour resoudre !'equation [ 1 ], no us avons adopte Ia strategie de resolution 
proposee par Dabounou [DAB94]. Cette strategie consiste a exprimer !'equation 
d'equilibre globale en terme de taux par rapport au temps. Par derivation de Ia 
relation [1], on obtient: 

{ R} = { Fext}- { Fint} = 0 [2] 

En considerant que le residu est nul a tout instant, !'equation d'equilibre peut 
s'ecrire sous Ia forme suivante : 

{R.}= {Fext}-[KT]{u} 

(KT] 

{u} 
matrice tangente dependant des deplacements 

vecteur des vitesses nodales de Ia structure 

[3] 

Le systeme differentiel du premier ordre en {u} a integrer sur le pas de temps 
(entre t et t + Llt) s'ecrit done: 

{~}= [KTl
1
{Fext} 

{ u{ t)} = { Un} (condition initiale) 
. [4] 

ou { un} represente le deplacement obtenu au pas precedent. L'integration de [ 4] sur 
Je pas de temps permet done d'obtenir Je depJacement { Un+ 1 } a partir de { Un}. 

Pour contoumer le difficile probleme de convergence des algorithmes iteratifs, 
on utilise un schema explicite pour integrer !'equation [ 4]. La solution { Un+ t} 
obtenue, n'est satisfaisante que pour des tailles de pas de temps limitees. Pour 
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augmenter l'efficacite du schema, on introduit le residu d'equilibre du pas de temps n 
sous forme de chargement au pas n+l. L'equation [4] devient: 

Une estimation de { Fres} est donnee par: 

{Fres} =_I {Rn} 
11tn 

valeur du pas de temps precedent. 
residu d'equilibre au pas precedent 

Pour des raisons de commodite d'ecriture, on adopte Ia notation suivante : 

et on reecrit !'equation [5] et Ia condition initiale associee sous Ia forme : 

3. Integration de I' equation differentielle et controle du pas de temps 

[5] 

[6] 

[7] 

[8] 

Le calcul de Ia solution { Un+ 1 }, correspondant a un nouvel increment de charge, 
se fait par integration de !'equation [8] sur le pas de temps. Les methodes 
d'integration les plus utilisees pour une telle equation sont les methodes d'Euler et 
celles de Runge-Kutta [DHA84) [W0090). L'efficacite de ces methodes peut eire 
grandement amelioree lorsqu'on leur associe un calcul de pas de temps adaptatif. On 
peut en effet subdiviser le pas en un ou plusieurs sous-pas de taille variable. La taille 
du sous-pas est evaluee de maniere automatique pour repondre aux deux criteres 
suivants: 

- limiter Ia taille du sous-pas afin de s'adapter aux non-linearites du probleme et 
obtenir Ia precision requise. 

- utiliser Ia taille de sous-pas Ia plus grande possible afin de reduire le temps de 
calcul. 

Nous presentons dans Ia suite, les relations associees au schema de Runge-Kutta 
d'ordre 4 que nous avons adopte et au schema d'Euler explicite utilisable dans le cas 
de faibles non-linearites. 
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3.1. Metlwde de Runge-Kutta 

Lors de !'utilisation du schema dynamique explicite pour Ia simulation du 
soufflage des plastiques, nous avons rencontre des problemes lies aux instabilites de 
contact pendant Ia phase qui precede le contact de Ia membrane soufflee avec le 
moule. Ceci nous a incites a utiliser des schemas d'integration d'ordre plus eleve. 
Nous avons opte pour un schema de Runge-Kutta d'ordre 4 avec une methode de 
calcul du pas adaptatif proposee par Touzot et al. [TOU93], [DEB87]. La solution 
{ Un+I } est estimee a partir de { Un} de Ia maniere suivante : 

{hi}= {u{tn, {un })} 

{h2} = «tn+d~n , {un}+d~n {hi}) 

{h3}= «tn+d~n, {un}+d~"{h2}) 
{114} = u{tn+l , {un }+dtn {h3 })} 

{Un+l} = {un} + ~{h1 }+2{{h2 }+{h3 })+{h4 }) 
6 

[9] 

Le cofit du calcul de pas adaptatif est un inconvenient majeur des methodes de 
Runge-Kutta. La technique Ia plus utilisee est celle du pas double [PRE94] 
[ENG96]. Elle consiste a construire deux estimations de Ia solution { Un+ 1 } : 

{ uA+ 1 } avec un sous-pas de taille dtn 

{ u~+ 1 } avec deux sou s-pas de temps de taille dtn chacun 
2 

La difference entre ces deux solutions constitue une approximation de l'erreur de 
troncature. Cette methode est tres couteuse. Elle necessite onze evaluations de Ia 
derivee par sous-pas. Pour remedier a cet inconvenient, nous utilisons une methode 
proposee par Touzot et al. [TOU93]. Cette methode, associee au schema de Runge-

Kutta d'ordre 4 consiste a approcher { u} par un polynome {~} obtenu par 
interpolation des valeurs de Ia derivee calculees sur le pas de temps. Une bonne 

estimation de l'erreur est obtenue par Ia comparaison de {~} et { ~} a Ia fin du pas. 
Pour !'estimation de Ia taille du pas de temps, on procede de Ia maniere suivante : 

{~n+l} = [Kr{{un+l },tn+l W{Fm} 

{ ~n+d = {h4} 

!'estimation de l'erreur sur { u} est donnee par : 

5dtn I{ · } {-;- ~ 
r= ~ Un+l - Un+l n 

6 

[10] 

[II] 

[12] 



406 Revue europeenne des elements finis. Volume 7- no 4/1998 

Si r est inferieure a Ia precision requise, alors Ia solution est retenue et Ia taille du 
pas de temps suivant est evaluee par : 

q = (:-)-0.25 ~tn+l = ~tn min{ 0.9q, 4 } avec ~ [13] 

Si Ia precision requise n'est pas atteinte (r>E} alors Ia taille du sous-pas est 
reevaluee par : 

~tn f- 0.9q~tn [ 14] 

La quantite {~n+I} est utilisee pour construire Ia solution au pas de temps suivant 

({hi}). L'evaluation de l'erreur et du pas de temps adaptatif se fait done sans 
evaluation supplementaire de Ia derivee. Pour plus de details, le lecteur peut 
consulter !'excellent travail de Dabounou [DAB 94). 

3.2. Methode d'Euler explicite 

En !'absence de fortes non linearites, !'integration de !'equation [8] a !'aide d'un 
schema d'Euler explicite s'avere plus efficace. Nous donnons les grandes !ignes de 
cette methode ci-apres. Pour plus de details, le lecteur peut se referer au travaux de 

Abbo et a/. [ABB96]. En discretisant { ~} par un schema de differences finies 
decentre, on obtient : 

[ 15] 

[ 16] 

Pour le calcul du pas de temps adaptatif, les auteurs utilisent un schema d'Euler 
modifie. Pour !'estimation de Ia taille du pas de temps, on calcule deux estimations 
de Ia solution : 

{ Un+l } = { Un} + { ~Ui ) 

{~n+l} = {un} + ~{~u1} + {~u2}} 
2 

Les increments { ~u1 } et { ~u2 } sont donnes par : 

{~u1} = ~t [Kl{{un}}l
1 {Fm} 

{~u2) = ~t [Kl{{un} + {~u1 }}l
1 {Fm} 

[17] 

[18] 

[ 19] 
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Une estimation de Ia norme de l'erreur relative de troncature est donnee par : 

r= 1l{~u2 }-{~ut ~ 
2 l{~n+t ~ 

[20] 

La solution est retenue si r est inferieure a Ia precision requise £, dans le cas 
contraire, Ia nouvelle taille du pas est estimee par [ABB96] : 

avec q =max {o.7~, 0.1} [21] 

La taille du pas de temps suivant ~tn+t est donnee par: 

avec q =min {o.7~,1.1} [22] 

Le calcul de Ia taille du pas de temps se fait sans evaluation supplementaire de Ia 
derivee car Ia quantite { ~u2} est uti Iisee pour !'estimation de Ia solution au pas 
suivant: 

{ ~U 1 }<pas actuel) = q { ~U2 }<pas precedent) [23] 

4. Adaptation des algorithmes aux problemes non lineaires avec instabilite 

Dans les procedes de mise en forme, tels que le souftlage des matieres plastiques 
ou l'hydroformage des totes, Ia structure presente des instabilites au cours de 
!'operation. Elles se traduisent par des points limites sur Ia courbe charge­
deplacement s'accompagnant d'une singularite de Ia matrice tangente [F AF85] 
[BA T86]. II est done necessaire de pouvoir changer de strategie de resolution au 
cours de !'operation de mise en forme. Notre travail consiste entre autres a 
developper des techniques de pilotage associees aux algorithmes decrits 
precedemment. Dans ce qui suit, nous pn!sentons des techniques de pilotage en 
deplacement associees a des charges de differentes natures (charges ponctuelles, 
charges suiveuses). Nous appliquerons ensuite ces techniques a des exemples 
representatifs des problemes que nous souhaitons aborder dans le cadre de nos 
travaux sur les procedes de mise en forme. Des techniques de pilotage en longueurs 
d'arc peuvent egalement etre utilisees, mais nous ne les avons pas implantees dans 
notre code de calcul car elles n'ont pas ete necessaires pour mener a bien nos 
simulations de procedes. 

Dans !'equation [4], {Fext} represente Ia vitesse de chargement, supposee 
constante sur le pas. Son mode d'evaluation depend de Ia strategie de resolution 
utilisee. 
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4.1. Forces imposees 

Lorsqu'on est en presence de forces extemes imposees dont on connait !'evolution 
au cours du temps, on procede de Ia maniere suivante. 

On detinit le chargement a !'aide d'un vecteur global de charge de reference {Fr} 
qui est obtenu par assemblage de vecteurs forces reparties elementaires dans le cas 
d'une pression appliquee. Ace chargement, on associe une table d'evolution A.F(t} qui 
peut etre definie sous forme d'une fonction explicite ou d'une courbe donnee par un 
ensemble de points. II faut souligner que nous traitons en general des problemes 
quasi-statiques et que Ia variable t (pseudo-temps) permet de defmir !'evolution de 
chargements ou de conditions aux limites au cours des procedes etudies. 

[24] 

Dans le cas de charges suiveuses, et pour une formulation lagrangienne 
actualisee, { Fr} est un vecteur dont !'expression depend de Ia geometrie actualisee du 

pas precedent. Sur le pas, seul A.F(t} est suppose variable. 

La vitesse des forces extemes est donnee par : 

[25] 

t:.F{t} est evaluee a chaque pas de temps par derivation formelle dans le cas d'une 
fonction explicite ou par le calcul de Ia pente locale dans le cas d'une courbe. 

4.2. Deplacement impose 

Lorsqu'on est en presence de deplacements imposes dont on connait !'evolution 
au cours du temps, on leur associe une table d'evolution A.u(t} et un deplacement de 

reference f;:;r}. La vitesse des deplacements imposes est donnee par Ia relation 
suivante: 

[26] 

Cette vitesse est imposee par une technique appropriee a chaque resolution de 

[ KT]{ ~} = { Fm }. Le chargement resultant est donne par les reactions qui sont 
calculees a posteriori. 
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4.3. Pilotage en deplacement 

Lorsque Ia courbe representative de Ia reponse de Ia structure presente des points 
limites, les strategies decrites precedemment ne peuvent pas etre utilisees dans le cas 
d'un chargement quelconque. Ainsi pour determiner Ia partie AB de Ia courbe de Ia 
figure 1, il est necessaire d'utiliser une technique de pilotage en deplacement. 

F 

.A 

8 

0 L-----------------------~~ 

u 

Figure 1. Courbe charge-deplacement 

On choisit un degre de liberte uq qui se comporte de maniere monotone au cours 
du chargement et on lui associe une valeur de reference Ur et une table d'evolution 

Au(t). De Ia meme maniere, on associe une valeur de reference {Fr} et une table 
d'evolution t..,F{t) aux charges extemes. Pour un pas de temps n, (entre les temps t0 et 
tn+t) on doit verifier les relations suivantes: 

Uq =Au (tn+l )ur 

{ Fext} = AF{tn+l XFr} = At
1 
{Fr} [27] 

{Fext(Un+t,tn+l)}- {Fint{Un+t,tn+l )} = 0 

, , ~ ( ) ~ n+l ou on a pose 1\,f tn+I = 1\,F • 

La table d'evolution Au{t) est definie en prenant en compte Ia nature du probleme 
traite et les objectifs de !'analyse qu'on desire effectuer. Les inconnues du probleme 

n+l 
sont Af et Un+I. 

Dans ce qui suit, nous decrivons un algorithme qui permet de prendre en compte 
les relations [27] lors de !'integration de !'equation differentielle ordinaire a !'aide du 
schema de Runge-Kutta [9]. 

Connaissant Au { t ), on peut calculer Ia vitesse du degre de liberte uq. 
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[28] 

Pour Ia phase de prediction, on se fixe une vitesse des forces extemes qui peut 

etre ceJie du pas precedent (t:_~ = i_F(tn)): 

[29] 

A chaque sous-pas de temps, lors de I' evaluation de { h t}, { h2 }, { h3} et { h4 }, on 

corrige Ia vitesse de deplacement { ~} et Ia vitesse des forces extemes { F ext} de Ia 
manil!re suivante : 

Soit h~; Ia valeur de Ia vitesse du degre de liberte pilote Uq obtenue a Ia ieme 

resolution Jors de Ia phase de prediction. Le vecteur { hj} des vitesses obtenu a Ia ieme 
resolution et Ia vitesse des forces extemes sont ajustes a l'aide de Ia relation suivante 

a; = ~ (i=1,4) 

h~; 
{h;} = a;{hr} 
• • p 

AFi =a; AF 

[30] 

Le facteur multiplicateur des forces extemes A~+ I peut etre obtenu a )'aide de 

deux methodes. 

Methode 1. A~+ I est calcule a partir des iF; : 

{Fext Xtn+i} =A;+ I {Fr} 

avec 

A~+ I =A; + Atn {i_FI + 2{iF2+ i_F3} + i_F4} 
6 

[31] 

Toutefois, )'utilisation d'une vitesse de forces extemes variable sur Je pas entraine 
des erreurs sur Je residu. Nous avons done opte pour une methode qui priviJegie 
l'equilibre de Ia structure. 

Methode 2. Apres Je calcul de Ia solution {un+i}, on cherche A.~+I qui minimise le 

residu a Ia fin du pas note { R }n+ I : 
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{R}n+l = A/+l {Fr}- {Fint}n+l [32) 

a((R~+I {R}n+.) = O => J./+1 = (Fr) {Fint}n+l [33) 
aA.~+l (Fr) {Fr} 

oil le vecteur efforts internes de Ia fm du pas est note {Fint }n+l = {Fint(tn+l }} . 

5. Applications 

Nous avons applique les algorithmes presentes precedemment a trois exemples 
combinant de fortes non-linearites geometriques et materielles. Ces exemples font 
intervenir des chargements repartis et les courbes charges-deplacements completes 
presentent, pour deux d'entre eux, des points limites. lis ont ete traites avec 
differentes strategies de resolution : schemas explicites d'Euler ou de Runge-Kutta et 
schema quasi statique implicite de Newton-Raphson. Pour ce dernier schema, les 
resultats ont ete obtenus a ['aide d'une technique de pilotage en deplacement a pas" 
d'accroissement constant Les comparaisons portent sur Ia qualite des solutions et les 
cofits de temps calcul. 

Les schemas que nous proposons constituent une alternative tres interessante aux 
methodes existantes pour Ia modelisation des procedes de mise en forme. Nous 
anticipons sur une publication a venir sur le sujet et nous presentons l'exemple du 
thermoformage d'une boite rectangulaire. 

5.1. Bulge test hyperelastique 

Cet exemple a sou vent ete traite dans Ia litterature. Nous comparons nos resultats 
a ceux obtenus par Hughes et Carnoy [HUG82). Le comportement du materiau 
constitutif est de type hyperelastique incompressible; il est represente par une loi de 
Mooney-Rivlin decrite a l'aide du potentiel de deformations suivant : 

s = aw oil: 
aE 

W( h, h, b)=C1 (h -3)+ C2(h-3)+ ~(h-1) 
2 

oil : S est le tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff de seconde espece 
E est le tenseur des deformations de Green-Lagrange 
p est un multiplicateur de Lagrange homogene a une pression 

2 2 2 22 22 22 222 
h = A.1 + A.2 + A.3 , h = A.1 A.2 + A.2 A.3 + A.1 A.3, h = A.1 A.i A.3 
(A.1, A.2, A.3 elongations principales } 

Le probleme decrit sur Ia figure 2 a ete traite en deplacement impose. 

[34) 
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Figure 2. Bulge test hyperelastique 

Nous avons discretise Ia plaque a l'aide de 15 elements tronconiques de 
membrane flexion. La figure 3 presente Ia courbe charge-deplacement dans les 
differents cas ; elle est comparee a celle obtenue par Hughes et Carnoy [HUG82]. 
On note une bonne concordance des resultats obtenus et une bonne adaptabilite du 
pas de temps du schema de Runge-Kutta. Le schema de Newton-Raphson converge 
en 4 iterations par pas en moyenne. 

40 

30 

20 

10 

0 

0 

• 

2 

Runge-Kutta 

Newton-Raphson 

Hughes et Camoy 

Euler explicite 

4 6 8 

Figure 3. Pression enfonction du deplacement du centre 

w (") 10 
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Les differences qu'on observe peuvent etre attribuees aux erreurs que nous avons 
commises lors du releve des resultats de references et aux types d'elements utilises. 
En effet, Hughes et Camoy utilisent un element axisymetrique massif alors que nous 
utilisons un element de coques en grandes rotations [EBE93]. 

5.2. Bulge test elastoplastique 

Pour tester l'efficacite de l'algorithme dans le cas d'un comportement plus 
complexe, nous avons traite l'exemple du test de gonflage d'une membrane 
elastoplastique. Les donnees du probleme sont indiquees sur Ia figure 4. 

E = 210000 MPa , v = 0.3 , creq = 540(p+0.0231)0.34 (MPa) 

70mm 

r 

p 

Figure 4. Bulge test elastoplastique 

La structure a ete discretisee a !'aide de 20 elements tronconiques de membrane 
flexion avec cisaillement transverse. Sur Ia figure 5, on note une bonne concordance 
des resultats obtenus a !'aide d'un schema de Newton-Raphson et ceux obtenus a 
!'aide d'un schema de Runge-Kutta explicite. La loi de comportement elastoplastique 
est integree a !'aide d'un algorithme implicite propose par Simo et Taylor [SIM86]. 
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Figure 5. Pression enfonction du dep/acement du centre 
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5.3. Sphere hyperelastique sous pression 

Cet exemple pour lequel nous disposons d'une solution analytique permet de 
tester l'efficacite du pilotage en deplacement. Le comportement du materiau 
constitutif est represente par un modele de Mooney-Rivlin. Les parametres 
geometriques et materiels sont donnes sur Ia figure 6. 

Nous avons discretise Ia moitie de Ia generatrice a !'aide de I 0 elements 
tronconiques de membrane a 2 ncx:uds. La courbe charge-variation de rayon de Ia 
figure 7 montre une bonne concordance des differents resultats ainsi qu'une bonne 
adaptabilite de Ia taille du pas de temps au voisinage des points limites pour le 
schema de Runge-Kutta. La methode d'Euler explicite s'avere plus cofiteuse et moins 
precise que les deux autres methodes. 
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p 

c1 = 2280 N/cm2 

c2 = 228 N/cm2 

R = l em (rayon) 

Figure 6. Sphere sous pression 
r 

80~-----------------------------------------. 

60 

40 Solution analytique 

20 
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5.4. Thermoformage d'une boite rectangulaire 

L'interet des schemas proposes devient evident lorsqu'on les applique a Ia 
modelisation de problemes complexes tels que les procedes de mise en forme. Dans 
ce qui suit, nous presentons l'exemple du thermoformage d'une boite rectangulaire. 
En raison de Ia symetrie, seul le quart de Ia structure a ete considere. La figure 8 
represente Ia feuille initiate, d'epaisseur 3.5 mm, discretisee a !'aide de 319 elements 
T3 de membrane. Le comportement du materiau constitutif est represente par un 
modele de Mooney-Rivlin (C 1 = I, 18 MPa, C2 = 0,0968 MPa). Le moule de 
dimensions 90 X 80 X 25 mm a ete discretise a !'aide de 154 facettes triangulaires 
(figure 9). Les raccords sont des rayons de 7 mm. Le contact moule/polymere est 
suppose collant, ce qui est generalement admis dans le cadre de ce type de procede 
[DEL91]. 

Des problemes similaires ont ete traites dans Ia litterature [DEL91] [BEN94]. 
Nous observons les memes tendances en ce qui conceme Ia repartition d'epaisseur 
sur le produit fini (figure 11). Nous avons traite le probleme en 4mn19.78s sur une 
Dec Alpha 500 a 400 MHz alors que Ben Chaabane [BEN94] indique un temps CPU 
de 1 h 50 mn sur un Dec 4000 VS M90 et note d'importants problemes de 
convergence avec le schema de Newton-Raphson. 

Figure 8. Discretisation de Ia forme initiate 
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Figure 10. Diformiejnale 
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Figure 11. Repartition d'epaisseur 

6. Conclusion 

Les travaux que nous avons entrepris visent a adapter des schemas explicites 
performants pour Ia resolution des problemes de mise en forme des materiaux. Dans 
une premiere phase, nous avons experimente avec succes des schemas explicites 
d'ordre eleve. Les problemes que nous avons traites font intervenir des non-linearites 
geometriques et materielles en presence d'instabilites. 

La comparaison du schema iteratif de Newton-Raphson aux schemas explicites 
montre un net avantage de ces derniers du point de vue du temps calcul. Cet 
avantage devient plus evident lorsqu'on traite des problemes faisant intervenir le 
contact car les schemas explicites permettent de contourner les problemes de 
convergence. Pour des problemes qui presentent de faibles non-linearites, 
!'integration de !'equation d'equilibre a l'aide d'un schema d'Euler explicite s'avere 
interessante. 

Nous poursuivons actuellement des travaux ayant pour cadre Ia mise en forme 
des polymeres en utilisant les schemas explicites decrits precedemment. Les 
resultats obtenus sont tres encourageants et feront I' objet d'une publication a venir. 

Remerciements 

Nous tenons a remercier le Pole Inter-regional de Modelisation Numerique pour 
son soutien financier. 



Resolution de problemes non lineaires 419 

7. Bibliographie 

[ABB96] A. J. ABBO, S. W. SLOAN, « An automatic load stepping algorithm with error 
control», Int. J Num. Meth. Eng. Vol. 39, pp. 1337-1759, 1996. 

[BAT86) J. L. BATOZ, G. DHATT, Plaques et coques par elements finis analyse lineaire et non 
lineaire, Cours IPS!, Paris 2-4 juin 1986. 

[BEN94) S. BEN CHAABANE, Contribution a Ia simulation numerique de Ia mise en forme des 
corps creux plastiques, These de Doctorat de l'Universite de Technologic de Compiegne, 
1994. 

[DAB94) J. DABOUNOU, Resolution des problemes de grandes transformations par Ia methode 
des elements finis, These de Doctorat de l'Universite de Technologic de Compiegne, 
1994. 

[DAT84) G. DHATT, G. TOUZOT, Une presentation de Ia methode des elements finis, Maloine 
S. A. editeur, 1984. 

[DEB87) 0. DEBORDES,M. EL MOUATASSIM, G. TOUZOT, « Local numerical integration of 
large strain elasto-plastic constitutive laws », Second International Conference and Short 
Course On Constitutive Laws For Engineering Materials; Theory and Application. 
Tucson, USA, 1987. 

[DEL91] H. G. DELORENZI, H. F. NIED, Finite element simulation of thermoforming and blow 
molding, Molding of polymer processing, edited by A. I. !SA YEV, Hanser publishers, 
1991. 

[EBE93) R. EBERLEIN, P. WRIGGERS, R. L. TAYLOR,« A fully non-linear axisymmetrical 
quasi-Kirchhoff-type shell element for rubber-like materials »,Int. J Num. Meth. Eng., 
Vol. 36, pp. 4027-4043, 1993. 

[ENG96) G. ENGELN-MULLGES, F. UHLIG, Numerical Algorithms whith Fortran, Springer­
Verlag 1996. 

[FAF85) J.L. BATOZ, G. DHATT, M. FAFARD, Algorithmes de calcul automatique des 
configurations pre et post-flambement, Colloque Tendances Actuelles en Calcul des 
Structures, Bastia, 6-8 novembre 1985. 

[HUG82) T. J. R. HUGHES, E. CARNOY, « Nonlinear element shell formulation accounting for 
large membrane strain», Comp. Meth. in Applied Eng., Vol. 39, pp. 69-82, 1983. 

[NUM95] « Simulation of materials processing Theory, Methodes and Applications », 
Numiform 95, Edited by Shan Fu Shen and P.R. Dawson, Cornell University. 

[NUM96] Numerical Simulation of 3-D Sheet Metal Forming Processes, Verification of 
simulations with Experiments, Dearborn, Michigan, September 29-0ctober 3, 1996, 
Edited by J. K. Lee and G. L. Kinzel, R. H. Wagoner, The Ohio State University. 

[PRE94) W. H. PRESS, S. A. TEUKOLSKY, W. T. VEHERLING, B. P. FLANNERY, Numerical 
recipes, Cambridge University Press, Second edition 1994. 

[RAC93] M. RACHIK, Simulation de Ia mise en forme des structures minces (soufflage des 
plastiques et emboutissage des toles), These de Doctorat de l'Universite de Technologic 
de Compiegne, 1993. 



420 Revue europeenne des elements finis. Volume 7- n° 4/1998 

(RAC94] M. RACHIK, J. M. ROELANDT, J. L. BATOZ, « Simulation numerique du soufflage et 
du thermoformage des plastiques »,Revue Europ. Elf!m. Fin., Vol. 3, pp. 187-210, 1994. 

[SIM86] J. C. SIMO, R. TAYLOR, « A return mapping algorithm for plan stress elasto­
plasticity »,Int. J. Num. Meth. Eng., Vol. 22, pp. 649-670, 1986. 

[TOU93] G. Touzor. J. DABOUNOU, « Integration numerique de lois de comportement 
elastoplastique )), Revue Europ. Etem. Fin., Vol. 2, pp. 465-494, 1993. 

[W0090] W. L. Wooo, Practical Time-stepping Schemes, Clarendon Press, Oxford, 1990. 

Article re"u le 20 fevrier 1997. 
Version revisee re"ue le 20 decembre 1997. 




