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RESUME. Le present travail est consacre a Ia determination des charges limites de plaques 
minces perforees piriodiquement. Elle est basee sur Ia theorie de /'analyse limite et ses 
methodes statique et cinematique d'une part, et sur Ia thiorie de l'homogeneisation des 
milieux periodiques d'autre part. Les programmes correspondants utilisent une discretisation 
du VER en eliments finis discontinus et debouchent sur des problemes d'optimisation 
lineaire. L'application traite du probleme de Ia traction simple de plusieurs matiriaux 
perfores ; une comparaison detaillee est faite entre nos essais experimentaux et leur 
simulation numerique, comparaison satisfaisante aussi bien pour les charges limites que 
pour les modes de ruptures observes. 

ABSTRACT. This study concerns the strength prediction of heterogeneous ductile materials. On 
the one hand, we use the limit analysis theory with the kinematic and static methods and, on 
the other hand, the homogenization theory of periodic media. The corresponding programs 
use a RVE discretization with discontinuous finite elements for both stress and strain rates 
and they lead to linear optimization problems. The problem studied concern the evaluation of 
the uniaxial tensile strength of perforated sheets made up of different materials. A detailed 
comparison between our own numerical and experimental results is presented which is a 
satisfactory comparison for both the limit loads and the failure mechanics. 
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1. Introduction 

Le probleme de Ia determination du domaine de plasticite de structures 
heterogenes se pose dans des situations industrielles et scientifiques qui necessitent 
une parfaite connaissance des phenomenes mecaniques entrant en jeu. L'amor~age, 
Ia croissance et Ia coalescence des microvides sont des exemples de phenomenes qui 
interviennent dans Ia rupture ductile d'un materiau. En particulier, Ia determination 
precise des charges limites de structures fortement heterogenes, telles les plaques 
perforees, peut s'imposer dans certaines applications industrielles comme les 
plaques a tubes de generateurs a vapeur en centrale nucleaire ou les ailettes de 
turbines, dont Ia tenue sous sollicitation doit etre parfaitement maitrisee. Pour des 
materiaux tres heterogenes soumis a des chargements complexes, il est necessaire de 
simuler leur comportement par des methodes d'homogeneisation ou le probleme de 
rupture par ecoulement plastique est ramene a un probleme d'analyse limite ou 
d'elastoplasticite pose sur une cellule de base [NEE 72], [MAR 87], [TUR 87], 
[FRA 97]. 

En etendant au cas de l'homogeneisation periodique les travaux exposes en 
[BOE 82] traitant du probleme de Ia traction simple d'une eprouvette anisotrope, 
nous proposons dans cette etude des methodes numeriques permettant de determiner 
Ie critere de plasticite macroscopique d'une structure heterogene et periodique, en 
contraintes planes. On peut alors definir un materiau homogene equivalent 
[LEN 77], [SUQ 82] et determiner son convexe de resistance via Ia resolution d'un 
probleme d'analyse limite [SAL 83] pose sur un Volume Elementaire Representatif 
(VER). 

Plus precisement, les methodes numeriques proposees mettent en reuvre les ap
proches statique et cinematique de !'analyse limite par resolution de problemes 
d'optimisation lineaire poses sur leVER [FRA 94]. Les programmes correspondants 
utilisent une discretisation des VER en elements finis discontinus et adoptent une 
nouvelle linearisation des criteres de Tresca et von Mises en contraintes planes. 

Le but poursuivi est ici double : tout d'abord resumer les points essentiels des 
programmes numeriques presentes en [BOE 82, PAS 83, FRA 94] ; confronter 
ensuite, sur le probleme de Ia traction simple hors-axes de plusieurs materiaux 
perfores, ce que donne Ia simulation numerique en comparaison des resultats de nos 
essais experimentaux. 

2. L'analyse limite et le probleme pose 

2.1. Rappels succincts d'analyse limite [SAL 83] 

Soit un systeme rigide-plastique standard, a critere de plasticite convexe f(<r), 
soumis a un chargement a n parametres Q = (QI, ... , Qi, ... , Q.). Ia vitesse de de
formation etant definie par q = (q 1 , q2 , ••• , q" ). Le domaine des chargements licites 
est le convexe K de R" : 
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K = ( Q(cr), cr SA et PA} [1] 

Un champ de contraintes crest statiquement admissible (SA) s'il verifie les 
equations de l'equilibre et les conditions aux limites en contrainte, ainsi que les 
continuites necessaires ; cr est licite s'il est SA et aussi PA c'est-a-dire f(cr) ~ 0. La 
frontiere aK de K est le lieu des chargements limites. Soit Qd = (Q1 • ... , Qf0, .•. , Q~) un 
chargement licite donne. On obtient le chargement limite Q~m = (Q1 • ... , ~c·Qfo, ... , Q~). 
si celui-ci existe, en resolvant : 

1 .. .* = Max { A,~ 0 I 3 cr licite tel que Q ( cr) = (Qf, ... , A.Qf0 , ..• , Q~) } [2] 

C'est Ia methode statique qui conduit a une approche interieure de K (figure l.a). 

(a) (b) 

Figure 1. Approches statique et cinematique dans le cas de deux parametres de chargement 
(Qj, Qj) 

Un champ de vitesse de deformation e est cinematiquement admissible (CA) s'il 
derive d'un champ de vitesse de deplacement u satisfaisant les conditions aux limites 
en vitesse ; le champ u doit etre derivable sauf en ses surfaces de discontinuite oil le 
saut de vitesse [u] doit etre borne : u est alors Iicite. Pour etre de plus PA, et done 
Iicite, e et [u] doivent satisfaire Ia loi de normalite, c'est-a-dire pouvoir etre places 
sur une normale a Ia surface representant leurs criteres respectifs. 

L'approche par l'exterieur de K, ou methode cinematique, se fait dans une 
direction donnee qd de R" en resolvant le probleme : 

P0 = Min {P(e(u)) I u licite et q(u) = qd} [3] 

oil P(u) est Ia puissance totale dissipee dans le systeme ; elle est definie par : 
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P(u) = ~ Jv cr:E(u) dV + ~ L [u].(cr.n) dS [4] 

ou £ et [u] sont licites et S represente l'ensemble des surfaces de discontinuite ; ici 
cr doit etre associe a£ (par Ia loi de normalite) et cr.n associe a [u ]. 

L'hyperplan d'equation Q.i:Jct- P0 = 0 est alors tangent a oK (figure l.b). 

2.2. Le probleme etudie 

Nous consicterons une plaque metallique allegee par un reseau periodique de 
trous de sorte que l'on puisse definir un VER carre ou hexagonal de surface S et de 
contour exterieur f (figure 2). La plaque est soumise a une traction simple I: 
agissant dans Je plan (X, Y) suivant une direction faisant un angle e avec Ia 
direction privilegiee Y. La plaque est assez mince pour etre traitee en contrainte 
plane. 

Figure 2. Eprouvette perforee periodiquement, VER carre et hexagonal 

Selon Ia theorie de l'homogeneisation periodique [SUQ 85], les etats de 
contraintes I: et de vitesses de deformation E macroscopiques qui regnent dans Je 
milieu homogene equivalent, sont Jes moyennes sur Je VER de leurs homologues 
microscopiques cr et £. La presence de lignes de discontinuite en vitesse de 
deplacement u et en contrainte cr amene a poser : 

{ 

cr.n antiperiodique sur r 

u = t1 + Ev.x , ( fi- Ect.x) periodique sur r 
[5] 
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ou n est la normale exterieure a r, EV est la moyenne du champ E dans les zones ou 
u est continu et Ed correspond a la vitesse de deformation moyenne induite par le 
saut [u]le long des !ignes de discontinuite en u. Si L designe !'union de toutes les 
!ignes presentes dans le VER, n etant leur normale, les composantes de Ed sont 
definies selon : 

d 1 f E = 
2
S l ( [u]®n + n®[u]) dL [6] 

Les VER utilises sont discretises en elements finis du type Lagrange PI tant en 
statique qu'en cinematique. Sur !'ensemble du VER, chaque cote commun a deux 
elements finis adjacents est un segment de discontinuite potentiel en u ou cr, selon 
le cas. L'utilisation d'elements finis discontinus autorise Ia description des 
mecanismes de blocs (toujours performants) en cinematique ; ces champs 
discontinus sont en pratique indispensables en statique [PAS 78]. 

3. Determination de Ia resistance en traction simple hors-axes S 

3.1. Formes liniarisees des criteres de Tresca et Mises 

Compte tenu du caractere non lineaire des criteres de plasticite employes, les 
methodes statique et cinematique decrites precedemment conduisent naturellement a 
des problemes d'optimisation non lineaires. Ces problemes sont en general difficiles 
a resoudre au meme titre que peuvent l'etre certains problemes d'elastoplasticite. Sur 
Ia base d'une linearisation prealable des criteres de plasticite, Ia formulation lineaire 
de ces methodes a montre son efficacite sur nombre de problemes autres que Ia 
contrainte plane (cf. [PAS 78] et [FRA 97], entre autres). 

Le critere de Tresca en contrainte plane, qui dans un repere specifique est re
presente par !'intersection d'un cylindre (Cl) et de deux cones (C2) et (C3) (figure 
3), est linearise exterieurement par 3m plans comme suit [BOE 82, PAS 83] : 

f 1 (cr cr ,.. ) = (cr - cr )cos21tr + 2,.. s1·n 21tr - cr < 0 lr X 1 y 1 'xy X y m 'xy m 0 -

[7] 

Le critere de Mises, represente en trait interrompu sur Ia figure 3.a, est tangent 
interieurement au critere de Tresca. 11 prend dans un repere specifique Ia forme 
d'une sphere (SM) de rayon 2cr,j.fJ . La linearisation de ce critere est realisee par un 
polyectre quasi regulier tangent a cette sphere [FRA 94] et le critere deMises est 
remplace par (figure 3.b): 



426 Revue europeenne des elements finis. Volume 7 - no 4/1998 

f;m (O'x • O'y • 'txy) = (Jt + Yi)ax + (Jt- Yi)O'y + 2zi 'txy - ~ ~ 0 [8] 

ou 0'0 est la resistance limite en traction simple du materiau sain; (xi, Yi· Zi) sont les 
coordonnees de p points Mi repartis regulierement sur Ia sphere de rayon unite 
selon Ia technique de [COQ 87]. 

(C2) 

(a) (b) 

Figure 3. Criteres de Tresca et de Mises en contraintes planes 

3.2. Formulation numerique du probleme statique 

Nous rappelons ici brievement les caracteristiques du programme statique que 
nous avons utilise dans le cas de Ia contrainte plane avec les criteres isotropes de 
Tresca et Mises. Chaque maillage est forme d'elements finis triangulaires du type 
Lagrange Pl dont chaque cote est une ligne de discontinuite potentielle en contrainte 
(figure 4). 

Figure 4. Le maillage elements finis et sa structure elementaire 
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Le champ de contrainte cr, lineaire en x et y sur chaque triangle, est licite s'il 
satisfait: 

a. Les equations de l'equilibre indefini, qui en !'absence de force de volume 
s'ecrivent : 

0"·· . = 0 IJ.j [9] 

b. La continuite de O"n et 't entre deux triangles imposees aux extremites de Ia 
ligne de discontinuite (points A et B figure 4), ce qui garantit qu'elle est verifiee le 
long de celle-ci compte tenu de Ia linearite de variation de { cr}, 

c. Les conditions aux limites qui traduisent ici l'antiperiodicite du vecteur 
contrainte sur le contour r du VER (eqn. [5J1), et les conditions de symetrie 
eventuelles, 

d. La definition des parametres de chargement macroscopiques I.x, I.y et Lxy qui 
sont les moyennes sur le VER de leurs homologues microscopiques, 

e. Les conditions d'admissibilite plastique (PA), assurees des lors que cr verifie 
en chaque sommet d'element les criteres [7] ou [8], ceux-ci etant convexes. 

Nous obtenons finalement le probleme d'optimisation lineaire Ps: 

{

Max F = {C}T {X} 
Ps 

[A]{X} ~ {B} 
[10] 

ou, en notation numerique, le vecteur {X} est defini par {XI>···•Xi•···XN} ou les 
composantes Xi sont les variables « nodales » crij• compos antes du tenseur contrainte 
en chaque sommet de !'element fini ainsi que les composantes des tenseurs des 
contraintes macroscopiques I.. Les composantes Xi doivent maximiser F en 
respectant les conditions representees par : 

[S] {X}= {B 1} et [C] {X}~ {B2 } 

La matrice [S] rassemble les equations relatives a !'aspect SA du champ de 
contrainte cr (conditions a a d ci-dessus) ; Ia matrice [C] regroupe les conditions 
PA e, !'ensemble de ces conditions formant le systeme [10]. Le resultat n'est pas 
exactement PA car selon Ia methode proposee, le critere est linearise par l'exterieur; 
ceci necessite simplement une post-correction du resultat pour le rendre licite, 
correction s'averant bien inferieure a 1 % compte tenu du nombre important de plans 
Iinearisant le critere. 
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Les criteres de Tresca et Mises conduisent a des matrices contraintes [A] 
beaucoup plus profondes que larges. Dans le probleme dual [PAS 78, 83], Ia matrice 
des conditions est Ia transposee de [A]. Le temps de calcul est sensiblement 
proportionnel au produit du nombre de !ignes par le nombre de termes non nuls de 
Ia matrice : Ia dualisation de (Ps) est done recommandee, d'autant que cette methode 
a largement prouve maintenant son efficacite. Les differents problemes (Ps) traites 
sont resolus a !'aide du code d'optimisation lineaire XPRESS sur stations SUN Spare 
2 ou 5 pour un temps CPU variant de quelques minutes a plusieurs heures, selon le 
raffinement du maillage utilise et les choix de parametres de linearisation m et p. 
Les resultats obtenus sont licites a Ia seule precision interne pres du calculateur ; le 
caractere licite du champ de contrainte optimal a est verifie de nouveau, a 
posteriori, par une procedure totalement independante. 

3.3. Formulation numerique du probleme cinematique 

3.3.1. Description du champ de vitesse de deplacement u 

La zone maillee est divisee en triangles ; a chacun des sommets d'element est 
affectee une vitesse de deplacement a deux composantes ux, uy. La vitesse u varie 
Iineairement en x et y sur le triangle (de sommets 1, 2 et 3) et les sauts de vitesse [u] 
sont autorises le long des segments separant deux elements finis adjacents. Du fait 
de Ia linearite de u a l'interieur de chaque element, le saut de vitesse [u] s'exprime 
Iineairement a partir de ses valeurs aux couples de nreuds I et II situes aux 
extremites du segment de discontinuite (points A et B), soit en accord avec Ia 
figure 5 : 

[ u!1l) = u!6l- u(I l et [ u!11l) = u!5l- u(2l [II] 

Dans notre formulation le champ de vitesse est defini par u = fi + Px (equation 
[52]) ou (fi- Erlx) est periodique sur le contour r, Ed etant defini en [6]. 

X 

Figure 5. Maillage elements finis et ligne de discontinuite en vitesse [ u] 

y 

I= { 1, 6} 

II= {2, 5} 
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3.3.2. Cond_itions rendant f licite 

Soit !'element triangulaire Pl (k) de sommets i, j, m (figure 5). Le champ de 
vitesse de deformation E est naturellement CA dans !'element. Pour qu'il soit licite 
(CA et PA) nous aurons sur chaque element (k) le systeme d'equations suivant: 

[ 12] 

En presence de !ignes de discontinuite en vitesse de deplacement, Ia loi de 
normalite impose que les criteres de plasticite linearises de Tresca P(T) et de Mises 
Fm(T) dans le plan de Mohr soient fonction potentiel du saut de vitesse [u], 
autrement dit : 

[u]PA <=> 3T=(crn,'t) telque F(T)=O et 

[ uM] = [ iiM] = Jl dF ~; (T) ' Jl ~ O 

[ 13] 

Les criteres P(T) et Fm(T), representes figure 6, sont remplaces par leurs formes 
linearisees tangentes notees respectivement F/(T) et Fim(T) (i = 1 a d) et definies en 
[FRA 94]. 

t t 

(a) (b) 

Figure 6. Criteres de Tresca (a) et Mises (b) dans Le plan de Mohr Linearises pard droites 

tangentes L1[Ji 

Comme dans le probleme statique, les conditions de periodicite [52 ] sur le 
contour r augmentees eventuellement des conditions de symetrie specifiques au 
type du VER doivent etre imposees. Ces conditions permettent d'etendre le champ u 
obtenu dans le demi-VER au VER entier de maniere licite et done d'obtenir le 
resultat cinematique cherche. 
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3.3.3. Application du theoreme des puissances virtuelles 

La puissance dissipee (moyenne) dans la structure, de surface S comportant 
!'ensemble L de !ignes de discontinuite s'ecrit ici, pour u licite (cf. [SAL 83]): 

P(u) = ! L 7t(E) dS + ! { 7t([u]) dL [14] 

ou 1t(E) est la puissance dissipee surfacique (probleme plan ici) et 1t([u]) est la 
puissance dissipee unitaire le long des !ignes de discontinuite) detinies par : 

[ 15] 

Le champ E etant constant dans !'element et [u] variant lineairement le long des 
cotes d'element, Ia puissance dissipee totale dans Ia structure verifie finalement, 
pour N elements finis et D !ignes de discontinuite : 

- pour le materiau de Tresca : 

P(u) ~ Min (cro [ f (1: I.. <k> + 2(1 (k) +I.. <k>))s + 
A, J.l ;::>: 0 V k= I r= I I r '"2r 3r k 

- pour le materiau de Mises : 

[ 17] 

Le caractere d'inegalite est dfi au fait que Ia composante [u1] du saut [u] peut 
theoriquement changer de signe sur le cote de triangle support de Ia discontinuite 
[TUR 76] : en pratique, a l'examen des solutions optimales, ce cas ne se presente 
jamais. Les membres de droite des relations [ 16] et [ 17] constituent done les 
fonctionnelles F(/..., fJ.) a optimiser et le probleme cinematique devient finalement : 

{ 

Min F(/..., fJ.) 
(Pc) 

[C]{X} = {B} 
[ 18] 
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Le vecteur {X} est forme des deplacements nodaux ux<k> et uy(k) ainsi que des 
coefficients plastiques A. et 1.1 : [C] est Ia matrice des contraintes comprenant 
!'ensemble des conditions rendant le champ u licite. La resolution de ce probleme 
d'optimisation lineaire est effectuee grace au code d'optimisation lineaire XPRESS 
[XPR 91] qui nous donne Ia puissance (linearisee) et le champ de vitesse de 
deformation optimaux dans Ia structure, d'ou Ia valeur cinematique recherchee. 

Les solutions trouvees sont ensuite controlees par des procedures de post
traitement en revenant au calcul avec les criteres reels (non linearises) puisque le 
champ u est licite pour le critere reel. Du fait des valeurs elevees de p et m retenues 
(p = 96 et m = 36), qui parametrent les linearisations respectives des criteres de von 
Mises et de Tresca, le resultat cinematique obtenu n'est pratiquement pas ameliore 
en recalculant cette puissance reelle a partir du champ de vitesse u optimal, 

Les methodes statique et cinematique employees aboutissent done a deux 
problemes independants d'optimisation lineaire. La resolution de ces problemes 
fournit ainsi un encadrement rigoureux de Ia resistance en traction simple hors-axes 
I: de Ia structure heterogene. 

4. Resultats 

Dans un premier temps, nous avons compare nos valeurs (statiques et 
cinematiques) de resistance en traction simple de plaques multiperforees de trous 
rectangulaires avec celles mesurees experimentalement par Litewka et at. [LIT 84]. 
Les resultats de ces experiences avaient deja ete confrontes avec les approches 
numeriques elastoplastique de [MAR 87] et cinematique de [MAG 91]. Les 
methodes presentees ici fournissent, contrairement aux methodes citees·, un 
encadrement de Ia charge limite recherchee par une valeur superieure (cinematique) 
et inferieure (statique), encadrement d'autant meilleur que les bornes sont proches. 

II apparait que les valeurs de Ia charge limite obtenues experimentalement par 
Litewka et at. sont constamment superieures aux valeurs obtenues par toutes les 
methodes proposees, cinematiques comprises. Nos resultats confirment bien 
!'explication partielle avancee en [MAG 91] selon laquelle !'hypothese de Ia 
contrainte plane partout dans le VER est trop restrictive, en particulier au voisinage 
des coins du trou. Une modelisation tridimensionnelle du probleme serait Ia plus 
realiste, d'autant plus que Ies charges limites de Ia structure modelisee en contrainte 
plane sont des bornes inferieures des charges limites calculees en considerant Ia 
structure du point de vue tridimensionnel [SAL 83]. Une presentation detaillee des 
resultats obtenus et des comparaisons realisees sur ce sujet est faite en [FRA 94]. 

Forts de !'experience precedente, nous nous sommes interesses alors au 
comportement plastique de plaques minces perforees par des reseaux periodiques de 
trous circulaires afin de diminuer le risque d'amorce de fissuration par absence de 
points singuliers a Ia frontiere des trous. Faute de disposer dans Ia litterature de 
resultats experimentaux fiables, nous avons realise une campagne d'essais jusqu'a 
rupture sur des eprouvettes de traction perforees periodiquement. 
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Les eprouvettes utilisees dans les essais experimentaux sont prelevees dans des 
t6les de differents materiaux ductiles ; aluminium (nuance AS), acier doux (nuance 
E24) et cuivre, dans lesquelles ont ete prealablement usines des trous circulaires 
presentant des repartitions carrees et hexagonales conduisant a differentes porosites. 
L'epaisseur des eprouvettes est de 2 mm et Ia largeur varie de 25 a 65 mm selon Ia 
repartition des trous ou !'angle de sollicitation 8 retenu. Afin de restaurer les 
proprietes physiques et mecaniques des materiaux, un recuit de recristallisation est 
effectue sur toutes les eprouvettes a !'issue de l'usinage. Les essais de traction ont 
ete realises sur une machine Schenk RSA I 00 completee par un systeme 
d'acquisition et de depouillement informatise. La vitesse de sollicitation est fixee a 
I 0 mm/min, so it une deformation de I ,67 10·3 s· 1. Les tetes de l'eprouvette sont 
encastrees entre deux mors hydrauliques classiques. Les tetes sont suffisament 
renfor~ees et eloignees de Ia zone utile representee par Ia partie ABCD sur Ia figure 
2 pour que I' utilisation de mors a rotule ne so it pas necessaire. Ces essais no us 
fournissent les charges de rupture des eprouvettes suivant differentes directions de 
sollicitation fixees par !'angle 8 (figure 2) ainsi que les modes de rupture. La 
contrainte de rupture est calculee comme Ia moyenne des valeurs experimentales 
obtenues pour une serie de trois eprouvettes (cf. tableau I). La faible dispersion des 
resultats obtenus pour toutes les repartitions et porosites a confirme ce choix. 

L'application des techniques d'homogeneisation est licite si on considere des 
systemes mecaniques contenant un grand nombre d'heterogeneites. Si on note e une 
dimension caracteristique de l'heterogeneite (par exemple le pas entre deux trous) et 
L une dimension caracteristique de l'eprouvette (par exemple sa largeur), alors on 
admet en pratique que !'application de l'homogeneisation periodique est justifiee des 
que elL ~ 0, I. Dans un premier temps et afin de fixer un nombre de trous 
« optimal » pour notre serie d'eprouvettes, nous avons evalue !'influence du rapport 
elL sur Ia resistance limite en traction simple obtenue experimentalement pour un 
cas ou des solutions analytiques du probleme d'analyse limite existent. La 
comparaison montre Ia quasi invariance des valeurs experimentales de 'Licr0 par 
rapport au nombre de trous usines dans Ia largeur de l'eprouvette, ce qui signifierait, 
a priori, que le rapport elL est arbitraire dans le cas present (figure 7). Une 
experience similaire a ete realisee pour Ia direction de chargement 8 = 45° (VER 
carre) et elle conduit a Ia meme conclusion. Les conditions aux bords de 
l'eprouvette n'influencent done pas de maniere significative les resultats, ce qui 
justifie d'autant l'emploi de perforations circulaires. Precisons que les resultats 
numeriques obtenus pour le cas presente figure 7 coincident quasiment avec les 
valeurs analytiques (tableau I). Dans ce cas, les etats de deformation et de 
contrainte macroscopiques se conforment parfaitement au niveau microscopique 
(c'est-a-dire a l'echelle de l'heterogeneite) a Ia periodicite de Ia geometrie. On 
retrouve dans ce cas un mecanisme de blocs identique au mecanisme de rupture 
experimental (figure 8.a). 
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Figure 7. Comparaison entre valeurs experimentales et analytiques de Mises et Tresca de 
1: !cr0 enfonction de elL. VER carre, p = 0,3, eprouvettes acier 

Les methodes utilisees nous donnent avec une grande preciSion, l'etat de 
contrainte dans chaque triangle (methode statique) ainsi que le vecteur vitesse de 
deplacement correspondant a l'ecoulement libre de Ia structure en chaque nreud du 
maillage (methode cinematique). Les resultats fournis par cette derniere nous 
permettent de tracer le maillage deforme a Ia ruine du materiau. Nous nous limltons 
ici a Ia presentation de deux modes de rupture qui correspondent a des cas ou 
l'encadrement obtenu permet d'approcher Ia solution exacte, par exemple le cas pour 
e = oo et le materiau de Tresca (figure 8.a). Pour cette direction de chargement, le 
champ de contrainte, qui est un champ constant par bandes verticales, est homogene 
entre deux trous et seule Ia composante cry est non nulle (crx = 'txy = 0). Le 
mecanisme de rupture obtenu est un mecanisme a deux blocs rigides separes par une 
ligne de discontinuite perpendiculaire a Ia direction du chargement. On retrouve un 
mode de rupture identique pour le VER hexagonal, pour toute porosite, pour le 
materiau de Tresca et pour celui de von Mises. 

Parmi les parametres influen'tant Ia methode cinematique Ia forme du maillage a 
un role preponderant ; contrairement a Ia methode statique, celui-ci ne doit pas 
necessairement etre tres raffine, pourvu que les lignes de discontinuite en vitesse u 
autorisent le mecanisme de rupture reel. De ce point de vue, l'experience montre 
que Ia rupture a lieu dans Ia largeur de l'eprouvette suivant une ligne qui correspond 
a Ia plus petite distance reliant deux trous appartenant a deux VER adjacents. 
L'orientation de cette ligne change bien avec Ia direction de sollicitation e d'ou Ia 
necessite, a priori, d'utiliser des maillages differents pour chaque essai. Cette ligne 
est parfaitement visible sur Ia figure 8.b correspondant a un essai a e = 15°. On ob-
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tient pour ce maillage Ia meilleure borne cinematique de I.+fcr0 egale a 0,360 alors 
que ce mecanisme de blocs rigides n'apparait pas pour le maillage represente sur Ia 
figure 8.c, bien plus raffine, qui fournit une borne cinematique moins interessante 
egale a 0,375. Pour ce meme essai, Ia valeur statique atteint 0,357, preuve que le 
maillage utilise pour Ia methode cinematique (figure 8.b) permet d'obtenir 
quasiment le mecanisme de rupture reel. 

Figure 8. Modes de rupture theoriques obtenus (porosite 30 %, critere de Tresca). 
-(a) r !CJ0 = 0,379 (96 triangles 9 = 0°) - (b) r ICJ0 = 0,360 (104 triangles 9 = 15°) 
- (c) !;+ ICJo = 0,375 (384 triangles 9 = 15°). Comparaison avec les modes de rupture 
correspondant reels 

Pour les raisons precedentes, les resultats numeriques presentes dans le 
tableau 1 sont obtenus a partir d'une large variete de maillages afin d'optimiser au 
mieux l'encadrement de Ia resistance limite. La taille des problemes cinematiques 
resolus par le code d'optimisation lineaire varie de 794 !ignes >< 8 149 colonnes 
(maillage 96 triangles) a 2 922 !ignes >< 31 393 colonnes (maillage 384 triangles) 
pour des temps de calcul tres variables. Les ecarts entre les valeurs cinematiques et 
statiques ne depassent pas 3 % et correspondent bien aux valeurs experimentales 
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obtenues pour les trois materiaux metalliques et les deux porosites consideres. On 
note neanmoins une certaine disparite entre les valeurs experimentales suivant Ia 
nature du materiau ; il semblerait que l'acier E-24 obeit mieux au critere de Tresca 
alors que le comportement plastique du cuivre et de !'aluminium s'identifierait plutot 
au critere de Mises, critere reconnu souvent comme le plus representatif pour les 
materiaux metalliques. Les courbes de traction montrent pour les trois metaux 
utilises que Jes materiaux perfores se comportent comme des materiaux elastiques a 
ecrouissage limite ; Je comportement reel verifie assez bien !'hypothese rigide 
parfaitement plastique. 

En plus de Ia forme du maillage, ces resultats dependent aussi dans une large 
mesure des parametres p et m de linearisation des criteres. En pratique, ces 
parametres sont fixes a des valeurs permettant d'avoir des temps de calcul 
raisonnables, valeurs telles que leur augmentation n'apporte plus d'amelioration 
significative. 

8 no J"jO 10° 4"io 

L+ /c"J0 (Tresca) 0,379 0,360 0,325 0,332 
L- lao (Tresca) 0,378 0,357 0,318 0,325 
L+ la0 (Mises) 0,421 0,364 0,335 0,341 
L- la0 (Mises) 0,417 0,359 0,329 0,337 
Lexp la0 (alu) 0,442 ± 0,015 0,399 ±0,018 0,355 ±0,02 0,395 ± 0,018 
Lexp lao (cuivre) 0,412±0,01 0,362 ± 0,008 0,342 ± 0,008 0,360 ± 0,008 
Lexp la0 (acier) 0,382 ±0,006 0,362 ± 0,006 0,358 ± 0,003 0,38 ±0,01 

Tableau 1. Comparaison entre les bornes cinematiques .r+ et statiques L et les va{eurs 
experiment ales If!XP obtenues sur eprouvettes en fonction de l'angle de sollicitation (VER 
carre, criteres de Tresca et V0/1 Mises, porosite 30 %) 

5. Conclusion 

Les methodes proposees conviennent bien aux structures heterogenes, dont Ia 
ruine est due a un ecoulement plastique libre, grace a l'emploi des theoremes de 
l'analyse limite et d'une methode d'homogeneisation via !'utilisation d'une methode 
elements finis a present eprouvee. Ces modelisations fournissent des outils de 
prevision du critere de resistance macroscopique d'une structure heterogene a partir 
de La seule connaissance de Ia resistance limite en traction simple a0 du materiau 
constitutif et de sa geometrie. 

Les resultats obtenus sont rigoureusement licites et de plus verifiables a 
posteriori. La methode cinematique est fortement dependante de Ia forme du 
maillage car celui-ci doit autoriser !'apparition de mecanismes de blocs souvent 
specifiques au cas traite. Ceci est tres largement facilite par !'utilisation d'elements 
finis du type discontinu, dont l'efficacite pourrait etre encore accrue par !'utilisation 
de maillages optimises selon, par exemple, une methode basee sur le gradient de Ia 
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puissance dissipee dans le maillage [THA 97]. La methode statique, elle, depend 
plus du raffinement du maillage et beaucoup mains de sa forme. Dans taus les cas, 
les temps de calcul restent raisonnables compte tenu des performances actuelles des 
codes d'optimisation lineaire tels XPRESS ou OSL. 

Un complement nature! a cette etude consisterait a passer au cas tridimensionnel 
integral, dont Ia contrainte plane n'est qu'une approximation. Ceci permettrait de 
repondre a Ia question signalee plus haut de preciser !'influence du caractere 
necessairement tridimensionnel au voisinage des perforations, meme circulaires ; 
ceci rejoint d'ailleurs, en plasticite, une preoccupation analogue bien connue en 
mecanique des plaques composites perforees en elasticite. 
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