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RlSUM{ Dans Ia modelisation par elements finis des structures complexes a contour 
circulaire comme les buses ou les tunnels enterres, deux types d 'eli!ments peuvent etre 
utilises : les elements poutres (arc) et les elements membranaires. Ces elements construits 
seton Ia formulation c/assique ne partagent pas. en general, les memes degres de liberte 
nodazu. compliquant ainsi /'elaboration d 'un modele compatible. A fin de parer a ce 
probleme, nous proposons de developper zm nouvel element secteur membranaire base sur le 
modele de deformation de substitution a trois degres de liberte par namd, y compris Ia 
rotation comme degre de liberte additionnel. Cela aide enormement a Ia resolution des 
problemes genermu d'elasticite plane ayant un contour circulaire. 

AIISJRACT Elements, as beams and membranes, could be used in finite element modelling of 
complex structural systems such as buried drain pipes or tunnels. These elements of different 
kind, based on classical formulations, generally do not share the same nodal degrees of 
freedom, which complicates construction of a compatible model. To solve this modelling 
problem, we propose to develop a new sector membrane element based on the assumed strain 
model with three degrees of freedom at each node including inplane rotation as an additional 
degree of freedom. This helps enormously to solve easily, general plane elasticity problems 
having a circular contour. 

Mors-cu;·.\· element secteur, degre de liberte de rotation, modele de deformation de 
substitution, membrane, elasticite plane. 

KI:'Y WORDS: sector element, rotational degree of freedom, assumed strain model, membrane, 
plane elasticity. 
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I. Introduction 

L'interpolation directe des deformations permet d'avoir une meilleure precision 
sur ces grandeurs et sur les contraintes ; contrairement a Ia formulation classique ou 
les deformations sont obtenues par derivation du champ des deplacements. Les 
avantages des elements a modele de deformation sont ([DJO 90], [ASH 72]) : 

- satisfaction plus facile des deux principaux criteres de convergences liees 
directement aux deformations (mode de deformation constantes et le mode de corps 
rigides), 

- decouplage plus facile des differentes composantes des deformations (un 
champ de deplacements decouples engendre des deformations couplees), 

- possibilite d'enrichir le champ des deplacements par des termes d'ordre eleve 
sans I' introduction de nreuds intermediaires (permettant ainsi de traiter le fameux 
probleme de verrouillage, locking). 

Les elements finis de membrane a trois degres de liberte par nreud, deux 
translations et une rotation autour de Ia normale au plan moyen, ont ete formules 
et/ou utilises par plusieurs auteurs et Ia premiere tentative fut celle d' Allman 
[ALL 84] a [IBR 93]. 

Le succes de !'application du modele de deformation pour le developpement des 
elements de membrane avec prise en compte de Ia rotation dans le plan (rotation 
autour de Ia normale au plan moyen) en coordonnees cartesiennes [SAB 85], a 
encourage les chercheurs de !'ecole de Cardiff (GB) a developper des elements 
secteurs en coordonnees polaires ayant ez comme degre de liberte additionnel 
(DDLA). De tels elements sont utilises dans certaines applications particulieres ou 
its s'adaptent bien a Ia geometrie du probleme, ainsi qu'aux structures complexes 
(comme les buses ou les tunnels enterres). La combinaison de ces elements avec des 
poutres (arcs) ayant trois degres de liberte (DOL) par nreud, necessite !'introduction 
d'un DDLA aux elements plans bidimensionnels, afin de faciliter Ia jonction d'une 
part et exprimer le plus fidelement possible Ia deformation dans le plan d'autre part. 

Le premier element secteur base sur le modele de deformation de Bouzerira 
[BOU 87] donne de mauvais resultats en flexion pure a cause du choix inapproprie 
du champ de deformations. Les deux autres elements secteurs de Djoudi [DJO 90] 
ameliorent Ia qualite des resultats mais restent sensibles au rapport d'aspect. 

Pour pallier ces inconvenients nous decrivons un nouvel element secteur nomme 
SBS4 (Strain Based Sector 4-node) simple a trois DOL par nreud, deux 
deplacements (radial et tangentiel) et une rotation consideree comme DDLA. 

2. Description de l'element SBS4 

La figure I montre Ia geometrie de !'element secteur SBS4 et les variables 
cinematiques nodales correspondantes. A chaque nreud ( i ) de DOL U; et V; est 
attribuee une rotation additionnelle notee ezi• 
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Figure I. Geometrie de !'element secteur SBS4 

L'element est limite par deux arcs circulaires concentriques et deux !ignes 
radiales rectilignes. II possede quatre nreuds et trois DOL par nreud : 

U, : deplacement radial 
V6 : deplacement circonferentiel (tangentiel) 
8,: rotation autour de Ia normale au plan de !'element 

3. Formulation des elements secteurs utilisant des modeles de deformation de 
substitution 

Trois approches distinctes ont ete utilisees pour le developpement des elements 
secteurs a modele de deformation [RAJ 69], [SAB 86] et [BOU 87] : 

3.1. Integration directe 

Les variables cinematiques sont directement exprimees en coordonnees polaires 
par integration des equations reliant les deformations aux deplacements (exprimees 
en coordonnees polaires). L'element secteur de Bouzerira [BOU 87] evoque 
precedemment utilise cette approche. 

3.2. Transformation de coordonnees {SAB 86f 

Dans cette approche les variables cinematiques sont developpees en coordonnees 
cartesiennes {X,Y), puis transformees en coordonnees polaires (r,8) comme suit 
(figure 2) : 
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y, v 

x = r sine 
y = r~ose- R ... 
U,= U sine+ Y cose 
V9 = U cose- V sine 

y 

r 

e 
~----------------------~X 

0 
(a) 

0 
(b) 

Figure 2. Systeme de coordonm!es et deplacements 

Les deux elements secteurs de Djoudi [DJO 90] sont obtenus en combinant les 
deux premieres approches. 

3.3. Approche directe {RAJ 69/ 

Cette troisieme approche consiste a interpoler sur les variables polaires r et 8 de 
Ia meme maniere qu'on le fait sur les variables cartesiennes x et y, tout en verifiant 
I' equation de compatibilite (exprimees en coordonnees polaires). 

REMARQUE.- Nous retenons I' approche directe pour le developpement d'un element 
secteur membranaire avec DDL de rotation base sur le modele de deformation de 
substitution. 

4. Elements secteurs developpes utilisant I' approche directe 

4.1. itement de Raju et Rao {RAJ 69/ 

L'un des elements finis les plus utilises dans !'analyse des problemes de 
l'elasticite plane est !'element quadrilatere bilineaire. En coordonnees cartesiennes 
les fonctions de deplacement sont donnees par : 
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_!d = a1 + a2 x + a3 y + a4 x y (I a] 
V = as + a6 x + a7 y + a8 x y [I b] 

Raju et Rao ont developpe un element secteur PSL (Sector element with Linear 
displacement variation) utilisant le champ des deplacements [I] soit: 

U, = a1 + a2 r + a3 8 + a4 r 8 
v e = as + a6 r + a7 e + ag r e 

[2a] 
[2b) 

Cependant, l'element resultant (PSL) donne de mauvais resuitats quand il s'agit 
d'etudier un probleme plan de flexion pure (flexion pure d'un anneau semi­
circulaire ). 

4.2. Elt!mellt de Sabir et Sallri {SAB 86/ 

Sabir et Salhi ont introduit un nouveau champ de deplacement so it : 

e2 e 
U, =a 1 -a 38+a 4 r+a 5r8-a 7 -+a 8 -

2 2 

Les resultats restent toujours insuffisants pour le meme probleme. 

5. Formulation variationnelle de I' element SBS4 

[3] 

Considerons l'element secteur illustre sur Ia figure 2a. Les trois composantes 
cartesiennes du champ de deformation dans le plan d'un point P de l'element sont 
donnees par : 

[4] 

U, V : composantes du deplacement respectivement dans les directions x et y. 

Les equations [4] doivent au minimum representer le mouvement d'un corps 
rigide. Done on peut ecrire que : 

~>x = 0 

~>y = 0 

Y xy = 0 

[5] 
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L'integration de [5] perrnet d'obtenir une solution particuliere: 

.!:! = a1 - a3 y 
V = a2 + a3 x 

et Ia rotation 8, sera donnee par : 

[6] 

[7] 

Les equations [6] et [7] representent le champ de deplacement correspondant au 
mouvement du corps rigide (MCR). 

Le present element possede quatre nreuds et trois DOL par nreud (U,, V9 et 8,). 
Le champ de deplacement doit contenir douze constantes independantes. Trois 
d'entre elles (a 1 , a2 et a3) sont deja utilisees pour representer le MCR, il en reste 
done neuf (a4 , a5 , .•. a12) pour representer approximativement Ia deformation dans 
I' element, tout en verifiant I' equation de compatibilite [8] : 

J a2 a2 a-c, ~>y y xy 
--+-----=0 
a/ ax 2 axay 

soit: 
2 3 

~>x = a 4 +a 6y+a 10 y +2a 11 xy 

2 2 3 
~>y =a 7 +a 8 x-a 10 x - a 11 yx 

Yxy =2a 5 +2a 6 x+2a 8 y+2a 9y+2a 12 x 

En substituant [9] dans [4] et apres integration nous obtenons: 
2 

- y 2 2 2 3 
U = a 4 x+a 5 y+a 6 xy+a 8 -+a9y +a 10 xy +a 11 x y 

2 

x
2 

2 J 3 2 
V = a 5x+a 6 -+a7 y+a 8xy-a 10 x y-a 11 y x +a 12 x 

2 

ez = -a9y-2aloxy-3allx 2
/ +al2x 

Le champ de deplacement final sera obtenu par combinaison de [6] et [10] : 
2 - y 2 2 2 3 

U=a 1 -a3y+a4 x+a 5y+a 6 xy+a8 -+a9y +a 10 xy +a 11 x y 
2 

[8] 

[9] 

[10] 
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Dans le passage en coordonm!es polaires, on ne substitue pas x par (r cos8) et y 
par (r sin8), mais on fait des interpolations similaires sur les variables ret 8 comme 
I' a effectue Raju et Rao [RAJ 69]. Cette procedure est justifiee car elle ne viole pas 
Ia verification de l'equation de compatibilite [12] (annexe I): 

2 2 ) 
a Yre _.!.~-ra-ce -2.8Ea + 8E, +.!. 8rr.a =0 
arae r ae 2 ar 2 ar ar r ae 

[12] 

Les relations [ 11] deviennent : 

82 
2 2 2 3 u, =a,-a38+a4r+as8+a6r8+ag2+a9e +awr8 +allr e 

r
2 

2 2 J 2 Y8 =a 2 +a3r+a 5r+a62 +a 78+a8r8-a 10 r 8-a 11 8 r +a 12 r [13] 

ez = a3 -a98-2awr8-3allr 28 2 +al2r 

Nous remarquons ici, que les fonctions de deplacement finales contiennent des 
termes quadratiques et cubiques permettant ainsi le changement de courbure. 

SBS4 possede les caracteristiques suivantes : 
-description correcte du MCR ; 
- representation les etats de deformations constantes ; 
- continuite a l'interieur de I' element; 
- evaluation simple et efficace de Ia matrice de rigidite (sans integration 

numerique); 
- convergence monotone vers Ia solution analytique en raffinant le maillage. 

Les relations deformation-deplacement en coordonnees polaires s'ecrivent: 

[ 14] 

La matrice de deformation [B] s'obtient en substituant les equations [13] dans 
[14] : 

0 0 0 0 e 0 0 0 e2 2.r93 0 

(I+~:) 
2 

(e
2 

- r) ( re3 - 2. r2e ) [B] = l 0 _.ft. .!!. e l L 0 r r r r r 

0 _l _l 0 l ('+f) _.!!_ .!!. 1ft (2.e- re) (3.r92 - 2.r2e 2) r r r r r r 

La matrice de rigidite elementaire [Ke] de SBS4 s'obtient ainsi en suivant les 
techniques habituelles de Ia methode des elements finis. 



446 Revue europeenne des elements finis. Volume 7- no 4/1998 

[K, 1 = 1A -· r [ !flBJ, [D](B l ,d,de] 1A -·J [I5a] 

[Ke] = [A-1 ]r [Ko] [k 1
] [I5b] 

Jl r, 
avec: [Ko] = J f[sr[DJB).r.dr.d8 [I5c] 

-Jlr, 

Pour un materiau elastique, homogene et isotrope en contraintes planes, Ia 
matrice [D] s'ecrit: 

[

I v 0 1 [D]= E.\ v I 0 
(I-v ) 

0 0 
I-v 

2 

La construction des matrices [Ko] et [A] est detaillee en annexe 2. 

[Kel est done calculee en multipliant [K0] par [k1
] et par sa transposee [A- 1]r. 

6. Applications 

Le but de cette partie est de montrer I' inten!t du modele de deformation pour le 
calcul des structures a contours circulaires. Les tests sont limites a des applications 
simples mais suffisantes pour montrer les principales pcrfonnances de SBS4. Les 
travaux de Ashwell et al. [ASH 7I] ont montre I' interet du modele de defom1ation 
pour le calcul des arcs. 

6.1. Flexion pure d'un anneau semi-circulaire 

Soit un anneau semi-circulaire (ax b = 40 x 80) est deformee en flexion pure par 
un moment d'extremite (M = I). Par raison de symetrie, seule Ia moitie de I'anneau 
est consideree (figure 3). 

La moitie de l'anneau est discretisee par un seul element secteur membranaire 
(figure 3b), le moment peut etre applique de deux manieres differentes : soit par des 
forces nodales formant uncouple (eel), soit par des moments nodaux statiquement 
equivalents (cc2). 
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0 

a = variable II 

b=80mm > 
E = 200 KN/mm2 

v=0.3 
Me= I KNmm 

c 

(a) (b) 

Figure 3. Flexion pure d 'un anneau semi-circulaire 

eel ~ 
cc2 ,. 

Les resultats des deplacements radial U, et tangentiel V0 ainsi que Ia contrainte 
tangentielle cr0 en differents points (A, 8 et C) sont reportes sur le tableau I. 

cas de charge solution 

Couple: eel Moment: cc2 analytique [TIM 51] 

YeA -0,191 -0,191 -0,202 

U,A 2,970 10'3 3,007 10'3 3,250 10'3 

cres 4,827 10'3 4,931 10'3 4,847 to·l 

<Jec -3,038 10'3 -3,015 10'3 -3,073 to·l 

Tableau I. Flexion pure d'un anneau semi-circulaire 

Pour les cas de charges cc I et cc2, les resultats sont en accord avec Ia solution 
analytique [TIM 51]. Ces resultats confirment que I' element ainsi developpe satisfait 
bien au patch test d'ordre superieur [BAT 90] et [TA Y 86). 

Plusieurs rapports d'aspect « b/a » sont consideres dans I' analyse, et dans tous 
les cas « b » est pris constant, tandis que « a » varie pour donner : 

b - = 3, 2 et 1,3 . 
a 

Les resultats obtenus sont compares a Ia solution analytique donnee par 
Timoshenko [TIM 51]. 

Les figures 5 et 6 montrent Ia variation des deplacements radial U, et tangentiel 
V9 suivant une section droite (m'n') pour un maillage de 3 x 2 elements (figure 4) et 
un rapport d'aspect b/a = 2. 
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Figure 4. Mail/age 3.x2 et 2.x2 

5.---------------------------. 
c-...:.:.::sss4 · 
! --Exacle I 

2 4LQ ______ 5_0 ______ 6_0 ______ 7_0 ____ __,8Q ~~~~ 

Rayon r (mm) 
.IL 

Figure 5. Variation du deplacement radial 

le long de m 'n 'pour b/a = 2 

n 

m 

40 50 60 70 
Rayon r (mm) 

Figure 6. Variation du deplacement 

tangentielle long de m 'n 'pour bla = 2 

80 

Nous constatons que I' element SBS4 donne de bons resultats. 

Les figures 7 a 12 representent Ia variation des contraintes tangentielle cr8 et 
normale cr, le long d'une section droite (m n), pour b/a = 3, 2 et I ,3 et un maillage de 
13 X 3 elements. 

I~ 
E 

I z 
I~ 

-Of-------,-----=:!""",.-------,-------j 
t) -1 

-2 

-3 

-4~------------------------~ 

Rayoo r (mm) 

Figure 7. Variation de Ia contrainte 

tangentielle le long m n pour bla = 2 

40 50 60 

Rayonr(mm) 
70 80 I 

Figure 8. Variation de Ia contrainte radiale 

le long d 'une section droite m n pour b/a = 2 
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IS 

"E 
o:: OS 
~ 
~ 
Q -0 s 

-I 

-I 5 

65 

I -+=----sBS4 I 
: --Exacte 

-2 L-----------------------~ 

Rayon r(nun) a ~ r ~ b 

Figure 9. Variation de Ia contrainte 

tangentielle le long de m n pour bla = 1,3 

'E 2 
_§ 

~ I 

,--+->IIS4-~ 

~ --Exacte 

Rayon r(mm) a<; r <; b 

Figure II. Variation de Ia contrainte 
tangentielle le long de m n pour bla = 3 

14 .---------------------------, 

12 

""'10 
E 
E 8 z 
~ 6 

t:. 4 

60 

;::.::+=-SBS4-

: --Exactel 

65 70 75 

Rayon r(nun) 
80 ' 

Figure 10. Variation de Ia contrainte radiale 

le long de m n pour bla = 1,3 

1 =.::-: SIIS4 -1 
--Exacte 

25 35 45 55 65 75 
Rayon r(nun) 

Figure 12. l'ariation de Ia contrainte radiale 

le long de m n pour bla = 3 

Ces courbes nous permettent de conclure que !'element SBS4 permet un bon 
encadrement des solutions analytiques associees aux deplacements et aux 
contraintes. 

No us constatons que le nombre reduit d' elements suivant Ia direction 
circonferentielle n'affecte pas les resultats (vu que c'est un probleme 
axisymetrique ). 

6.2. Cylindre epa is sous pression interne 

Le cylindre considere est soumis a une pression interne uniforme. Les 
caracteristiques geometriques et mecaniques sont presentees par Ia figure 13. Pour 
des raisons de symetrie, seul un quart du cylindre est modelise. 

Les resultats obtenus sont compares a Ia solution analytique donnee par Rekatch 
[REK 80]. 
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a= 20 mm 
b = 40 mm 
q = 0, I KN/mm2 

E = 2 105 MPa (acier) 
<r.; = 21 0 MPa 
v = 0,3 
t= I mm 

Condition de symetrie : 

sur AB et CD V9 = 0 

Figure 13. Cylindre epais SOliS pression interne 

6.2. L Presentation des resultats 

c 

a= 7t/4 

Les convergences du deplacement radial (U,), de Ia contrainte radiale (cr,) et de 
Ia contrainte tangentielle ( cr9) au point E (r = 30 mm) sont montrees sur le tableau 2 

et sur les figures 15, 16 et 17 pour differents maillages (figure 14). 

Figure 14. Mail/age 2x2 etforces nodales 

Maillage dcplacement radial contrainte radiale contrainte tangentielle 
size* U (mm) a (MPa) a 9 (MPa) 

2x2 1,3718 36,684 85,1075 

4x2 1,4036 28,275 90,7060 

6x2 1,4101 26,959 91,7000 

8x2 1,4125 26,505 92,1185 

J0 X 2 1,4136 26,296 92,2890 

12 X 2 1,4142 26,182 92,3800 

14 X 2 1,4145 26,114 92,4360 

Sol. exacte 1,4155** 25,9259** 92,5900** 

*114 du cylindre * * Ref. [REK 80) 

Tableau 2. Cylindre epais SOliS pression interne 
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Ur""""0,14155 

-0.14 

~ E 
.§. 

= ~ 
0.13 

1 ~SBS4-; --Exactel 
0.12 

10 15 20 25 

Nombrt total d'CICments 

i 
.!! z 
:£ 
" 0 

I' -: 
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30 

0.9 

0 8 
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crr e'\actc=0,9259 

10 

r .:..+---susn ;--Exactel 
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Nombre total d'CICments 

Figure 15. Convergence du deplacement 

radial en E 

Figure 16. Convergence de Ia contrainte 

radiale en E 

10 15 20 25 30 

0 2 .---------------------, 

E 
_§ OJ 
z 
~ 
" = 
-. 0.4 

E. 

atJc'!,aC\e = 0,259259 

r 
-+-SBS4 I 

· --Exacle 

OS L--------------__J 
Nombrr total d'tltmenls 

Figure 17. Convergence de Ia contrainte 

tangentielle en E 

30 

Les figures 18 a 20 illustrent Ia variation de U, , cr, et cr8 le long d'une section 
droite (m n) pour Un maillage de 14 X 2 elements. 

0.22 ,-----------------, 

' E' o.J8 
'--Exacte 

.§. 

' 30 35 
Rayon r (nun) 

Figure 18. Variation du deplacement radial 
le long de m n 

I 6 

I <'0 
., ] 
'I Z 12 
~ 
" 0 

. 0.8 

t; 

20 25 30 35 
Rayon r (nun) 

Figure 19. Variation de Ia contrainte 

tangentielle le long de m n 

40 
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25 30 35 40 

Rayon r(ITDll) 

' --·--~- --------

Figure 20. Variation de Ia contrainte radiale 

le long de m n 

L'analyse du tableau 2 et des figures 14 a 19 pennet de tirer les conclusions 
suivantes: 

- les n!sultats sont estimes tres satisfaisants, bien que le decoupage suivant Ia 
direction circonferentielle est maintenu constant(= 2); 

- Ia convergence est monotone en deplacement et en contraintes. 

L'element secteur SBS4 presente des perfonnances tres satisfaisantes, a titre 
d'exemple: 

-pour une maille de 4 x 2 elements, l'erreur est de 0,84 %pour le deplacement 
et 2 % pour Ia contrainte tangentielle. 

-pour une maille de 14 x 2 elements, l'erreur est de 0,07% pour le deplacement 
et 0,16% pour Ia contrainte tangentielle. 

6.2.2. Ovalisation du cylindre 

Sous l'action de Ia pression interne, le cylindre se deforme radialement avec 
augmentation des rayons exteme et interne et diminution de I' epaisseur. 
L'ovalisation est observee avec le plus d'intensite pour un maillage de taille 14 x 2 
elements (tableau 3 et figure 21 ). 

r(mm) a (figure 13) 

0 rc/4 rc/2 

20 0,19050 0,19050 0,19050 

30 0,14145 0,14145 0,14145 

40 0,12130 0,12130 0,12130 

Tableau 3. Deplacement radial U, 
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Figure 21. Ovalisation du cylindre 

7. Comparaison avec d'autres elements secteur 

La comparaison se fait sur Ia base de J'exemple de J'anneau semi-circulaire 
(figure 3). Le present element SBS4 est compare : 

- aux elements secteurs I et II de Djoudi [DJO 90] dont Jes champs de 
deplacement figurent en annexe 3 ; 

- aux solutions elementaires de Ia resistance des materiaux ; 
- a Ia solution analytique ( exacte) don nee par Timoshenko [TIM 51]. 

Les maxima et minima de Ia tension Go peuvent etre presentes sous Ia forme : 

[16] 

Les valeurs du facteur numerique « m » obtenues pour Jes differents cas figurent 
au tableau 4. Nous constatons que pour les rapports b/a = 2 et 3, Jes valeurs obtenues 
pour les trois elements SBS4, I et II sont en accord avec ceux de Ia solution exacte. 
Cependant pour Je cas d'un anneau mince (b/a = I ,3) seull'element SBS4 donne des 
resultats tres satisfaisants meme pour un nombre de DOL tres reduit (I 0 contre 242). 

Distribution Distribution Present element SBS4 

b/a 
des des tensions Solution [01090) [01090) 

tensions exaete "I" "II" 
suivant une suivant une Couple: Moment: 
loi lineaire loi eel ee2 

hyperbolique 

1,3 
+66,67 +72.98 +73,05 +109,032 +92,40 +72,980 +73,629 
-66,67 -61.27 -61.35 -79,547 -88,54 -61,268 -60,87 

2 +6,00 +7,725 +7,755 +8,523 +8,145 +7,723 +7.890 
-6.00 -4,863 -4,917 -5,148 -5,305 -4,861 -4,825 

3 +1,50 +2.285 +2,292 +2,412 +2,357 +2,283 +2,350 
-1.50 -1,095 -1,130 -1,150 -1,165 -1,094 -1,093 
Degres de liberte aetifs 242 242 10 

Tableau 4. Coefficient« m »de !'equation [16] 
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8. Conclusion 

La tres bonne performance de SBS4 a ete demontree, les resultats 

correspondants sont globalement plus precis que les elements I et II pour ce type de 

probleme domine par Ia flexion. 

II serait interessant de coupler cet element SBS4 avec un element secteur de 

plaque riche en flexion tel que BSN [RAJ 73] (Sector plate Bending element based 
on the Natural stiffness approach) pour obtenir un element secteur coque a facette 

plane a six DDL par nreud. Un tel element pourrait s'averer tres performant pour 

certaines applications particulieres ou il s'adapte bien a Ia geometrie du probleme. 

L'extension de cette approche aux problemes tridimensionnels avec des 

coordonnees cylindriques ou spheriques merite aussi d'etre exploree. 
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Annexe I 

Verification de I'equation de compatibilite (relation [12], § 5) 

[12] 

l:J 
0 0 0 0 9 0 0 0 92 2.r9) 0 

-~ ( 1 + ~.:) 
? 

l 0 ~ 9 l L (9
2 

- r) (re3
- 2.r 29 ) 0 r r r r r 

0 _l _l 0 l (1 +t) -~ ~ 1& (2.9- re) (3.re2
- 2.r 292

) r r r r r r 
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a'y "' 1 a'~:, a'~: - 2al:" a~:" ! ay.., 
-r-" coefficients ar.ae - ~80' ar' ar ar rae 

(2) (3) (4) (5) (6) (7) 

a, 0 0 -2/r' 2/r' 0 0 

az 0 0 0 0 0 0 

aJ 0 0 29/r' -29/r' 0 0 

a4 0 0 0 0 0 0 

as 0 0 -29/r' 29/r' 0 0 

a6 0 0 0 0 0 0 

a7 llr' 0 -2/r' 2/r' 0 -1/r' 

as -1/r' 0 -9'/r' 9'/r' 0 1/r' 

~ -2/r' 0 -29'/r' 29'/r' 0 2/r' 

aiO -I -2/r 0 2 0 2/r -I 

a" 69- sre -129 4r9 -29' + sre 203 60- 4r9 

a,z 0 0 0 0 0 0 

equation [12] = (2) + (3) + (4) + (5) + (6) + (7) 

Annexe 2 

Composantes de Ia matrice [K0 ] (relation [ l5c ], § 5) 

H, 0 0 Hz 0 0 HJ H4 Hs H6 0 

1-17 Hs 0 H9 1110 0 0 0 0 H,, 
llu 0 H,4 H,; 0 0 0 0 11,6 

11,8 0 0 H,9 Hzo Hz, Hn 0 

HzJ Hz4 0 0 0 0 Hzs 

H27 0 0 0 0 Hzs 
[Ko] = 

HJO HJ, Hn HJJ 0 

Symetrique HJ4 HJS HJ6 0 

Hn HJS 0 

HJ9 0 

H4o 

D, = E(l-v)/(l+v)(l-2v); D2 = v.D/(1-v); D3 = E/2(1+v); 

AL = ALog(r2)- Alog(r1); Ei = ( r 2i - r' i ) i ~ l.o ; 
A1 = D1+ D2 ; A2 = 0 1 + 2 D2 ; A3 = 2 D1 + 2 D2 ; 

equation 

[12] 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

H,z 

H,7 

0 

Hz6 

H29 
0 

0 

0 

0 

1-141 

H4z 

A4 = D1 + D2 ; A5 = D2 - D3 + D/2; A,= D1 + D2 + 2 D3 ; 

A7 = 5 D1 + 4 D2 ; A8 = 8 D1 + 16 D2 + 24 D3 ; A9 = D, + D2 + D/4; 



HI= 2[3.AL.OI 
H2 = 2[3.E1.A1 
H3 = 2[3.AL.01 
H, = 0 1 (p

3.AL/3 + 2[3.E1) 
H5 = 2[33 AL.0/3 
H6 = 2[33.EI.A/3- P.E2.01 
H7 = 2[3.AL.03 
H8 = 2[3.AL.03 
H9 =- 2[3.AL.03 
H10 =-2[3.03(E1 +E/4) 
H11 = 2[33.03 (2.E/3- 3.E/2)/3 
Hll =- p.E2.03 
H13 = 2[33 AL.01 /3 + 2[3.AL.D3 
HI,=- 2[33.AL.0/3 - 2[3.AL.03 
H15 = -2[33 E1.A/3- 2[3.03 (E1 + E/4) 
H 16 = -[35

. E2.A/5+4[33. E3.A/9-P3 .E2• 0 3 
H11 =- p.El 03 
HI.= 2[3.E2AI 
Hl9 = 2[3.EI.AI 
H20 =AI (13.E2+ [33.E/3) 
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Hll = 2[33.EI.AI/3 
H22 = 2[33.E2.A/3- 2[3.E3.A/3 
H23 = 2[33.AL.01 /3 + 2[3.AL.03 
H24 = 2[33.EI.A/3 + 2[3.03 (EI + E/4) 
H25 = [33.(p2.E2.A/5- 4.E3.A/9 + E2.03) 
H26 = f3.E2.03 
H27 = 2[33.E2.A/3 + [3.03 (E2 + 2.E/3 +E/8) 
H28 = [33(2.A1 [3

2.E/5-A9.E/3+0i2E/3-2E/15)) 
H29 = 0 3.[3(E/4+2.E/3) 
H30 = AL.2[3(01+[32.0/3) 
H31 = [3.(01.(2.E1+[32.AL/3)-2[32.AL.0/3) 
H32 = 2[33.AL.(01 -2.03)/3 
H33 = ([33/3)(2.E1.A1+03.(E2-4.E1))-[3E2.01 
H34 = [33(01(2.E/3+[32ALII0)+2AL.0/3)+[3.E2.01 
H35 = [33.(01.(2.E/3+[32 ALI5)+4.AL.0/3) 
H36 = [33(A1.[3\2E/5+A5E/3+4E1.0/3)-2[301E/3 
H37 = 2[33.AL([32.0/5)+4.0/3) 
H38 = [33 (2[32.E1.A/5-E2.0/3+.03.(8.E/3-2.E/3)) 

Hw = [33 .(2.A 1. [3
2 E/5-4.A6.E/9+03.E/6+4. 0 3. E/3 )+[3. E,.O /2 

H~0 = [35 (A7.E,.[32/14- A8.E/25+4.03.E/15+9.03.A/l 0)+4.[33.01.E/9 
H,1 = [33.03.(E/2-4.E/15) 
1142 = [3.E4+[32 0/2 

Composantes de Ia matrice [A] (relation 15b, § 5) 

0 -13 R, ~~ R,p 0 p2 /2 p2 R,p2 R,2p3 0 
() I R, () R, R1

2 /2 p R,[~ 0 -R,2p -R,Jp2 R,2 

0 0 2 0 0 0 0 0 -2P -413 -6R,2p2 2R 1 

0 -P R2 p R2P 0 p2 /2 p2 R2p2 R22p3 0 

0 R2 0 R2 R22 /2 p R2P 0 -R22p -R/P2 
R/ 

[A] = 
0 0 2 0 0 0 0 0 -2P -4R2P -6R22p2 2R2 

0 p R2 -P -R21J 0 p2 /2 p2 R2p2 -R22p3 0 
0 I R2 0 R2 R//2 -P -R2P 0 R22p -R23p2 R22 

0 0 2 0 0 0 0 0 2[3 4R2P -6R22p2 2R2 
I 0 p R, -P -R,p 0 p2 /2 p2 R,p2 -R,2p3 0 
0 R, 0 R, R1

2 /2 -P -R,p 0 R,2p -R,3p2 R,2 

0 0 2 0 0 0 0 0 2[3 4R 1p -6R,2p2 2R 1 
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Annexe 3 

A.3.1. Champ de deplacement de /'element secteur (/) {DJO 90} 

U, = a1 sin8+a2cos8+a3Rsin8+a4rsin28-a5sin8(R -2rcos8)-a6rsin28(R-r cos8) +a7cos8 
(rcos8-R)+a8rsin8cos8(rcos8-R)+~sin8(rcos8-R)2 +a10Rrsin28(R-rcos8) -a11 Rr 
sin28(R- rcos8)2+a12 ~sin

28cos8 . 
V9 = a1cos8-a2sin8-a3(r-Rcos8)+a4rsin8cos8-a5(r+Rcos8-2rcos28) +a6rsin8 cos8 

(rcos8-R)+ a7sin8(R-rcos8)+a8rsin28(R-rcos8)+~cos8(rcos8-R)2+ a1orsin8 
(rcos8-R)(r-Rcos8)-a11 ~sin

28(r-Rcos8)(rcos8-R)2+a12~sin28cos8 . 
<I> = a3-a6(r/2)sin8-a8(R-rcos8)/2-~(rcos8-R)-2a 10rsin8(rcos8-R)-3a 1 /sin28(R­

rcos8)2+a12rsin8 

A.3.2. Champ de deplacement de /'element secteur (ll) {DJO 90} 

U, = a 1 cos8+a2sin8+a4r+a5r8+a6~12+~+a 11 
V9 = -a1sin8+a2cos8+a3r-a4r8-a5r8

2/2+a7r8+a8r8
2/2+(a10-a5)r log(r)-a 11 8+a 12~ 

<I>= a3-a48-a5(2-21og(r)-82)/2+a78-a88
2/2+a10(2log(r)+ I )/2-a 118/(2r)+ 3a12r/2 
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