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RtsUMt. Dans ce tra vail, /lOllS transposons dans le cadre de Ia plasticite les resultats 
d'homogeneisation de plaques periodiques. On met en reuvre une methode pour determiner 
les charges limites, en tem~es de contraintes generalisees, en resolvan t des problemes 
d'evolution elastoplastique tridimensionnels uniquement poses sur Ia cellule de base. Ces 
problemes sont resolus numeriquement par Ia met/rode des elements finis. Dans le cas ou Ia 
plaque est macroscopiquement ortlrotrope et symetriqt~e par rapport a son feuillet moyen, on 
propose un critere avec une methode d'identification des parametres. L'approche est validee 
par des resultats de reference sur une plaque homogene isotrope et /'application du critere 
propose a une plaque avec une cime en nids d'abeille donne des resultats tres satisfaisants. 

ABSTRACT'. This work is an illustration of tire homogenization of metallic periodic plates in tire 
plastic range. The determination of the macroscopic yield surface is reduced to three­
dimensional problems, set on a basic cell. The macroscopic limit loads (m embrane and 
bending efforts) are computed by the finite element method. When the plate is considered 
orthotropic and symmetric with respect to the middle surface, a limit loads criterion is 
proposed with an identification method of its parameters. This approach is validated for an 
homogeneous isotropic plate and the identification of the criterion for a honeycomb plate 
gives satisfying results. 

MOTS-CLts : homogeneisation, plaques periodiques, plasticite, charges limites et criteres, 
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1. Introduction 

De nombreuses applications industriellcs requi ~rent l'emploi de panneaux 
structuraux Jegers, notamment dans le domaine de Ia construction ferroviaire, 
navale, ou encore du blltiment. Techniquement, ces panneaux metalliques reposent 
sur le principe du sandwich : deux feuilles paralleles - ou parements - assemblees 
de part et d'autre d'une arne commune. Suivant Ia complexit~ de l'ame, une analyse 
par ~ l~ments fini s d'une tellc structure devienl coOteuse si l'on mod~li se toutes les 
Mterogeneites. Pour simplifier une telle etude, Ia geometric de ces panneaux nous 
am~ne a faire appel aux techniques d'homogcncisation periodique de plaque. 

Rcalisce en collaboration avec Ia socict~ SOLLAC, cette ~tude a pour objet de 
proposer une methode pour calculer num~riquement les charges limites d'un 
panneau structural l ~ger. Pour cela, nous transposons dans le cadre de Ia plastici te 
les travaux de D. Caillerie [CAl 84] sur l'homogencisation de plaque periodique, en 
s'appuyant sur les travaux de P. Suquet [SUQ 82]. Nous mettons en re uvre une 
methode numcrique, dans le logiciel de calcul par ~tcments fini s SIC, permettant 
d'obtenir des charges limites en r~solvant des probl~mes d'evolution elastoplastique 
tridimensionnels uniquemcnt poses sur Ia cellule de base. Ces charges limites 
s'expriment en termes de contraintes g~ncra l i ~es. 

Dans Ia litt~rature, it existe de nombreux c rit~res de charges limites pour les 
plaques homogenes isotropes mais le cas des plaques anisotropcs est moins cvoquc. 
Dan le cas ou le panneau est macroscopiquement orthotrope et symctrique par 
rapport a son feuillet moyen, on propose un nouveau critere avec une methode 
d'identification de paramctre . Ce cri tcre 'appuie sur une g~n~ra li ati n du crit~re 
lincari se d'IIyu hin [JL Y 56], etabli pour une plaque homogcne isotrope. 

L'approche est validee par une comparaison de resultats numeriques obtenus 
pour une plaque homog~ne aux critcres de Ia littcrature. On traite enfin comme 
exemple d'application le cas d'un panncau tructural Ieger avec une arne en nids 
d'abei lle. 

2. Hypotheses ct formulation 

2.1. Homogeniisation de plaques periodiques 

Une plaque est une structure dont l'une des dimensions, l'cpaisseur, est tres petite 
par rapport aux deux autres. On considere ici une telle structure, ctant de plus 
finement hetcrogene et pcriodique dans le plan perpendiculaire a Ia direction de 
l'~pai sseur. Partant d'un modele tridimensionnel, on cherche un modele 
bidimensionnel homogene ~uivalent de type plaque. 

Dans le cadre de l'clasticitc lincaire, ce probleme, trait~ par D. Caillerie 
[CA184), fait intervenir deux petits paramhres 7J et ~. qui sont respectivement les 
rapports de l'~pai sseur et de Ia p~riode sur Ia dimension de Ia plaque totale. Cet 
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auteur met en evidence !'importance du rapport ry/~ dans Ia determination des 
coefficients de Ia loi de comportement de Ia plaque homogene equivalente. En effet, 
le processus d'homogeneisation consiste a faire tendre TJ et ~ vers 0 et l'ordre de 
passage a Ia limite de ces deux parametres ne commute pas. E tant donne les 
proprietes geometriques des panneaux structuraux. legers etudies ici, nous nous 
restreignons au cas ou Ia taille de Ia periode est du meme ordre de grandeur que 
l'epaisseur : T/ == ~· 

En appl iquant alors Ia technique des dcveloppements asymptotiques [SAN 80] 
par rapport au petit parametre TJ, on aboutit a un comportement homogeneise de type 
plaque de Kirchhoff-Love ([CAl 84 ], [MOU 96]). Les coefficients de Ia loi de 
comportement de Ia plaque homogene equivalente sont determines en resolvant des 
problemes elastiques tridimensionnels uniquement poses sur Ia cellule de base. Nous 
prcsentons dans ce paragraphe ces problemes cellulaires de localisation, problemes 
que nous allons transposer par Ia suite dans le cadre de Ia plasticite. 

-r3 
-/0-; 
Yl 

Figure 1. Description de fa cellule de base 

y 

On considere une cellule de base Y, pouvant com porter des vi des T (figure I) . 
Elle est rapportce au repere (0, y1, y2 , y3 ) tel que y3 soil Ia direction de 
l'epaisseur. La partie de Y occupee par le materiau est designee par r·. Les faces 
superieure, inferieure et latcrales sont notees respectivem~nt d~up, dY;nf et u~m· Le 
feuillet moyen de Ia cellule de base est dcsigne par Y, dont l'aire est I Y I. La 
position dans l'epaisseur de ce feuillet moyen definit !'altitude de reference y3 = 0. 
Dans Ia suite, les indices latins prendront les valeurs 1, 2 ou 3 ct les indices grecs les 
valeurs I ou 2. 

Se donnant les deformations generalisees macroscopiques de membrane Ea{J et 

de flexion KafJ• le problemc eellulaire tridimensionnel a resoudre en elas tic ite 

lineaire pour Ia localisation des deformations et des contraintes microscopiques 
s'enonce (a designant le tenseur d'elasticite) : 

Trouver X. champ de deplacement tridimensionnel verifiant : 

a = a:E 

diva = 0 dans y• 

[1) 

[2] 
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e=E-y3 K+e(x) [3] 

(J.n = 0· sur dYzup• d}jnf et dT [4] 

X Yt•Yl-periodique,CJ.n y1,y2 -anti¢riodiquesurdl-Ja1 [5) 

Les contraintes g~n~rali s~es macroscopiques de membrane NafJ et de flexion 
MafJ sont alors d~termin~es a partir des contraintes microscopiques CJij par les 
relations de moyenne : 

Le champ de d~placement X est solution d'un probleme d'~ l asticit~ classique (loi 
de comportement [1), ~quations d'~quilibre [2]) avec: 

• une cin~matique particuliere [3), Ia dUormation totale ~tant Ia somme d'une 
d~formation de type Kirchhoff-Love et d'une d~formation d~rivant du champ de 
d~placement periodique recherch~. 

• des conditions de bord libre [4] sur les faces inf~rieure et superieurc et dans lcs 
cavit~s. 

• des conditions de p~riod ici t~ [5] portant sur le d~placement recherche et les 
contrainte microscopiques. 

On notera que le champ de d~placement X est unique a une translation pres. 
Dans [3], on a pose: 

[7] 

2.2. Domaine de pktsticite macroscopique 

On considere maintenant que Ia cellule de base est consti tuee de materiaux 
~lastiques parfaitement plastiques qui oMissent au critere de Von-Mises. Le 
domaine de plastic it~ microscopique P( y ) se dMinit alors par : 

C1(y) e P( Y) ~ C1tq{Y) S C1o(Y) 

(
3 )112 

avec u,q = l C1ff: uff , 

q 0 ~tan! le d~viateur du tenseur des contraintes et CJ0 ( y) Ia limite elastique du 
mat~riau au point de coordonn~s y. 

Dans le cadre de l'homog~neisation en plasticit~. on se base sur les travaux de 
[SUQ 82], [WEI 84], [DEB 85] et [MAR 87]. Les resultats presentes par ces auteurs 
ont ~t~ ~tablis dans le cadre de l'homogen~isation p~riodique ou on a periodicite 
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dans toutes les directions de l'espace. On utilise alors Ia methode des moyennes et 
les conditions de periodicite traduites sur Ia cellule de base. Cette methode repose 
sur l'hypoth~se que les deformations et les contraintes macroscopiques sont les 
moyennes de leurs homologues microscopiques. Cette hypoth~se est justifiee par des 
considerations sur les fonctions rapidement oscillantes [SUQ 82] . 

Dans le cadre de l'homogeneisation de plaque periodique, les contraintes 
macroscopiques s'expriment en fonction des contraintes microscopiques par les 
relations de moyenne (6]. On definit alors le domaine de plasticite macroscopique 
phom de mani~re analogue a P. Suquet ([SUQ 82], [DEB 85]. [MAR 87]) : on 
remarque qu'a un etat de contraintes macroscopiques { N, M}. on doit pouvoir faire 
correspondre un etat de contraintes microscopiques (J verifiant : 

• u est supportable au niveau microscopique : cr( y) e P( y) Vy e y•, 

• u veri fie les equations d'equilibre [2] et lcs conditions de bords libres [4], 

• u verifie les conditions de periodicite [5] , 

• u verifie lcs relations de moyenne [6] . 

On definit alors le domaine de plasticite macroscopique par : 

plwm = {{N, M}l3cr, u(y) e P(y), Vy e r•.div CJ = O, 

cr. n = 0 sur Jf.up• ()~•! et ()7', cr. n y1,y2 - antiperiodique sur ()~at• 

Nap = ( Uap ). Map = ( - yJ Uap)} [8] 

On montre que Ic domaine de plasticite ainsi defini est convexe et ferme si P( y) 
est convexe et ferme. 

2.3. Problemes cellulaires en plasticite 

Dans le cadre de l'homogeneisation ou on a periodicite spatiale dans les trois 
directions de l'espace, Ia determination du domaine de plasticite se ramene a des 
problemes d'analyse limite uniquement poses sur Ia cellule de base ([SUQ 82], 
[WEI84], [DEB 85] et [MAR 87]). Ces problemes sont etablis a !'aide des relations 
de moyenne et de periodicite sur les deformations, qui permettent de verifier Ia 
condition de macro-homogeneite de Hiii-Mandel. Cette condition, traduisant le fait 
que l'energie interne macroscopique est Ia moyenne de l'energie interne 
microscopique, permet d'utiliser les raisonnements d'analyse limite. 

Dans le cadre de l'homogeneisation de plaque periodique, nous n'avons pas 
explicitement les relations de moyenne entre les deformations macroscopiques et les 
deformations microscopiques. A ce stade, on fait !'hypothese que Ia cinematique 
etablie en elasticite pour les problemes cellulaires est toujours valable en plasticite : 
on suppose pouvoir decomposer Ia deformation totale en un point de Ia cellule de 
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base en Ia somme d'une defonnation macroscopique de type IGrchhoff-Love et d'une 
defonnation d~rivant d'un d~placement p~riodique X (cf [3), (5] et (7]). Cette 
hypoth~se pennet de v~rifier Ia condition de macro-homog~n~it~ de Hili-Mandel : 

(cr:e) = N:E+M: K 

Cettc condition pennet d'utiliser les r~sultats d'analysc limite et de construire le 
domaine de p l asticit~ macroscopique [8] de mani~re analogue a [MAR 87], en 
d~term inant des contraintes a Ia limite de ce domaine. On pr~sente ci-apr~s le 
probl~me cellu laire tridimensionnel d'~vo lution ~ lastoplastique a direction de 
contraintes macroscopiques {N°, M0 } impos~e: 

Trouver N .. = lim N et M .. = lim M tels que : 
,~.. ,_. .. 

cr =a:(e-eP ) dansr· 

{11·. ~= 00 si ~q ~ cr~ et £P = ia0 avec 
si 

[9] 

[I OJ 

div CT = 0 dans y• [II] 

e=E- y3 K+e(z) [1 2] 

CT.n = 0 sur J>jup• JY;nf et dT [13] 

X y 1, y2 - periodique , CJ. n y1, y2 - antip~riodique sur o)/01 [ 14] 

( CTap) = NafJ = ). N~fJ et ( -YJ CTap) = MafJ = A M~fJ [15] 

E: N° + K: M0 = t [ 16] 

Ejt=O = Ki,=o = 0 • eP j,.o = 0 dans y• 

Ce probl~me constitue un probl~me d'~volution ~lastoplastique classique (loi de 
comportement (9] et [10], ~quations d'~quilibre [11]), dans lequel on a introduit une 
cin~matique particuli~re [12] et des conditions de p~riodicit~ [14]. Par [15], on 
impose un trajet radial dans l'espace des contraintes macroscopiques. Le chargement 
est impos~ par les relations lin~aires [16] qui d~tenninent implicitement l'amplitude 
A.. Lorsque le param~tre de chargement t tend vers l'infini, l'arnplitude ). tend vers 
une asymptote ;.-. La charge macroscopique {A. .. N°. A .. M0

} correspond a Ia 
charge de ruine plastique de Ia cellule de base. Ainsi , { N. M} tend vers une limite 
{N-, M .. } qui se trouve au bord du domaine de plasticit~ macroscopique. De plus, 
les vitesses de deformations macroscopiques {E. K} tendent vers une limite 
{E-. K"} qui constitue une nonnale sortante ace domaine. 
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Pour determiner des points a Ia limite du domaine, on peut aussi resoudre des 
problemes a vitesse de deformations {£0

, K0 } imposee en remplayant [15] par [6] et 
[16] par : 

E = t £0 et K = 1 K0 

Dans ce cas aussi, 1orsque 1 tend vers l'infini, {N, M} tend vers une limite 
{N- . ~} qui se trouve au bard du domaine de plasticite macroscopi'que et 
{£0, K0

} constitue une normale sortante ace domaine. 

2.4.1mp/antation numirique 

Le calcul des charges limites s'effectue par Ia methode des elements finis . Pour 
obteni r Ia formulation variationnelle des problemes cellulaires, on applique le 
principe des travaux virtue Is a I' equation d'equilibre [II] en introduisant une 
cinematique virtuelle de type [12]. En integrant par parties et en tenant compte des 
relations de moyenne (6], des relations de periodicite [14] et des conditions de bard 
libre [13], les equations [II], [13], [14] et les relations de moyenne contenues dans 
[ 15] peuvent etre remplacees par Ia formulation suivante : 

'V 8x y1.y2 - periodique, 

'V 8£ et 8K verifiant [7] , 

t. a:(8E - Y38K +t:(8x)) = I Yl N:8E+I Yl M: 8K [17] 

La formulation variationnclle ( 17] sugghe de considercr lcs dUormations 
macroscopiques E et K comme des degres de liberte dont les forces nodales 
associees sont les contraintcs generali sees macroscopiques multipliees par l'aire du 
feuillet moyen de Ia cellule de base I Y I N et I Y I M. Ce concept a ete introduit par 
0. Debordes ([DEB 86], [DEB 89]). Concretement, apres discretisation spatiale, un 
nreud supplementaire (dont les degres de liberte sont les deformations generalisees 
macroscopiques) est affecte a tous les elements du maillage de Ia cellule de base et 
Ia matrice liant les deformations aux degres de libertes elementaires est modifiee 
pour Lenir compte de I' expression [ 12] de Ia deformation to tale de Ia fayon suivante : 

Eu 1 0 0 -yJ 0 0 {x•'""} 
£22 0 I 0 0 0 

Eu 
- yJ 

£JJ 0 0 0 0 0 0 
£22 

[18] 
= B'ltm 2£12 

2£12 0 0 1 0 0 - yJ 

2£23 0 0 0 0 0 0 
Ku 

2£/J 0 0 0 0 0 0 
K22 

2K12 
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Dans !'expression pr~c~dente [18], Ia matrice [Ifltm] est Ia matrice de 
deformation de l'el~ment fini classique qui a pour degr~s de Iibert~ {Xtttm} . Ces 
degr~s de liberte sont ators les deplacements ¢riodiques recherches. 

Les probl~mes d'evolution elastoplastique sont trait~s classiquement de farron 
incr~mentale scion un schema d'Euler implicite et resolus h chaque pas de temps par 
un algorithme de Newton-Raphson. A chaque iteration, Ia matrice tangente globale 
r~sulte de !'assemblage des matrices ~l~mentaires qui s'expriment pour un c5lc5ment 
nt par: 

ou [ B] designe l'operateur deformation modi fie pour l'homogeneisation et d~fini par 
[18] et [ DtP] l'operateur tangent ~lastoplastique [ZIE 91]. 

La loi de comportement elastoplastique est integree seton un schema d'Euler 
implicite couple h une methode de Newton-Raphson. 

Lcs relations de periodicite sont imposees par des relations lineaires portant sur 
les degres de liberte des nreuds appartenant aux paires de faces lat~rales en vis-h-vis. 
Ces relations lineaires sont prises en compte par l'elimination des degres de liberte 
redondants. 

L'implantation de cette methode a etc effectuee dans le logiciel SIC (Syst~me 
lnteractif de Conception) develop¢ par l'UTC, Compi~gne, et le LMA (CNRS, 
Marsei lle) sur Ia base des developpements de J.-C. Michel. 

Au niveau de Ia gestion des increments de chargement, le premier increment est 
choisi de farron h rester dans le domaine elastique et h definir une raideur de 
reference. Lc test d'arret pour !'obtention de Ia charge limite porte sur le rapport de Ia 
raideur courante sur Ia raideur de reference. 

3. Critcre de charges limites 

3.1. Plaque homogene 

A.-A. Ilyushin [IL Y 56] a trait~ le cas d'une plaque homog~ne et isotrope 
d'epaisseur e constante. II consid~re un materiau plastique parfatt, obeissant au 
crit~re de Von Mises et de limite ~lastique u0 • Faisant l'hypoth~se que les 
deformations suivent une cinc5matique de Kirchhoff-Love dans l'epaisseur, il aboutit 
A la dc5termination de Ia surface de charges limites sous forme parametrique A l'aide 
de quantitc5s intermediaires definies A partir des efforts gen~ratis~s normalis~s : 

1 2 N0 =eu0 , M0 =-e u0 4 
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Les grandeurs generalisees N0 et M0 sont respectivement Jes charges limites en 
traction pure et en flexion pure. On definit ensuite des quantites intennediaires 
relatives aux criteres pour des sollicitations en membrane, en flexion et en 
membrane-flexion : 

[19] 

[20] 

[21] 

On reconnait dans l'expression de Q.. et Q,. }'expression du critere de Von Mises 
en contraintes planes dans lequel Jes contraintes ont ete remplacees par les 
contraintes generalisees normalisees. 

Le critere exact etabli par Ilyushin s'exprime sous Ia forme parametrique d'un 
systeme de trois equations non lineaires (donnant les expressions de Q.., Q,. et 
O..m) en fonction de deux parametres decrivant l'etat de Ia d6formation le long de Ia 
norm ale [IL Y 56]. Devant Ia complexite de ce critere, Ilyushin, ainsi que d'autres 
auteurs, ont propose des criteres approches. On retient dans Ia litterature : 

• le critere linearise d'IIyushin [ll.. Y 56], 

~Q.. +Q,. +-Jr iO..ml - 1= 0 [22] 

• le critere suggere par Ilyushin [IL Y 56] et repris par Owen et Figueiras 
rowE 831. 

[23] 

3.2. Critere propose 

Les structures periodiques considerees possedent un comportement 
macroscopique anisotrope. Dans Ia litterature, Owen et Figueiras [OWE 83] ont 
propose un critere pour une plaque orthotrope base sur le critere [23] en rempla~ant 
dans les expressions ([19], [20]) de Q,. et Q,. le critere de Von Mises par le critere 
de Hill. Mais ce critere ne contient pas de termes de couplage membrane-flexion. 

On propose ici de generaliser le critere linearise d'Ilyushin [22] dans le cas o~ la 
cellule de base possede deux plans de symetries geometriques et materielles : un par 
rapport A son feuillet moyen et un autre perpendiculaire A ce demier. Le 
comportement macroscopique qui en decoule est alors orthotrope. Le critere [22] est 
adapte comme suit : 

[24] 

avec: 
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!2t = 1/>7111 N}l + 1/J~m NJ2 + 2 t/>7m Nu N22 + t/>7m Nf2 [25] 

Q, = f!'111 M}l + 1/>~22 MJ2 + 2 t/J7'm Mu M22 + 1/J'!'m MJ2 [26] 

!2tm = t~Jr!'u Nu Mu + t/J':A2 Nn M22- t/J'ln2 Nu M22 

[27] 

[28] 

Les coefficients 1/J sont des param~tres h identifier. Ce critere est exprim6 dans 
le rep~re li~ aux axes d'orthotropie de Ia plaque. Les signes [28] dans Ia formulation 
[27] de O..m ont ~t~ choisis de facon h rester coh~rent avec le critere d'IIyushin [22] 
et }'expression [21 ]. On v~rifie par ailleurs que ce crit~re admet certaines propri~t~s 
induites par Ia d~finition de phom et par les sym6tries de Ia cellule de base : 

•Si {N,M} appartienta pho'", {- N, - M} appartienth phom. 
Cette propri~L6 d6coule de Ia propri6t6 analogue du critere de Von Mises . 

• Si {N,M} appartienta phom, {N, - M} appartienta pho'". 
Cette propri~t~ d~coule de Ia sym6trie de Ia cellule de base par rapport a son 

feuillet moyen. Elle justifie Ia pr~sence de Ia valeur absolue dans l'expression [24] . 

Conformtment a Ia propri6t~ d'orthotropie macroscopique, on ne fait pas 
intervenir dans [25]. [26] et [27] des produits de contraintes gen6ralisees de 
composantes aa et 12 • 

D'autre part, le domaine de plasticit~ ~!ant convexe, les coefficients 1/J ne 
peuvent elre quelconques. Toutefois, il est difficile de d6terminer des condi tions 
suffisantes sur les parametres pour assurer Ia convexit~ du critere identifie . On peut 
n6anmoin 6tablir quelques conditions n6cessaires. En consid6rant seulement des 
contraintes de membrane non nulles, on doit v~rifier que Q, est convexe, ce qui 
implique les relations : 

1/J/111 ~ 0, 1/>~222 ~ 0, 1/>}212 ~ 0 et 1/>}111 1/J~m ~ ( 1/J'lm t 
On obtient les memes relations sur les coefficients t~>:py6 en considerant que Q, 

doit etre convexe. 

De plus, si on ne considere que deux contraintes gtn~ralisees Nap et Mr6 non 

nulles, on 6tablit Ia relation : 

" m { "'" }2 4 tPapafJ tPy6y6 ~ tPafJy6 [29] 

En ce qui conceme l'idenLification, nous proposons une procMure en plusieurs 
temps. Nous etudions }'intersection de Ia surface de charges limites macroscopiques 
avec les plans de contraintes generalis~es oft seules deux contraintes ne sont pas 
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nulles. Les charges limites sont determinees en resolvant numeriquement les 
probl l!mes d'evolution decrits au paragraphe 2.3. 

Pour identifier les coefficients de !'expression de Q,, on se limite ainsi h !'etude 

des plans oii seules deux contraintes de membrane ne sont pas nulles. En considerant 

les symelries de Ia surface de charges limites, cette etude peut etre rCduite au demi­

plan (N11 • N22 2: 0) et aux quarts de plans (N11 2:0, N12 2: O)et (N22 ~ 0, Nr2 ~ 0). 

Les coefficients ¢~py8 sont determines par la methode des moindres carres a partir 

d'un certain nombre de charges limites obtenues numeriquement. 

Les coefficients ¢;py8 sont identifies de Ia meme manil!re en determinant des 

charges limites dans le demi -plan (M11, M22 ~ 0) et dans les quarts de plan 

(M11 ~ 0, M12 ~ 0) et (M22 ~ 0, M12 ~ 0). 

II ne reste alors qu'a determiner les paraml!tres intervenant dans !'expression de 

Q,m. On identifie successivement chaque coefficient ¢~py8 en determinant des 

charges limites dans le quart de plan (N0 p ~ 0, MrS ~ 0) . 

4. Applications 

4.1. Validation :plaque homogene 

L'objectif de ce paragraphe est de valider !'approche proposee et son implantation 
numerique en etudiant les resultats obtenus sur une plaque homogene et isotrope, 
pour laquelle nous avons vu qu'il existe un certain nombre de rcsultats dans Ia 
litterature . 

Pour Ia modelisation, on considcre unc cellule de base cubique. En vertu des 
symetries du probleme, les deformations et les contraintes sont invariantes dans les 
plans d'altitude y3 constante. II est done licite de ne prendre qu'un clement dans les 
directions y1 et y2 • Par contre, le raffinement dans l'epaisseur a une influence sur 
les charges limites obtenues. Une etude, portant sur Ia simulation d'un essai de 
flexion pure, nous amene a prendre deux elements dans l'epaisseur pour obtenir une 
bonne precision sur les charges limites [BOU 97]. Les elements utilises sont des 
briques a vingt ncx:uds (H20) h interpolation quadratique en deplacement, qui 
permettent de decrire correctement le comportement en flexion . 

Pour valider les charges limites obtenues numeriquement, on etudie !'intersection 
du domaine de plasticite macroscopique avec chaque plan oii seules deux contraintes 
macroscopiques ne sont pas nulles. Grace aux symetries du probleme, on se ramene 
a !'etude de neuf demi-plans ou quarts de plans independants, qui peuvent etre 
ramenes a cinq en considerant les proprietes du critl!re exact. L'etude complete est 
menee dans [BOU 97]. Au regard des resultats reportes figure 2, on constate une trcs 
bonne adequation entre le critere exact et les points numeriques obtenus, ce qui 
valide )'approche proposee. 
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Figure 2. Comparaison des resultats numeriques avec le critere exact d'Ilyushitz 

Pour valider Ia proc~ure d'identification des parametres du critere propos6, nous 

I'avons appliqu6 A la plaque homogene. Les r6sultats sont compar~s A ceux propos6s 

par Ilyushin ([19), [20), [21) et [22)). L'identification en membrane et en flexion des 

coefficients t/>~,.s et t/>';p76 donne des 6carts de mains de 1 %. L'identification en 

membrane-flexion des coefficients 1/>':;76 fournit des ~carts plus importants, 

principalement sut le coefficient 1/>mz = t/>n11 • Cet ~cart est illustr~ figure 3 sur 

laquelle on constate que le critere identifi~ est qualitativement meilleur que le critere 

lin~aris~ d'Ilyushin en comparaison avec le critere exact. Ces r~sultats valident Ia 

proc~ure d'identification. 
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Figure 3. Comparaison du critere identifie avec les criteres d'Ilyushin 

4.2. Plilque avec une lime en nids d'abeille 

On traite enfin le cas d'un panneau structural Ieger avec une arne en nids 
d'abeille. Le maillage de Ia cellule de base (figure 4) comporte des elements de ty 
H20 et Pl5 (prismes a 15 nreuds) a interpolation quadratique en deplacemcnt. 

Figure 4. Cellule de base et maillage 

-
-- 4YJ 
Yz~ 

y, 

Cette plaque possede toutes les proprietes requises pour appliquer le critere 
propose et ses parametres sont identifies seton Ia procedure decrite au paragraphe 
3.2. 

On presente figure 5 les resultats d'identification en membrane. Les points 
numeriqucs reperes par des ronds pleins representent les efforts generalises pour 
lesquels apparait Ia premiere plastification dans Ia cellule de base. A partir de ces 
points, nous avons idenlifie un critere de limite d'elasticite macroscopique sous Ia 
meme forme que celui propose pour les charges limites. Sur Ia figure 5, nous avons 
aussi reporte les tangentes au domaine de plasticite macroscopique obtenues 
numeriquement en relevant les vitesses de deformations a Ia limite. La zone 
comprise entre les deux criteres represente Ia zone d'ecrouissage structure!. 
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Figure 5. Resultats d'identification en membrane 

Lcs resultats d'identification en membrane sont tres satisfaisants puisque les 
criteres identifies sont en accord avec les points numeriques. On obtient une 
concordance similaire pour !'identification en flexion [BOU 97). 

L'identification des parametres <fJ;J16 est illustree figure 6 pour les criteres de 

charges limites et de limite d'elasticite. On notera que les coefficients <f>i~2 et ¢m2 

ont ete recales pour le critere de charges limites en considerant l'egalite dans 

!'expression [29) . Ce recalage permet d'obtenir une droite dans les quarts de plan 

(M22 ~ 0, N22 ~ 0) et (M12 ~ 0, N12 ~ 0) et de satisfaire Ia condition de convexite 

[29) que ne verifiaient pas les coefficients obtenus par Ia procedure d'identification. 
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Dans les plans d'identification, on constate done que les crit~res proposes rendent 
compte assez fidelement des points numeriques obtenus. Des etudes 
complementaires ont etc menees dans des plans autres que ceux d'identification, 
confortant l'adequation des criteres proposes avec les points numeriques [BOU 97]. 

S. Conclusions 

L'approche proposee est validee sur une plaque homog~ne isotrope par Ia 
comparaison des resultats numeriques avec le critere exact d'Ilyushin. Pour une 
plaque periodique, elle permet d'estimer le domaine de plasticite macroscopique en 
termes de contraintes generalisees, en resolvant des problemes d'evolution 
elastoplastique uniquement poses sur Ia cellule de base. Pour l'exemple 
d'application, l'identification des parametres du critere de charges limites propose 
donne des resultats tres satisfaisants. Nous avons aussi montre que ce critere pouvait 
etre applique ~ Ia determination des limites d'elasticite macroscopique. Ainsi, 
l'obtention de criteres realistes et neanmoins assez faciles ~ utiliser est un resultat 
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important pour le dimensionnement et Ia limite d'utilisation des panneaux 
structuraux legers. L'automatisation de l'enchainement des calculs et de 
!'identification permettra une etude simple de !'influence des parametres 
geometriques de Ia cellule de base sur le comportement plastique d'un panneau. 

Ce travail doit neanmoins se poursuivre par une etude complementaire sur Ia 
prise en compte du cisaillement transverse qui n'est pas negligeable pour certains 
types de panneaux. 
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