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RESUME. Cette communication traite d'une modélisation par équations intégrales régularisées
du contact sur des massifs élastoplastiques, dans le cadre des déformations planes. Cette
formulation, développée ici pour l'indentation et le roulement/glissement continu sur un demi-
espace homogéne isotrope, représente une extension naturelle a des problemes non linéaires
des méthodes analytiques (élasticité linéaire) de la mécanique du contact classique. Deux
versions (charge fixe ou en mouvement stationnaire) de l'intégration plastique, reposant sur un
schéma implicite, ont été mises en ceuvre. L'algorithme stationnaire permet de traiter des
passages multiples de charge et de calculer des élats stabilisés. Des exemples numériques
illustrent les différents aspects (calcul en charge fixe ou mobile, pression de contact donnée a
priori ou déterminée itérativement, classification des états stabilisés en fonction du chargement
et du coefficient de frottement) de la méthode.

ABSTRACT. This paper deals with a regularised integral equation formulation for contact
problems on elastic-plastic bodies, under the plane strain assumption. The formulation has
been implemented for indentation and rolling/sliding contact problems on isotropic
homogeneous half-planes. It constitutes a natural extension to non-linear problems of the
classical analytical methods developed for linear elastic contact mechanics. Two versions of
an implicit elastic-plastic constitutive integration algorithm, dealing with loads respectively
fixed or moving at constant velocity, have been implemented in this integral equation
framework. The steady-state version can be applied to multiple rolling/sliding loads and to the
determination of the stabilised elastic-plastic state. Several numerical examples illustrate the
various aspects of our formulation: fixed or moving load, contact pressure known a priori or
iteratively computed, numerical classification of the stabilised elastic-plastic states reached as
a function of the load and friction coefficient.
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1. Introduction

Dans de nombreux cas pratiques (contact roue/rail, roulement/glissement de bil-
les...), le contact de deux solides peut étre modélisé par deux demi-espaces en contact
suivant une petite portion de leur frontiére. Ceci consiste en fait a supposer que 1’aire
de contact est petite par rapport aux dimensions caractéristiques des solides en contact,
et donc que seul un développement du profil local dans la zone de contact potentiel est
a prendre en compte pour le calcul des pressions de contact. La mécanique élastique
linéaire du contact s’est développée sur cette base, faisant largement appel aux notions
d’équations intégrales singulieres [MusS53, Joh85]. Cette théorie, limitée & une analyse
¢lastique du contact, ne permet pas la prise en compte de déformations inélastiques.

Le contact élastoplastique est fréquemment traité au moyen de la méthode des é1é-
ments finis [BHR85]. Elle présente I’avantage d’une grande généralité mais nécessite,
pour les contacts de type ponctuel, un domaine de calcul dont les dimensions sont
grandes par rapport a celles de la zone de contact afin que les conditions aux limites
extérieures soient sans influence sur la zone de contact.

Les méthodes d’équations intégrales, qui fournissent des solutions élastiques exac-
tes dans le cadre du contact de « demi-espaces », permettent en fait de prendre en
compte des déformations « initiales », d’origine plastique et sont donc applicables aux
problémes de contact élastique. Elles sont trés bien adaptées a des domaines de calcul
infinis (ici: demi-espaces), et conduisent dans le présent contexte a une discrétisation
limitée a (i) la portion de surface libre susceptible d’entrer en contact et (ii) la zone
potentiellement plastique, bornée, du domaine. Elles fournissent ainsi une extension
directe aux cas non-linéaires de la mécanique du contact classique.

Cet article a pour objet de présenter I'approche par équations intégrales pour le
contact ¢lastoplastique. Deux algorithmes d’intégration plastique distincts [Ngu77,
DVM93] y sontincorporés, permettant de traiter deux types de problemes : indentation
et roulement/glissement continu,

Une des difficultés survenant dans une formulation non-linéaire par équations in-
tégrales est le calcul des contraintes dans les zones potentiellement plastiques. Nous
proposons une méthode de régularisation générale ne faisant intervenir aucune hy-
pothese sur la forme de la solution fondamentale. La démarche présentée dans cet
article est ainsi généralisable a des configurations matérielles plus complexes, comme
le demi-plan anisotrope ou revétu.

2. Formulation par équations intégrales d’un probleme d’équilibre avec défor-
mations inélastiques

Se plagant dans le cadre de I’hypotheése des petites perturbations, on considere
un solide © de frontiere I'. Notons par o, e,e” et u les contraintes, déformations,
déformations plastiques et déplacements dans §2, respectivement ; ces grandeurs sont
reliées par la loi de comportement élastique o = L : (€ — €7) et les conditions de
compatibilité € = £ (Vu +7 Vu).

D’autre part, notons par U* (z, y), £* (2, y) une solution fondamentale (déplace-
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ment et contrainte), ¢’est-a-dire la réponse élastique en y € £ d’un domaine £ D Q2 a
une force ponctuelle unitaire de direction ey appliquée en un point fixe € £ arbitrai-
rement choisi. Ces solutions fondamentales ont des expressions analytiques connues
si [¢ est I'espace infini entier (solution de Kelvin) ou un demi-espace (solution de
Mindlin). Ces tenseurs vérifient dans tous les cas vF = %L : (VU“' +7 VUk). On
introduit également les vecteurs-contrainte ¢ = o.n et T* = £* n associés respec-
tivement a I’état inconnu et a la solution fondamentale (2 : normale extérieure a I').
Avec ces notations et en I'absence de forces volumiques, tout état ¢lastique sur €2 avec
distribution de déformation « initiale » e” vérifie I’équation intégrale [Bon95] :

wu(x) = [ €)% (e, 0) 41
(9]

+ [ ) U @) s, - [T @)uw)ds, )

avec K = L pourx € (2 —T), kK = 0 pourx ¢ Q; la variable d’intégration est
y.Pourlecas® € I, la sml,uldnu, de U* et T* nécessite dans le cas géncral une
régularisation qu1 a été largement étudiée [Bon95]. Le tenseur fondamental B¢ est
singulier en 1/7% en 3D (r = ||y — z||) et en 1/r en 2D. L’intégrale de volume du
second membre converge donc, mais 1'évaluation du gradient des déplacements 5’—1&
pour le calcul des contraintes pose probleéme. J

Bui [Bui78] a montré, pour la solution fondamentale de Kelvin, que %‘; est ex-
primable sous la forme d’une intégrale de domaine singulicre en valeur principale de
Cauchy plus un terme complémentaire. Une autre solution, indépendante de la solu-
tion fondamentale envisagée, consiste a régulariser I'expression [ 1]. Considérons I’état
¢lastique auxiliaire suivant défini sur €2 : dilatation libre (absence de liaisons cinéma-
tiques) créé par une déformation initiale uniforme (donc compatible) €”, qui donne un
champ de déplacement associé u” = €.y, pour y € Qetun chump de contraintes
associé nul. On choisit la valeur parlu,ulu.rc e" = e’ (x) pour €". La représentation
intégrale [1] appliquée au déplacement w” s’écrit ainsi, pour 2 € Q — I':

up () = eP(z) : /{)Ek(m,y) dVy —eP(x) : /PTk(a:,y) ®ydS, 2]

En retranchant I’expression ci-dessus de [ 1], puis en dérivant le résultat par rapport
au point d’observation @, on obtient apres simplifications et réorganisation des termes
la forme régularisée de la représentation intégrale du gradient de déplacement :

6_:1:.. —€eP(x) :/ﬂ(e”(y) —eP(x)): 0—6-Ek(z,y)dvy

i T 1 —Tk z w1,
+/l‘t(y)'0zU (z,y)dS, — / T"(z,y)-u(y) dS,
—eP(x )/I‘J -;—Tk(z y) dS, (3]

Sous réserve que €” vérifie une condition de régularité (continuité au sens de Hol-
: P 10, ) 4 ) o p A . 0 sk
der, i.e. e” € C™%) au voisinage de x, I'expression (e” (y) — €7 (x)) : 1= %" (=, y)
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est singuliere en =% en 3D et, ou en #*~? en 2D, et son intégrale est convergente.

La relation [3] constitue la base de notre développement.

3. Application au demi-espace homogene isotrope

Dans cet article, on s’intéresse spécifiquement au cas ou 2 est le demi-plan {z; >
0,2} de frontiere I' = {2, = 0}. Notre développement repose sur I’application de la
formule [3] avec la solution fondamentale (Melan) du demi-espace homogene isotrope
en déformations planes (obtenue par intégration sur —oo < z3 < 400 de la solution
tridimensionnelle de Mindlin [Min36)) ; elle donne I'expression des contraintes et dé-
placements fondamentaux dans le demi-plan £ = €, vérifiant la condition de surface
libre T (zy = 0,25,7) = 0.

Les contacts ponctuels considérés ici ont toujours lieu sur I'. Ainsi I'intégrale
fortement singuliere [, T"(x,y).u(y) dS, disparait de [1]; les points de la droite
zy = 0 peuvent étre traités comme des points internes [TB81] a ’aide de [1] avec
x = 1. De plus, comme on at = 0 en dehors de la zone de contact, la discrétisation
de la frontiere se limite a I, aire de contact potentiel entre les deux solides.

La régularisation [3] suppose a priori 2 et I' bornés. Ce n’est pas le cas ici, mais
cette difficulté est aisément contournée en remarquant que la régularisation n’est né-
cessaire que dans la zone bornée S0, potentiellement plastique. Considérant I’ état auxi-
liaire w" comme défini sur €2, la relation [3] devient donc, apres application de la loi
de comportement élastique :

) = 9 ke "_.‘1',/ik
o(x) _/l‘, t(y).L: -(,)—T—‘U (x,y)dS, — L : {c (x). i y.azT (x,y)dS,

+L: {/ (" (y) — €” () : oiz"(m,y)d\"y} (4]
a, £

ce qu’on note formellement o(z) = o¢(x) + o?(x) ol ¢ désigne I’intégrale faisant
intervenir les pressions de contact et o fait intervenir les termes plastiques.

Un intérét pratique de cette formulation est que la discrétisation se limite a la zone
potentiellement plastifiée, évitant ainsi des maillages laborieux. On peut également
noter d’un point de vue numérique que si les déformations inélastiques sont connues,
la résolution itérative du probléme de contact ne fait intervenir que les inconnues sur
la frontiere en intégrant directement I'effet des déformations plastiques. D’autre part,
on remarque que o fait intervenir le tenseur fondamental solution du probleme de
Flamant, de sorte que pour une représentation constante ou linéaire par morceaux de
la pression sur la zone de contact, les intégrales élémentaires sont connues analyti-
quement [Joh85]. De plus, si I'effet des déformations plastiques sur les pressions de
contact est négligé (hypothese classique) et pour un contact cylindre-plan, la pression
n’est autre que celle de Hertz, et I’expression de o est analytique [McE49].

Ces remarques montrent que notre formulation, a travers le terme o”, étend a des
problemes non-linéaires le traitement analytique du contact en €lasticité.
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4. Intégration plastique et calcul stationnaire

La mise en wuvre numérique a été effectuée pour des matériaux élastoplastiques
isotropes a ¢crouissage cinématique linéaire vérifiant un critere de Von Mises, soit :

F=l€l-k<0 ¢€E=8-Ce" s=o0-(1/3)(o)1 (5]

([1€]] = (€ : €)*/?), f: fonction de charge, k : limite élastique, C': module d'écrouis-
sage). L'intégration plastique est faite selon une approche implicite, I’ histoire du char-
gement étant discrétisée en pas de temps finis, et pour deux types de situations:
(i) contact fixe et (ii) roulement-glissement stationnaire.

La discrétisation consiste en éléments de frontiére (découpage de la zone de con-
tact potentiel I'. en segments) et en cellules d’intégration (découpage en cellules rec-
tangulaires de la zone potentiellement plastique €2,,). Les déformations plastiques sont
supposées constantes par cellule. Il est important de noter que €, est a priori borné
dans le cas du contact fixe mais infini dans la direction x5 dans le cas stationnaire;
on suppose alors que €”(xy,400) est fini. Des cellules infinies avec une procédure
d’intégration numérique adaptée sont alors employées, en supposant €” indépendant
de x5 au-dela d’une certaine distance a la charge. A noter que, sous ces hypotheses,
le calcul par intégration numérique de o a été validé par comparaison a des formules
analytiques [BC94].

ALGORITHME IMPLICITE CLASSIQUE. Sa convergence est prouvée [Ngu77], et
peut &étre accélérée en intégrant dans la projection implicite la nécessaire discrétisation
en temps du probleme [ST85]. Ce type d’algorithme est adaptable & une formulation
par ¢quations intégrales [BM96).

Connaissant a I’état mécanique a un instant ¢, (critere de plasticité non violé,
champ o, statiquement admissible, champ €, cinématiquement admissible), on cher-
che, pour un incrément de chargement donné, €, ., rendant le probleme admissible
a l'instant ¢,, 4. L'algorithme étant implicite, on impose la satisfaction de toutes les
relations de comportement a I’instant ¢,, 4.1, ¢t notamment :

:f"_“ k) <0 6
Sl T AL 16}

Pour ce faire, la déformation plastique €}, ,; en un point est initialisée a la valeur

eh, etune approximation élastique des contraintes est calculée a I'aide de [3] (discré-
tisée) :

19)
Vungi0(x) — €ﬁ+1,o(m) = /n(ﬁﬁu,o(y) g 5£+1,o(-"’)) : (—?;E"(z,y)dvy

0 d
+/rt,,+1(y).$U"(z,y)dSy-—e’,';“.o(z). ry.-(;);T"(z,y)dSy [7]

puis une approximation élastique des contraintes par :

Sny1 =80 +2G Ae, EF | = sn41 —CeP =€, +2CGAe (8]
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e : déviateur de déformation; Ae = e,41 0 — en). En supposant que sZ. | viole le
+1, pPp q n+1
crltérc, on a donc:

€n1 = Exs1— (2G+C)An 9]

Pour conserver dans cette derniére relation la « direction » de ff +1 donnée par
[6], il faut donc que [ST85]:

e
n= B
”Eﬂ+l”

Cette derniere relation, associée a [9], permet d’écrire :

”£n+l” = ”Er[;+1” - (2G+C)A

ce qui, reporté dans f(€, k) = 0, donne I'expression de A

E
A= Mnpill =k (11]
2G+C
et donne donc Ae? = An. En résumé, pour un pas [n,{n41], notant ¢ le compteur
d’itérations:

(10]

1. Initialisation: i = 0, e} ., ; = €h;

2. Evaluation élastique de ££"+l’i. relations [7], [8] ;

3.Si f(ffH) > 0 alors : évaluation de [10], [11], calcul de Ae?,
114 letretoura?2;

4. Sinon: ef | | = €h + Ae” et fin.

ALGORITHME STATIONNAIRE. Il s’agit du cas ou le chargement se déplace a une
vitesse constante Ve, (figure 1. Dans les coordonnées (1,29 = @9 — V1) liées au
chargement, le probléme est indépendant du temps et ne dépend que de la position
par rapport & la charge ; pour tout champ physique X, on a ainsi

axX __,0x
dt 322

Lintégration plastique dans le repére mobile consiste a calculer I'incrément de
déformation plastique Ae® lorsque I’on passe d’un point @ a un pointz — AZse; le
long d’une ligne de courant (I’accroissement —Az, correspondant a un pas de temps
At = Az, /V).

Etant donnés des états de contrainte et de déformation plastique initiaux (des va-
leurs non nulles traduisant I’effet de passages précédents de la charge)

§o(21) = (80 — Ce)(21, +o0)
L’incrément du déviateur de déformation est défini par

Ae = e(zy — Azy) —e(z2) = €ny1 — €n
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Figure 1. Contact et roulement/glissement stationnaire continu : schémade principe

Le multiplicateur plastique en fonction de £f+1 est encore donné par [11]. Pour un
« passage » de la charge, I’algorithme, initialement di a [DVM93], se présente comme
suit. Noter que la variable &, indicée par n, est a la fois spatiale et temporelle, de sorte
que I'algorithme produit I’état mécanique dans tout le massif résultant d’un nouveau
passage de charge et opere « globalement », et non point par point.

(A) Initialisation: i = 0

(B) Boucle sur n, m:
L. e{fn,n),i = 60("") 5
2. Evaluation élastique de Ef",',,,,.)v,-, relations [7] et [8] 5
3.8i f(€(nn).i) > 0, aller en (C)

Aller en (D)

(C) Projection stationnaire : Boucle sur n :
Boucle sur m:
1. Evaluation de
€Em‘n+l),|’+l = 8(mn)i+1 T 2G(€(mnt1),i = €(mn),i) 5
2.8i f(€(fnny1)i41) > 0, alors: projection a I'aide de [10],
[11]et ‘fm,n+1),i+1 = "J(’m,n).i“ + A€e? sinon:
ep s = ep s 2
(m,n41),i41 (m,n),i41?
1 ¢ i+ 1etretoura (B);
(D) Fin

5. Exemples numériques

Dans tous les exemples présentés, le matériau a pour caractéristiques £ = 210000
MPa, v = 0,3, k = 159 MPa, C' = 6 900 MPa.
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n(Xz)  (N=Npax) n=1 n=0

(m=1)

(mzmmax )

m(xy )

Figure 2. Discrétisation en cellules d’intégration (les cellules pourn = 0 et n = nyaz sont
des éléments infinis avec déformation plastique constante

5.1. Exemples en chargement fixe

On considére I’indentation d’un massif semi-infini, les pressions de contact étant
ici données a priori (répartitions constante ou hertzienne, toutes deux permettant une
intégration analytique de o°).La zone de contact est I'; = {—{. < 25 < £.} avec ici
l. = 10 mm.

La figure 3 présente 1’évolution suivant la profondeur des déformations plastiques
équivalentes sous le centre de contact, pour un chargement constant sur I'z @ (21, 12) =
(4,4k;0) ; les résultats de notre méthode sont comparés a ceux obtenus par un calcul
par éléments finis (code CASTEM 2000).

La figure 4 présente un exemple d’isovaleurs de déformations plastiques sous une
charge hertzienne (£, = 10 mm, pression maximum po = 8k). La zone potentielle-
ment plastique est découpée en 40x40 cellules; aucune autre discrétisation n’étant
nécessaire ici. Par comparaison, la résolution par éléments finis nécessite la discréti-
sation d’un domaine de calcul au moins sept fois plus grand suivant chaque direction
pour stabiliser les grandeurs sous le contact.

5.2. Exemples en chargement stationnaire

On consideére maintenant le roulement sans glissement : pressions de contact ici
encore données a priori; £, = 10 mm.

REPARTITION HERTZIENNE, po = 3.8k. Il s’agit d’une sollicitationa la limite d’un
comportement d’adaptation. Les figures 5 et 6 présentent le champ de déformation
plastique équivalente, respectivement pour un premier passage de la charge et en ré-
gime stabilisé. La discrétisation de ©,, est dans ce cas de 121 x40 cellules, la prise en
compte des déformations plastiques en amont de la zone maillée se faisant a I'aide
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d’¢léments infinis suivant z5. On voit clairement apparaitre le caractére stationnaire
du champ de déformation plastique. La figure 7 montre la bonne concordance entre
nos résultats et ceux issus d’un calcul stationnaire par éléments finis [DVM93].

REPARTITION « CHAPEAU ». La solution élastique est, pour ce cas aussi, connue
analytiquement. La discrétisation de €, est dans ce cas de 161 x50 cellules, la prise
en compte des déformations plastiques en amont de la zone maillée se faisant a I'aide
d’éléments infinis suivant z5.

La figure 8 présente le champ de déformation plastique équivalente en régime
stabilisé, dans le cas pg = 4,4k ; I’état stabilisé est adapté (e est indépendant de
). La figure 9 donne les valeurs de €], €15, €5, en fonction de la profondeur z,. Les
champs de contrainte oy et o4 (contrainte équivalente de Von Mises) sont représentés
sur les figures 10 et 11 respectivement.

La figure 12 donne les états stabilisés atteints en fonction du coefficient de frot-
tement g et de la pression po au centre. Elle est créée par balayage du plan (g, po),
un calcul stationnaire complet étant fait pour chaque couple (¢, po) considéré. Les
courbes délimitent les régions du plan (y, po) conduisant a des états stabilisés pure-
ment élastique, adapté ou accommodé (le dédoublement de chaque courbe résulte du
pas fini de balayage numérique ; par exemple, dans le fuseau inférieur, la courbe infé-
rieure (resp. supérieure) donne pour chaque y la valeur de pg la plus €levée (resp. la
plus basse) ayant conduit & un état stabilisé élastique (resp. adapté)).

5.3. Exemple en chargement stationnaire avec contact : influence de la rugosité

On considére maintenant un chargement glissant exercé par un poingon de forme
« ondulée » (figure 13). Le contact est supposé sans frottement (p = 0); les efforts et
I"aire de contact sont cette fois déterminés itérativement et numériquement, la portion
de surface libre au voisinage de la charge étant découpée en éléments de frontiére.

Les figures 14 et 15 montrent respectivement la répartition de pression de contact
sous le poingon ondulé pour les limites élastique et d’adaptation et le champ de
contrainte équivalente de von Mises (ondulation d’amplitude 0,007 millimetres). La
répartition de contrainte est totalement modifiée par rapport au cas hertzien, et il ap-
parait notamment une interaction importante entre les trois « pics » de pression. On ne
peut donc pas se contenter de considérer le contact hertzien entre un demi-plan et un
solide ayant un rayon de courbure correspondant a celui de I'ondulation. Ce type de
raisonnement conduirait en effet a ne considérer que la pression maximale au centre

de contact en négligeant ainsi la redistribution de contraintes mise en évidence par la
figure 15.
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Figure 3. Demi-plan sous pression constante (py = 4,4k): déformation plastique équivalente
sous le centre de contact, en fonction de la profondeur x,

0014

0012

x(mm)

Figure 4, Demi-plan sous pression hertzienne (po = 8k) : déformation plastique équivalente
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-20

60 —-40 -20 o 20 40 6o

Figure 5. Demi-plan sous pression hertzienne glissante (po = 3,8k): déformation plastique
équivalente aprés le premier passage

-50

-55

-60 -40 -20 o 20 40 60

Figure 6. Demi-plan sous pression hertzienne glissante (po = 3,8k): déformation plastique
équivalente dans I'état stabilisé
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O - - © Equations integrales (maillage 0)
¢ - - ¢ Equations integrales (maillage 2)
~ Elements finis
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Figure 7. Demi-plan sous pression hertzienne glissante (po = 3,8k): contrainte résiduelle de
roulement az3 sous le centre de contact; comparaison entre équations intégrales et éléments
finis

x(mm)

Figure 8. Demi-plan sous pression « chapeau » glissante (po = 4,4k, = 0): champ de
déformation plastique équivalente
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Figure 9. Demi-plan sous pression « chapeau » glissante (po = 3k,p = 0): déformations
plastiques en fonction de la profondeur
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Figure 10. Demi-plan sous pression « chapeau » glissante (po = 3k,pu = 0): champ de
contrainte oy,
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Figure 11. Demi-plan sous pression « chapeau » glissante (po = 3k, = 0): champ de
contrainte équivalente de Von Mises
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Figure 12. Demi-plan sous pression « chapeau » glissante : régimes stabilisés atteints en fonc-
tion de po, jt
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Figure 13. Contact et roulement/glissement stationnaire continu : profil non déformé d'un cy-
lindre avec ondulation, pour deux amplitudes ag = 0,003 mm et ag = 0,03 mm
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Figure 14. Contact et roulement/glissement stationnaire continu : répartition de pression cor-
respondanta la limite élastique (ap = 0,004 mm) et a la limite d’adaptation (a0 = 0,007 mm)
pour un contact ondulé sans frottement
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Figure 15. Contrainte de Von Mises équivalente en régime stabilisé (répartition « ondulée » de
pression

6. Conclusion

La formulation présentée généralise a des problémes non-linéaires I’approche clas-
sique de la mécanique élastique du contact. En particulier, la méthode d’équations
intégrales pour le calcul élastoplastique stationnaire proposée ici est originale, et les
premiers résultats numériques sont encourageants.

Notre approche est particulierement adaptée aux calculs en milieu semi-infini,
cette caractéristique constituant sans doute I"apport le plus important sur le plan pra-
tique. De nombreuses possibilités d’extensions existent: prise en compte d’un revé-
tement (couche mince parallele a la surface libre, de caractéristiques mécaniques dis-
tinctes), la solution fondamentale utilisée étant soit celle du demi-espace homogene,
soit celle adaptée au matériau bicouche [DH61, HD62] (la premiére possibilité, la plus
simple & mettre en ceuvre, permet de prendre en compte une anisotropie éventuelle de
I’écart de constantes é€lastiques); pression de contact initialement inconnue ; roule-
ment et glissement sur un demi-espace (probléme tridimensionnel), sur une bande de
profondeur finie...
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