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RESUME. Dans le contexte de l'emboutissage, on presente Ia modelisation de problemes de 
contact avec frottement entre plusieurs corps defonnables dans un cadre cinematique non 
lineaire. Ces non-linea rites sont a Ia fois geomitriques (grandes transformations, grands 
deplacements) et materielles (plasticite). Le probleme de contact est risolu par une 
methode de programmation mathimatique (Ia methode de Lemke) dont ['extension au cas 
du contact entre so/ides deformables est donnie. Les modeles developpes sont ensuite 
utilises pour trailer deux problemes de tribologie. Le premier concerne Ia caracterisation 
dufrottement comme l'engrenement de deux micro-asperites de surface. Dans le second, 
pour urt essai classique de frottement plan/plan, on analyse I' influence d'tm coefficien t de 
frottement evolutif avec les conditions locales de contact. 

ABSTRACT. In the context of metal forming, we present the modelling of multibody 
frictional contact problems in a non-linear kinematic frame. Non-linearities arise from 
the large displacements, the finite defonnations and from material behaviour (plasticity). 
The contact problem is set as a linear complementarity problem solved by the Lemke 
method. The extension of the Lemke method to the multibody contact problem is g iven. 
These models are used to solve tWo tribological problems . . Tire first one deals with the 
characterisation of friction as shearing off of two microscopic surfacic asperities. The 
second example concerns the modelling of a classical test. We analyse the influence of a 
variable friction coefficient depending on local contact conditions on the restraining 
forces. 

MOTS-CUS : contact unilateral, frottement de Coulomb, grandes defonnations, grands 
deplacements, contact entre solides defonnables, elements finis, programmation 
mathimatique, methode de Lemke. 
KEY WORDS: unilateral contact, Coulomb friction, large defonnations, large 
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1. Introduction 

En emboutissage, Je frottement joue un role crucial car il conditionne Ia 
qualite du produit fini. Dans une loi de frottement de Coulomb a coefficient con­
stant, le coefficient de frottement represente une valeur moyenne caracterisant 
differents parametres tels que la rugosite de surface, le lubrifiant et les pressions 
de serrage. Les resultats presentes ici correspondent a une etape preliminaire 
d'une etude ayant pour but de prendre en compte, pour caracteriser le frotte­
ment, l'etat reel de surface (repartition et hauteur des asperites, usure, ... ), Ia 
presence et Ia viscosite du lubrifiant ainsi que les vitesses de glissement rela­
tives entre les outils et la tole. L'objectif envisage est d'introduire dans notre 
code de calcul un coefficient de frottement dynamique dont Jes variations seront 
calculees en fonction des evolutions de ces parametres. 

Le probleme a resoudre doit etre pose comme un probleme de contact avec 
frottement entre solides deformables dans un cadre cinematique non lineaire 
(non linearites geometriques et materielles). Cette classe de problemes de con­
tact souleve des difficultes qu 'on ne trouve pas dans le cas des contacts entre 
solides deformables et outils rigides ou dans le cas de petits glissements. II 
s'agit, en particulier, des difficultes de definition des distances de contact, de 
detection des eventuelles zones d'auto-contact et de definition des vitesses de 
glissement. 

La premiere partie de cet article contient Ia description de Ia modelisation 
geometrique du contact en utilisant les notions de coordonnees materielles pour 
la description des lignes ou des surfaces de contact ce qui permet de reduire 
la dimension de l'espace de parametrisation. Cette description est suivie par 
la formulation des problemes en vitesse en respectant les notions d'objectivite 
incrementale ([KLA 95], [LAU 93], [WRI 94]}. Le contact avec frottement est 
presente comme un probleme de complementarite lineaire et est resolu par une 
methode de Lemke qui est une methode remarquablement performante pour 
traiter des problemes de contact avec frottement entre corps dCformables et 
obstacles rigides ([CHA 97], [DUB 94]}. Nous presentons ici }'extension de 
cette methode au cas du contact entre plusieurs solides deformables dans le 
contexte d'une formulation de type maitrefesclave. L'idee de base d'une telle 
approche, sur laquelle repose ensuite l'algorithrne numerique de verification des 
conditions de non-penetration, a ete introduite par [BAT 85] [CHA 86]. Un des 
solides antagonistes est designe comme le solide esclave, !'autre devient le solide 
maitre. L'analyse du contact se fait a partir des conditions de non-penetration 
ecrites sur les noeuds esclaves par rapport a des segments maitres. 

Nous illustrons les capacites des algorithmes developpes a traiter des situ­
ations severes de contact sur un exernple de l'ecrasement d'un cylindre elasto­
plastique conduisant a des zones d'autocontact. Cet exemple et les resultats 
obtenus sont presentes dans le paragraphe 2.3 . 

Notre objectif lors du developpement de modeles de contact avec frotte­
rnent en grandes transformations etait en particulier de developper un outil 
numerique permettant Ia simulation de problemes relevant de Ia tribologie. 
Dans ce papier, deux exemples plutot academiques de tels problemes sont pre­
sentes. 

Dans la premiere application, nous etudions, a partir de resultats expe­
rimentaux obtenus sur un tribometre plan/plan pour des eprouvettes d'alu­
minium, !'influence des evolutions du coefficient de frottement sur les forces de 
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retenues devcloppees par des outils en acier. Nos objectifs au travers de cette 
etude phenomenologique, ou les variations du coefficient de frottement en fonc­
tion des conditions locales de contact sont prises en compte, sont de discut~r de 
!'influence de tels modeles sur les forces de retenues developpees par les outils 
et de !'interet de leur implementation dans des codes de calcul specifiques pour 
l'emboutissage. 

Dans Ia deuxieme application, en !'absence de frottement, nous etudions les 
deformations elastoplastiques de deux asperites face a face et se depla~ant dans 
deux directions opposees. C'est une tentative de caracterisation du frottement 
comme l'engrenement de micro-asperites de surface. 

2. Contact et frottement entre solides deformnbles 

2.1. Generalites 

Dans ce paragraphe, nous presentons les differentes variables necessaires 1.. 
la modelisation de !'action resultant du contact entre solides deformables. 

Les equations constitutives du contact et du frottement doivent traduire ala 
fois Ia non-penetration de tout point d'un solide dans un autre solide (ou dans 
lui-meme) et aussi Ia possible necessite de fournir une certaine contrainte de 
cisaillement pour provoquer le glissement relatif des deux corps. Les equations 
constitutives utilisees pour decrire ce comportement sont nombreuses et sou­
vent liees a une approche phenomenologique du contact. La cinematiquc des 
grandes deformations ajoutc une difficulte supplemcntaire a Ia description de 
ce problemc. En cffet, les conditions de contact sont implicites (Ia surface de 
contact actuelle n'est pas connuc a priori) et les equations constitutives du frot­
tement sont liees a Ia vitesse relative des differents solidcs. Cette vitesse qui 
doit verifier lc principe d'objectivite, est done construite a partir de derivees 
temporelles objectives comme par exemple les derivees convectivcs justifiant 
ainsi !'utilisation de bases convectives. La formulation des equations consti­
tutives du contact et frottement en grandes deformations dans le cas 2D que 
nous presentons ici, est deduite de la formulation generale 3D presentee dans 
(CHE 97] . Nous allons aussi faire le choix de parametrer les surfaces de contact 
ce qui nous permet de construire et de justifier !'approximation elements finis 
des surfaces de contact. 

On note Q(i), un soli de deformable ( i) dans une configuration de reference 
Co. L'indice i prend pour valeur s pour un solide esclave et m pour un solide 
maitre. La representation du solide (i) dans une configuration deformee Ct est 
notee w(i) a !'instant t (voir figure 1). 

On introduit !'application cp(i) entre Co et C1 definie par : 

et on a 

Les zones de contact potentielles sont no tees r e (i) dans C0 et "Ye(i) 

cp~'>(re(')) dans Ct pour les corps maitre et esclave. 

[1] 

(2] 
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c. 

Figure 1. Definitiom dea configuration~ 

La position d'une particule materielle P d'une zone de contact d'un solide (i) 
peut etre reperee par une coordonnee curviligne {. On introduit une parametri­
sation des surfaces de contact : 

[3] 

telle que X(i) = ¢~')({) sur Ia zone rc(i) et :z:(i) ¢~')({) = rp~')(t/>~i)({)) 
sur 'Yc(i). L'introduction de cette parametrisation permet de reduire l'espace 
de definition des grandeurs cinematiques (voir figure 2) et de construire une 
base tangente locale naturelle. A un instant t, on choisit d'etudier la position 
relative d'une particule "esclave" :~:<•> du solide (s) par rapport a Ia surface 

"maitre" 'Y~m) du solide (m) dans un espace a deux dimensions (voir figure 
2). La projection de Ia particule :z:(•) sur Ia surface maitre 'Y~m) est notee 
-z(m) = x<m>a). En ce point, le vecteur tangent nature! a Ia surface maitre 
est defini par Ia derivee du vecteur position z(m) par rapport a Ia coordonnee 
reduite e : 

(m) 
91 [4] 

Le vecteur g~m) est appele vecteur covariant. On introduit un vecteur tan­

gent contravariant g(m)
1 

tel que 

[5] 

La normale unitaire exterieure a la surface maitre est alors deduite par 
!'expression : 
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C, 

Figure 2. Parameti!ation de la zone de contact 1ur le 1olide (i) 
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Figure 3. Definition du vecteur di1tance relative 

(I) 

Y, 

(on) 

Y, 

Le vecteur distance relative (voir figure 3) entre la particule esclave et le 
solide maitre s'ecrit : 

d({) [7] 

La vitesse relative objective s'obtient en considerant Ia derivee temporelle 
du vecteur distance relative : 

[8] 
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La vitesse relative v, du pointS esclave par rapport ala surface maitre (voir 
figure 4) est !'expression de Ia vitesse absolue v<•> du point S dans le repere 
global ('R.) moins Ia vitesse d'entrainement v. du repere local ('R.') dont l'origine 

est le point M de la surface maitre "Yim). La vitesse v. est la composition de 
la vitesse v{m) du point M et de la variation dn fi(m) des vecteurs de base par 
rapport au temps. On a done : 

[9) 

La vitesse relative v, est aussi egale a Ia variation des coordonnees locales 
dans Ia base locale : 

[10) 

Ainsi dn est Ia composante normale de Ia vitesse relative et sa composante 
tangentielle est definie en utilisant le vecteur de base contravariant et Ia pro­
priete (5) : 

[11) 

On utilise }'equivalence entre les vitesses et les deplacements virtuels ou 
pour ecrire : 

(au<•> - o-u<m>) .n(m) 

(au<•> - o-u(m)) .g(m)l - dn n(m).g{m)l 
[12] 

Figure 4. Definition de la uite.ue relative 

Dans un cadre quasi-statique, le principe des travaux virtuels sur Ia confi­
guration actuelle s'ecrit pour chaque solide G(rp<•>, ou<'l) = 0, quel que soit ou 
appartenant a l'espace des variations cinematiquement admissibles, avec : 
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Le vecteur contrainte de Cauchy du solide esclave t(•) = O"(•)n(•) se decom­
pose dans la base locale de la surface de contact du solide maitre en : 

'[14] 

Avec le vecteur tangent t~•) = -t~:>g(m) 1 . 
En utilisant le principe d'action et reaction : t(•>da~•> = -t(m)da~m), la 

relation dnt~:) = 0 et les relations [12], on obtient une seule integrate du terme 
des travaux virtuels sur la zone de contact du solide esclave : 

G (cp(i) d'u(i)) - -1 (t(•)d'd - t(•)87) da(•) c , - n n g1 <, c 
"'c (•) 

[15] 

En posant t~•) = -t~m) = tn, la condition d'impenetrabilite de Ia matiere 
et l'etat de compression du materiau lorsqu'il y a contact sont mis sous la forme 
de relations de Kuhn-Thcker. 

[Hi] 

La loi de frottement de Coulomb, par analogie a Ia theorie de la plasticite, 
peut s'ecrire sous Ia forme de relations de complementarite : 

t (m)l 
'1/J = lltgJI - J.Ltn ::; 0 ; Vg + ..\ g 1·1~gll = 0 ; ..\ 2: 0 ; 'ljJ..\ = 0 [17] 

ou J.L represente le coefficient de frottement de Coulomb et t 9 = -t~m) = t~•). 
Pour un increment de temps k donne, le principe des travaux virtuels est 

linearise pour etre resolu par un processus iteratif de Newton. On discretise 
par elements finis. On introduit les elements de contact line aires (voir figure 
5} ou la position du point x(m) est une fonction lineaire des positions des deux 
nceuds extremites du segment maitre : 

[18] 
Apres assemblage, on obtient a chaque iteration d'equilibre j le systeme lineaire 

suivant : 

avec: 

[20] 

Pour un element de contact constitue des nceuds :z:', :z:m et :z:m- l, on a: 

[21] 
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• noeud esc lave j 
o noeud maitre l 

Figure 5. Definition d'un element de contact 

La rnatrice Ki est Ia rnatrice de rigidite standard. Les vecteurs P... et 
P9 representent les reactions aux D.D.L. (degres de liberte) de contact et de 
frotternent . La forme discrete ~t limSarisee des contraintes de contact pour un 
nreud esclave est : 

[22] 

Pour le frotternent, on rajoute un degre de liberte pour chaque nreud es­
clave : 

[23) 

avec: 

Les valeurs ¢> 1 et ¢2 forment l'enveloppe du cone de Coulomb en dimension 
2. Le coefficient de frottement J1. peut etre soit constant au cours du chargernent, 
soit dependre de variables locales (voir paragraphe 3) et sa valeur calculee en 
chaque nreud esclave. 

2.2. Methode de resolution 

Les equations d'equilibre discretes [19] sont condensees aux nreuds de con­
tact. Le systeme non contraint est resolu par une methode de Cholesky. La 
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linearisation des equations de contact avec frottement sous forme de comple­
mentarite presentees en [22) et [23) conduit au probleme de complementarite 
lineaire suivant : 

Trouver WE m_q, R E m_q tels que : 

! 
P - KW = F 

w. ~ 0 
\IL = 1,···,q [24] 

R. ~ 0 

w.R. = o 

ou q represente le nombre de degres de liberte de contact et de frottement. 
Le vecteur W contient les valeurs d~+ 1 , >.{+1 et >.1+1 pour les namds es­

claves et les variations iteratives des deplacements des nceuds maitres notees 
duMi+' qui doivent etre eliminees par une nouvelle condensation statique. L~ 
vecteur R contient la composante normale de la reaction Pn et les valeurs rPt et 
r/> 2 pour chaque nreud esclave. Le developpement complet de cette formulation 
est presente dans (CHE 97]. 

On resout ce probleme par une methode de Lemke dont l'algorithme est 
presente dans (CHA 97). Avec cette methode directe on verifie exactement les 
conditions de non-penetration (16] et de non-glissement lors d'un contact collant 
(17]. On trouve ainsi directement les inconnues nodales : les deplacements et 
les reactions. A titre de comparaison, nous avons developpe aussi une methode 
de regularisation des contraintes de contact et de frotterncnt : Ia methode du 
Lagrangien augmente en se basant sur l'algorithme decrit par (SIM 92] . 

2.3. Exemple 

A I L 

Dee 

Dei 

Dci: l7 mm; Dcc: 31.75 mm 

L= l80 mm 

Dl = ll mm; Al = 13mm 

D2i: 25 mm; Dlc= 60 mm 

B2= 17.5 mm; Cl= 2.2 mm 

E2: 8 mm ; F2= 28 mm 

Figure 6. Geometric du probleme 

Pour illustrer les possibilites des methodes irnplantees, nous presentons, 
ci-dessous, un exemple d'ecrasement d'un cylindre elastoplastique (LAU 93). 
L'interet et les difficultes de cet exemple resident dans la necessite de cara­
cteriser convenablement les grands deplacements et grandes rotations, ainsi 
que de prendre en compte les nombreuses zones d'auto-contact. Dans Ia figure 
6, Ia geometric de ce probleme axisymetrique est presentee. Le cylindre en 
acier est deplace vers un obstacle considere comme rigide. 
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I 

I I 
: I 
! 1 ' l 1 

:J--y-~ -

Figure 7. Dejormee6 du cylindre avec zone6 d'auto -contact 

L'acier a pour module d'Young E = 210 070 MPa et pour coefficient de 
Poisson 11 = 0, 3. L'ecrouissage est donne par une loi de Swift : Ao(f"p) = 
808.(0, 866336 + f"p)· Pour Ia discretisation par elements finis on utilise, 177 
elements bilineaires {Q4/PO). Dans cet exemple, le cylindre, dont on deplace 
Ia partie superieure, vient se bloquer dans l'outil. Lorsque le chargement axial 
atteint une valeur critique, il y a une formation de 3 plis (voir figure 7) pour 
un deplacement total de 110 mm. 

250r-----~----~----~----~----------~ 

z 
Q 

200 

:§ ISO 
)( 

<( 

c 
0 

~ 100 
~ 
~ 
u 

-- umkc 
- - Lemke avec fruucmcnliJ= 0.2 * l...agnngicn aug mente t• • 10' (5 ilc.j 
6 l.agnngien aug mente IJ=- 0.2 f• • 10 c1 • 10' (3 ite .) 

W ~ 00 80 100 IW 
Deplacement du cylindre (mm) 

Figure 8. Comparai6on du chargement arial entre Lemke et le Lagrangien augmente 

Nous avons etudie le cas sans frottement et le cas avec un frottement de 
1-' = 0, 2. Nous utilisons, pour les calculs, Ia methode de Lemke et Ia methode 
du Lagrangien augmente avec comme coefficients : En = 103 et 5 augmentations 
maximum dans le cas sans frottement ; En = 104 , e9 = 103 et 3 augmentations 
maximum dans le cas avec frottement. Dans le cas avec frottement, le cylindre 
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penetre moins Ia matrice que dans le cas sans frottement. Ce resultat attendu 
a pour consequence d'amorcer Ia premiere "boucle" plus tot que dans le cas 
sans frottement. Le chargement axial (figure 8) confirme ce phenomene et 
les resultats entre les deux methodes utilisees sont similaires. La methode· de 
Lemke est deux fois plus rapide que le Lagrangien augmente, sur cet exemple. 

3. Frottement variable 

Les essais experimentaux relatifs al'exemple presente ici ont ete realises par 
Renault (BEL 94] pour analyser les evolutions du coefficient de frottement en 
fonction de Ia pression de serrage Pn et de v9 Ia vitesse de glissement ( cf. fig­
ure 9) . A partir des resultats experimentaux, nous avons identifie !'expression 
analytique suivante caracterisant les variations du coefficient de frottement en 
fonction du rapport v9 sur Pn : 

{ 

v9 /Pn ~ 8.10- 9 J1. = 0.18 (regime limite) 

8.10 - 9 < v9 fpn ~ 2.10- 7 J1. = - 0.63 - 0.04ln(v9 fpn) (regime mixte) 

v9 /Pn 2.10- 7 J1. = 0.04 (regime h.ydrodynamique) 

Les figures 10 et 11 presentent respectivement les evolutions des efforts de 
contact le long de Ia surface de contact pour differentes valeurs de l'avalement. 
La vitesse tangentielle des essais est ici de 10 m/s. Dans Ia figure 10, dans 
un premiere phase, on peut distinguer trois etats de contact entre les outils et 
l'eprouvette. La partie droite de Ia figure correspond a une zone sans trans­
mission des efforts de contact, Ia partie centrale a une zone de contact sans 
glissement, Ia partie gauche a Ia zone bloquee. Lorsque l'avalement augmente 
Ia partie bloquee diminue jusqu'au glissement global (cf. figure 11). 

Avec un modele a coefficient constant, l'etat de glissement de !'ensemble de 
Ia zone de contact est un etat stable (figure 12) atteint apres un certain seuil 
d'avalement qui depend du coefficient de frottement . Pour une loi a coefficient 
de frottement variable, ce n'est plus le cas. Lorsque les derniers noeuds rentrent 
en glissement, ils glissent avec une vitesse largement superieure a celle imposee 
par les conditions d'essai. II s'en suit un regime de .stickf.,lip a tres haute 
frequence (figures 12 et 13). 

0.395mm A B 

l 
50mm 

Figure 9. Geometrie de l'euai de frottement 
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Figure 13. Viteu e1 de gliu em ent 

4. Cisaillement d'asperites de surface 

Nous considerons ici deux asperites identiques face a face se deplac;ant dans 
deux directions opposees (CHA 96a] . La geometric du probleme est presentee 
dans Ia figure 14. 11 s'agit ici d'un modele preliminaire pour caracteriser le frot­
tement comme un processus de cisaillement plastique d'asperites de surface. La 
figure 15 presente, dans le cas de deux materiaux deformables, les evolutions 
du rapport FT / FN en fonction du deplacement tarigentiel des asperites. Ce 
rapport, qui peut etre considere comme un coefficient de frottement global 
evolutif, decroit en fonction de l'arasement et de la plastification des asperites. 

Dans (CHA 96a] nous avons montre !'influence de l'ecrasement des asperites 
sur le developpement de Ia plasticite au creur de Ia piece. Ces types d'anal­
yses sont necessaires pour modeliser, par exemple, Ia formation de vagues de 
materiau.x: observees experimentalement et apporter plus generalement une con­
tribution numerique pour Ia comprehension de differents phenomenes mis en 
evidence par les tribologues. 
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Figure 14. Ci1aillement d'a1pirite1 Figure 15. Coefficient de frottement 

5. Conclusion 

Nous avons presente, dans cet article, un traitement de problcmes de contact 
avec frottement en grandes transformations. Les notions de vitesses relatives au 
contact objectives ont ete introduites en detail. Si Ia loi de frottement, que nous 
avons generalement consideree, est une loi de Coulomb a coefficient constant, 
nous avons montre Ia possibilite de prendre en compte dans notre modelisation 
une loi a coefficient variable. Toutefois, !'analyse de !'influence de ce type de 
loi dans le contexte de l'emboutissage necessite d'autres developpements. II 
s'agira de prendre en compte les conditions reelles d'interface. C'est-a-dire 
de considerer localement l'ecrasement d'asperites et Ia plastification en surface 
et au creur de la. piece, de prendre en compte un eventuel lubrifiant et enfin, 
dans une analyse plus poussee, de considerer les effets de la temperature qui 
peuvent etre considerable en particulier sur la viscosite du lubrifia nt. L'etape 
presentee iciest une etape preliminaire qui a permis d'obtenir des informations 
qualitatives sur ce type de lois. 

Les problemes de contact traites par Ia methode de Lemke que nous avons 
etendue au cas du contact entre solides deformables, ont permis d 'en illus­
trer les performances dans des situations complexes avec des non-linearites 
geometriques et de !'auto-contact. 

Ces exemples ont permis de montrer les limites d'une formulation maitre/es­
clave classique et Ia necessite d'utiliser d'autres strategies. Nous developpons 
actuellement une approche symetrique dans laquelle tout noeud de contact sera 
considere comme un noeud esclave venant en contact avec un segment maitre. 
Une telle approche evite les choix a priori des corps antagonistes comme es­
claves et maitres et les violations des conditions de non-penetrations des noeuds 
du corps maitre dans le corps esclave. 
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