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RESUME. Dans le contexte de l'emboutissage, on présente la modélisation de problémes de
contact avec frottement entre plusieurs corps déformables dans un cadre cinématique non
linéaire. Ces non-linéarités sont a la fois géométriques (grandes transformations, grands
déplacements) et matérielles (plasticité). Le probléme de contact est résolu par une
méthode de programmation mathématique (la méthode de Lemke) dont l'extension au cas
du contact entre solides déformables est donnée. Les modéles développés sont ensuite
utilisés pour traiter deux problémes de tribologie. Le premier concerne la caractérisation
du frottement comme l'engrénement de deux micro-aspérités de surface. Dans le second,
pour un essai classique de frottement plan/plan, on analyse l'influence d'un coefficient de
frottement évolutif avec les conditions locales de contact.

ABSTRACT. In the context of metal forming, we present the modelling of multibody
frictional contact problems in a non-linear kinematic frame. Non-linearities arise from
the large displacements, the finite deformations and from material behaviour (plasticity).
The contact problem is set as a linear complementarity problem solved by the Lemke
method. The extension of the Lemke method to the multibody contact problem is given.
These models are used to solve two tribological problems..The first one deals with the
characterisation of friction as shearing off of two microscopic surfacic asperities. The
second example concerns the modelling of a classical test. We analyse the influence of a
variable friction coefficient depending on local contact conditions on the restraining
forces.
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1. Introduction

En emboutissage, le frottement joue un réle crucial car il conditionne la
qualité du produit fini. Dans une loi de frottement de Coulomb a coefficient con-
stant, le coefficient de frottement représente une valeur moyenne caractérisant
différents parameétres tels que la rugosité de surface, le lubrifiant et les pressions
de serrage. Les résultats présentés ici correspondent a une étape préliminaire
d’une étude ayant pour but de prendre en compte, pour caractériser le frotte-
ment, I'état réel de surface (répartition et hauteur des aspérités, usure,...), la
présence et la viscosité du lubrifiant ainsi que les vitesses de glissement rela-
tives entre les outils et la tole. L’objectif envisagé est d’introduire dans notre
code de calcul un coefficient de frottement dynamique dont les variations seront
calculées en fonction des évolutions de ces parametres.

Le probléme a résoudre doit étre posé comme un probléme de contact avec
frottement entre solides déformables dans un cadre cinématique non linéaire
(non linéarités géométriques et matérielles). Cette classe de problémes de con-
tact souléve des difficultés qu’on ne trouve pas dans le cas des contacts entre
solides déformables et outils rigides ou dans le cas de petits glissements. Il
s’agit, en particulier, des difficultés de définition des distances de contact, de
détection des éventuelles zones d’auto-contact et de définition des vitesses de
glissement.

La premiére partie de cet article contient la description de la modélisation
géométrique du contact en utilisant les notions de coordonnées matérielles pour
la description des lignes ou des surfaces de contact ce qui permet de réduire
la dimension de ’espace de paramétrisation. Cette description est suivie par
la formulation des problémes en vitesse en respectant les notions d’objectivité
incrémentale ([KLA 95, [LAU 93], [WRI 94]). Le contact avec frottement est
présenté comme un probléeme de complémentarité linéaire et est résolu par une
méthode de Lemke qui est une méthode remarquablement performante pour
traiter des probléemes de contact avec frottement entre corps déformables et
obstacles rigides ([CHA 97], [DUB 94]). Nous présentons ici I'extension de
cette méthode au cas du contact entre plusieurs solides déformables dans le
contexte d’une formulation de type maitre/esclave. L’idée de base d’une telle
approche, sur laquelle repose ensuite ’algorithme numérique de vérification des
conditions de non-pénétration, a été introduite par [BAT 85] [CHA 86]. Un des
solides antagonistes est désigné comme le solide esclave, 'autre devient le solide
maitre. L’analyse du contact se fait a partir des conditions de non-pénétration
écrites sur les noeuds esclaves par rapport a des segments maitres.

Nous illustrons les capacités des algorithmes développés a traiter des situ-
ations séveres de contact sur un exemple de I’écrasement d’un cylindre élasto-
plastique conduisant a des zones d’autocontact. Cet exemple et les résultats
obtenus sont présentés dans le paragraphe 2.3.

Notre objectif lors du développement de modéles de contact avec frotte-
ment en grandes transformations était en particulier de développer un outil
numérique permettant la simulation de problémes relevant de la tribologie.
Dans ce papier, deux exemples plutét académiques de tels problémes sont pré-
sentés.

Dans la premiére application, nous étudions, a partir de résultats expé-
rimentaux obtenus sur un tribomeétre plan/plan pour des éprouvettes d’alu-
minium, 'influence des évolutions du coefficient de frottement sur les forces de



Frottement en grandes déformations 165

retenues développées par des outils en acier. Nos objectifs au travers de cette
étude phénoménologique, ou les variations du coefficient de frottement en fonc-
tion des conditions locales de contact sont prises en compte, sont de discuter de
I'influence de tels modeles sur les forces de retenues développées par les outils
et de I'intérét de leur implémentation dans des codes de calcul spécifiques pour
I’emboutissage.

Dans la deuxi¢me application, en ’absence de frottement, nous étudions les
déformations élastoplastiques de deux aspérités face a face et se déplagant dans
deux directions opposées. C’est une tentative de caractérisation du frottement
comme l'engrénement de micro-aspérités de surface.

2. Contact et frottement entre solides déformables
2.1. Généralités

Dans ce paragraphe, nous présentons les différentes variables nécessaires &
la modélisation de I'action résultant du contact entre solides déformables.

Les équations constitutives du contact et du frottement doivent traduire a la
fois la non-pénétration de tout point d’un solide dans un autre solide (ou dans
lui-méme) et aussi la possible nécessité de fournir une certaine contrainte de
cisaillement pour provoquer le glissement relatif des deux corps. Les équations
constitutives utilisées pour décrire ce comportement sont nombreuses et sou-
vent liées a une approche phénoménologique du contact. La cinématique des
grandes déformations ajoute une difficulté supplémentaire a la description de
ce probleme. En effet, les conditions de contact sont implicites (la surface de
contact actuelle n’est pas connue a priori) et les équations constitutives du frot-
tement sont lies a la vitesse relative des différents solides. Cette vitesse qui
doit vérifier le principe d’objectivité, est donc construite a partir de dérivées
temporelles objectives comme par exemple les dérivées convectives justifiant
ainsi I'utilisation de bases convectives. La formulation des équations consti-
tutives du contact et frottement en grandes déformations dans le cas 2D que
nous présentons ici, est déduite de la formulation générale 3D présentée dans
[CHE 97]. Nous allons aussi faire le choix de paramétrer les surfaces de contact
ce qui nous permet de construire et de justifier 'approximation éléments finis
des surfaces de contact.

On note Q0), un solide déformable (i) dans une configuration de référence
Co. L’indice 7 prend pour valeur s pour un solide esclave et m pour un solide
maitre. La représentation du solide (i) dans une configuration déformée C} est
notée w(*) a linstant ¢ (voir figure 1).

On introduit 'application ¢(*) entre Cy et C; définie par :

gps‘) 00 x R— R (1]
et on a
w® = ¢2(a) 2

'Les zones de contact potentielles sont notées Pc(‘) dans Cjp et 'yc(‘) =
wg')(l‘c(')) dans C} pour les corps maitre et esclave.
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Figure 1. Définitions des configurations

La position d’une particule matérielle P d’une zone de contact d’un solide (z)
peut étre repérée par une coordonnée curviligne £. On introduit une paramétri-
sation des surfaces de contact :

¢t : A0 e R — 1.9 (3]

telle que X© = ¢{2(€) sur la zone T.0) et 2) = ¢{)(¢) = o (45)(¢))
sur 7.(). Llintroduction de cette paramétrisation permet de réduire I'espace
de définition des grandeurs cinématiques (voir figure 2) et de construire une
base tangente locale naturelle. A un instant ¢, on choisit d’étudier la position
relative d’une particule “esclave” z(*) du solide (s) par rapport a la surface

(m)

“maitre” v¢ ' du solide (m) dans un espace a deux dimensions (voir figure
2). La projcgtion de la particule z(*) sur la surface maitre 1£'") est notée
z(™) = z(m)(€). En ce point, le vecteur tangent naturel a la surface maitre

est défini par la dérivée du vecteur position (™) par rapport a la coordonnée
réduite € : .

my _ 0™M(E _ azt™
91 P3¢ af = 85

(4]
Le vecteur gi"" est appelé vecteur covariant. On introduit un vecteur tan-

gent contravariant g("‘)1 tel que
1
ggm)‘g(m) =1 [5]

La normale unitaire extérieure a la surface maitre est alors déduite par
I’expression :
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Figure 2. Paramétisation de la zone de contact sur le solide (i)
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Figure 3. Définition du vecteur distance relative

Le vecteur distance relative (voir figure 3) entre la particule esclave et le
solide maitre s’écrit :

d(f) = "apl8)._ ,("')(E) =2 d,.n("') (7

La vitesse relative objective s’obtient en considérant la dérivée temporelle
du vecteur distance relative :

d(€) = o®) - o™ — g™ = dunl™ 4 dpi™ 8)
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La vitesse relative v, du point S esclave par rapport a la surface maitre (voir
figure 4) est I’expression de la vitesse absolue v(#) du point S dans le repére
global (R) moins la vitesse d’entrainement v, du repére local (R') dont 'origine
est le point M de la surface maitre 79") . La vitesse v, est la composition de
la vitesse 7(™) du point M et de la variation d, (™) des vecteurs de base par
rapport au temps. On a donc :

v, = ) g™ _g, qm (9]

La vitesse relative v, est aussi égale a la variation des coordonnées locales
dans la base locale :

vy = £9\™ + dpnl™ (10]

Ainsi d,l est la composante normale de la vitesse relative et sa composante

tangentielle est définie en utilisant le vecteur de base contravariant et la pro-
priété [5] :

Uy = Z = (u(‘) - 5("‘)) .g("‘)1 —d, r'L("')._q("')l (11]

On utilise I’équivalence entre les vitesses et les déplacements virtuels du
pour écrire :

§dn
8¢

Il

(Ju(') - Jﬁ("‘)) .n(m)

12
(5ul® — gam) . glm)! _ g, Alm) g(m)?! 12

Figure 4. Définition de la vitesse relative

Dans un cadre quasi-statique, le principe des travaux virtuels sur la confi-
guration actuelle s’écrit pour chaque solide G((p(‘), Ju(‘)) = 0, quel que soit du
appartenant a l'espace des variations cinématiquement admissibles, avec :

GloW, 6uld) = / o 75 — 19500 - / ) 5uda,

7

- / 5 t®).6uda, (13]
Yt
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Le vecteur contrainte de Cauchy du solide esclave t(*) = ¢(*)n(*) se décom-
pose dans la base locale de la surface de contact du solide maitre en :

6) — () 0m) 4 40 14
Avec le vecteur tangent tg') = —tg'l)g(fn)l_
En utilisant le principe d’action et réaction : t(*)dal") = —t(™da{™ la

relation dnt(g:) = 0 et les relations [12], on obtient une seule intégrale du terme
des travaux virtuels sur la zone de contact du solide esclave :

Go(p®, 6ul) = — / (£65dn — £§6E) da) [15]
7‘:(')
En posant t{) = —t{™ = t,, la condition d’impénétrabilité de la matiére

et I’état de compression du matériau lorsqu’il y a contact sont mis sous la forme
de relations de Kuhn-Tucker.

dp>0 tp >0 dptn =0 (16]

La loi de frottement de Coulomb, par analogie & la théorie de la plasticité,
peut s’écrire sous la forme de relations de complémentarité :

t:_,,.g('")l
¢=|Itg||—pt,.§0;vg+AW=0;A20;1/’/\=0 (17]
g
ou p représente le coefficient de frottement de Coulomb et t, = —t(g"') = t(g')-

Pour un incrément de temps k donné, le principe des travaux virtuels est
linéarisé pour étre résolu par un processus itératif de Newton. On discrétise
par éléments finis. On introduit les éléments de contact linéaire§ (voir figure
5) ou la position du point Z(m) est une fonction linéaire des positions des deux
nceuds extrémités du segment maitre :

g™ =(1-§)="+ " (18]
Apres assemblage, on obtient a chaque itération d’équilibre j le systéme linéaire
suivant :
NI(Pi*! — Pi)— TI(Pi*! — PI) — Kidu'*! = res(Av, P}, P}) (19]
avec :
K’ = K + [VN(AW)P] - VT(AW)P] 0] (20]
Pour un élément de contact constitué des nceuds z*, 2™ et 2™ on a :

[ NT =™ —(1-¢)nm - g™

TT =[g™ —(1-£)g™ —&'9™

Ny =[0 —n™ n™] ; T7=[0 —g™ g™ [21]
VN = —% (TNOT + NoTT + #NONOT )

VT =

o~ —

dn
(NNOT - ToTT - —Z—TONOT )
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Figure 5. Définition d’un élément de contact

La matrice K7 est la matrice de rigidité standard. Les vecteurs P, et
Py représentent les réactions aux D.D.L. (degrés de liberté) de contact et de
frottement La forme discréte et linéarisée des contraintes de contact pour un
nceud esclave est :

di + NT dui*l >0

j+1
Bl 22]
(d,{ +NT duf“) Pitl =0

Pour le frottement, on rajoute un degré de liberté pour chaque nceud es-
clave :

l l
= (o)
'\{H >0 /\2j+1 >0
¢itami0 it >0
,\f'+1¢lj+1 =0 ,\ii+1¢51’+1 =0

; i, : : :
f Hk = (TT + —Ng) dul T = At 221}

(23]

avec : i :
$i5 1= —Pitlaiupit
$t! = Pjti 4 upit
Les valeurs ¢, et ¢, forment ’enveloppe du céne de Coulomb en dimension
2. Le coefficient de frottement p peut étre soit constant au cours du chargement,

soit dépendre de variables locales (voir paragraphe 3) et sa valeur calculée en
chaque nceud esclave.

2.2. Méthode de résolution

Les équations d’équilibre discrétes [19] sont condensées aux nceuds de con-
tact. Le systéme non contraint est résolu par une méthode de Cholesky. La
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linéarisation des équations de contact avec frottement sous forme de complé-
mentarité présentées en [22] et [23] conduit au probléme de complémentarité
linéaire suivant :
Trouver W € IR, R € IR? tels que :

P—-KW=F

W, >0

R, >0

W.R, =0

Ve

I
—

‘9 q [24]

ou g représente le nombre de degrés de liberté de contact et de frottement.

Le vecteur W contient les valeurs dji*!, AJ*! et AJ*! pour les nceuds es-
claves et les variations itératives des déplacements des nceuds maitres notées
duM’*" qui doivent étre éliminées par une nouvelle condensation statique. Le
vecteur R contient la composante normale de la réaction P, et les valeurs ¢, et
¢2 pour chaque nceud esclave. Le développement complet de cette formulation
est présenté dans [CHE 97).

On résout ce probléme par une méthode de Lemke dont l'algorithme est
présenté dans [CHA 97]. Avec cette méthode directe on vérifie exactement les
conditions de non-pénétration [16] et de non-glissement lors d’un contact collant
[17]. On trouve ainsi directement les inconnues nodales : les déplacements et
les réactions. A titre de comparaison, nous avons développé aussi une méthode
de régularisation des contraintes de contact et de frottement : la méthode du
Lagrangien augmenté en se basant sur I’algorithme décrit par [SIM 92].

2.3. Exemple

Dee § Dci=27 mm; Dce=31.75 mm
y . — L=180 mm
Dei D1=21 mm; Al= 13mm
D2i=25 mm; D2¢=60 mm
B2=17.5 mm ; C2=2.2 mm
E2=8 mm ; F2=28 mm

Figure 6. Géométrie du probléme

Pour illustrer les possibilités des méthodes implantées, nous présentons,
ci-dessous, un exemple d’écrasement d’un cylindre élastoplastique [LAU 93].
L’intérét et les difficultés de cet exemple résident dans la nécessité de cara-
ctériser convenablement les grands déplacements et grandes rotations, ainsi
que de prendre en compte les nombreuses zones d’auto-contact. Dans la figure
6, la géométrie de ce probleme axisymétrique est présentée. Le cylindre en
acier est déplacé vers un obstacle considéré comme rigide.
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Figure 7. Déformées du cylindre avec zones d’auto-contact

L’acier a pour module d’Young E = 210 070 MPa et pour coefficient de
Poisson v = 0,3. L’écrouissage est donné par une loi de Swift : Ag(¢p) =
808.(0, 866336 -+ E,). Pour la discrétisation par éléments finis on utilise, 177
éléments bilinéaires (Q4/P0). Dans cet exemple, le cylindre, dont on déplace
la partie supérieure, vient se bloquer dans 'outil. Lorsque le chargement axial
atteint une valeur critique, il y a une formation de 3 plis (voir figure 7) pour
un déplacement total de 110 mm.

250
200
>
-
=
=3
) 150
€
-
=
g
g 100
]
£
O -
501 ¢ ==== Lemke
A = = Lemke avec frottement = 0.2
X Lagrangien augmente ¢, = 10° (5 ite. -
4 Lagrangien augmente p= 0.2 €,= 10" ¢, = 10" (3 ite.)
0
0 20 100 120

40 60 80
Deplacement du cylindre (mm)

Figure 8. Comparaison du chargement azial entre Lemke et le Lagrangien augmenté

Nous avons étudié le cas sans frottement et le cas avec un frottement de
# = 0,2. Nous utilisons, pour les calculs, la méthode de Lemke et la méthode
du Lagrangien augmenté avec comme coefficients : €, = 10 et 5 augmentations
maximum dans le cas sans frottement ; €, = 10%, ¢, = 10% et 3 augmentations
maximum dans le cas avec frottement. Dans le cas avec frottement, le cylindre
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pénetre moins la matrice que dans le cas sans frottement. Ce résultat attendu
a pour conséquence d’amorcer la premiére “boucle” plus tot que dans le cas
sans frottement. Le chargement axial (figure 8) confirme ce phénoméne et
les résultats entre les deux méthodes utilisées sont similaires. La méthode de
Lemke est deux fois plus rapide que le Lagrangien augmenté, sur cet exemple.

3. Frottement variable

Les essais expérimentaux relatifs a ’exemple présenté ici ont été réalisés par
Renault [BEL 94] pour analyser les évolutions du coefficient de frottement en
fonction de la pression de serrage p, et de v, la vitesse de glissement (cf. fig-
ure 9). A partir des résultats expérimentaux, nous avons identifié I’expression
analytique suivante caractérisant les variations du coefficient de frottement en
fonction du rapport vy sur p, :

Vg /pn < 8.107°% u = 0.18 (régime limite)
8.107% < vy /p, < 2.1077 = —0.63 — 0.04 In(vy/pn) (régime mizte)
Vg /Pn 2.10"7 4 = 0.04 (régime hydrodynamique)

Les figures 10 et 11 présentent respectivement les évolutions des efforts de
contact le long de la surface de contact pour différentes valeurs de I’avalement.
La vitesse tangentielle des essais est ici de 10 m/s. Dans la figure 10, dans
un premiere phase, on peut distinguer trois états de contact entre les outils et
I'éprouvette. La partie droite de la figure correspond a une zone sans trans-
mission des efforts de contact, la partie centrale & une zone de contact sans
glissement, la partie gauche a la zone bloquée. Lorsque 'avalement augmente
la partie bloquée diminue jusqu’au glissement global (cf. figure 11).

Avec un modele a coefficient constant, I’état de glissement de I'ensemble de
la zone de contact est un état stable (figure 12) atteint aprés un certain seuil
d’avalement qui dépend du coefficient de frottement. Pour une loi a coefficient
de frottement variable, ce n’est plus le cas. Lorsque les derniers noeuds rentrent
en glissement, ils glissent avec une vitesse largement supérieure a celle imposée
par les conditions d’essai. Il s’en suit un régime de stick/slip a trés haute
fréquence (figures 12 et 13).

0.395mm (A Outil B

!

50 mm

Figure 9. Géométrie de l’essai de frottement
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Figure 12. Forces de frottement Figure 13. Vitesses de glissement

4. Cisaillement d’aspérités de surface

Nous considérons ici deux aspérités identiques face a face se déplagant dans
deux directions opposées [CHA 96a). La géométrie du probléeme est présentée
dans la figure 14. Il s’agit ici d’un modéle préliminaire pour caractériser le frot-
tement comme un processus de cisaillement plastique d’aspérités de surface. La
figure 15 présente, dans le cas de deux matériaux déformables, les évolutions
du rapport Fr/Fy en fonction du déplacement tangentiel des aspérités. Ce
rapport, qui peut étre considéré comme un coefficient de frottement global
évolutif, décroit en fonction de ’arasement et de la plastification des aspérités.

Dans [CHA 96a] nous avons montré l'influence de I'écrasement des aspérités
sur le développement de la plasticité au coeur de la piéce. Ces types d’anal-
yses sont nécessaires pour modéliser, par exemple, la formation de vagues de
matériaux observées expérimentalement et apporter plus généralement une con-
tribution numeérique pour la compréhension de différents phénomeénes mis en
évidence par les tribologues.
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5. Conclusion

Nous avons présenté, dans cet article, un traitement de problémes de contact
avec frottement en grandes transformations. Les notions de vitesses relatives au
contact objectives ont été introduites en détail. Sila loi de frottement, que nous
avons généralement considérée, est une loi de Coulomb & coefficient constant,
nous avons montré la possibilité de prendre en compte dans notre modélisation
une loi a coefficient variable. Toutefois, I’analyse de I'influence de ce type de
loi dans le contexte de I’emboutissage nécessite d’autres développements. Il
s’agira de prendre en compte les conditions réelles d’interface. C’est-a-dire
de considérer localement ’écrasement d’aspérités et la plastification en surface
et au cceur de la piéce, de prendre en compte un éventuel lubrifiant et enfin,
dans une analyse plus poussée, de considérer les effets de la température qui
peuvent étre considérable en particulier sur la viscosité du lubrifiant. L’étape
présentée ici est une étape préliminaire qui a permis d’obtenir des informations
qualitatives sur ce type de lois.

Les problémes de contact traités par la méthode de Lemke que nous avons
étendue au cas du contact entre solides déformables, ont permis d’en illus-
trer les performances dans des situations complexes avec des non-linéarités
géométriques et de ’auto-contact.

Ces exemples ont permis de montrer les limites d’une formulation maitre/es-
clave classique et la nécessité d’utiliser d’autres stratégies. Nous développons
actuellement une approche symétrique dans laquelle tout noeud de contact sera
considéré comme un noeud esclave venant en contact avec un segment maitre.
Une telle approche évite les choix a priori des corps antagonistes comme es-
claves et maitres et les violations des conditions de non-pénétrations des noeuds
du corps maitre dans le corps esclave.
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