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RESUME. Dans cet article, Ia construction de / 'impedance spectrale pour les fronti~res 
absorbantes, dans le cadre d'tme approximation paraxia/ejusqu'a l 'ordre deux, est presentee 
pour un milieu lineaire isotrope e/astique. Elle fai t apparaitre des termes derives d 'ordre 
eleve, ce qui nous conduit a utiliser Ia methode des elements dif!us pour ['approximation du 
champ de deplacements. 

ABSTRACT. In this paper, spectral impedance fo r absorbing boundaries using second-order 
paraxial approximation is presented for a linear elastic isotropic media. High-order 
derivatives then appear which yields to employ the diffuse element method for discretir.e the 
disp lacement field in the weak jom1. 

MOTS·CUS : methode des elements diffus, f ron tieres absorbantes, approximation paraxia/e. 
KEY WORDS : diffuse element method, absorbing boundaries, paraxial approximation. 

1. Introduction 

La propagation des ondes occupe une place importante dans le domaine de 
l' ingenierie sismique puisqu ' il s'agit du mode de transport de l' energie liberee au 
cours d' un tremblement de terre. L' un des problemes rencontres dans ce domai ne par 
les ingenieurs et les chercheurs porte sur Ia modelisation du sol. En effet, tors de 
!' etude numerique du comportement d ' une liaison sol-structure soumise h une 
sollicitation dynamique, i1 est necessaire de modeliser le sol comme un milieu semi­
infini . Cette approche engendre, dans le cadre d' une modelisation par elements fini s, 
des problemes de refl exions d'ondes paras ites~ Ia frontiere du mai llage. Ces ondes. 
perturbent les resul tats des calculs et doivent etre supprimees. Sous Ia cond ition 
d' un comportement lineaire du sol, plusieurs methodes ont etc proposees dans Ia 
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litterature pour modeliser le milieu non borne. Pour les problemes transitoires, Ia 
technique des frontieres absorbantes a ete introduite pour repondre a Ia 
problematique. Celles-ci sont defin ies a partir de !' approximation paraxiale 
([ENG 77] , [ENG 79], [MOD 87], [AUB 89], [MOD 94], [MOD 96a]). II s'agit de 
construire une impedance dynamique sur Ia frontiere du maillage qui soit locale en 
espace et en temps. 

Pour une approximation paraxiale d'ordre eleve, Ia presence de derivees spatiales 
pose probleme lorsque Ia formul ation variationnelle est discretisee par Ia methode 
des elements fini s de type C0

. C'est pourquoi nous proposons d 'utiliser, comme 
alternative, Ia methode des elements di ffus ([NAY 91] [NAY 92] [BEL 94]) qu i 
permet de mieux rendre compte de ces derivees. 

2. Propagation d'ondes dans les milieux elastiques 

2.1. Hypotheses 

Considerons un milieu dont le comportement est elastique lineaire isotrope. Pour 
e tudier Ia propagation des ondes dans ce mil ieu, nous decomposons le domaine 
semi-infini .n interesse par Ia modelisation en deux sous domaines : le sous domaine 
interieur borne n •. dans lequel est ecrit l'equilibre dynamique; et le sous domaine 
exterieur non borne n •.. qui n'est pas modelise directement. 

Ces deux zones sont separees par Ia frontiere 1:, sur laquelle !'impedance 
spectrale et !'action spectrale seront calculees. Celles-ci correspondent a !'action 
exercee par il,· sur il,, respectivement dans le domaine de Fourier e t dans le 
domaine physique. 

2.2. Conditions aux limites, conditions initillles etformulation variationnelle 

Le comportement du milieu dans le domaine n, etant suppose elastique lineaire 
isotrope, l' equilibre dynamique est donne par !'equation de Navier. Par ailleurs, les 
conditions initiates, qui verifient l' equilibre mecanique a t = 0, sont : 

.! e n , 

Pour les conditions aux limites, qui sont definies sur l'intervalle de temps ]0, T] , 
Ia frontiere du domaine interieur il, se divise en trois parties distinctes : 

• r. sur laquelle est imposee une condition de Dirichlet pour le vecteur 

deplacement, soit traditionnellement g =]I; 
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• r " sur laquelle est imposee une condition de Neumann, soit g 0 {1 =I; 
• 1: sur laquelle il apparalt une double condition ( qui assure Ia continuite 

des deplacements et des vecteurs contraintes) pour tcnir compte du 

domaine non borne, !! = !!,. et t + t,. (!!,· ) = 0 ° 

Dans ces conditions, Ia formulation variationnelle s'ecrit : 

f P!! 0 ydn+ f g:~~h(y)dn - 1£ 0 yrn: = f p .2. 0 ydn + f £0 ydr [I] 
o, n.= t n, r. 

ou !! est le champ de deplacement, ~ le champ test associe, p represente Ia densite 

du materiau, ~ est I' acceleration de Ia pesanteur, D est le tenseur d'ela ticiteo 

2.3. Fro11tieres absorbantes et approximation paraxia/e 

L'objectif du developpement des frontieres absorbante est alors de permettre 
I' evaluation du troisieme terme de )'equation [I ]o 

2o3olo Transformee de Fourier de /'equation de Navier 

Pour cette evaluation, it est necessaire de calculer au prealable dan le domaine 
de Fourier, )'impedance spectrale f. 0 La demarche consiste dans un premier temps a 
projeter le champ de dcplacement sur le plan tangent a 1: et sur sa normale !,3 (figure 
I )o 

Figure 1. Decoupage du domaine et systeme de reference rapporte a la frontiere 

Par Ia suite, le prime indique l'appartenance au plan tangent a 1: et l'indice 3 celle 
a Ia normale !,3 0 Dans un deuxieme temps, il convient d'effectuer le transformee de 

Fourier de l'equation elasto-dynamique par rapport aux variables x' et to Ainsi en 

decouplant les termes ecrits suivant le plan tangent a 1: et suivant Ia normale !_
1 

, 

nous aboutissons respectivement aux expressions suivantes : 
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[2] 

[3] 

ou il et u3 representent les transformees de Fourier des composantes du 

' deplacement, w et ; designent respectivement Ia pulsation associee a t et le 

' vecteur d'onde associe a .:! , C, et CP soot les vitesses de propagation usuelles des 

ondes respectivement de cisaillement et de compression et dont Ies formules sont 
donnees en fonction des coefficients de Lame : 

et 

, 
A ce sLade, nous procedons a une nouvelle decomposition, celle du vecteur Y. 

, , 
suivantles directions ~ et ~ " ~J : 

avec Ies notations suivantes : produit scalaire : (~·!f) , produit vectoriel ~" .!f, 

produit mixte: {~,.!f.:!)= (~· {.!f".:!)) . 
, , 

LeS VCCteUfS ~ et ~ A~J etant OrthogonaUX, Cela nOUS aUtOfiSe a SCinder 

!'equation [2] en deux. Par ailleurs, !'equation [3] peut etre simplifiee, finalement 
nous obtenons les trois equations ci-dessous : 

[4] 

, 
suivant Ia direction ~ l 2 c l l {j) 2 $ I "'-

1 
• 2 2 ""' , kl' - c,+ ~'l"~' ~ .• ).,(c,-c, )'lu,= o [5) 
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2.3 .2. Recherche des solutions 

Les trois equations precedentes forment un systeme differentiel en X)' 

' , 
diagonalise scion f. .... ~3 , f. et ~3 • Lcs solutions de ce systeme sont supposees e_tre 

harmoniques. Par consequent, nous les cherchons sous Ia forme generate donnee par 
[MOD 87]: 

({ ,il' .~ 3 ) =I{ I A exp(-i S x3 ) 

({ .fl') =I{ I [A, exp(-i S, x3 ) + AP exp{-; SP x3 )) 

u3 = B, exp(-i S, x 3 )+ BP exp(- i SP x 3 ) 

La recherche de ces solutions consiste done a preciser les expression des 
nombres d'ondes S, S, et SP. Par ailleurs, les coeflicients A. A, , AP, 8, et 8" 

sont des constantes qu 'i l convient de determiner grace aux conditions aux limitcs du 
probleme. 

A vee celle hypothese, I' equation [ 4] se resout directement, so it : 

avec 

La resolution simultanee des eq uations obtenues apres avoir injectc Ia forme 
gencrale des solutions dans [5] et (6], fournit lcs solutions : 

a/ I ,12 {1)2 I ,12 
ou les nombres d 'ondes sont donnes par : ~2 = Cl- f. et ~~ = Cl- f. 

s p 

2.3.3. Impedance spectrale 

L'impedance spectralc correspond a Ia transformee de Fourier du vecteur , , 
contrainte sur Ia frontiere. Elle sc decompose suivant les directions ~3 , f. et f. " ~J 
scion Ia formule : 
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ou les coefficients a0 , b0 et c0 sont donnes par : 

. u 2 
- 1 p 2 ~ •-o 2 I 2 A 

[ 

~AI 1 
b, - k'l' ·~ ~' -()) ~ kl' +c,(k I +2 ~ ~ -<;) ·~ 

2.3.4. Approximation paraxiale 

L'approximation paraxiale repose alors sur )'hypothese que le rapport norme du 
vecteur d'onde/pulsation est tres petit devant !'unite [ENG 77]. ce qui permet de faire 
un developpement limite des nombres d'ondes: 

avec I~ 
K = - et a =s p cu • [7] 

La figure 2 illustre Ia difference entre Ia relation exacte ~ = !(~~) et diverses 

approximations. La relation exacte est representee par le cercle de rayon cuI Ca ; les 

developpements limites d'ordre zero et d'ordre un correspondent respectivement a Ia 

droite ~ = w I Ca et a Ia parabole ~ = ~- Ca ~~~~
2

• La figure montre que ces ca 2 (}) 12 
I 

approximations sont correctes soit Iorsque Ia norme du vecteur d'onde ~ est faible, 

ce qui correspond aux andes se propageant dans des directions voisines de Ia 
normale ~3 , soit lorsque Ia pulsation w est grande, ce qui correspond aux hautes 

frequences . 
II est done possible d'obtenir une approximation paraxiale de )'impedance 

spectrale ~ differents ordres en fonction de l'ordre des developpements limites 
effectues. 
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Dev. LimO 

'~ ' 

Dev. Lim I 

Figure 2. ' = J(l{ ~ relation exacte et developpements limites d'ordre zero et wt 

Ordre zero 

Pour !'approximation paraxiale d'ordre zero, seuls les termes en K -
1 sont 

conserves dans I' expression des coeffic ients a0 , b0 et c0 , ce qui conduit pour 

)'impedance dynamique a : 

et pour l'action spectrale (en revenant a l' espace physique par transformcc de 
Fourier inverse) : 

Ordre un 

Pour !'approximation paraxiale d'ordre un, les termes en K -
1 et K

0 sont 
conserves. Notons toutefois que pour obtenir tous ces termes, un developpement a 
l'ordre zero de Ia relation [7) suffit. Nous avons ainsi : 

De nouveau, nous appliquons Ia transformee de Fourier inverse : 
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Ordre deux 

Enfin, pour !'approximation paraxiale d'ordre deux, les termes en K -
1

, K
0 et K

1 

sont conserves. II est ici necessaire de developper Ia relation [7] ~ l'ordre un pour 
obtenir tous Jes termes correspondants. II vient done : 

1&•1' 1&·1' ( & 0 
·" . , 

~ ( } tl - c; tl- · . , ( )~ · - lp 2 C,-2C, Ill "JO!!,+ ip 2 Ill !!o - t pC, C,-C, Ill ~ 

Afin d'effectuer Ia transformee de Fourier inverse, il est necessaire au prealable 
de multiplier cette equation par i OJ, nous determinons alors Ia derivee par rapport 

au temps du vecteur contrainte sur !'interface : 

D'une far;:on generale, nou pouvons introduire des operateurs symboliques pour 
resumer !'expression de !'action spectrale : 

L0 (t) = A0 (0, ~) a l'ordre zero 

L0 (t) = At ( 0, ~. ~· !!) a l'ordre un 

0, L0 (t) = A2(0,, !!. ~·, !!. ~·!· !!) a l'ordre deux 

pour Je champ de deplacemenl ~ de ns rayonnant vers l'exterieur. 

Ces operateurs mettent en evidence Ia presence de derivees interieures par , , 
rapport aux directions ~ ~ et ~2 (a l'ordre un t3. et deux t3 . . ) du champ de 

! ! ! 

deplacements qu'il convient de bien representer lors de Ia di scretisation spatiale de Ia 
formulation variationnelle. Ces derivees posent probleme lorsque Ia methode des 
elements finis est employee. II est en effet necessaire d'introduire des elements 
d'ordre eleve pour avoir une bonne evaluation de ces termes. Une alternative consiste 
a approximer Je champ ~ par Ia methode des elements diffus qui semble 
particulierement appropriee puisqu'elle offre Ia possibilite de construire une 
approximation continOment derivable a l'ordre souhaite. 
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4. Methode des clements diffus 

Nous rappelons dans cette partie l'essentiel de Ia methode des elements diffus. Le 
lecteur pourra trouver dans les references [NAY 92] , [BEL 94]. [LAN 8 1] et 
[MOD 96b] des explications plus prec ises sur Ia construction de Ia methode et des 
di scussions sur !'influence de certains parametres. 

Considerons le domaine n de fronticre r dans lequel N de nreuds non relies les 

uns aux autres sont donnes. Le champ inconnu ~!) est approxime par le champ 

!/'(!) qui s'exprime par le produit scalaire suivant : 

!/' {! )= r Q{!) · f!{!) = i)A! } a A!} [8] 
J=l 

!2 est une base formee des m premiers monomes du vecteur position ! = (x,y} ; en 

2D, il vient par cxemple: r Q{!) = {I} pour le cas constant , ~"Q(!) = {I, x, y} pour lc 

cas lineaire, r Q{!) = {I, x, y, x 2
, .xy, y 2

} pour le cas quadratique. 

f! est un vecteur de nt les coeffi cients minimisent Ia normc pondcrce uivantc : 

ou u1 represente Ia valeur nodale du champ u au na:ud I et w1 e t une fonction de 

ponderati on associee ace nreud 1 de coordonnee ! , . ~ li e est positive et dcfinie en 

fonction de Ia di stance d = II!-!, II ; elle est sen ib lcment en forme de cloche sur un 

voisinage, aussi appele domaine d'influence, du nreud I (i.e. pour d :::; dm .. 1 ) et 

nulle partout ai lleurs. Nous employons couramment Ia fonction sinuso"idale : 

La stationnarite de J par rapport a chaque coefficient du vecteur Q conduit a : 

ou les matrices A et B sont donnees en annexe et ou U designe le vecteur des 

valeurs nodales u1 • L' inversion de A conduit a Ia determination de f!, qui apres 

substitution dans [8] permet d 'ecrire le champ !/ avec desfonctions de forme ¢
1 

: 
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L'un des atouts majeurs de Ia methode des elements diffus provient de ce que les 
proprietes de derivabilite de w, se transmettent directement aux fonctions de formes 

¢1 et au champ t/. Par Ia suite, il est possible d'expliciter pleinement les derivees 

successives de !/, dont voici )'expression dejh complexe de Ia derivee premiere : 

II est important de noter que les fonctions de forme ne verifient pas Ia propriete 

d'interpolation, (i.e. ¢x{!J ;t oKL K, L = I, ... , N ). Par consequent, Ie champ 

approche ne satisfait pas aux conditions limites essentielles. Ces dernieres sont alors 
introduites dans Ia formulation variationnelle au moyen d'un multiplicateur de 
Lagrange. 

5. Formulation variationnelle et discretisation 

5.1. Formulation varifltionnelle 

En tenant compte de !'utilisation de multiplicateurs de Lagrange, Ia formulation 
variationnelle s'ecrit en considerant les champs et les fonctions tests suivants : 

{

M(!, I), ~(!, t) e U 

&(!,I), £(!,1) e L 

U = {~(. , t)! ~(.,t) e(n'(n.)Y} 

L = {M{.,t) I ~(.,t) e ( H0 (r, )r} 
ou le multiplicateur de Lagrange & correspond au vecteur contrainte sur Ia frontiere 

r, . II vient pour tout ~ E u et pour tout l E L : 

l fpi(ydO + J~:~~h{y)dn - ft.ydL - f~:ydr = fp~·ydn+ ft ·ydr 
n, o,- t r. o, r. 

f!!·{dr = fg·{dr 
r. r. 
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5.2. Discretisation en temps 

Nous envisageons deux approches basees sur le schema implicite de Newmark 
(dont les coefficients sont notes f3 et;? pour !'integration en temps. Dans Ia premie~e. 
nous appliquons le schema de Newmark sur le vecteur contrainte, puis nou utilisons 
Ia loi d'evolution donnee par l'operateur A2 pour exprimer le taux de contrainte 

introduit. Dans Ia seconde, nous procedons de fa9on inverse : le vecteur contrainte 
est d'abord determine en integrant sa loi d'evolution, le schema de Newmark est 
ensuite employe sur le deplacement. Ces deux techniques fournissent en definitive 
des expressions differentes (voir termes matriciels en annexe). 

5.3. Discrelisation en espace 

Soient Uh et Lh !es sous-espaces de dimension finie engendres re pectivement 
par Ia base des fonctions de forme elements diffus et elements finis. Nous cherchon 
les solutions approchees de Ia formulation variationnelle dans ces sous-espaces, ce 
qui correspond a Ia discretisation suivante (par exemple pour l'etape n) : 

j
uh(x) = ""' (x) e u 
-11 - LtY'J - -1 /1,11 

A. h (x) = " N (x) e A. -11 - LJ )J - -1 l i, u 
li 

:! Ef, 

Le champ de deplacements est approxime par Ia methode des clements diffus 
tandis que le multiplicateur de Lagrange est approxime par Ia methode des elements 
finis. Par consequent, nous pouvons condenser les equations discretisees sou Ia 
forme matricielle ci-dessous : 

(9] 

ou U est le vecteur des contributions nodales en deplacemenls, A est le vecteur des 
valeurs nodales en contraintes sur Ia frontiere r, (i.e., le multiplicateur de 

Lagrange). F, et FA regroupent toutes les expressions du membre de droite de Ia 

formulation variationnelle (efforts exterieurs et termes provenant de !'integration en 
temps). Les matrices de ce systeme sont, quant a elles, donnees en annexe. Nous 
distinguons naturellement, pour Ia sous matrice N, les deux schemas envisages pour 
Ia discretisation en temps. En outre, il est important de noter que, dans chacun de ces 
cas, il est necessaire d'introduire Ia matrice P representant le passage du repere local 

( ~~' .~2 ' .~ 3) au repere global (~r .~Y .~,). 
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6. Applications numeriques 

6.1. Test mono-dimensionnel 

Considerons deux colonnes de sol d'une hauteur de I 0 m soumises a leur sommet 

a une charge transitoire (fonction de Heaviside et intensite F = 200 N.m - I ) . Les 

deux colonnes different par les conditions aux lirnites a Ia base : celle de Ia premiere 
colonne est consideree comme rigide, celle de Ia seconde est modelisee par une 
frontiere absorbante (figure 3). 

Les proprietes mecaniques du materiau considere sont les suivantes : Ie module 
d'Young E = I MPa; Ie coefficient de Poisson v = 0,4; Ia densite 

p = I 820 kg.m - l. Avec ces caracteristiques, les vitesses de propagation des ondes 

dans le mmeu sont CP =34 m.s-1 etC,= 14 m.s-1
• La methode des elements diffus 

utilise 22 na:uds repartis rcgulierement. Les fonctions de forme sont calculees a 
partir d'une base lineaire, de fonctions de ponderation sinusoi'dales et un rayon du 
do maine d'inOuence identique pour chaque na:ud et val ant d max = 0,12. Entin, en cc 

qui concerne !' integration en temps, le pas de Ia discretisation est Llt = 0,005 s et les 

coefficients du schema de Newmark sont P = 0,25 et r = 0,5 . De plus, les deux 
schemas proposes conduisent pour ce cas aux memes rcsultats. 

F(tl - F(t) 

loi de chargement 
en tete 

base rigide frontiere absorbante repartition des noeuds 

Figure 3. Geometrie, conditions aux limites et position des na:uds pour le test 1 D 

Les resultats de Ia figure 4 montrent que pour Ia colonne ayant une base rigide, 
l'onde se propage norrnalement vers le bas puis elle est successivement renvoyee par 
les frontieres inferieure et superieure du domaine. Le deplacement vertical a 
l'interieur de Ia colonne est done de nature periodique. Avec !'approximation 
paraxiale, l'onde quitte le domaine n, sans rcOexion : lc deplacement vertical ne 
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cesse d'augmenter en tout point de Ia colonne. Dans cette configuration I D les 
approximations d'ordre z6ro, un et deux sont equi valentes et correspondent dans le 
cas present, oil Ia propagation est verticale, a ]' impedance exacte. 

0.3 2.3 

03 I oo -h--1----,m.-...--+--+..-......--+----i 

-~J 

~ -1.0 ... 
• -1 3 c. 

'4> -2 0 
Q 

-2J temps (s) 

0 0.3 I 3 

0.0 ~c--+---1---11---1----t---1 

8 
8 

t: .. ~.0 ... 
c. ... 
Q 

- 12 0 temps (s( 

Figure 4. De placement vertical (en milieu de colonne: /igne continue ;en tete de 
colonne: ligne pointillee) pour le calcul sans frontiere absorbante (a gauche) et 
pour le calcul avecfrontiere absorballfe (a droite) 

6.1. Test bi-dimensionnel 

Considerons un domaine bi-dimensionnel de I Ox I 0 m2, soumis a une charge 
ponctuelle verticale appliquee sur Ia surface libre au niveau de l'axe de . ymetrie 
(cette symetrie permet de ne modeliser qu ' une moitie du domaine). Les urfacc 
inferieure ct laterales sont modelisecs par de fronticrcs absorbantcs. La charge 
appliquee a Ia forme d'un signal de Ricker transitoire d'ordre zero avec I , = 0 s et 

I P = 0,2 s et son intensite maxi male est Fm = 500 N. 

Les vitesses de propagation dan le milieu considere ont : 
1
, = 220 m.s -1 et 

Cs = 125 m.s -1
• L'approximation du deplacement est realise en utilisant 462 nreud 

repartis regulierement dans les deux directions de l'espace ( ur une meme ligne, 
deux nreuds voisins sont distants de 0,5 m), une base quadratique, des fonctions de 
ponderation sinuso'idales et un rayon du domaine d' influence constant drrax = 0,85 . 

Pour Ia modelisation des frontieres absorbantes, 31 multiplicateurs de Lagrange ont 
etc introduits. Enfin, Ies parametres employes tors de Ia discretisation en temps sont 
Lit = 0,005 s, fJ = 0,25 et r = 0,5 . 

En ce qui concerne Ies schemas d'integration ·en temps, les deux procedures 
envisagees ont conduit a des resultats fort differents. En effet, le premier schema, 
bien qu'il soit implicite, n'a pas permjs d'obtenir de solution satisfaisante. Au debut 
du calcul, l'onde se propage normalement dans le milieu, mais lorsque Ia frontiere 
absorbante devient active, de fortes osci llations apparaissent et entralnent Ia 
divergence de Ia solution. La figure 5, qui represente le deplacement vertical pour un 
point de l'axe de symetrie situe pres de ]'interface :E, met en evidence cette 
instabilite. Nous avons ainsi mesure ]' importance du schema d'integration. 
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Les differentes approximations paraxiales (ordre zero, un et deux) ont etc 
appliquees lors de differents calculs. Le test a egalement ete mene avec une base 
rigide a Ia place de Ia frontiere absorbante. Le deplacement vertical au point situe sur 
!'axe a rni-hauteur du domaine est represente sur Ia figure 6. Nous observons Ia 
reflexion de l'onde lorsque Ia frontiere absorbante n'est pas modelisee (ligne 
continue). Lorsque !'approximation paraxiale d'ordre zero ou celle d'ordre un est 
employee, l'onde sort du domaine n. sans parasiter Ia solution. Par ailleurs, nous 

constatons que les deux reponses sont tres proches l'une de !'autre. Enfin, 
!'approximation d'ordre deux conduit, quant a elle, a une solution qui diverge 
rapidement. Nous pensons que deux raisons peuvent expliquer cette divergence. 
D'abord, it peut s'agir d'un phenomene numerique lie a !'integration en temps, mais 
cela peut aussi provenir intrinsequement de l'ordre de !'approximation. En effet, 
Engquist et Majda [ENG 77] remarquent que le developpement de Taylor peut 
conduire a un probleme mal pose. Us preconisent alors d'utiliser le developpement 
de Pade, qui dans notre cas est equivalent a celui de Taylor. Cette explication doit 
toutefois etre nuancee, car les auteurs procectent d'une fa~on legerement differente a 
Ia nl'ltre : ils appliquent !'approximation paraxiale sur !'equation aux derivees 
partielles initiate ecrite sur !'interface et non sur !'impedance spectrale. 

0 0.5 

4 
-2 e o +---,...---+-+--------; 
.§. -2 

t:-4 
QJ -6 
~ -8 

"E;IO 
<oQJ - 12 
Q -14 

·16 temps [s] 

Figure 5. Observation de Ia divergence de /'approche 1 

IS 

810 
..§_S 
t: 0 1-------:J'---\- -1+--\---1--\--I---\-----j 
QJ 
i:l> -S 
-l 
C.IO 

•QJ 
Q.Js 

-20 temps (s) 

.•.....•• 

----· 

approche I 
approche 2 

sans F.A . 
A.P. ordre 0 
A.P. ordre l 
A.P. ordre 2 

Figure 6. Deplacement vertical en fonction du temps pour differents ordres 
d'approximation paraxiale 
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7. Conclusion 

La construction de frontieres absorbantes pour Ia modelisation des milieux 
elastiques en regime dynamique a ete presentee. Nous nous sommes notamment 
attaches a developper )'approximation paraxiale de )'impedance spectra/e jusqu'a 
l'ordre deux. Nous avons ainsi mis en evidence Ia presence de derivees spatiales 
d'ordre eleve qui engendre certaines difficultes lors d' une discretisation par elements 
finis . Nous avons done propose d'approximer le champ des deplacements par Ia 
methode des elements diffus, dont nous avons rappele les points principaux. La 
formulation variationnelle correspondante introduit alors des multiplicateurs de 
Lagrange pour imposer les conditions aux limites essentielles. En ce qui concernc 
!'integration en temps des equations, nous avons envisage deux approches 
differentes. Deux applications numeriques ont ete proposees pour mettre en evidence 
le comportement de ces frontieres absorbantes. Le premier test a perm is de confirmer 
le bon fonctionnement de telles fronti eres. II a egalement montre I' aptitude de Ia 
methode des elements diffus pour Ia modelisation de problemes dynamiques. Le 
deuxieme test a revele !'importance du schema d' integration en temps en mettant en 
defaut Ia premiere approche etudiee. L'etude compl~te d' un tel schema pourrait etre 
completee dans un futur developpement. En outre, les resultats de ce test, montrent 
que )'approximation paraxialc d'ordre zero fournit un reponse tres voisine de cellc 
d'ordre un. Le calcul avec une approximation d'ordre deux a quant a lui diverge, 
pour une raison qui est liee soi l a Ia discrctisation en temps, oit au developpement 
de Taylor mal adapte comme cela est souligne dans [ENG 77] . 

8. Bibliographie 

[AUB 89] AUBRY D., MODARESSI H., « Un mod~le de sols satures en dynamique non 
lineai re » Revue Franfaise de Geotech., 46, p. 43-75, 1989. 

[BEL 94b] BELYTSCHKO T., Lu Y.Y., GU L., «Element-free Galerkin method » Int. J. 
Num. Metlt. Engrg., 31, p. 229-256, 1994. 

[ENG 77] ENGQUIST B., MAJDA A., «Absorbing boundary conditions for numerical 
simulation of waves» Math. Computation, 31, p. 629-651, 1977. 

[ENG 79] ENGQUIST B., MAJDA A., « Radiation boundary conditions for acoustic and 
elastic wave calculations» Comm. Pure Applied Math., XXXfl, p. 313-357, 1979. 

[LAN 81] LANCASTER P., SALKAUSKAS K .• «Surfaces generated by moving least squares 
methods.,. Math. Comput., 37, p. 141 -158, 1981. 

[NAY 91] NAYROLES B., TOUZOT G., Vn..LON ? ., «La methode des elements diffus » C. R. 
Acad. Sci. Paris, t313, Serie II, p. 133-138, 1991. 

[NAY 92] NAYROLES B., TOUZOT G., YILLON P., «Generalizing the finite element 
method : diffuse approximation and diffuse elements » Computational Mechanics, 1 O, 
p. 307-318, 1992. 

[MOD 87] MODARESSt H., « Modelisation numerique de Ia propagation des andes dans les 
milieux poreux anelastiques », Th~se de Doctorat, Ecole Centrale de Paris, 1987. 

[MOD 94] MODARESSJ H., BENZENATI r., «Paraxial approximation for poroelastic media » 
Soils Dynamics and Earthquake Engrg. 13, p. 117-129, 1994. 



288 Revue europ~nne des elements finis . Volume 7- no 1-2-3/1998 

[MOD 96a] MODARESSI H., « Numerical modelling of saturated porous media subject to 
dynamic loading>> Mechanics of poroelastic media, A.P.S. Selvadurai· edn., Kluwer 
Academic Publishers, p. 143-156, 1996. 

[MOD 96b] MODARESSI H., AUBERT Ph., «A diffuse element - finite element technique for 
transient coupled analysis », Int. J. Num. Merh. Engrg., 39, p. 3809-3838, 1996. 

Annexe 

Expressions matricielles du syst~me [9] 

Mw1 = J P¢; !!.1 ·¢, !!., dn 
n, 

NwJ = f P A2 (----j-
1 

tP; !!,1, 8; t/J; !!.1• {3 Lit o;r· t/J; !!,1 ) ·¢1 !!,1 dE 
I rLI - r --

Nl,JJ = !P A2 (
1
/Lit ¢J f!.1, a!. ¢J !!.1• r Lit a!.!. t/JJ !!.; ) · ¢1 !!., dE 

G,UJ = f N).J !!,1 ·¢1 !!,1 dr 
r. 

A(x)= :t w1(x)b1(x)b{(x) 

I'" approche 

2'"'" approche 

w,(x) b1 (x,)l 
w, (x)~.,(x,) 


