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REsUME. Cet article est co11sacre a une presentation detaillee des methodes iteratives 
Gradient conjugue (CG), Biconjugate gradient (BfCG), conjugate gradient squared (CGS), 
Biconjugate gradient stabilized (BfCGSTAB), transpose{ree quasi minimal residual 
(TFQMR), full orthogonal method (FOM) et Generalized minimal residual (GMRES) 
adaptees a Ia resolution des systemes elements finis des equations de Navier-Stokes dans le 
cadre des fluides incompressibles. Afill d'accelerer le taux de convergence de ces methodes, 
le preconditionnement base sur Ia factorisation incomplete de Gauss (fLU) est couple a 
celles-ci. Dans ce type de preconditionnement, /'accent est mis sur Ia necessire de Ia 
renumerotation des variables, et e11jin, /'importance d'un critere d'arret variable des 
methodes iteratives pour chaque iterations de Newton-Raphson est mis en evidence. 

ABSTRACT. This paper presents an overview of different iterative methods Conjugate gradient 
(CG), Biconjugate gradient (BfCG), conjugate gradient squared (CGS), Biconjugate gradient 
stabilized (BfCGSTAB), transpose{ree quasi minimal residual (TFQMR), full orthogonal 
method (FOM) et Generalized minimal residual (GMRES) for solving finite element systems 
of Navier-Stokes incompressible flows. To accelerate convergence of those methods, 
preconditio11ner based on incomplete Gauss factorisation (fLU) is used. The accent is put on 
the necessity to renumber the unknowns to guaranty the convergence of the iterative methods. 
The importance of a variable stop criterion of iterative methods for each Newton-Raphso/1 
step is underlined. 

MOTS·CLEs : modelisation, elements finis, methodes iteratives, preconditionnement, fluides 
incompressibles. 
KEY WORDS : modelling, finite element, iterative methods, preconditionner, incompressible 
flows. 
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1. Introduction 

La methode des elements finis est consideree comme un outil fiable pour 
resoudre des problemes industriels complexes decoulant de Ia mecanique des fluides 
compressibles ou incompressibles. L'experience acquise sur les modeles numeriques 
en differences et volumes finis a contribue d'une fa\!on significative au 
developpement actuel de modeles elements finis. La tendance actuelle est de 
modeliser des problemes 2D et 3D utilisant les variables primitives (vitesses
pression) couplees a des methodes de resolution iteratives conduisant a plus de 
50 000 variables. 

Dans cette etude, on s'interesse a I' evaluation des differentes methodes iteratives 
couplees a differents types de Preconditionnement pour Ia resolution des equations 
de Navier-Stokes incompressibles. Pour ce type d'equations, il est courant d'utiliser 
une formulation de type Galerkin (champ de vitesses plus riche que le champ de 
pression) et des methodes robustes de type Newton couplees a une methode de 
resolution directe. Neanmoins, Ia resolution de grands problemes non lineaires par 
de tels solveurs devient tres cofiteuse en temps CPU et presente une limitation en 
termes de stockage. II est done indique d'utiliser les methodes iteratives, en 
particulier pour les problemes de grandes tailles. Ces methodes s'accompagnent bien 
SUr d'un choix adequat pour le type de Preconditionnement utilise, de Ia 
renumerotation des variables pour assurer Ia convergence, et enfin, du choix d'un 
'bon' critere d' arret pour accelerer Ia convergence. 

Dans Ia section suivante, nous presentons les modeles mathematiques et 
numeriques des equations de Navier-Stokes. Une section est consacree a Ia 
presentation des methodes de linearisation. Une autre section est consacree a Ia 
description des differentes methodes iteratives suivie d'une section sur le 
Preconditionnement utilise. Une autre section donne les differents types de 
renumerotation, et enfin une derniere section concerne le choix du critere d'arret. 
Des details sur !'experimentation numerique sont entrepris afin d'evaluer l'efficacite 
relative des differentes methodes pour des nombres de Reynolds superieurs a 400. 

2. Modele mathematique 

Les problemes de fluides sont caracterises par les relations de Ia conservation de 
Ia quantile de mouvement et de Ia conservation de Ia masse. 

p CJii +Div.[p ii®ii +pi]- Jl V 2u- f3 V(V.ii)-fv =0 
CJt 

V.ii + aV
2 

p=O 

avec les conditions aux limites 

[2.1] 
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Paroi :condition d'adherence u = 0 
Entree : u = ft 

au 
Sortie : p = p , - = 0 

dii 

u est le vecteur vitesse, p Ia pression, p Ia densite, et Jl Ia viscosite du fluide. a et 

~ sont deux coefficients de stabilisation dependant de Ia maille et du nombre de 
Peclet. Pour les ecoulements stationnaires, le premier terme temporel de l'equation 
[2.1] est neglige. Les ecoulements de Stokes sont les ecoulements stationnaires oil 
les termes non lineaires de convection sont negliges. Les relations classiques de 
Navier-Stokes sont definies par a = ~ = 0. 

REMARQUE.- Les expressions de a et ~ sont les suivantes : [STO]. 

j3 = !!. [i7 
6 v-; 

h est Ia taille de Ia maille. Dans notre cas : e = 1 

2.1. Ecriture variationnelle 

La forme variationnelle associee aux equations [2.1] s' ecrit : 

W = WN·S +Wine 

W= I"Viu-[Pau +Div.(pu®u+pl)-JJ.V2u-j]dv 
v dt 

+ I 'If p V. u dv = 0 
v 
'---v----' 

Wine 
[2.2] 

L'ecriture faible prend alors I' expression suivante: 

I 
au -

W= Vtu·[p-+Div.( p u ® u +pI)+ Tr( V"Vtu.Vu) -V·Vtu·P - f]dv + 
v dt 

I'l'p V.udv- I Tr("Vt.Vu)ds + I Vtu·P iids=O avec: u=iis surSu 
v Sf sf 

[2.3] 

ii est Ia normale a Ia frontiere dirigee vers I' exterieur de Ia frontiere S. 
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REMARQUE. - Le nombre de Reynolds est defini par : 

Re = p I u I L ou L est Ia longueur caracteristique 
J.L 

2.2. Type d'element 

L'element utilise dans cette etude est l'element P2-Pl. C'est un triangle a six 
ml!uds compose de quatre sous-triangles a trois nreuds (fig. 1), ou !'approximation 
des vitesses est lineaire dans chaque sous-triangle, et }'approximation de Ia pression 
est lineaire dans le triangle principal. 

3 

Triangle de Reference pour les 
4 sous-triangles 

Figure 2.1. Element P2-P 1 

2.3. Structure matricielle generale 

Triangle a six na:uds compose de 
4 sous-triangles 

La forme variationnelle [2.3] discretisee par elements finis peut s'ecrire: 

W = <v> ([M]{ U} + [K]{U} - {F}) = 0 'V 'If [2.4] 

Le systeme aresoudre est alors: [M]{ (J} + [K]{U} = {F} [2.5] 

ou {U} est le vecteur des variables globales, [M) et [K] sont Ia matrice masse 
globale et Ia matrice de rigidite globale respectivement. {F} est le vecteur global des 
sollicitations exterieures. 
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Utilisant une linearisation de type Newton ou asymptotique et une discretisation 
temporelle de type Euler implicite, le systeme [2.5] devient alors : 

[A]{x} = {b} [2.6] 

oil <x> = <au a v ap> et { b} le vecteur residu. 

3. Methodes de linearisation 

Les relations aux derivees partielles associees aux equations de Navier-Stokes 
peuvent s'ecrire sous Ia forme : 

Q(U, U) + L(U) - Fext = 0 [3.1] 

avec 

() () 
P ax < uu ) + P ay < uv) 

L(U)= , Q(U,U)= 
a a 

p-{uv) +p .:l..< vv) ax uy 

0 

La forme variationnelle associee a !'equation [3.1] s'ecrit : 

ou: 
[3.2] 

avec: 
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3.1. Methodes de type Newton 

Pour n!soudre le systeme d'equations non-lineaire [3.2], une etape de 
linearisation est necessaire. En effet, le probleme non-lineaire est transforme en une 
serie de problemes lineaires de maniere a ce que le sous-espace des solutions 
lineaires converge vers la solution non-lineaire desiree. Le succes d'une telle 
strategie iterative depend de la construction du probleme linearise. Il est bien connu 
que les methodes de type Newton ont de tres bonnes proprietes de convergence si la 
solution initiale est proche de la solution exacte. 

Les principales etapes d'une linearisation de type Newton sont les suivantes : 

-La solution {U0 } est connue pour un niveau de chargement {F0 } qui correspond a 
un nombre de Reynolds donne 

{Ro} = {RL(Uo)} + {RQ(Uo, Uo)}- {Fo} = {0} [3.3] 

- Choisir un niveau de chargement ou un nombre de Reynolds 

{F} = {Fo} +a {Fd [3.4] 

on peut fixer l'amplitude 'a' ou la calculer en utilisant la norme du premier vecteur 
solution. 

- Obtenir la solution en resolvant uncertain nombre de problemes lineaires. L'espace 
solution est constitue par {lf1>}. {lf2>}. .........• {u<m>} obtenues par une serie de 
resolution de systemes lineaires. 

On cherche alors la solution {U} telle que: 

[3.5] 

[3.6] 

les vecteurs { lfil} sont solutions des problemes lineaires : 

[3.7] 

conduisant a : 

[3.8] 
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La matrice [KT] est obtenue par une linearisation de type Newton pour un {U} 

donne. Le vecteur { R } peut correspondre a l'expression de {R} ou a une 

representation asymptotique. Les coefficients ai representent soit des parametres de 
relaxation ou bien un developpement asymptotique. La relation [3.8] doit etre 
satisfaite de fa~on a obtenir la solution desiree. 

Le choix de [KT] et de { R } conduit a une serie de methodes presentees dans les 

sections suivantes. 

3.1.1. Methode de Newton-Raphson 

La matrice tangente [KT] est calculee pour une estimation de la solution {U}. 
Ceci est obtenu en discretisant l' expression de t:.. W lineaire en { t:..U} : 
W(U + t:..U) = W(U) + t:..W +........... [3.9] 

t:..Wh = < 0 U
11 

> [KT] {t:..U} 

Si on choisi ai = 1, alors: 

{U} = {Uo} + {u<l)} + {u<2>} + ............. . 

[KT(U0 + :~:U"')]!u;} = -{Rj 

avec,{RJ={R(U0 + ~U;)} 

[3.10] 

[3 .11] 

Les vecteurs {u<l)}, {u<2>} representent les vecteurs incrementaux {t:..U} pour chaque 
iteration. 

L'increment 'a' de I' equation [3.4] peut etre choisi comme suit: 

- L'utilisateur definit la valeur de a 

- L'utilisateur definit la valeur de la norme s0 telle que: 

II a . u<l) II = so [3.12] 

- Ajuster la valeur de 'a' a chaque niveau d'iteration pour une norme s0 donnee basee 
sur la notion de longueur d'arc [DHA 95]. 

lla.Umll=so [3.13] 
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OP2: 
Orthogonalisation : 
( ~a u<l) + u<2> ) . u<l) = o a=a+~a 

OP2 =OPt + (~a u<t> + lf2>) 
[3.14] 

Ajustement : 
OP2 = ( OP2 /I OP2 I ) So 

OP3: 
Orthogonalisation : 
(~a u<l) + lf3l ) • u<Z) = 0 a=a+~a 

OP3 =OPt + (~a u<l) + lf3>) 

[3.15] 
Ajustement : 
OP3 = ( OP3 II OP3 1 ) so 

Figure 3.1. 'a' par la longueur d'arc 

L'algorithme de Newton-Raphson est donne dans Ia figure 3.2. 



• Choix de Ia norme de convergence e 
• Solution {U0 } pour un niveau de chargement F0 

• Choix de Ia norme de l'increment 'a' 

ITERATION: ITER = 1, 2, ....... , NITER 

Calculer [KT] 
Cal euler { R} 
Resoudre: [KT]{AU} = {R} 

Pour un 'a' fixe ou par (12) : 

Solution: 1- Pour un afu:e: 
{U}={U}+{AU} 
2- Utilisant (12), { .1U} 
a=a+Aa 
U= oprrER 

Calculer Ia norme relative : 

Convergence : 

II {AU} 11/11 {U} II 
II{R}II/IIa{FJ}II 

Norme<e 

FIN DE BOUCLE ITER 

Figure 3.2. Algorithme de Newton-Raphson 

3.1.2. Methode de Newton-Raphson modijiee 

M~thodes it~ratives 521 

Cette methode est identique a celle de Newton-Raphson excepte que Ia matrice 
tangente est calculee puis factorisee une seule fois au debut des iterations ou 
maintenue constante pour un nombre donnee de pas de niveau de chargement. La 
factorisation de la matrice [KT] est done effectuee occasionnellement ce qui rend Ia 
methode relativement performante. Si le comportement de convergence de la 
methode n'est plus satisfaisant, on recalcule [KT] et on relance Ia procedure pour un 
certain nombre d'iterations jusqu'a obtenir Ia solution desiree. 
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3.2. Methode de Newton-Asymptotique 

Comme presentee au debut de Ia section (equations [3.6]), !'aspect essentiel de 
toute methode de linearisation est le choix de Ia matrice tangente ou matrice 

Jacobienne [KT] et le choix du vecteur residu { R } pour chaque iteration. Dans Ia 

methode asymptotique [COC 94], [DAM 90], [HAD 97], nous avons: 

- La matrice tangente est calculee une seule fois au debut des iterations ou a chaque 
cycle de chargement. Cette etape est done identique a celle de Ia methode de 
Newton-Raphson modifiee. 

- L'evaluation du vecteur residu est obtenue d'une maniere speciale qui differe de 
celles utilisees par les methodes de Newton-Raphson ou Newton-Raphson modifiee. 

Un probleme non-lineaire est represente par une suite de probleme lineaire. La 
solution est ecrite sous forme de serie en fonction d'un parametre de chargement 'a' : 

{F} = {Fo} +a { Fd 
[3.16] 

L'expression du vecteur residu devient: 

qui conduit a un certain nombre de problemes lineaires associe a chaque puissance 
de 'a' : 

{Ro} = {0} 

[3.18] 
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La caracteristique typique de Ia methode asymptotique est liee a I' evaluation du 

vecteur residu { R(i) } . Le vecteur residu dans Ia methode de Newton correspond a 
I'expression deW pour une solution estimee {U}. Pour Ia methode asymptotique, le 
vecteur residu correspond a I' expression des termes lies a a, i, .... ,am. 
Prenons une equation algebrique non-lineaire a un seul degre de liberte pour 
expliquer Ia methode. 

Soit I' equation non-lineaire quadratique definie par: 

L(U) + Q(U, U) - F = 0 
ou 

[3.19] 

supposons que Ia solution u0 pour un F0 donne est connue : 

Pour Ia methode de Newton-Raphson modifiee, Ia serie de problemes lineaires est 
(Um correspond a u<m>) : 

[3.20] 

[3.21] 
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U=Uo+ I,ui 
j = 1,3 

m-2 m- I 

RmL=KTOUm +(kU + kU2- Fo- aFI) = KToUm+kl(2 L u j L u j + u~-1 ) =0 

U=Uo+ I,ui 
j =l,m 

I j+l 

Pour Ia methode Newton-Asymptotique (Um defini u<m> ), nous avons : 

F= F0 +a F1 

Ia serie de problemes lineaires est : 

avec: 

[3.22] 

[3.23] 

R1L = KTo U1 += 0, 

R2L=KTOU2+ R2 =0, 

R3L = KTo u3 + R3 = 0, 

(identique a N-R Modifiee) 

- 2 
R2 =k1U1 

R 3 =2k1D1U2 

m-1 

(identique a N-R Modifiee) 

different de N-R Modifiee) 

Rm = k1 I,ui um-l-i 
j=l 
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4. Methodes iteratives pour les systemes lineaires 

Nous avons montre dans Ia section precedente que l'etape de linearisation 
conduisait a Ia resolution d'un systeme lineaire de Ia fonne [A]{x} = {b }. Lorsque le 
probleme est de grande taille, nous pouvons exploiter Ia structure particuliere de Ia 
matrice en utilisant par exemple un stockage en ligne de ciel couple a Ia methode de 
resolution directe de Gauss. Neanmoins, dans Ia majorite des cas, specialement en 
3D, !'approche directe est trop couteuse en espace memoire et en temps CPU. La 
seule alternative est done d'utiliser les methodes iteratives. 

4.1. Presentation generale 

La linearisation d'un probleme non lineaire conduit a un systeme de relations 
lineaires non symetrique suivant : 

[A]{x} = {b} ou {r} = {b} • [A]{x} = {0} 

oil [A] est une matrice non symetrique de taille (nxn) 
{ b} est le vecteur des sollicitations 
{x} est le vecteur solution 

[4.1] 

Pour des systemes de grandes tailles (20.000 ou plus), nous utilisons souvent les 
methodes iteratives pour obtenir Ia solution {x} de [4.1]. La demarche de resolution 
par les methodes iteratives contient les aspects suivants: 

- Nous transfonnons le systeme [4.1] par un autre systeme equivalent par le choix 
d'un preconditionnement (voir section 5). Dans cette section, le systeme a resoudre 
est defini par [4.1]. 

- L'espace solution K.n est defini par sa base {vt}, {v2},{v3}, ••.••• ,{vm} tel que: 

[4.2] 
nxm 

La projection de Ia solution {x} dans cet espace de dimension m s'ecrit: 

ou encore [4.3] 
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{ x1} est Ia solution initiale 

{xm} est !'approximation de Ia solution 

{zm} est Ia projection de {x} dans l'espace Km 

Le vecteur residu associe a une solution approximative est : 

{rd = {b}- [A]{xd: residu initial 

{rm} = {b}- [A]{xm}: residu de Ia solution obtenue 

ou 

[4.4] 

L'espace test Lm est defini par sa base {wd, {w2},{w3}, •..••. ,{wm} 

[W]m = [{wJ}, {wz},(wJ}, ...... ,{wm}] base de Lm [4.5] 
nxm 

La dimension de Lm est egale a celle de Km. 

Les coefficients y; de Ia solution sont obtenus en imposant Ia projection du residu 
dans Lm nulle. II est courant d'appeler cette technique comme critere d'orthogonalite, 
critere du residu pondere, critere de recherche optimale, etc. Nous cherchons y; tel 
que le residu {rm} (eq. [4.4]) soit nul dans l'espace Lm: 

<w;> {r;} = 0 i = 1, 2, ....... m. 

Sous forme matricielle, cette equation s'ecrit: 

Soit: 

oil 

[W]mT ({rd- [A][V]m{Y}m) = 0 

(A]{y}m = {r} m 

[A] = [W]mT[A][V]m est Ia projection de [A] dans les sous-espaces (Km, Lm) 
mxm 

{r} m = [W]mT {rJ} est Ia projection du residu {rJ} dans l..n, 
mxl 

La solution est obtenue par Ia resolution de [3.7]. 

[4.6] 

[4.7] 
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{y}m = (Af1 {r} m 

{Xm} = {xt} + [V]m{Y}m 

{rm} = {b}- [A]{xm} 

La qualite de Ia solution {xm} est controlee par Ia norme II rm II 

Une methode iterative est caracterisee par: 

[4.8] 

1. Le choix de Ia base [V]m de I' espace solution et Ia technique de construction de 
cette base. 
2. Le choix de Ia base [W]m de l'espace test et Ia technique de construction de cette 
base. 
3. La strategie de !'addition de nouveaux vecteurs dans les espaces solution et test 
pour maintenir une meilleure efficacite numerique. La technique souvent utilisee est 
Ia suivante : 
Supposant que nous ayons obtenu Ia solution avec {v1 }, ••••• ,{vi}. Le residu {ri+l} est: 

{ri+d = {rd- [A]{vi}Yi [4.9.a] 

Le vecteur {vi+ I} est obtenu par orthogonalisation : 

[4.9.b] 

L'espace de Krylov peut etre: 

Km = Esp[ {rt}, {r2}, ......... , {rm-d ] 

ou 

Km = Esp[{rt}, [A]{rt}, ......... , [A]m-t{rt}] [4.9.c] 

Les coefficients hii sont calcules en imposant Ia condition que {vi+ I} soit orthogonal 
a {v;} (GMRES, FOM}, a [A]{v;} (GC) eta [A]T{v;} (BICG, BICGSTAB, CGS, 
TFQMR) selon Ia methode iterative choisie. Nous pouvons ecrire [4.9.c] sous Ia 
forme matricielle suivante : 
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[

h11 

[{ v3},{ v3},.,{ ••• II=[[,,},{,,}, .. ,{,,., II <ll [{ v,}, { v3},.,{ v;ll : 

hl2 h~;] 
h22 h2i 

0 

0 hii 

[4.10.a] 

avec {vd = {rd 

ou bien [V] = [R] + [V]i [H) [4.10.b] 
nxi+ 1 nxi+ 1 nx.i ixi 

Pour Ia methode du gradient conjugue, seuls hii sont non nuls. 

Si l'espace Km est compose de (Am-I v1), le vecteur {ri+l} est remplace par {A vi}. 

Le choix de K.n et Lm conduit a differentes methodes : 

- L'espace test est de type Galerkin si : [W)m = [V]m [4.11] 
La methode du gradient conjugue est de type Galerkin oil les vecteurs {vi} sont 
A-orthogonaux ou conjugues. 

- Le critere d'orthogonalite est de type moindres-carres si : 
[W]m = [A][V]m [4.1l.a] 
Dans ce cas, nous cherchons Ia solution ayant Ia plus petite norme Euclidienne. 

- Dans le cas d'une resolution directe, nous avons : 
[W]m = [V]m = U1nxn avec m = n 

- L'espace Km est en general de type Krylov: 

Km = Esp[{vd, [A]{vd, ... , [A]m-l{vd] 

[4.11.b] 

Par contre, Ia base { vd de cet espace est differente selon Ia methode iterative. 

- L'espace Lmfeut etre de type Galerkin, moindres-carres ou Krylov utilisant 
Ia matrice [A] . 

L'algorithme general des methodes iteratives est le suivant: 
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I {v1} = {v*.} = {r.} = {r".} = {b}- [A] {x.} I 

: Espace solutions K.n: i = 1, .... , m I 
J 

lr , 
BICG-TFQMR 

GMRES • FOM • CG BICGSTAB • CGS 

{v;}: A-orthogonal: GC { v;} : A-orthogonal 

{v;}: !-orthogonal: GMRES-FOM {v*;}: AT-orthogonal 

{r;+d = {r;}- [A]{v;}y; {r;+d = {r;}- [A]{v;}Y; 

{r*;+d = {r';)- [A]T(v;}y; 

~ 7 
Choix de l'espace test Lm 

Y; selon le critere d'orthogonalite 

1lr ,lr ,lr 

GMRES GC-FOM 
BICG-TFQMR 

BICGSTAB • CGS 

Lm = A K.n(A , r;) Lm = K.n(A , r;) 
Lm = Km(AT, r';) 

'~ ,, 
'~ 

{r,+l} l.AKm(A, r, ) {r1+1} l.Km(A,r1 ) {r1+1} l. K., (AT, r1') 

ou ou ou 

< v,>[Af {r,+,} = 0 < v1> {r,+,} = 0 < v';> {r,+,} = 0 

Figure 4.1. Algorithme general des methodes iteratives 
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L' algorithme pour Ia construction de Ia base { v;}est donne dans Ia figure suivante : 

CG 

A-orthogonalite 

.. 

GMRES 
FOM 

1-orthogonalite 

< vi+I > {v) =0 (j = l, .... ,i) 

Gram-Schmidt 

j = l, ..... ,i 
hj,i =<vi+ I> {v) 
{ V;+d = {vi+ I} - h j.i{ vi} 

finj 

Figure 4.2. Construction de Ia base (v;} 

.. 

BICG-TFQMR 
CGS- BICGSTAB 

A-orthogonalite 

En respectant les deux algorithmes proposes ci-dessus, nous pouvons deduire 
tousles algorithmes des differentes methodes iteratives. 
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5. Technique de preconditionnement 

5.L Generalites 

La rapidite de convergence des methodes iteratives depend du nombre 
conditionnement de Ia matrice [A]. Plus cond(A) est proche de l, plus vite 
convergera l'algorithme. Le principe du preconditionnement d'une matrice [A] 
consiste a remplacer Ia resolution de l'equation [A]{x} = {b} par celle du systeme 
equivalent [A.]{x·} = {b.} avec l'objectif que cond(A') soit beaucoup plus petit que 
cond(A). 

Soit [M] Ia matrice de preconditionnement de dimension (nxn). Supposant que 
[M] est decomposee sous Ia forme : 

[M] = [Mt][M2] 
Le systeme a resoudre devient alors : 

En theorie, Ie meilleur choix est de prendre [M] = [A] car alors cond(A') = l. En 
pratique, il faudra trouver [M] le plus proche de [A] sans que les calculs pour [M] 
soient trop couteux. Les matrices [Mt1 et [M2] sont calculees de telle maniere a 
preserver Ia structure de Ia matrice [A]. Si par exemple [A] est symetrique definie 
positive, on prendra [M2] = [M1T] de telle maniere que [A'] reste symetrique. 

Si [Mt1 = [I] : Preconditionnement a droite et dans ce cas { b'} = { b}. 
Si [M2] = [I] : Preconditionnement a gauche et dans ce cas { x'} = { x}. 
Si [Mt1 ::1= [I] et [M2] ::1= [I], on parlera alors d'un reconditionnement partage. 

5.2. Preconditionnement par factorisation incomplete. 

5.2.1. Definitions 

Avant de decrire ce qu'est Ia factorisation incomplete, examinons ce qui se passe 
lorsqu'on effectue une factorisation complete de Ia matrice [A] par Ia methode 
d'elimination de Gauss. Lorsque I' on factorise une matrice inversible [A], on obtient 
deux matrices [L] et [U] respectivement triangulaire inferieure et triangulaire 
superieure telle que : 

[A]= [L][U] 
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Cependant lors d'une factorisation complete, un probleme serieux apparalt, celui 
du remplissage. Les matrices qui nous interessent proviennent de Ia methode des 
elements finis, ces matrices ont Ia particularite et !'interet d'etre tres creuses, mais 
helas tres grandes. La factorisation produit sur celles-ci un remplissage considerable 
et le temps de !'operation devient alors astronomique. L'idee de Ia factorisation 
incomplete est d'effectuer les operations seulement sur uncertain nombre de termes 
et de refuser que tout le remplissage ne se produise. Evidemment, Ia factorisation 
incomplete ne produit pas des facteurs [L] et [U] tels que [L][U] = [A], le resultat est 
plutot deux matrices [L'] et [U'] triangulaires elles-aussi et telles que 

[L.][U'] = [A] + [R] 

[R] etant l'erreur commise lors de Ia factorisation incomplete. L'objectif est 
d'utiliser [L'][u'] comme matrice de preconditionnement. 

On peut refuser le remplissage durant Ia factorisation suivant deux criteres : 

- Soit par rapport a Ia position du terme dans Ia matrice et dans ce cas, on n'effectue 
les operations que sur un ensemble F d'indices definis a l'avance. 
- Soit par rapport a Ia valeur numerique du terme et dans ce cas, on ne garde que les 
termes superieurs a un certain coefficient de tolerance. 

II est clair que lorsqu'on effectue une decomposition incomplete par position, 
l'espace memoire pour Ia matrice decomposee est connue a l'avance suivant 
l'ensemble d'indices F, par contre lors d'une decomposition incomplete par valeur, 
I' espace memo ire alloue dependra du coefficient de tolerance et des valeurs de Ia 
matrice [A]. 

5.2.2. Factorisation incomplete par position : ILU(a) 

Le probleme qui se pose maintenant est de savoir comment choisir !'ensemble F. 
La reponse a cette question depend de notre tolerance au remplissage 'a.'. Si le degre 
de tolerance 'a.' face au remplissage est eleve, Ia matrice d'erreur [R] sera moins 
importante et dans ce cas [M] = [L'][U'] sera un meilleur preconditionneur, 
cependant le temps de factorisation et l'espace memoire deviennent trop grand. D'un 
autre cote, un degre de tolerance faible facilite le calcul mais eloigne [M] de Ia 
matrice [A]. Ce conflit tend a rendre difficile un choix optimal pour l'ensemble F. 
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r = 1, ....... , n-1 

i=r+1, ........ ,n 

j=r+1, ....... ,n 

Si ( i , j ) E F alors : 

'\j = '\j - lir ~ 

Fin pour j 

Fin pour i 

Fin pour r 

Figure 5.1. Algorithme de factorisation incomplete fLU 

Le choix le plus courant pour F est de ne considerer que les termes non nuls de 
[A], ce qui revient a dire qu'il n'y a pas de remplissage lors de Ia factorisation 
incomplete. Dans ce cas, a= 0 et F(O) = {(i,j) I aii :t; 0}. Cette decomposition est 
notee ILU(O). En additionnant a l'ensemble F(O) d'autres paires d'indices, cette 
decomposition est notee ILU(n), 'n' etant le parametre de remplissage. II existe une 
relation entre les ensembles F(n) et F(n-1). En effet, soit F(n-1) l'ensemble d'indices 
de niveau (n-1), en effectuant Ia decomposition de Gauss sur cet ensemble, nous 
obtenons deux matrices [L] et [U] correspondant a ILU(n-1). Si le produit [L][U] est 
effectue, d'autres paires d'indices apparaitront en plus des indices appartenant a 
F(n-1), ces nouvelles paires d'indices sont rajoutees a cet ensemble pour constituer 
I' ensemble F(n). 

Notons que pour chercher cet ensemble F(n), aucune multiplication de matrices 
n'est effectuee, l'algorithme suivant est utilise : 
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Initialement : 

{ 

0 si a .. :;tO 
I) 

(0) 
Rempl(aii )= . 

oo s1 a .. = 0 
l) 

L'elimination de Ia ligne 'k' dans Ie processus de Gauss est 

a<k-IJ _ a<k-IJ 
(k-1) ik kj 

aii = aii - (k-IJ 
au 

En effectuant Ia decomposition de Gauss pour tous les termes, on calculera les 
niveaux de remplissage comme suit : 

(k) [ (k-1) (k-1) (k-1) ] Rempl(aij )=Min Rempl(a;k )+Rempl(akj )+l,Rempl(aij ) 

Dans notre etude, Ie preconditionnemnt ILU(O) est uniquement utilise. 

6. Numerotation des variables 

La resolution d' un systeme d' equations [A]{ x} = { b} se fait so it par Ia methode 
directe (methode de Gauss) avec un stockage 'ligne de ciel', soit par une methode 
iterative avec un stockage morse. En ce qui conceme Ia methode directe, meme si Ia 
renumerotation des variables est importante en tennes de stockage (reduction de Ia 
largeur de bande), elle n'a aucune influence sur Ia convergence de Ia methode. Par 
contre, une 'bonne' renumerotation ameliore sensiblement Ie taux de convergence 
des methodes iteratives. 

Notre objectif principal est d'etudier les ecoulements incompressibles. Le modele 
discret est represente par des elements finis ou 3 degres de liberte sont associes aux 
nreuds sommets et 2 degres de liberte aux nreuds milieux. Dans Ia demarche 
elements finis classique, les nreuds sont numerotes et les degres de liberte de chaque 
nreud sont alors regroupes. Dans notre cas, chaque degre de liberte est numerote, 
puis Ia matrice globale par blocs de degre de liberte est assemblee. Cette maniere de 
proceder nous pennet de remplir la sous-matrice de pression lors de Ia 
decomposition de Gauss, et done d'ameliorer son conditionnement. 

A titre d'exemple, nous donnons la topologie de trois matrices pour trois 
numerotations differentes d'un seul element fini. La premiere consiste a numeroter 
les nreuds puis a regrouper Ies degres de libertes par blocs de 3x3 ou 2x2, c'est Ia 
demarche element finis classique. La deuxieme consiste a numeroter par blocs de 
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degn!s de liberte de Ia maniere suivante : (u~o u2, .•• ) + (v~o Vz, ... ) + (p~o pz, ... ). La 
troisieme consiste a numeroter par blocs de degres de liberte de Ia maniere suivante : 
(u1, v~o u2, v2, ... ) + (Pt. p2, ... ). L'element fini est I'element P2-Pl presente dans Ie 
paragraphe 2. Les m:euds sommets possedent 3 degres de liberte (u, v, p), Ies nreuds 
milieux possedent 2 degres de liberte (u, v). 

5 

Figure 6.1. Numerotation classique elimentfinis: blocs 3x3 ou 2x2 

2 3 4 5 10 11 12 
Ut u2 UJ u4 u v4 Vs v6 

Figure 6.2. Numerotation par groupe de DDL (ub u2, .. ) + (vb V], •. ) +(PI> P2····) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Ut Vt Uz v2 UJ VJ ~ v4 Us Vs u6 v6 

Figure 6.3. Numerotation par groupe de DDL (u~> VJ, u2, V], ••• ) +(PI> P2····) 

Dans nos tests numeriques, nous comparerons ces trois types de numerotation. 

7. Choix du critere d'arret 

A l'inverse de Ia methode directe, un avantage des methodes iteratives est de 
pouvoir contrOier Ia precision de Ia solution. Un critere d'arret severe nous donne 
une bonne approximation de Ia solution mais augmente le temps CPU. Si Ia precision 
demandee est petite, Ie temps CPU devient petit, mais il existe un risque de 
divergence. L'efficacite de Ia methode de Newton-Raphson couplee aux methodes 
iteratives est tres liee au choix du critere d'arret des methodes iteratives Eps

0
• Dans 

notre cas, le critere de convergence est tel que : 
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II [Kr l {aun}- {RJII 
II{Rn}ll 

n etant Ia neme iteration de Newton-Raphson. 

Le choix optimal de Epsn est tres empirique. Dans notre cas, deux options ont ete 
choisies : dans Ia premiere option, Epsn est egal a une valeur constante. Dans Ia 
deuxieme option, Epsn varie en fonction des iterations de Newton-Raphson. 

8. Resultats numeriques 

Les objectifs de cette section sont : 
1- Tester Ia numerotation proposee qui consiste a renumeroter les degres de liberte 
par blocs. 
2- Tester les differents criteres d'arrets des methodes iteratives pour le pilotage du 
modele. 

Dans tous les exemples qui suivent, seulle preconditionnement ILU(O) est utilise. 
Notons que les methodes BICG et FOM ne sont pas etudiees. La premiere n'a que 
peu d'interet (produit par Ia rnatrice [AT]), Ia deuxieme appartenant a Ia meme classe 
que GMRES est beaucoup moins performante que celle-ci. 

Probleme. Chambre 

Figure 8.1. Geometrie du probleme 

lAB I= ICDI = IOPI = O.lm, IEFI = IHGI = 0.2m, IJKI = IILI = 0.5m,IKMI = ILNI = 0.45m 
IOMI = INPI = 0.2m, ISQI = IQRI = IRTI = ISTI = 0.2m, IBEI = IGDI = UFI = IHII = 0.2m 



Methodes iteratives 537 

Caracteristiques du probleme 

NEQ NELT Element 
Largeurde 

Base de Krylov 
ban de 

21.000 4300 P2-Pl 251 40 

Tableau 8.1. Caracteristiques du probleme 

Maillage, vecteurs vitesses, isolignes et pressions pour Re = 200 (viscosite= 0.0005) 
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Nbre de tennes stockes dans Ia matrice (KJ Rapport (lterati ves/Directe) 

Directe 10.197.282 
4.97% 

Iterative 507.082 

Tableau 8.2. Espace memoire occupe par Ia matrice tangente globale [K] 

Equation de Stokes 

Afin de comparer les differentes numerotations de variables, nous traitons en 
premier !'equation de Stokes. La viscosite du fluide est prise egale a 10-02

. La 
precision pour les methodes iteratives est egale a Eps = 10-04 

Effet de Ia numerotation 

Comme nous l'avons propose dans Ia section 6, Ia numerotation adoptee est celle 
qui nurnerote en premier les vitesses suivies de Ia pression. Dans ce test, les trois 
numerotations decrites ont ete testees. La premiere consiste a numeroter les vitesses 
u suivies des vitesses v et en dernier Ia pression. Cette numerotation sera notee 
numerotation l. La deuxieme numerotation consiste a prendre pour chaque nreud n, 
les Vitesses Un et Vn, puis, lorsque toutes les vitesses ont ete numerotees, les termes 
de pression sont a leur tour numerotes. Cette numerotation sera notee numerotation 
2. 

Methode Numerotation 1 Numerotation 2 Numerotation 
Iteration I CPU (Sec) Iterations I CPU (Sec) elements finis 

CGS 105167 90161 Diverge 
BICGSTAB 158192 148188 Diverge 
TFQMR 151188 148180 Diverge 
GMRES 7351320 11871520 Diverge 

Tableau 8.3. Differentes numerotations avec le preconditionnement ILU(O) 
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Comrne nous pouvons le constater dans le tableau 8.3, Ia numerotation 2 donne 
de meilleurs resultats sauf pour Ia methode GMRES. D'autre part, toutes les 
methodes iteratives divergent avec Ia numerotation standard de Ia methode des 
elements finis. Ceci est du aux valeurs des termes de pressions situes sur Ia diagonale 
principale. Leurs valeurs restent tres petites par rapport aux termes de vitesses meme 
apres Ia decomposition ILU. Cet etat de fait nous conduit alors a une matrice tres 
mal conditionnee. Dans tous Ies autres exemples traites, Ia numerotation 1 sera 
uniquement utilisee. 

Equation de Navier-Stokes 

Afin de voir !'importance du critere d'arret sur le gain de temps CPU, nous 
traitons cette fois-ci les equations de Navier-Stokes. Nous comparons les resultats 
obtenus par les differentes methodes iteratives pour differents criteres d'arret avec le 
temps CPU donne par Ia methode directe. Le pilotage en viscosite se fait de Ia 
maniere suivante : nous prenons Ia solution de Stokes comrne solution initiale puis 
nous dirninuons Ia viscosite J1 de maniere a obtenir les differents nombres de 

Reynolds ci-dessus. 

Re = 0 -----> Re = 100 -----> Re = 220 -----> Re = 350 -----> Re = 400 
(J.L =0.1) (J.L =0.001) (J.L =0.00045) (J.L =0.00029) (J.L =0.00025) 

La precision du schema de Newton-Raphson est telle que : II Au II I II u II < 10·04 

Notons que dans les tests suivants, Ia methode GMRES stagne. 
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Figure 8.2. Nombre total d'iterations de Newton-Raphson enfonction du parametre 
d'arret Epsn pour Re = 400. nestle nombre d'iteration de Newton-Raphson 

Les figures 8.2 et 8.3 donnent respectivement le nombre total d'iterations de 
Newton-Raphson et le temps CPU en seconde en fonction de Eps. pour un nombre 
de Reynolds egal a 400. Les resultats montrent que Ia condition Eps.<l0-03 est trop 
restrictive. II est vrai qu'avec cette condition,- nous obtenons le nombre minimum 
d'iterations de Newton-Raphson, c'est-a-dire celui de Ia methode directe, mais par 
contre, le temps CPU est grand compare a celui donne par les autres criteres d'arret. 
A l'inverse, Ia condition Eps.> 10-01 n'est pas assez restrictive et nous obtenons alors 
un grand nombre d'iterations de Newton-Raphson. 



Figure 8.3. Temps CPU en seconde enfonction du parametre d'arret Eps" P,OUr 
Re = 400. n est le nombre d'iteration de Newton-Raphson 

Nombre moyen d'iterations pour les methodes iteratives 

10.()1 10.()2 10.()3 (l0.()1t oo·02)1/n (10·03)1/n (10..()4)1/n 

CGS 92 194 265 262 121 126 150 
TFQMR 165 268 314 322 ll8 160 202 
BICGSTAB 96 316 Diverge 346 128 Diverge Diverge 

Tableau 8.4. Nombre moyen d'iterations enfonction du parametre d'arret Eps" 
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La question qui se pose alors est comment choisir Eps0 en fonction des iterations 
de Newton-Raphson. Est-ce que Eps0 doit etre tres petit au debut et augmenter au fur 
eta mesure des iterations de Newton-Raphson, ou bien !'inverse, c'est-a-dire, grand 
au debut et diminuer au fur et a mesure des iterations. Les resultats obtenus montrent 
clairement que la premiere option est celle qui donne les meilleurs resultats. En effet, 
pour Eps0 = (10.03

)
11

", le temps CPU est minimum et le nombre d'iterations de 
Newton-Raphson represente que 1.2 fois celui de Ia methode directe pour CGS, et 
l.13 fois pour TFQMR. Notons que pour cette valeur de Eps"' BICGSTAB ne 
converge pas a cause de la restriction du critere d'arret impose au debut pour n = 1. 
II est interessant aussi de mentionner que quel que soit Eps0 choisi, les performances 
en temps CPU des methodes iteratives sont toujours superieures a celles de Ia 
methode directe. 

0 

-I 

e -2 
~ 
Q -e-Directe ......, 

8 -3 -o- I.OOE-0 I 
..:I 

-tr- I.OOE-03 

-4 ____._ (I 0-03) 1/n 

-G- (10-04)1/n 

-5 
---A- (I 0-0 I )n 

0 2 4 6 8 

Iterations de Newton-Raphson 

Figure 8.4. Variation de II L1u II I II u II en fonction des iterations de Newton
Raphson lorsque le critere d'arret change. Dans ce cas, Ia methode de resolution est 
CGS et Re = 220 

La figure 8.4 donne !'evolution de la norme II Au 11/11 u II pour chaque iteration de 
Newton-Raphson lorsque le critere d'arret varie. La methode iterative choisie est 
CGS. Pour Eps0 = 10.o3

, la variation de II Au 11/11 u II coincide exactement avec celle 
donnee par la methode directe. Lorsque Eps0 = (10.o3

)
11

" ou (10-04)11
", cette variation 

est semblable a celle de la methode directe pour les premieres iterations de Newton
Raphson, puis s'ecarte de celle-ci au fur eta mesure. A !'inverse, pour Eps0 = (10-
01)", les valeurs de II Au 11/11 u II sont tres differentes de celles de la methode directe 
pour les premieres iterations de Newton-Raphson, mais par contre garde la meme 
allure que celle de la methode directe pour les iterations qui sui vent. 
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9. Conclusion 

les resultats numeriques obtenus lors de cette etude conduisent aux remarques 
suivantes: 

• - Le preconditionnement base sur Ia factorisation incomplete ILU est tres efficace 
pour les methodes iterative etudiees. 

• - La renumerotation des variables est capitate pour ce type de preconditionnement. 
La technique basee sur le regroupement des variables par n<x:uds n'est pas tres 
conseillee. On suggere un schema de renumerotation groupant d'abord les 
composantes des vitesses sui vies des variables de pression. 

• - Nous avons montre que le critere d'arret des methodes iteratives avait son 
importance. En effet, pour differents exemples numeriques, le critere d'arret variable 
Epsn = (10-03

)
11n, (n etant Ia ni•me iteration du schema non lineaire global) etait le 

meilleur comprornis entre le temps CPU et le nombre d'iterations total du schema 
non lineaire. 

• - Parmi les quatre methodes iteratives utilisees, CGS semble etre Ia plus efficace. 
• - Pour les problemes etudies, en plus des avantages en termes de memoire, les 

methodes iteratives sont en general plus efficaces que Ia methode directe. 
L'efficacite de telles methodes sera plus accentuee lors de l'utilisation de machine 
parallele. 
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