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RESUME. Cet article presente une methode d'elements finis pour la simulation des ecoulements 
internes compressibles bidimensionnels. Les equations de Navier-Stokes sont resolues en termes de 
variables dites enthalpiques : La pression statique p, La quantite de mouvement par unite de 
volume U et l'enthalpie totale massique h. La formulation variationnelle est une variante de La 
methode SUPG. La stabilite, due a cette methode, est renforcee a l'aide d'un operateur de capture 
des forts gradients. Un modele de turbulence algebrique, pour La simulation des ecoulements dans 
les ejecteurs, est mis au point. ll consiste a separer l'ecoulement en deux regions : une proche de 
La paroi solide, ou le modele de Baldwin et Lomax est utilise et ['autre, loin de La paroi, ou une 
formulation nouvelle, basee sur le modele de Schlichting pour les jets, est proposee. La technique 
de calcul de La viscosite turbulente, sur un mail/age non structure, est une variante de La technique 
de Rostand. La discretisation de Ia formulation variationnelle sefait sur un element P l/P2 et utilise 
un schema implicite. Le systeme algebrique est resolu a /'aide de l'algorithme GMRES avec un 
preconditionnement diagonal. Les validations numeriques ont ere menees sur plusieurs types de 
tuyeres. La principale application est Ia simulation de l'ecoulement turbulent dans un ejecteur. Les 
resultats obtenus sont compares avec ceux obtenus par d'autres auteurs. 
ABSTRACT. This paper presents a finite element method for the simulation of two-dimensional 
internal compressible flows. The Navier-Stokes equations are solved in terms of the so-called 
enthalpic variables: the static pressure p, the momentum per unit volume U and the total specific 
enthalpy h. The variational formulation is a variante of the SUPG method. The stability of this 
method is reenforced by the use of a discontinuity capturing operator. A turbulence algebraic model 
for the simulation of flows in ejectors is built. It consists in separating the flow into two regions: 
one near the wall where the Baldwin-Lomax model is applied and the other, far from the wall, 
where a new formulation, based on the Schlichting model for free jets, is proposed. The turbulent 
viscosity evaluation, on an unstructured grid, is a variante of the Rostand's technic. The 
discretization of the variational form is done on a P l/P2 element and uses an implicit scheme. The 
algebraic system is solved using the GMRES algorithm with diagonal preconditioning. Numerical 
tests were carried on several nozzles. The main application is the simulation of the turbulent flow 
in an ejector. The obtained results are compared with those of other authors. 
MOTS-CLES: equations de Navier-Stokes et d'Euler, variables enthalpiques, capture de choc, SUPG, 
turbulence, modele algebrique, tuyeres, ejecteurs. 
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1. Introduction 

Cet article concerne Ia simulation des ecoulements internes compressibles. 
On s'interesse en particulier aux ecoulements dans les ejecteurs. Les ejecteurs 
sont utilises dans diverses applications industrielles telles que le pompage, 
le brassage, l'entrainement de fluides, !'augmentation de poussee et la re
compression de vapeurs. Comme il s'agit d'appareils sans pieces mobiles, 
ils presentent de nombreux avantages tels que: fabrication simple, flexibilite 
d'emploi, faible poids, grande securite et possibilite d'absorber n'importe que! 
fluide dans n 'importe quelle condition. Le principe de fonctionnement des 
ejecteurs consiste en deux ecoulements: un dit primaire de niveau energetique 
tres eleve qui entraine un autre ecoulement dit secondaire de niveau energetique 
tres faible. Les deux ecoulements entrent en contact et interagissent dans une 
conduite constituant la zone de melange ou l'ecoulement secondaire est re
energise pour une utilisation ulterieure. 

Les ecoulements compressibles sont gouvernes par les equations de conser
vation de Ia masse, de Ia quantite de mouvement et de l'energie. Ces equations 
peuvent etre resolues numeriquement sous deux formes distinctes: 
• La forme dite non conservative ou les equations de conservations sont sim
plifiees et transformees de maniere a faire apparaitre les variables independantes 
dites primitives: Ia pression statique p, Ia vitesse u et Ia temperature T . 
.• La forme dite conservative ou les equations sont resolues telles qu'elles deri
vent des lois de conservations, sans aucune transformation, et ou Ia densite p, Ia 
quantite de mouvement par unite de volume U et l'energie totale par unite de 
volume E, apparaissant dans ces equations, forment les variables independantes 
appelees aussi variables conservatives. 

Souvent, pour simuler les ecoulements internes, en particulier dans les 
ejecteurs, on desire appliquer des conditions aux limites de Dirichlet sur Ia 
pression statique p, Ia pression totale Po ou Ia temperature totale T0 . Cepen
dant, dans Ia forme conservative ci-dessus, les conditions aux limites concernent 
a priori les variables conservatives (p, U, E) qui sont couramment utilisees en 
ecoulements compressibles. Par consequent, les valeurs desirees de Ia pression 
et de Ia temperature ne seront pas facilement imposees [1]. Par contre, ceci peut 
etre possible, tout en gardant Ia forme conservative des equations, en utilisant, 
comme variables independantes, les variables dites enthalpiques: la pression 
statique p, Ia quantite de mouvement par unite de volume U et l'enthalpie 
totale massique h. 

Les equations de Navier-Stokes et d'Euler sont respectivement de type 
convection-diffusion et convection pure. L'approximation par elements finis 
de type Galerkin de ces equations peut engendrer des solutions presentant 
des oscillations non physiques. De Ia diffusion supplementaire devient alors 
necessaire pour stabiliser Ia solution. Cette diffusion peut etre engendree a 
!'aide de Ia methode SUPG (Streamline Upwinding Petrov-Galerkin). Cette 
methode a ete introduite par Hughes et al. [2,3]. C'est une variante de Ia 
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methode de Petrov-Galerkin basee sur le concept de la diffusion artificielle 
optimal e. Elle a ete utilisee initialement pour resoudre les equations de N a vier
Stokes et d'Euler en termes de variables dites entropiques [4,5,6, ... ]. La methode 
a ete ensuite exploitee et etendue aux variables conservatives [7, 8, 9, 10, 11, 
12, ... ]. Cette derniere approche a pour avantage d'etre plus simple a mettre en 
reuvre numerique et a appliquer facilement les conditions aux limites physiques 
que celle utilisant les variables entropiques. Dans ce travail, nous montrons la 
possibilite d'etendre la methode SU PG a n'importe quel type de variables 
independantes, en particulier les variables enthalpiques. En presence de forts 
gradients, nous renfor~tons la stabilite due a la methode SU PG en ajoutant 
a la methode un operateur de capture des forts gradients qui consiste en une 
viscosite artificielle a ajouter a la viscosite du fluide sans aucune modification 
de }'equation de conservation de la masse. 

De nombreux travaux tbeoriques et experimentaux ont ete menes sur les 
ejecteurs [13,14,15,16,17,18]. Cependant, les effets induits par !'interaction des 
deux ecoulements, primaire et secondaire, tels que les effets visqueux, la tur
bulence, la formation d'ondes de chocs et leur interactions avec les frontieres 
ou les zones de cisaillement, font que de telles etudes, basees sur la theorie 
des ecoulements unidimensionnels, restent limitees surtout quand on veut les 
utiliser pour la conception. Ainsi, il devient necessaire d'utiliser le systeme 
complet d'equations de Navier-Stokes afin de pouvoir capter proprement les 
phenom(mes complexes mentionnes precedemment. En effet recemment, cer
tains chercheurs ont considere les equations de N a vier-Stokes avec une modelisa
tion de la turbulence pour simuler les ecoulements dans les ejecteurs. Lund et 
al. [19] supposent qu 'a partir d'une certaine distance de la sortie de la tuyere, le 
jet primaire se detend completement jusqu'a la paroi de la zone de melange et 
reste colle a cette paroi jusqu 'ala sortie de l'ejecteur. Ils distinguent alors deux 
regions: une region visqueuse constituee par le jet completement detendu et une 
region non visqueuse a l'exterieur du jet. Ils modelisent la turbulence, dans la 
zone visqueuse, al 'aide d 'un modele pour le jet base sur le modele de Schlichting 
[20). Ce modele est sans doute incomplet car, il ignore complete~ent la touche 
limite turbulente formee sur la paroi de la zone de melange et par consequent ne 
peut pas modeliser proprement l'ecoulement dans l'ejecteur. En s'inspirant des 
travaux de Lund et al. [19), Deese et Agarwal [21) utilisent le meme modele 
pour le jet combine avec la partie interne du modele de Baldwin et Lomax 
[22] pour modeliser la couche limite turbulente sur la paroi de l'ejecteur. Ils 
definissent alors la viscosite turbulente a injecter dans l'ecoulement comme 
etant le minimum des viscosites donnees par le modele du jet et la partie in
terne du modele de Baldwin et Lomax. Cette procedure est interessante car 
elle met en evidence l'effet de la paroi sur l'ecoulement. Cependant, utiliser 
seulement la partie interne du modele de Baldwin et Lomax peut engendrer 
une viscosite enorme qui peut faire diffuser completement l'ecoulement et par 
consequent faire disparaitre les caracteristiques de l'ecoulement dans l'ejecteur 
telles que les structures de chocs. De plus, numeriquement rien ne peut garantir 
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que ce modele vire, a chaque fois, vers le modele interne de Baldwin et Lomax 
proche de la paroi et vers le modele du jet loin de cette paroi. Malecki et al. 
[23] ont compare le modele de Baldwin et Lomax [22] et le modele k- t:, [24]. 
Ils montrent alors que la dimension transversale de la couche de cisaillement, a 
la sortie de l'ejecteur, est beau coup plus grande dans le cas du modele k- t: que 
dans le cas du modele de Baldwin et Lomax. D'ou un melange plus important 
qui est, bien siir, une caracteristique du modele k- t: [25]. De plus, les auteurs 
montrent les structures de chocs a partir des lignes de nombre Mach, pour des 
rapports de pressions totales (primaire/secondaire) differents, obtenues par le 
modele k - t: seulement et ceci sans aucun detail ni aucune information quant 
ala struture de l'ecoulement sur la paroi de l'ejecteur. II est siir que le modele 
k - € favorise le melange des ecoulements primaire et secondaire cependant, 
son integration proche de la paroi reste toujours un probleme a resoudre. En 
effet, utiliser la loi de paroi logarithmique pour completer le modele k - t: 

[26, 27] peut ne pas garantir une modelisation correcte de l'ecoulement parti
culierement dans les ejecteurs oil, sur la paroi, on assiste a des problemes de 
recirculations [28, 29]. Choi et Soh [29] ont utilise le modele de Baldwin et 
Lomax base sur la formulation de Thomas [30]. Les resultats obtenus par ces 
auteurs, pour differents rapports de sections, pour un rapport de pressions to
tales (primaire/secomdaire) fixe, et vice versa, sont interessants et constituent 
une reference de comparaison pour les travaux sur les ejecteurs. Finalement, 
El-Omari [31], a utilise seulement le modele de Baldwin et Lomax. Les resultats 
obtenus par cet auteur ne presentent pas de structures de chocs. Ceci est dii, 
ou bien parce que le modele n'est pas adequat dans la zone centrale du jet et 
par consequent se trouve incapable de capter ces structures, ou bien parce que 
la viscosite artificielle introduite est probablement tres elevee. 

Excepte Lund et al. [19] qui ont utilise la methode des panneaux dans 
la zone non visqueuse (a l'exterieur du jet) et une methode integrale dans la 
zone visqueuse (dans le jet), le reste des auteurs cites precedemment ont resolu 
les equations de Navier-Stokes en termes de variables conservatives: la densite, 
la quantite de mouvement par unite de volume et l'energie totale par unite 
de volume, a l'aide d'une methode de volumes finis sur un maillage structure 
[21, 23, 29, 31]. Dans ce travail, on se propose de modeliser les ecoulements 
dans les ejecteurs en resolvant les equations de Navier-Stokes, sous la forme 
conservative, en utilisant d'autres variables independantes dites variables en
thalpiques: la pression statique, la quantite de mouvement par unite de volume 
et l'enthalpie totale massique, a l'aide d'une methode d'elements finis moderne 
et tres robuste et d'une formulation nouvelle pour la modelisation de la turbu
lence dans ces ecoulements. 

La presentation de cet article est structuree comme suit: apres cette in
troduction, nous-presentons les equations gouvernant les ecoulements compres
sibles et nous discutons des conditions aux limites, souvent, utilisees pour 
la simulation des ecoulements internes. Dans une troisieme section, nous 
presentons la formulation variationnelle de type SU PG qui sera suivie par 
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l'operateur de capture des forts gradients utilise pour renforcer la stabilite due 
ala methode SU PG. Dans la section 5, nous discutons de la discretisation et 
de la resolution numerique du probleme variationnel. La section 6 est consacree 
aux equations moyennes gouvernant les ecoulements compressibles turbulents. 
Dans la section 7, nous presentons le modele de turbulence que nous proposons 
pour la simulation des ecoulements turbulents dans les ejecteurs. Ceci sera 
suivi par la technique utilisee pour le calcul numerique de la viscosite turbu
lente sur un maillage non structure. La section 9 est reservee aux differents 
tests numeriques pour la simulation des ecoulements internes compressibles 
bidimensionnels non visqueux, laminaire et turbulent. Enfin, nous cloturons 
cet article par une conclusion generale. 

2. Equations gouvernantes et conditions aux limites 

Les equations, sous la forme adimensionnelle, de conservation de la masse, 
de la quantite de mouvement et de l'energie gouvernant les ecoulements de 
fluides compressibles newtoniens s'ecrivent respectivement comme suit: 

~+"V·U=O (2.1) 

au 8t + \1 · (U 0 u) + \lp = \1 · ~ + pf (2.2) 

aE 8t + \1 · [(E + p)u] = \1 · (~ · u)- \1 · q + f · U + r (2.3) 

avec 

u 
u=-

p 

T= E _IUI2 
p 2p2 

p = ( r - 1) [ E - ~~;
2

] (2.4) 

q- _ _1!!:_\1 [E- IUI
2
] 

- RePr p 2p2 

u = ..!:!:.... [vu + ("Vu)t - ~(\1 · u)J] 
~ Re 3 ~ 

ou U, u, p, p, T, E, £;> q, pf et r sont respectivement le vecteur de quantite 

de mouvement par unite de volume, le vecteur vitesse, la densite, la pression 
statique, la temperature, l'energie totale par unite de volume, le tenseur des 
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contraintes visqueuses, le flux de chaleur, les forces volumiques et Ia source de 
chaleur. Aussi t, Jl-, /, Re, Pr et £ sont respectivement le temps, Ia viscosite 

dynamique, Je rapport des chaJeurs Specifique a pression constante ( Cp) et a 
volume constant (c,), le nombre de Reynolds, le nombre de Prandlt et le tenseur 
unite. 

Remarque 2.1 
Les equations de conservation (2.1 a 2.3) peuvent se mettre sous Ia forme 
vectorielle suivante: 

(2.5) 

ou V = (p, U, E)t est le vecteur des variables dites conservatives. Les vecteurs 
Fionv, Ffi/ I et :F sont respectivement les vecteurs flux de convection, flux de 
diffusion et le vecteur source. L'indice repete, dans les equations (2.5), designe 
une sommation. Une forme quasi-lineaire du systeme (2.5) s'ecrit: 

V,t +A; V,; = (K;i V,i ),; + :F (2.6) 

ou A; sont les matrices jacobiennes de transformation du vecteur flux de con
vection telles que: 

oF conv A. _ F~onv _ __ i __ 
'- .,v - av (2.7) 

et K;j sont les matrices de diffusion definies telles que : 

(2.8) 

Remarque 2.2 
La modelisation des ecoulements non visqueux se fait a !'aide des equations 
d'Euler obtenues a partir des equations de Navier-Stokes en annulant les termes 
visqueux. Les equations d'Euler s'ecrivent alors, sous Ia forme vectorielle et 
quasi-lineaire respectivement comme suit: 

V + F~o.nv (V) = :F ,t s,s (2.9) 

V,t + A;V,; = :F (2.10) 

I 
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Les ecoulements etudies dans ce travail s'effectuent dans des domaines 
confines c'est-a-dire des ecoulements internes. On a souvent a appliquer quatre 
types de conditions aux limites a savoir: 

• A ['entree, l'ecoulement est subsonique et parallE~le alors, trois conditions sont 
necessaires: 

- Pression totale ou de stagnation; P0 . 

- Temperature totale ou de stagnation; To. 
- Vitesse transversale nulle; u2 = 0. 

• Pour un ecoulement subsonique ala sortie, une seule condition de Dirichlet est 
imposee. En general, pour les ecoulements internes, cette condition correspond 
ala pression statique ala sortie. Dans le cas d'un ecoulement supersonique a 
Ia sortie, aucune condition de Dirichlet n'est imposee. 

• Les ecoulements etudies sont des ecoulements bidimensionnels a symetrie 
plane. Seule la moitie du domaine fluide est alors considere et [a condition de 
symetrie est assuree en imposant Ia vitesse transversale nulle: u2 = 0 le long 
du plan de symetrie. 

• Les conditions aux parois solides sont differentes selon que l'ecoulement est 
visqueux ou non. Dans le cas d'un ecoulement non visqueux, Ia condition de 
glissement est assuree grace ala condition d'impermeabilite de la paroi qui se 
traduit par une vitesse normale du fluide nulle le long de cette paroi: u · n = 0 
ou n est le vecteur normal unitaire exterieur. Si l'ecoulement est visqueux, 
la vitesse du fluide est alors nulle sur la paroi: u = 0. De plus, la paroi est 
consideree adiabatique: q · n = 0 dans le cas visqueux ou non, ou isotherme: 
Tw = To dans le cas visqueux. 

Cependant, dans la formulation conservative precedente, les conditions aux 
limites concernent a priori les variables conservatives (p, U, E). Par consequent, 
les valeurs desirees de Ia pression et de la temperature ne seront pas imposees de 
maniere exacte [1). Par contre, ceci peut etre possible, tout en gardant la forme 
conservative des equations, en utilisant, comme variables independantes, les 
variables dites enthalpiques: la pression statique p, Ia quantite de mouvement 
par unite de volume U et l'enthalpie totale massique h definie telle que: 

. p I u 12 E p 
h=t+-+--=-+- (2.11) 

p 2p2 p p 

En effet, en utilisant les variables enthalpiques, la pression statique devient 
une variable independante. Aussi, imposer la temperature totale To revient 
directement a imposer l'enthalpie totale correspondante: 

h = rTo (2.12) 
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De plus, Ia pression totale desiree Po est assuree en imposant Ia pression sta
tique correspondante telle que: 

IUI2 

p=Po---
2p 

ou Ia densite p est donnee comme suit: 

Pour un gaz' parfait, on montre: 

La resolution de !'equation du second degre en p (2.14) donne: 

rP rP I u 12 

( 

2 ) 1/2 

p= 2(r-l)h + [2(r-1)h] +2h 

Remarque 2.3 

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

La pression statique telle qu'exprimee dans (2.13) constitue une condition aux 
limites non lineaire. Elle est alors actualisee tout le long des calculs de maniere 
a garantir Ia valeur desiree de Ia pression totale. 1 

En adoptant le changement de variables (2.11, 2.14 et 2.15), les equations de 
conservation (2.1 a 2.3) s'ecrivent alors, en termes de variables enthalpiques, 
comme suit: 

8p 
-+Y'· U=O at 

8U Tt + Y' · (U ® u) + V'p = Y' · ~ + pf 

0~th)_~~+Y'· (hU)=Y'· (~·u)-Y'· q+f·U+pr 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 
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avec 

'YP 'YP I u 1
2 

( 

2 ) 1/2 

P = 2(7- 1)h + [2(r- 1)h] + ~ 
u 

u=-
p 

T = h - I u 12 - !!. 
2p2 p 

(2.19) 

q = _...2!!:__\1 [h- I u 12 - r:J 
RePr 2p2 p 

u = _!!:_ ["Vu + ("Vu)t - ~(\7 · u)I] 
::= Re 3 ::= 

Remarque 2.4 
Les formes vectorielle et quasi-lineaire du systeme (2.16 a 2.18) peuvent etre 
obtenues respectivement a partir de la forme vectorielle et quasi-lineaire (2.5) ou 
(2.6), de la formulation en variables conservatives, en adoptant le changement 
de variables suivant: 

V,t = AoY,t ) 
V,; = AoY,; 

Ffonv(V) = Ffonv(Y) 

Ff'l I (V) = Ff'1 I (Y) 

(2.20) 

ou Ao = V,y est la matrice jacobienne de transformation du vecteur des 
variables conservatives V = (p, U, E)t en le vecteur des variables enthalpiques 
Y = (p, U, hl. La forme explicite de Ao est donnee en annexe. 

Les formes vectorielle et quasi-lineaire du systeme (2.16 a 2.18) seront alors 
respectivement: 

A Y + F~~n"(Y) = F~'/ I(Y) + F 0 ,1 ,,., ,,, (2.21) 

(2.22) 

avec 

!-• = Ff~.Y" = A;Ao} 
K;i = K;jAo 

(2.23) 
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Dans le cas des ecoulements non visqueux, les equations de N avier-Stokes se 
reduisent aux equations d'Euler et les formes vectorielle (2.21) et quasi-lineaire 
(2.22) se reduisent respectivement a: 

Ao Y,t + Ff,i'lv (Y) = :F (2.24) 

AoY,t + A;Y,; = :f (2.25) 

I 

3. Formulation variationnelle 

La formulation variationnelle du probleme (2.22), selon la methode SU PG 
[7, 8, 9, 10, 11, 12, ... ], consiste a trouver y tel que pour toute fonction de 
ponderation W, no us ayons: 

l (w · (AoY,t + A;Y,;- :i) + W,;. (K;;Y,; )) d!l 

+"1 (A.~ ·W ·) r (AoYt +kY ·- (i( .. y ·) Y ·-:f) dOe L.-J f. Jt - I t ,t. f.J JJ ,J 
e n. -

= £ W · ( (K;;Y,;) .n;) dr (3.1) 

avec t est la matrice de stabilisation donnee par: 

(3.2) 

et ne est un element du maillage du domaine n de frontiere r. 
La formulation variationnelle ci-dessus se distingue par deux proprietes impor
tantes [7, 8, 9, 10, ... ]: 

• c'est une methode de residus ponderes au sens qu'une solution exacte reguliere 
du probleme physique original reste encore une solution du probleme variation
nel. Ceci assure, non seulement une bonne precision de !'approximation, mais 
aussi une stabilite spatio-temporelle. 
• la stabilite est assuree grace au terme elliptique: 

(3.3) 
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Ainsi, cette stabilite depend enormement de Ia structure de Ia matrice t done 

de Ia structure de Ia matrice T. Le choix de cette matrice est alors fondamental 
~ 

pour le bon comportement de Ia methode S U PG. Soulaimani et Fortin [7) ont 
propose et valide numeriquement Ia definition de Ia matrice ::_ [10, 11) telle que: 

T= (3.4) 

avec 

- Pe 
~(Pe) = min(1, 3 ) (3.5) 

oil Cij = ~ sont les coefficients de !'inverse de Ia matrice jacobienne de trans, 
formation geometrique et Pe = ~~ est le nombre de Peclet local oil l est Ia 
taille de !'element et 11 est Ia viscosite cinematique du fluide. 

Remarque 3.1 
Une condition de Neuman (~ · u) · n = 0, a Ia sortie de l'ecoulement, sera 

implicitement imposee. Av;._ cette condition et les conditions aux limites 
enumerees dans Ia section 2, les termes de contour dans Ia forme variation
neUe (3.1) s'annulent. 1 

4. Operateur de capture des forts gradients 

La methode SUPG telle que con<;ue, consiste en un decentrage (une dissi
pation supplementaire) selon Ia direction des !ignes de courant. Cette methode 
se trouve done tres efficace pour des solutions suffisamment regulii~res, en 
contr6lant les oscillations non physiques le long des !ignes de courant. Cepen
dant, cette direction n'est pas toujours Ia direction Ia plus appropriee pour 
permettre Ia dissipation desiree. En effet, cette situation peut se manifester en 
presence de chocs oil certaines oscillations persistent au voisinage des disconti
nuites a cause de !'absence de contr6le des gradients dans des directions autres 
que les !ignes de courant. Ainsi, il devient necessaire de renforcer Ia methode 
SUPG en lui ajoutant un autre terme, appele capteur des forts gradients, per
mettant de favoriser d'avantage Ia dissipation et par consequent d'amortir les 
oscillations au voisinage des discontinuites. L'operateur de capture des forts 
gradients utilise ici a ete developpe par Soulaimani et Fortin [7). II consiste en 
une viscosite artificielle J.Lcc a ajouter a Ia viscosite reelle du fluide definie telle 
que: 

( 4.1) 
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oil R est le residu local: 

R = AoY t + A_. Y · - (:K · · Y ·) - j 
J ' ,. '1 ,, . 

•• 

ck est un coefficient qui peut etre ajuste selon l'intensite du gradient, f. est la 
taille de I' element et 11-11 est la norme euclidienne. Cette viscosite en fonction du 
residu local et de Ia taille de !'element permet une dissipation supplementaire de 
Ia quantite de mouvement et de l'energie sans aucune modification de I' equation 
de continuite, alors que les operateurs de capture de chocs developpes par 
d'autres auteurs [4], [12], [32] agissent aussi sur !'equation de continuite. De 
plus, cet operateur de capture des forts gradients est plus simple a mettre 
en reuvre numeriquement et semble mains diffusif [1] comparativement a celui 
developpe par Mallet [4]. 

5. Discretisation et resolution numerique 

Les simulations numeriques effectuees dans ce travail visent a obtenir des 
solutions stationnaires (regime permanent). Cependant, les equations de con
servation stationnaires sont de nature mixte hyperbolique-elliptique dans le cas 
des equations de Navier-Stokes et de nature differente: elliptique, parabolique 
au hyperbolique, dans le cas des equations d'Euler, selon que le nombre de 
Mach local est subsonique, sonique ou supersonique respectivement. Ce change
ment de nature rend alors Ia resolution des equations de conservation station
naires difficile. Pour eviter cette difficulte, nous resolvons alors les equations 
de Navier-Stokes ou d'Euler instationnaires oil la solution evolue dans le temps 
jusqu'a convergence correspondant au regime permanent. La discretisation 
temporelle est effectuee a l'aide d'un schema implicite. Les"variables et leurs 
derivees spaciales sont discretisees al'aide de la methode des elements finis sur 
des elements triangulaires avec une approximation quadratique (six nreuds) 
pour les composantes de la vitesse et de la quantite de mouvement et lineaire 
(trois nreuds) pour les autres variables. Le systeme variationnel (3.1) se trans
forme alors en un systeme algebrique qui est resolu a l'aide de Ia methode 
GMRES [33] utilisant un preconditionnement diagonal. 

6. Modelisation de l'ecoulement turbulent 

En ecoulement turbulent de fluides compressibles, non seulement la vitesse 
et Ia pression fluctuent, mais aussi Ia densite p, la temperature T, etc. Les 
moyennes ponderees par Ia masse, couramment utilisees dans le cas de flui
des compressibles, ant ete developpees par Favre et al. [34]. Dans ce cas, les 
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moyennes ponderees par la masse de la vitesse, de l'enthalpie totale et de la 
temperature sont definies respectivement par: 

- pu; 
U; =--=-p 

- ph 
h=-

p 

- pT 
T=-

P 

(6.1) 

Les fluctuations de la densite, de la vitesse et de la pression sont donnees 
respectivement par: 

PI =p-p } 
I -U;=U;-U; 

PI =p-p 

Note 
designe la moyenne d 'ensemble ou de Reynolds. 

- designe la moyenne ponderee par la masse. 
1 designe la fluctuation. 

(6.2) 

En prenant la moyenne d'ensemble des equations de conservation, en termes 
de variables enthalpiques (2.16 a 2.18 ) et en utilisant les definitions (6.1 et 
6.2) et, bien sur, en utilisant !'approximation de Boussinesq et l'analogie avec 
la loi de Fourier [35), les equations moyennes de conservation de la masse, de 
la quantite de mouvement et de l'energie s'ecrivent respectivement comme: 

avec 

Op -
&t +V"· U=O 

au - _ 
Bt + V" · (U ® ii) + V"p- V" · E = pf (6.3) 

a (-ph) &p __ 
fit- at +V"· (hu) -V"· (ii·E)+V"· ~=f·U 

u =pii 

E = (;e + ~:) [(V"ii) + (V"iif- ~ (V" · ii) ;] 

ci> = - l ( _!!_ + ..!!::_) vi' 
Re Pr Prt 

(6.4) 
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ou Prt est le nombre de Prandtl turbulent et Jl.t est Ia viscosite turbulente qui 
sera modelisee dans ce qui suit. 

7. Modele de turbulence pour les ejecteurs 

A cause de Ia multiplicite des modeles de turbulence, le choix s'impose 
alors. En general, un bon modele de turbulence doit repondre aux criteres 
suivants: 

• Domaine de validite assez large 
• Precision elevee 
• Temps de calcul economique 
• Simplicite 

Les modeles algebriques et a deux equations ont ete largement utilises. Les 
modeles a une equation refont surface. Ces derniers semblent etre un bon 
compromis entre les modeles algebriques, pour une certaine amelioration de Ia 
precision et d'extension du domaine de validite, et a deux equations, pour une 
resolution moins ardue. Le modele k- c: est tres adequat pour les ecoulements 
libres tels que les couches de melange, les jets et le sillage. Cependant, son 
integration proche de Ia paroi de l'ejecteur reste toujours un probleme. En 
effet, utiliser la loi de paroi logarithmique, pour completer le modele k - c:, 
peut ne pas garantir une modelisation correcte de l'ecoulement dans l'ejecteur 
a cause des zones de recirculation sur la paroi [28, 29]. Le modele k-w s'adapte 
facilement dans Ia zone proche de la paroi. Cependant, il est tres sensible aux 
ecoulements loin de Ia paroi en particulier, les jets, les couches de melange et le 
sillage [36]. Souvent, pour les applications industrielles, l'usager ne s'interesse 
pas aux details de la turbulence mais, plutot se voit concerne seulement par les 
effets moyens de cette turbulence. Ainsi, le choix du modele serait sfrrement 
base sur les criteres d'economie et de simplicite. En general, dans les applica
tions industrielles, on s'interesse particulierement aux coefficients de frottement 
et de pression le long des parois solides. Dans ce cas, un modele algebrique 
peut etre suffisant. On peut meme dire qu'il est peut etre plus efficace, pour 
predire la distribution de Ia pression et du frottement sur les parois solides, 
qu'un modele a une ou a deux equations de transport. De plus, il est sim
ple et economique. L'ecoulement dans les ejecteurs constitue une application 
industrielle. Le modele de turbulence utilise ici, pour la modelisation de cet 
ecoulement, est alors un modele algebrique. 

Remarque 7.1 
En adoptant un modele algebrique, le probleme revient alors a determiner 
une viscosite turbulente algebrique qu'il faut ajouter tout simplement a la 
viscosite moleculaire du fluide. Par consequent, toute la theorie developpee 
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precedemment, pour la modelisation des ecoulements laminaires, reste applica
ble pour la simulation de l'ecoulement turbulent. 1 

En analysant l'ecoulement dans un ejecteur, on canst ate qu 'il est constitue d 'au 
mains deux couches de cisaillement: une couche de cisaillement interne formee 
par le jet et une couche de cisaillement externe formee par l'ecoulement externe 
au jet. De plus, l'ecoulement externe est limite par une paroi solide d'ou la 
presence d'une couche limite le long de cette paroi. Ainsi, un seul modele de 
longueur de melange, telle que le modele de Baldwin et Lomax, serait insuffisant 
voire meme incapable de modeliser l'ecoulement dans un ejecteur. En effet, le 
modele de Baldwin et Lomax a ete con~u principalement pour les cisaillements 
simples tels que les ecoulements de couches limites. De plus, comme il s'agit 
d'un ecoulement interne, a proximite du maximum de vitesse tel que l'axe ou 
plan de symetrie, le gradient de vitesse moyenne :~ peut etre tres petit ou nul 
alors que la viscosite turbulente peut etre tres importante, contrairement a la 
longueur de melange qui implique une viscosite turbulente tres faible ou nulle. 

En se basant sur ces constatations physiques et sur des considerations de sim
plicite et d'economie, nous proposons un modele de turbulence algebrique, 
base sur une formulation nouvelle, pour la simulation des ecoulements dans 
les ejecteurs. Notre modele consiste en la combinaison du modele de Baldwin 
et Lomax [22] et d'un autre pour le jet base sur le modele de Schlichting [20]. 
Chacun des modeles agit dans sa propre couche (Fig. 7.1): 

Paroi de l'ejecteur 

Region exteme I 
Lignem~nne ..----........... _____ _ 

I Region interne I 

Axe de symetrie de l'ejecteur 

Figure 7.1. Definition du modele propose 

y 

Yc 

Dans la couche interne (Fig. 7.1), proche de l'axe de symetrie, constituee 
principalement par le jet, la viscosite turbulente est prise comme: 

P.t = ReKpb(x)uc(x) (7.1) 

ou Re est le nombre de Reynolds, /{ est une constante et iic(x) est la vitesse 
sur l'axe de symetrie ala position X. 
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Selon Schlichting [20], b( X) est la distance, a la position X' a partir de l'axe 
jusqu'au point ou la vitesse est egale ala moitie de la vitesse iic(x). Cependant, 
comme le profil des vitesses le long d'une station perpendiculaire a la paroi 
soli de, a une position X donnee, n 'est pas lisse, il peut exister alors plusieurs 
points, sur cette station, ou la vitesse est egale ala moitie de la vitesse iic(x). 
De plus, ce point peut etre proche de la paroi solide, en dehors de la zone du 
jet, ce qui donnera une valeur de J.Lt incompatible. De maniere a eviter cette 
difliculte numerique, no us determinons la distance b( X) telle que: 

b(x) = y,(x)- y(x) (7.2) 

ou Yc(x) est la distance, a partir de la paroi solide, jusqu'a l'axe de symetrie et 
y(x) est la distance moyenne, a partir de la paroi solide, definie comme etant 
le barycentre des vitesses le long de la station a une position X donnee: 

_( ) :L: y;(x)u;(x, y;) 
y X = -:L: u;(x, y;) 

(7.3) 

ou y;(x) et ii;(x' y;) sont respectivement la distance, a partir de la paroi soli de, 
et la vitesse du point i sur la station a une position X donnee. 

Remarque 7.2 
Avec les definitions (7.2) et (7.3), le point de localisation de la distance b(x) se 
trouvera toujours proche de l'axe done proche du point du maximum de vitesse 
dans le jet. 1 

Dans la couche externe au jet, proche de la paroi solide (Fig. 7.1), definie par 
la distance y(x) a partir de la paroi solide, la viscosite turbulente sera evaluee 
a !'aide du modele de Baldwin et Lomax tel que: 

J.Lt(x) = min(J.Lt;(x),J.Lto(x)) (7.4) 

au 

J.Lti(x) = Repl2 I w I (7.5) 

et 

J.Lto(x) = ab1RepF,;11FKieb (7.6) 
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I= KyD 

D = 1- exp (-y+ jA+) 

y+ = RePwUrY 
J.lw 

- (Tw)l/2 
Ur- -

Pw 

I w I = lou; - au; j 
OX; OXj 

{ 
YmaxFmax 

F1 w = min _2 b2YmaxUn/ Fmax 

FKI•' = [I+ 55 c:~Jr 
F=ylwiD 

itn =Iii lma:c - Iii lmin 
a = 0.0168, bt = 1.6, b2 = 0.25, ba = 0.3 

I est la longueur de melange. 
"'= 0.41 est la constante de von Karman. 
y est la distance normale a partir de la paroi. 
D est le facteur d'amortissement de Van Driest. 
A+ = 26 est la constante de Van Driest. 
Ur est la vitesse de frottement. 
r est la contrainte de cisaillement. 
w est la vorticite. 
Fma:c est la valeur maximale de la fonction vorticite F. 
FKieb est le facteur d'intermittence de Klebanoff. 

(7.7) 

Yma:c est la distance normale a partir de la paroi oil la fonction F est 
maximale. 

Note 

L'indice w fait reference a la paroi. 

Finalement, le modele de turbulence que nous proposons pour la simulation 
des ecoulements dans les ejecteurs se resume comme suit: 

( ) 
_ { min(J.lt;(x),J.lto(x)) 

J.lt X -
[{ Repb(x )itc(x) 

Sl 0 ::; y( X) ::; y( X) 

SI y(x)::; y(x)::; Yc(x) 
(7.8) 
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avec 

b(x) = Yc(x)- y(x) } 

y(x) = LY;(~)u;(x,y;) 
L u;(x, y;) 

(7.9) 

oil Jlu(x) et llto(x) sbnt respectivement les viscosites turbulentes interne et 
externe donnees par le modele de Baldwin et Lomax (Eq. 7.5 a 7.7). K est 
une constante qui sera choisie selon que l'ecoulement est bidimensionnel ou 
axisymetrique [20, 36]. 

Remarque 7.3 
Le modele propose ci-dessus (Eq. 7.8 et 7.9) reste valable aussi bien pour un 
ecoulement bidimensionnel qu'un ecoulement axisymetrique. L'originalite de 
ce modele se resume comme suit: 

• C'est un modele a deux couches distinctes; il permet de separer de maniere 
tres efficace Ia region proche de Ia paroi et loin de celle ci. 

• II permet d'introduire Ia bonne valeur de Ia viscosite turbulente au bon endroit 
de l'ecoulement. 

• II reste valable pour un jet libre (sans frontiere solide) en considerant seule
ment Ia partie pour le jet (Eq. 7.1 a 7.3). 

• II peut etre applique aussi bien a un ecoulement interne bidimensionnel que 
axisymetrique en ajustant simplement Ia constante K. 

Dans ce travail, nous avons etudie le cas d'un ecoulement bidimensionnel. La 
constante K est prise egale a celle utilisee par Lund et al. [19] et Deese et 
Agarwal [21]: K = 0.0283. 1 

8. Calcul numerique de Ia viscosite turbulente 

La viscosite turbulente, telle que donnee par le modele (7.8 et 7.9), est 
definie le long d'une ligne perpendiculaire a Ia paroi solide et par consequent, 
les parametres tels que Ia distance normale a partir de Ia paroi, les valeurs de 
Fma!I:, Yma!I:,Uma!I:, Umin, b, etc., intervenant dans le calcul de cette viscosite, 
doivent etre evalues le long de chaque ligne perpendiculaire a Ia paroi solide. 
Cependant, en presence d'un maillage non structure, le calcul de ces parametres 
devient Ia difficulte numerique majeure des modeles algebriques; car presque 
chaque nceud du maillage definit une station propre a lui. Parmi les techniques 
de calcul de Ia viscosite turbulente, sur un maillage non structure, on cite: Ia 
technique traditionnelle, Ia technique de Rostand [37] et Ia technique de Pan 
et Cheng [38]. La technique utilisee ici est une variante de Ia technique de 
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Rostand. A partir du maillage non structure, nous construisons alors un mail
lage structure fictif qui consiste en des !ignes perpendiculaires (stations) issues 
du milieu de chaque arete sur la paroi solide. Chaque station est alors com
posee par un ensemble de points d'intersection avec les aretes dans le domaine. 
En interpolant les differentes variables ( densite, vitesse, etc.) du maillage non 
structure vers le maillage structure fictif, nous calculons alors la viscosite tur
bulente le long de chaque station. Cette viscoslte est par Ia suite assignee au 
nreud reel, du maillage non structure, par une interpolation entre les stations 
les plus proches a sa droite et a sa gauche. Pour plus de details, nous renvoyons 
le lecteur aux references [35], (37]. 

9. Resultats numeriques 

Cette section est consacree a la validation numerique de la formulation 
conservative en variables enthalpiques, des techniques de stabilisation (SUPG 
et l'operateur de capture des forts gradients) et du modele de turbulence pro
pose. Dans ce but, plusieurs types d'ecoulements compressibles bidimension
nels ont ete etudies. La robustesse du code a ete validee a l'aide de l'etude 
de l'ecoulement turbulent dans un ejecteur dont Ia geometrie et la physique 
de l'ecoulement sont tres complexes. Les resultats obtenus sont compares aux 
resultats des travaux anterieurs et sont presentes a la fin de cet article. 

9.1. Ecoulement dans les tuyeres 

Les validations numeriques ont ete menees sur trois types de tuyeres pour 
simuler les ecoulements laminaires et non visqueux. Les differents cas se presen
tent comme suit: 

9.1.1. Ecoulement non visqueux 

Deux types d'ecoulements non visqueux ont ete etudies: l'ecoulement 
subsonique-supersonique et l'ecoulement supersonique avec choc. 

9.1.1.1. Ecoulement subsonique-supersonique 

L'etude de cet ecoulement a ete menee sur la tuyere bidimensionnelle 
convergente-divergente de type GPL (35, 39, 40]. Lemaillage utilise consiste en 
1 545 elements pour un nombre total de 3 220 nreuds (Fig. 9.1). Les conditions 
aux limites imposees sont: 

• a l'entree, l'ecoulement est subsonique. La pression totale Po = 1, la tempera
ture totale To = 1 et la vitesse transversale u2 = 0 sont imposees. 
• sur la paroi solide, une condition de glissement est impose: u · n = 0. 
• sur l'axe de symetrie on impose u 2 = 0. 



F
ig

u
re

 9
.1

. 
E

co
ul

em
en

t 
no

n 
vi

sq
ue

ux
, 

m
ai

l/
ag

e.
 

F
ig

u
re

 9
.2

. 
E

co
ul

em
en

t 
no

n 
vi

sq
ue

ux
, 

/i
gn

es
 i

so
ba

re
s.

 

F
ig

u
re

 9
.3

. 
E

co
ul

em
en

t 
no

n 
vi

sq
ue

ux
, 

/i
gn

es
 i

so
-M

ac
h.

 
F

ig
u

re
 9

.4
. 

E
co

ul
em

en
t 

no
n 

vi
sq

ue
ux

, 
/i

gn
es

 i
so

-d
en

si
te

. 

lJ
l ~
 

~
 

<
 

c 0 0 c 8 ""
0 '"' 0 ::
I ~ 0
..

 
0 "' o,

 
0:

 
3 0 :::!.

 
"' ::n

 
::

I 
~
- ~
 := ~ 0

\ 

::
I 0 Y'
 
~
 

\0
 

\0
 

-.
J
 



Ecoulements internes compressibles 565 

• la sortie de l'ecoulement etant supersonique, aucune condition de Dirichlet 
n'est alors imposee. 

Les figures 9.2 a 9.6 representent respectivement les isobares, les isomachs, les 
isodensites, le nombre de Mach le long de l'axe de symetrie et le nombre de 
Mach sur la paroi solide. 

Le nombre de Mach le long de l'axe de symetrie de la tuyere (Fig. 9.5) montre 
une tres bonne comparaison avec le resultat donne ala reference [40]. Cepen
dant, sur la paroi, le nombre de Mach se trouve inferi{mr vers la sortie compa
rativement a celui de la reference [40]. Ceci est du probablement ala viscosite 
artificielle injectee pour stabiliser la solution. U ne adaptation du maillage 
reduirera considerablement cette viscosite et par consequent ameliorera nette
ment la solution. 

9.1.1.2. Ecoulement supersonique avec choc 

Ce type d'ecoulement a ete mene sur la tuyere traitee par van Leer [41]. 
La geometrie de cette tuyere est definie telle que: 

y(x) = 1.75- 0.75[cos(x- 5)7r/5] pour 0 ~ x ~ 5 

y(x) = 1.25- 0.25[cos(x- 5)7r/5] pour 5 ~ x ~ 10 

Les conditions aux limites imposees sont: 

• a l'entree, on impose Po = 1, To = 1 et U2 = 0. 
• sur la paroi solide, une condition de glissement est imposee: u · n = 0. 
• sur l'axe de symetrie, on impose u2 = 0. 
• a la sortie, on impose une pression statique Pa correspondant a un rapport 
Pa/ Po = 0.84 [41]. 

Les calculs ant ete effectues sur un maillage initial de 2 000 elements pour un 
nombre de nceuds de 4 191 (Fig. 9.7). La solution obtenue sur ce maillage 
a ete amelioree a l'aide d'un adapteur de maillages [42]. Le maillage adapte 
final consiste en 826 elements et 1 841 nceuds (Fig. 9.8). Les isobares, les 
isomachs, les isodensites, le nombre de Mach le long de l'axe de symetrie, avant 
et apres !'adaptation du maillage, sont donnees aux figures (9.9 a,b), (9.10 a,b), 
(9.11 a,b) et (9.12) respectivement. En analysant les resultats, on constate 
une tres bonne resolution particulierement de la position et l'epaisseur de la 
discontinuite (onde de choc droite). L'adaptation du maillage a permis une 
reduction du coefficient de viscosite artificielle de capture des forts gradients 
de ck = 50 a ck = 0.01 qui donne une viscosite artificielle tres faible (de 
l'ordre de 10-3 ). Le nombre de Mach le long de l'axe de symetrie obtenu sur le 
maillage adapte est pratiquement confondu avec la solution exacte (Fig. 9.12). 
Ceci confirme la robustesse de la methode SUPG si le maillage est bien adapte 
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Figure 9.5. Ecoulement non visqueux, nombre de Mach sur /'axe de symetrie. 
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Figure 9.6. Ecoulement non visqueux, nombre de Mach sur Ia paroi. 



Ecoulements internes compressibles 567 

Figure 9. 7. Ecoulement non visqueux, mail/age initial. 

Figure 9.8. Ecoulement non visqueux, mail/age adapti. 

(a) 

(b) 

Figure 9.9. Ecoulement non visqueux, /ignes isobares, 
a): mail/age initial, b): mail/age adapti. 



568 Revue europeenne des elements finis. Volume 6 - no 5-6/1997 

(a) 

(b) 

Figure 9.10. Ecoulement non visqueux, lignes iso-Mach, 
a): maillage initial, b): maillage adapti. 

(a) 

(b) 

Figure 9.11. Ecoulement non visqueux, lignes iso-densiti, 
a): mail/age initial, b): maillage adapte. 
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Figure 9.12. Ecoulement non visqueux, nombre de Mach sur /'axe de symetrie. 

Figure 9.13. Ecoulement laminaire, mail/age. 
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et aussi de l'operateur de capture des forts gradients utilise ici pour renforcer 
la stabilite due a l'operateur SUPG. 

9.1.2. Ecoulement laminaire 

L'ecoulement laminaire a ete etudie dans la tuyere a deux cols, traitee par 
plusieurs auteurs dans le cadre de lem participation a l'atelier GAMM "GAMM 
WORKSHOP" [43]. Cette modelisation constitue un test de validation tres 
efficace, d 'une part a cause de la geometrie tres complexe de la frontiere de cette 
tuyere et d'autre part a cause des phenomenes physiques complexes engendres 
par cet ecoulement tels que la formation des andes de chocs, les interactions 
andes de choc-couche limite et aussi les recirculations. Cet ecoulement a ete 
etudie pour deux nombres de Reynolds, 100 et 400, sur un maillage de 4 049 
elements et 8 438 nceuds (Fig. 9.13). Les conditions aux limites adoptees sont: 

• a l'entree, on impose:P0 = 1, T0 = 1 et u 2 = 0 
• la paroi solide est consideree visqueuse et isotherme d'ou les conditions aux 
limites: u1 = u2 = 0 et Tw = To 
• sur l'axe de symetrie on impose u 2 = 0 
•la sortie etant supersonique, aucune condition de Dirichlet n'est alors imposee. 

A Reynolds 100, l'ecoulement est considere tres visqueux et la couche limite 
est epaisse. Ainsi, pour ce cas, seule la methode SUPG est utilisee. Les lignes 
isomachs (Fig. 9.14a) montre la formation d'une zone de recirculation situee 
entre les deux cols. Quoique les effets visqueux soient importants, la methode 
SUPG a permis de capter une zone de choc droit et de recompression assez 
forte (Fig. 9.16a, 9.17a et 9.18a). Comparativement aux resultats presentes 
a l'atelier GAMM par Labbe [43], notre formulation semble moins diffusive. 
Ceci se traduit par une recompression plus forte et un coefficient de frottement 
inferieur (Fig. 9.16a, 9.17a, 9.18a et 9.19a). 

A Reynolds 400, une viscosite de capture de choc de coefficient Ck = 10 a 
ete utilisee. lei, le choc devient plus fort (Fig. 9.16b, 9.17b et 9.18b) et a 
cause de !'interaction de ce choc avec la couche limite, plus mince dans ce 
cas, le recollement de l'ecoulement se fait plus loin, ce qui fait que la zone de 
recirculation devient plus large que dans le cas de Reynolds 100 (Fig. 9.14b). 
De meme, la solution obtenue semble moins diffusive que celle donnee par Labbe 
(Fig. 9.16b, 9.17b, 9.18b et 9.19b). 

Finalement, a cause de la grande divergence de la tuyere ala sortie, une zone 
de recirculation naturelle [44] est captee (Fig. 9.14, 9.20 et 9.21), chose qui 
n'est pas observee sur les resultats presentes a l'atelier GAMM [43]. Ceci est 
du, sans doute, au type different des conditions aux limites imposees a la sortie 
de la tuyere. 
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Figure 9.16. Ecoulement laminaire, nombre de Mach sur ['axe de symetrie, 
a): Re = 100, b): Re = 400. 
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Figure 9.17. Ecoulement lamina ire, pression statique sur /'axe de symetrie, 
a): Re = 100, b): Re = 400. 
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Figure 9.18. Ecoulement laminaire, pression statique sur Ia paroi, 
a}: Re = 100, b): Re = 400. 
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Figure 9.19. Ecoulement laminaire, coefficient de frottement sur Ia paroi, 
a): Re = 100, b): Re = 400. 
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9.2. Ecoulement turbulent dans un ejecteur 

L'etude de l'ecoulement dans cet ejecteur constitue un meilleur cas de 
validation pratique de notre modele de turbulence. C'est un ejecteur bidimen
sionnel teste au centre de recherche NASA Lewis. La geometrie de cet ejecteur 
est presentee a Ia figure (9.22). Choi et Soh [29] ont etudie plusieurs rapports de 
sections A&/ Ap pour un rapport de pressions to tales Pop/ P0, fixe et vice versa 
dans le but de mettre en evidence !'influence des deux rapports sur l'ecoulement 
du melange. lei, seulement, le cas A&/ Ap = 1.5 et Pop/ P0, = 3.5 est considere. 
Selon Choi et Soh, les conditions aux limites adoptees ici sont: 

• Pop = 3.5 atm et Top= 505 K au primaire. 
• Po& = 1.0 atm et T0, = 300 K au secondaire (done du fluide ambiant). 
• A Ia sortie loin de l'ejecteur, une pression statique Pa = 0.9723 atm, cor
respondant au nombre de Mach du courant libre M00 = 0.2, est imposee. 

En normalisant les conditions aux limites ci-dessus par les donnees totales de 
l'ecoulement primaire, on obtient: 

• Pop = 1 et Top= 1 au primaire. 
• Po&= 0.2857Pop et T0, = 0.5940Top au secondaire (done du fluide ambiant). 
• A Ia sortie loin de l'ejecteur, une pression statique Pa = 0.2778Pop 

Les nombres de Reynolds, de Prandtl et de Prandtl turbulent sont respective
ment 1.3 x 107 , 0.72 et 0.9. Le nombre de Reynolds est base sur Ia hauteur 
et Ia vitesse a Ia sortie de Ia tuyere primaire, correspondant a une expansion 
isentropique. 

R=2Smm 

84.7mm A.= l.S A, 

Figure 9.22. Ecoulement turbulent dans un ejecteur, geometric. 
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Les calculs ont ete effectues sur un maillage de 23 37 4 elements et 48 648 
nreuds (Fig. 9.23) engendrant ainsi 115 348 equations a resoudre. Tel que 
constate par Choi et Soh [29], a Ia sortie de Ia tuyere primaire, le rapport de 
pressions pf Pop ~ 0.543 est superieur au rapport depressions critique: pf Pop = 
0.528 ainsi, l'ecoulement a partir de Ia sortie de Ia tuyere primaire devient 
supersonique. A !'entree de Ia zone de melange, le jet primaire supersonique 
s'acceU~re davantage et se detend jusqu'a ce que sa pression devienne inferieure 
a celle de son voisinage de maniere qu'il subira une compression. La frontiere 
du jet constitue une frontiere de pression constante sur laquelle les Gndes de 
detente se reflechissent en des ondes de compression. Ce phenomene de detente
compression se repete plusieurs fois et il en resulte Ia formation d'une serie de 
cellules de detente-compression appelt~es cellules de chocs (Fig. 9.24, 9.25, 
9.26 et 9.27). Comparativement aux resultats de Choi et Soh, nos resultats 
montrent que l'ecoulement primaire, a. sa sortie de Ia tuyere, subit une detente 

Figure 9.23. Ecoulement turbulent dans un ejecteur, maillage. 

Figure 9.24. Ecoulement turbulent dans un ejecteur, /ignes iso-Mach. 

Figure 9.25. Ecoulement turbulent dans un ejecteur, /ignes isobares. 
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assez irnportante. Ceci se trad uit. par une on de de detente assez forte qui 
se reflechit. en une onde de compression aussi assez forte (Fig. 9.24, 9.25, 
9.26 et 9.27). De ce fait, Ia section de passage pour le secondaire se trouve 
reduite davantage engendrant Ia formation d'une ligne sonique (une onde de 
choc normale) permettant un pompage (aspiration) d'un debit du secondaire 
(ambiance): m./A. = 207.5 plus important que celui obtenu par Choi et Soh 
[29]: m./A. = 157.5. La figure (9.28 a,b,c) montre !'evolution du profil de 
vitesse longitudinale ( U* = ufur OU Ur = 0.68313) le long deJa zone de melange 
qui traduit !'evolution du melange des deux courants, primaire et secondaire, le 
long de cette zone. En comparaison avec les resultats de Choi et Soh notre cas 
montre un melange meilleur qui resulte en un profil de vitesse mieux developpe 
a la sortie de la zone de melange (Fig. 9.28c). La figure (9.29) montre les 
isolignes de viscosite turbulente f-Lt. Cette viscosite se trouve bien rep artie, 
ou le maximum se trouve bien localise dans les zones critiques de turbulence 
intense c'est-a-dire dans les cellules de chocs. Aussi, en evoluant le long de 
la zone de melange (Fig. 9.30), cette viscosite diminue au centre et augmente 
proche de la paroi, ce qui suit logiquement !'evolution naturelle du melange le 
long de cette zone. Le champ de vitesse est montre ala figure 9.31. 

10. Conclusion 

Nous avons developpe une methode d'elements finis pour la simulation 
des ecoulements internes compressibles bidimensionnels. Nous resolvons les 
equations de Navier-Stokes (resp. d'Euler), sous la forme conservative, en 
termes de variables dites enthalpiques: Ia pression statique p, la quantite de 
mouvement U par unite de volume et l'enthalpie totale massique h. Avec 
!'utilisation de ces variables, les conditions aux limites de Dirichlet sur la 
pression statique ou totale et la temperature totale, souvent imposees pour 
la simulation des ecoulements internes, sont appliquees de maniere directe et 
exacte, contrairement a la formulation standard utilisant les variables conser
vatives: la densite p, la quantite de mouvement U par unite de volume et 
l'energie totale E par unite de volume. La formulation variationnelle, de type 
SU PG, developpee ici, peut utiliser, en principe, n'importe que! type de vari
ables independantes. En presence de forts gradients, nous avons renforce la 
stabilite a l'aide d'un operateur de capture des forts gradients. Les modeles 
mathematique et numerique, presentes dans cet article, ont ete valides sur 
plusieurs types de tuyeres pour simuler l'ecoulement interne compressible bidi
mensionnel visqueux et non visqueux. La robustesse de Ia methode SU PG 
et du capteur des forts gradients a ete confirmee, particulierement, si le mail
lage est adapte. Les resultats obtenus sont tres comparables aux resultats 
des travaux anterieurs. Aussi, nous avons developpe un modele de turbulence 
algebrique tres adequat pour la simulation des ecoulements turbulents dans les 
ejecteurs. La validite et l'efficacite de notre modele ont ete confirmees par les 
resultats obtenus comparativement aux resultats de Choi et Soh [29]. 
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Figure 9.26. Ecoulement turbulent dans un ejecteur, 
nombre de mach sur /'axe de symetrie. 
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ANNEXE 

Forme explicite de la matrice A 0 . 
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