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RESUME. Dans cet article, on s'interesse aux applications du calcul paraltele distribue ala 
resolution de problemes lineaires statiques en mecanique des structures. LA methode de 
resolution utilisee est la methode des elements finis. Dans la premiere partie, on rappelle 
quelques definitions et concepts du calcul parallele. Dans la seconde partie, les methodes de 
decomposition de domaines sont introduites. Enfin, on etudie une methode de decomposition 
de domaines particuliere dans laquelle le probleme interface est assemble et resolu de 
maniere directe. Sa parallelisation est presentee et les performances obtenues sur Cray T3D 
sont analysees. 

ABSTRACI'. In this article, we study the use of distributed parallel processing for the resolution 
of linear static problems using the finite element method. In the first part, we briefly present 
some concepts and definitions of parallel processing. In the second part, the domain 
decomposition methods are introduced. Finally, we focus on a particular method where the 
interface problem is explicitely constructed and solved with a direct solver. Its parallelisation 
is presented and the performances obtained on a Cray T3D are analysed. 

MOTS-CLEs : calcul distribue, methodes de decomposition de domaines, methodes directes. 
KEY WORDS: distributed computing, domain decomposition methods, direct solvers. 

1. Introduction 

Le calcul parallele tient une place preponderante dans les rnoyens de calculs a Ia 
disposition de Ia rnodelisation nurnerique. Ceci tient, d'une part aux economies qu'il 
perrnet de realiser par rapport aux calculateurs sequentiels. II est en effet plus facile 
de fabriquer N cornposants relativernent simples qu'un seul cornposant tres 
complexe. Les calculateurs paralleles actuels reprennent tous aujourd'hui des 
composants (processeurs, memoire, bus, ... ) standard du rnarche. II est meme 
possible, malgre Ies limites de cette approche, de creer une machine parallele 
« virtuelle » avec les reseaux de stations de travail presents dans Ia plupart des 
organismes de recherches. D'autre part, les calculateurs paralleles seuls perrnettent 
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d'obtenir de tres grandes puissances de calcul. Personne n'envisage Ia machine 
« Teraflops » en dehors d'architectures multiprocesseurs. Neanmoins, l'utilisation 
efficace de ces ,machines, afin d'obtenir de hautes performances, pose de nombreux 
problemes, non seulement aux informaticiens, mais aussi aux numericiens, 
mecaniciens, thermiciens qui developpent des algorithmes et des methodes 
numeriques. . 

Cet expose a pour objet de donner quelques elements de base afin d'aborder le 
calcul parallele, puis de montrer une application particuliere du calcul parallele : Ia 
methode des elements finis. :Etant donne l'etendu du sujet, l'expose ne pourra entrer 
dans tous les details mais s'efforcera de donner des references bibliographiques. 

Dans Ia suite de ce texte, Ia premiere partie sera consacree a Ia presentation des 
concepts de base de l'architecture des machines paralleles et de leur mode de 
programmation. Dans une seconde partie, les methodes de decomposition de 
domaines et de leur parallelisation seront abordees. 

2. Les concepts du calcul paralleJe 

2.1. Les composants de base 

II existe 2 composants de base d'une machine parallele qui vont influencer 
l'architecture de celle-ci. II y a tout d'abord Ia memoire qui peut etre entierement 
accessible a to us les processeurs (on parlera de memoire partagee ), ou etre decoupee 
en blocs, chacun etant uniquement accessible a un seul processeur (on parlera de 
memoire distribuee). On peut evidemment envisager uncertain nombre de solutions 
hybrides qui combinent Ies 2 modeles precedents. 

Le second composant est le controle de l'activite des processeurs : qui va decider 
des instructions qui vont etre executees par chaque processeur. Ce controle peut etre 
entierement centralise ou au contraire distribue, c'est-a-dire que chaque processeur 
decide seul de ce qu'il fait. 

2.2. Les architectures 

Les architectures des machines paralleles sont generalement classifiees sous Ia 
forme d'une rnatrice a 2 lignes et 2 colonnes (voir figure 1) : les colonnes 
representent le type de contrOle (les instructions) et les lignes le type de donnees sur 
lesquelles operent ces instructions. 

On notera qu'aucune machine de type MISD n'a ete construite. Pour les 
architectures de type MIMD, on peut envisager que Ia memoire soit partagee ou 
distribuee. 

Dans le cas oil Ia mernoire est partagee, il y a des conflits d'acces a celle-ci 
lorsque plusieurs processeurs veulent lire ou ecrire des donnees en meme temps. 
Dans ce cas, les requetes sont traitees les unes apres les autres, ce qui entraine une 
baisse des performances. En pratique, il n'est pas possible d'obtenir de bonnes 
performances au-dela de 16 processeurs. 

Afin de s'affranchir de ces problemes de conflits memoire, Ia solution consiste a 
distribuer les mernoires pour que chaque processeur possede sa memoire propre. 
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Figure 1. Classification des machines paralleles 

Dans ce cas, il n'y a plus de conflits. En revanche, le partage d'informations entre 
processeurs necessite d'effectuer des communications. Les gains potentiels par 
rapport aux memoires partagees viennent du fait que ces communications n'ont lieu 
qu'a certains moments, alors que les references memoires ont lieu en permanence. 
Dans Ia suite de ce texte, nous nous interesserons exclusivement aux machines 
MIMD. 

Dans le cas des machines a memoire distribuee, Ia composante essentielle est le 
reseau d'interconnexion des couples processeurs-memoire. Trois parametres 
principaux conditionnent la qualite et les performances du reseau : 

- Ia largeur : le nombre de processeurs separant les extremites du reseau, 
- le degre: le nombre de lien par processeur, 
- la facilite de construction et d'extension. 

Les topologies de reseau les plus utilisees sont : 

- les hypercubes, mais de moins en moins a cause de difficultes de mise en 
reuvre, 

- les grilles 20, 
- les tores 3D. 

Un autre point qui influence les performances des communications est Ia 
methode de transmission des messages entre 2 processeurs non directement 
connectes. La premiere methode, dite « store and forward » consiste a sauvegarder 
le message entier sur chaque processeur intermediaire avant de le transmettre au 
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processeur suivant. Cette methode ne necessite aucun materiel particulier, mais elle 
utilise peu efficacement le reseau puisqu'un seullien est actif a un moment donne. II 
faut de plus prevoir des memoires tampon suffisantes sur chaque processeur pour 
sauvegarder le message entier. L'autre methode, dite « cut-through » consiste a 
decouper le message en sous-parties, puis a faire transiter celles-ci sur le reseau a Ia 
maniere d'un pipeline. Sur les processeurs intermediaires, les sous-parties des 
messages ne sont pas stockees, mais directement reemises. Cette solution, beaucoup 
plus efficace, necessite du materiel specialise, en general sous Ia forme d'un 
processeur de communication. 

Sur les architectures des machines multiprocesseurs, on peut consulter [HW A 
84] [HWA 93] [STO 93] [HOC 92] [COS 93]. 

2.3. Les modeles de programmation 

On peut definir un modele de programmation comme l'ensemble des 
mecanismes permettant }'organisation des taches d'un programme et des 
communications entre les processeurs. A l'origine, les modeles de programmation 
etaient tres lies aux architectures des machines. 

Aujourd'hui, ils sont completement independants. On distingue trois modeles 
principaux : 

- echanges explicites de messages : les taches s'executant sur les differents 
processeurs sont independantes ; elles communiquent des informations et se 
synchronisent a l'aide d'echange de messages. Ces messages sont programmes 
directement par l'utilisateur. Ce modele est celui qui permet Ia realisation des 
applications les plus performantes, mais il est celui qui demande le plus d'efforts a 
l'utilisateur. 

- parallelisme de donnees : dans ce modele, Ia structure sequentielle du 
programme n'est pas modifiee. Chaque processeur execute le meme programme, 
mais sur des donnees differentes. L'utilisateur specifie uniquement Ia distribution 
des donnees sur les processeurs, et c'est le systeme (en general un compilateur) qui 
genere les messages entre les processeurs. Ce modele est plus simple, entraine 
moins d'erreurs, mais n'est applicable qu'a une classe particuliere de problemes oil 
les donnees sont regulieres (matrices pleines). 

- memoire distribuee virtuellement partagee : dans ce modele, Ia distribution des 
memoires est masquee par le systeme : l'utilisateur voit un espace d'adressage 
unique. La programmation est effectuee comme dans le cas d'une machine a 
memoire partagee. 
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L'utilisation de ces differents modeles est illustree sur l'exernple suivant : 

REAL X(NIN) I Y(NIN) 

DO J = 2 1 N-1 
DO I = 2 1 N-1 

X(I 1 J)=0.25*(Y(I-1 1 J)+Y(I+1 1 J)+Y(I 1 J-1)+Y(I 1 J+1)) 
END DO 

END DO 

Figure 2-a. Exemple de boucle a paralleliser 

REAL X(NIN_OVER_P) I Y(NIO:N_OVER.....P+1) 
IF (MY_ID . NE. 0) THEN 

SEND( Y(1:N 1 1) 1 MY_ID-1 
END IF 
IF (MY_ID . NE. P-1) THEN 

SEND( Y(1:NIN_OVER_P) I MY_ID+1 
END IF 
IF (MY_ID . NE. P-1) THEN 

RECEIVE( Y(1:NIN_OVER.._P+1) I MY_ID+1 
END IF 
IF (MY_ID . NE. 0) THEN 

RECEIVE( X(1:N 1 0) 1 MY_ID-1 
END IF 
UJW = 1 
IF (MY_ID .EQ. 0) LOW=2 
HIGH = N_OVER.....P 
IF (MY_ID .EQ. P-1) HIGH=N_OVE~P-1 
DO J = LOW 1 HIGH 

DO I = 2 1 N-1 
X(I 1 J) = 0.25*(Y(I-1 1 J)+Y(I+1 1 J)+Y(I 1 J-1)+Y(I 1 J+1)) 

END DO 
END DO 

Figure 2-b. Exemple de programmation avec le modele « echanges explicites de 
messages» 

REAL X(NIN) I Y(NIN) 
IIIPl"$ DJ:S'l'RmtJ'l'l!l (*,:BLOCK) 16z23 PM: X, Y 

FORALL ( J = 2 : N-1 ) 
PORALL ( I = 2 : N-1 ) 

X(I 1 J) = 0.25*(Y(I-1 1 J)+Y(I+1 1 J)+Y(I 1 J-1)+Y(I 1 J+1)) 
END FORALL 

END FORALL 

Figure 2-c. Exemple de programmation avec le modele « parallelisme de donnees » 
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REAL X(N,N), Y(N,N) 
CMIC$ DO ALL SHUED(X, Y,R) PRIVATB(J,I:) RtDI:!RURlt=B 

DO J = 2, N-1 
DO I = 2, N-1 

X(I,J) = 0.25*(Y(I-1,J)+Y(I+1,J)+Y(I,J-1)+Y(I,J+1)) 
END DO 

END-DO 

Figure 2-d. Exemple de programmation avec le modele « memoire virtuellement 
partagee » (syntaxe de l'Autotasking de Cray) 

Etant donne le type d'applications visees (modelisation par elements finis), nous 
nous interesserons uniquement au modele d'echanges explicites de messages. 

Sur les modeles de programmation, et plus generalement la programmation des 
machines paralleles, on peut consulter [LEW 92][LEW 93][BRA 93][COS 93] 
[KUM 94] [FOS 95]. 

2.4. Analyse des performances 

Le but des machines paralleles etant d'accelerer l'execution d'applications, 
I'analyse des performances est essentielle. Le principal critere d'analyse des 
performances est le facteur d'acceleration. C'est celui que I'on etudiera ici. 
Neanmoins, il est necessaire de prendre compte, lors de l'evaluation de l'interet 
d'une parallelisation, ]'augmentation de Ia taille des problemes qui peuvent etre 
resolus grace aux machines paralleles. 

On definit Ie facteur d'acceleration S d'un programme par : 

S = T,lquentiel 

Tparal/e/e 

Ce facteur mesure l'efficacite de Ia parallelisation, de l'algorithme, mais n'indique 
pas Ies gains absolus obtenus car l'algorithme selectionne pour Ia parallelisation peut 

• etre moins efficace que le meilleur algorithme sequentiel connu. n faut done definir 
Ie facteur d'acceleration par : 

S = Tdu meilleur a lg orithme slquentiel 

Tparalle/e 

En plus du facteur d'acceleration, on definit l'efficacite E d'un programme parallele 
par: 

E = ~ (p=nombre de processeurs). 
p 
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On peut noter que S peut augmenter avec P alors que E diminue. Les performances 
d'une application parallele sont aussi fortement influencees par sa granularite G 
definie par : 

G = __ T..::;ca::::lco::u:...l _ 

J;ommunication 

Dans le cas ideal, !'utilisation de P processeurs permettra un facteur d'acceleration 
de P. Dans la realite, trois facteurs principaux viennent faire baisser cette valeur. 

11 y a tout d'abord la fraction sequentielle du programme. Les gains dus a la 
parallelisation ne sont obtenus, et c'est une evidence, que sur la partie parallele du 
programme. La fameuse loi d'Amdahl permet de quantifier cette perte : 

/p~eq 
Tpara//ele = (1- /p ). ~eq + -

p 

ou fp est la fraction parallele du programme. On obtient done : 

S = ~eq = __ 1_-::

Tpara/U/e 1 _ /, + /p 
p p 

Ensuite, le desequilibre entre les temps d'execution des differentes taches paralleles 
augmente le temps d'execution. (voir figure 3). 

I I 

I I 

I 

..... 
Temps ecoule Temps ecoule 

a - 6quilibrage parfait b - desequilibre 

Figure 3. Exemple de desequilibre de charge d'une boucle parallele 

Enfin, le troisieme facteur est le temps consacre aux communications entre 
processeurs. Generalement, le temps de communication d'un message d'une 
longueur de (( n » octets peut etre modelise par : 

Tcom = a.+~.n 
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ou <X est le temps de demarrage (latence) et ~ le temps de transmission d'un octet. 
Sur Ia plupart des machines, <X >> ~- II est done necessaire de limiter non seulement 
le volume des communications, mais aussi le nombre de messages. 

3. Parallelisation d'une methode de decomposition de domaines 

3.1. Introduction aux methodes de decomposiJion de domaines 

On considere le domaine n suivant, decoupe en deux sous-domaines n 1 et il2 
sans recouvrement. 

an 

On se propose de resoudre le probleme suivant : 

{ 

Lu = f 

u = uo 

sur n 
(3.1) 

sur an 

ou Lest un operateur differentiel elliptique du 2nd ordre. Resoudre (3.1) revient a 
resoudre, si on decoupe n en deux sous-domaines n 1 et n2, des problemes de la 

forme 

L u 1 = f dans n 1 et L u 2 = f dans ,Q 2 

avec des conditions de raccordement adequates sur !'interface, du type 

<I>(U1)=<1>(U2) Sur r'avec r'~r 

'¥ (u 1) = '¥ (u2) sur r" avec r" ~ r 
u 

(avec r = r' u r") 

Dans le cas du Laplacien, <l>(u) = u, 'P(u) = -, r = f" = r" 
n 

3 .1.1. Methodes de resolution 

Les algorithmes de resolution par decomposition en sous-domaines reviennent a 
resoudre les sous-problemes independamment les uns des autres en tenant compte 
des conditions de raccord. Et pour tenir compte de ces conditions de raccordement, 
il y a trois strategies envisageables. 
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La premiere strategie consiste a obtenir comme resultat d'un calcul (soit direct 
soit iteratif) la condition 

OUt 0U2 
( --+ -- = 0 dans le cas dJ Laplacien) 
ant an2 

la solution chercbee verifiant par hypothese c!»(u1) = c!»(u2) (u1 = u2 dans le cas du 

Laplacien). C'est ce que l'on appelle Ia methode du complement de Schur. 

La deuxieme strategie est duale de Ia premiere. On cherche a satisfaire Ia relation 
c!»(u1) = c!»(u2) en s'imposant au depart 'P(u1) = 'P(u2). La contrainte c!»(u1) = c!»(u2) 

est traitee au moyen d'un multiplicateur de Lagrange. Cette methode est appelee 
methode hybride ou methode des multiplicateurs de Lagrange [ROU 89]. 

Enfin, Ia troisieme possibilite consiste a melanger les deux strategies 
precedentes. Sur un sous-domaine, on impose Ia condition c!»(u 1) = c!»(u2) pour en 

deduire Ia valeur de 'P(u 1), alors que sur l'autre sous-domaine, on impose Ia 

condition 'P(u2) = 'P(u 1) pour en deduire Ia valeur de c!»(u2). C'est Ia methode 

developpee par Quarteroni [QUA 90]. 

3.1.2. La methode du complement de Schur en elements finis 

Soit un domaine n decoupe en deux sous-domaines n 1 et n 2 . Soit r leur 

interface. Afin de discretiser le probleme, on utilise une methode d'elements finis. A 
partir du probleme variationnel discretise, en numerotant d'abord les degres de 
liberte(d.d.l.) de n 1, puis ceux de n2, puis enfin ceux de r, on obtient ainsi un 

systeme lineaire final a resoudre de Ia forme : 

A t1 : bloc correspondant aux d.d.l. situes a l'interieur de n 1 

A22: bloc correspondant aux d.d.l. situes a l'interieur de n 1 

A33: bloc correspondant aux d.d.l. situes sur l'interface r 

A i3 : bloc correspondant au couplage entre les d. d. I. de 0; et les d.d.l. de r 

Dans le cas d'un operateur symetrique, ce systeme est symetrique, et on a 

A3; = [A;3]' · 
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En utilisant les deux premieres equations, on peut eliminer les inconnues u1 et 

u2 de Ia 3e equation et on obtient le systeme suivant : 

[
All 0 A13]["1 J _[II J 0 A22 A23 "2 - /2 

0 0 S u3 ]3 

S = A33 - A31 Ai
1
1 A13 - A32 A2h A23 

-1 f 1 f3 = f3 - A31 A 11 1 - A32 A22 f2 

Dans le cas d'un operateur coercif, les blocs Aii sont inversibles car ce sont les 

matrices associees au probleme de depart avec des conditions aux limites de 
Dirichlet homo genes sur !'interface. 

La matriceS est appelee matrice du complement de Schur. Elle correspond a Ia 
discretisation d'un operateur de Steklov-Poincare sur !'interface r [AGO 87]. Cet 
operateur permet de passer, sur l'interface, de (J)(u) a 'l'(u). Si l'operateur associe au 
probleme de depart est symetrique, Ia matrice S est symetrique. Si Ia matrice A de 
depart est definie positive, alors Ia matrice S l'est egalement. En effet, on a Ia 
relation matricielle suivante : 

[

All 
A= 0 

0 

qui represente un changement de base pour Ia matrice A, et montre done que A et S 
sont egalement definies positives si A l'est. 

Le probleme a resoudre sur I' interface, appele probleme global, s'ecrit done : 

S U3 = f3 Sur r (3.2) 

Pour resoudre ce probleme global, on peut proceder de deux manieres. 

La pr~ere maniere consiste a construire explicitement Ia matrice S et le second 

membre f3, puis a resoudre de maniere directe le systeme lineaire ainsi obtenu. 
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C'est Ia strategie qui est employee dans Ia methode des sous-structures, bien 
connue en mecanique des solides. Cette meme strategie est egalement employee 
dans Ia methode multifrontale, qui associe methode frontale [IRO 69] et methode 
des sous-structures. 
Cependant, Ia construction explicite de Ia matrice S peut s'averer tres coilteuse car 
elle necessite l'inversion des matrices Aii. D'ou l'idee d'utiliser, pour resoudre le 

probleme (3.2), des methodes iteratives qui ne necessitent pas le calcul explicite de 
Ia matriceS, mais uniquement celui du produit de cette matrice par des vecteurs. Le 
calcul d'un produit S.v, necessaire dans les methodes iteratives, se ramene alors a 
l'evaluation de (A3i Ail Ai3) v qui se deroule en trois etapes: 

1. w = A;3 .v (produit matrice- vecteur) 
2. X = A/. w (resolution du probleme A;;X = w sur le so us domaine !2J 
3. y = A3;.x (produit matrice- vecteur) 

Afin de realiser l'etape (2), on a ici encore le choix entre methodes iteratives et 
methodes directes. Le meilleur choix semble etre celui des methodes directes [ROU 
89]. En effet, Ies problemes locaux devant etre resolus de nombreuses fois durant le 
processus iteratif global, le coilt de Ia factorisation des matrices locales a tendance a 
etre amorti. De plus, ce coilt de factorisation depend de Ia largeur de bande des 
matrices. Or, le decoupage en sous-domaines favorise une numerotation des ml!uds 
qui diminue cette largeur de bande. II est cependant souvent necessaire de 
renumeroter Ies nreuds dans chaque sous-domaine apres Ie decoupage dans le cas 
d'une approche transparente. Enfin Ia resolution iterative, done inexacte, des 
problemes locaux degrade Ia precision des quantites calculees et le conditionnement 
du probleme global, ce qui induit un plus grand nombre d'iterations au niveau 
global. 

Comme algorithme iteratif de resolution du probleme (3.2), dans Ie cas ou Ia 
matrice S est symetrique definie positive, on peut choisir l'algorithme du gradient 
conjugue. Or, a chaque iteration, il est necessaire de calculer des produits matrice
vecteur de type Sv, ce qui revient a resoudre un probleme sur chaque sous-domaine. 
Pour etre competitive, cette methode doit necessiter beaucoup moins d'iterations 
que d'inconnues d'interface, afin de reduire Ie nombre de ces resolutions. Pour cela, 
il faut trouver un bon preconditionneur de Ia matrice du complement de Schur S. Un 
tel preconditionneur doit essayer de satisfaire Ies conditions suivantes : 

• rendre Ia resolution du probleme a l'interface 
- independante de h, pas de discretisation a l'interieur des sous-domaines, 
- independante de H, dimension globale des sous-domaines, 
- independante des coefficients de !'equation a resoudre, 
- independante de Ia geometrie. 

• etre applicable a une large classe de problemes, 

• etre peu coilteux et parallelisable. 
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Le developpement de tels preconditionneurs constitue une part importante de Ia 
recherche sur Ia decomposition de domaines. On trouve une bibliographie foumie 
sur le sujet, dont quelques exemples sont [BRA 89] [LET 90] [LET 94]. Sur les 
methodes de decomposition de domaines, on peut consulter en particulier [FAR 94]. 

Dans Ia suite de ce texte, on s'interesse aux methodes avec resolution directe du 
probleme interface. · 

3.2. Methode directe de decomposition de domaines 

L'algorithme de Ia methode du complement de Schur avec resolution directe du 
probleme interface peut etre decrit de Ia maniere suivante : 

- etape 1. Renumerotation des equations de chaque sous-domaine 
- etape 2. Elimination des degres de liberte (ddl) internes: condensation 
- etape 3. Assemblage du probleme interface 
- etape 4. Resolution du probleme interface 
- etape 5. Restitution des resultats du probleme interface dans les sous-

domaines 

Cet algorithme a ete implante dans le logiciel de modelisation en thermique et 
calcul des Structures SIC (Systeme Interactif de Conception) [AUN 90] [BRE 91] 
[TOU 89]. 

Les etapes 2 et 4 sont les plus consommatrices en temps CPU. L'analyse des 
performances sequentielles (voir figure 4) montre que: 

- le temps total d'execution depend du nombre de sous-domaines, 
- le temps de !'execution de l'etape 2 est dominante pour un petit nombre de 

sous-domaines (jusqu'a 16) et decroit rapidement avec le nombre de sous
domaines, 

- le temps d'execution de l'etape 4 augmente regulierement avec le nombre de 
sous-domaines, puisque la taille du probleme interface augmente. 

On peut expliquer la baisse du temps d'execution par le fait que le decoupage 
permet de reduire Ia largeur de bande de chaque sous-domaine. Dans cet exemple, 
on peut constater que Ia methode de decomposition de domaines est plus efficace 
qu'une methode de resolution sans decoupage dans le cas oil Ia matrice globale est 
stockee de maniere ligne de ciel (skyline), et est comparable (et quelquefois 
meilleure) dans le cas d'un stockage creux (sparse) [ESC 96]. 
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Figure 4. Performances en sequentiel de la methode de decomposition 
de domaines directe 

3.3. ParaUilisation de Ia methode 

La condensation de chaque sous-domaine (etape 2) est independante et peut 
done 8tre effectuee en parallele. Cette etape, qui ne necessite aucune 
communication, pourra conduire a des performances maximum. Pour l'etape 4, la 
matrice du probleme interface est distribuee sur tous les processeurs, la factorisation 
et la resolution ont lieu en parallele, avec les performances connues a ce type 
d'algorithme : celles-ci sont bonnes lorsque la largeur de bande du systeme est 
suffisamment importante par rapport au nombre de processeurs [FAR 94] [ORT 89] 
[GAL 94] [DON 91]. 

Le choix le plus important du point de vue des performances est celui du nombre 
de processeurs affecte a chaque sous-domaine. Le choix le plus naturel consiste a 
affecter un processeur par sous-domaine. 

Ce choix permet d'utiliser l'ensemble des processeurs tout au long de 
l'algorithme, tout en limitant le nombre de sous-domaines, done, la taille du 
probleme interface. Mais ce choix pose 2 problemes : il implique generalement un 
mauvais equilibrage de la charge lors de la phase de condensation puisqu'il n'existe 
aucun degre de liberte pour la repartition des taches. D'autre part, lorsque le nombre 
de processeurs devient important (>64) les performances de l'algorithme se 
rapprochent beaucoup de celles d'une resolution parallele d'un systeme d'equations 
lineaires, limitant done l'inter8t de la methode de decomposition de domaines. Pour 
ameliorer l'equilibrage des taches, on peut augmenter le nombre de sous-domaines 
du nombre de processeurs, mais alors, on augmente egalement Ia taille du probleme 
interface. II est possible au contraire, d'affecter plusieurs processeurs par sous
domaines. Cela permet de decoupler le nombre de sous-domaines du nombre de 
processeurs disponibles, done de donner plus de liberte dans la definition des sous-
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domaines. On peut aussi ameliorer l'equilibrage des taches en affectant un nombre 
different de processeurs par sous-domaine. Mais cela oblige a paralleliser Ia phase 
de condensation. Dans Ia suite de ce texte, nous ferons toujours le choix d'affecter 
un processeur par sous-domaine. 

L'algorithme distribue peut s'ecrire de Ia maniere suivante : 

- distribution de donnees elements finis de chaque sous-domaine, 
- condensation des sous-domaines en parallele, 
- echange global de toutes les matrices condensees a tous les processeurs, 

puis assemblage de ces matrices, 
- factorisation et resolution parallele du probleme interface, 
- restitution des resultats du probleme interface en parallele, 
- regroupement des resultats de tous les sous-domaines sur un processeur. 

3.4. Analyse des performances paralleles 

Pour analyser les performances, on considere le probleme test en calcul des 
structures d'un cube, encastre a sa base, et soumis a un chargement constant sur sa 
face superieure. Ce cube est decoupe en sous-cubes reguliers pour constituer les 
sous-domaines. Ce probleme est representatif de Ia plupart des structures 
tridimensionnelles massives. 

Comme cela fut decrit precedemment, on cherche a quantifier le facteur 
d'acceleration de Ia methode. Le calcul de ce facteur fait intervenir le temps 
d'execution sequentiel. Or, les problemes traites sur P processeurs ne peuvent 
generalement pas etre resolus sur un processeur. Pour cette raison, on introduira Ia 
notion de facteur d'acceleration reference, oil le temps d'execution sequentiel est 
mesure sur une machine sequentielle differente de Ia machine parallele. On peut 
noter que pour les grands problemes, il n'existe pas de machine sequentielle ayant 
une memoire suffisante pour permettre Ia resolution. Dans ce cas, les performances 
ne peuvent qu'etre extrapolees. Les performances paralleles ayant souvent tendance 
a s'ameliorer lorsque Ia taille des problemes augmente, on introduira Ia notion de 
facteur d'acceleration mis a l'echelle, oil pour chaque nombre de processeurs, on 
donne les performances obtenues tors de Ia resolution du plus grand probleme 
possible. Les resultats presentes ont ete obtenus sur le CRA Y T3D du CEA a 
Grenoble. Cette machine possede 128 processeurs, 64 Mo de memoire par 
processeurs (48 Mo sont utilisables en pratique par une application). Chaque 
processeur fournit une puissance d'environ 15 Mflops. Les facteurs a et ~ des 

communications ont pour valeur approximative 5.10-6 set 1.10-8 s. 

3.4.1. Evolution avec le nombre de processeurs 

On commence par analyser l'evolution des differentes etapes de l'algorithme 
distribue en fonction du nombre de processeurs, pour differentes tailles de 
problemes (figure 5). Pour un petit nombre de processeurs (4, 8, 16), l'etape de 
condensation est largement dominante. Pour 32 processeurs, l'etape de factorisation 
du probleme interface devient preponderante. On remarque egalement l'importance 
prise par l'etape d'echange des matrices condensees et par l'etape de resolution du 
probleme interface. 
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Figure 5-a. 4 processeurs 

Figure 5-b. 8 processeurs 
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Figure 5-c. 16 processeurs 

Figure 5-d. 32 processeurs 

Figure 5. Evolution des temps d'execution des differentes itapes de l'algorithme 
distribue en fonction du nombre de processeurs et de la taille des problemes 
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3.4.2. Facteurs d'accileration mesures 

Pour les cas qui peuvent etre traites par un processeur, on peut calculer le facteur 
d'acceleration reel, calcul base sur le temps d'execution ecoule (figure 6). Sur ces 
courbes, on extrapole les resultats pour des problemes que I' on ne peut pas traiter sur 
un processeur. On constate des performances proches du maximum. Cela est dfi au 
faible nombre de processeurs et au decoupage en sous-domaines tres reguliers qui 
favorise l'equilibrage des tAches. 

Facteur d'acceleration 

4 ...-----.......----.-_ .---.--. _ .... , _-. _-.--.---. _-..,, _,.,..,, _,..,..,, 

extrapole 
3.5 

3 

2.5 

2'-----L.--___ ,__ __ _... 
0 5000 10000 15000 

Taille du probleme 

Figure 6-a. Facteurs d'acceleration mesures pour 4 PE 

Facteur d'acceleration 

8,.----...-----...--------. 

6 

4 

........ -·-·-·-·...... -·-· 
~· ~·-·-·~ extrapole 

2.__ ___ _,_ _______ ___. 

0 1000 2000 3000 

Taille du probleme 

Figure 6-b. Facteurs d'accileration mesures pour 8 PE 
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3.4.3. Facteurs d'acceteration refirences 

Pour obtenir une valeur approcbee du facteur d'acceleration pour 16 et 32 
processeurs, on utilise en reference des temps d'execution sequentiels obtenus sur un 
Cray 1916 possedant 1 Go de memoire (Cray de l'ENSAM a Paris). Le calcul de 
!'estimation du facteur d'acceleration se deroule en 2 etapes. On commence a 
calculer le ratio R pour P processeurs : 

T R(p) = 1916 

Tp processeurs T3D 

Dans un second temps, on calcule le facteur d'acceleration estime par rapport au 
facteur d'acceleration reellement mesure pour un nombre plus faible de processeurs : 

En utilisant cette formule, on obtient les facteurs d'acceleration estimes decrits sur Ia 
figure 7. 

Facteurs d'acceleration 

40 

30 

20 

10 

10 20 30 40 
NombredePE 

Figure 7. Facteurs d'acceteration references 

3.4.4. Facteurs d'acceleration mis a l'echelle 

Sur Ia figure precedente, on constate, pour 32 processeurs par exemple, que les 
performances augmentent avec Ia taille des problemes. D est done interessant de 
calculer les facteurs d'acceleration (estimes) mis a l'echelle (figure 8). 



Decomposition de domaines et parallelisme 607 

Facteurs d'acceleration 
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0 10 20 30 40 
NombredePE 

Figure 8. Facteurs d'acceliration mis a l'echelle 

Pour 32 processeurs, l'efficacite est encore de 63 %. 

Une autre maniere de presenter les resultats, et les gains obtenus gr~ce au calcul 
parallele, consiste a indiquer directement les temps d'execution mesures. Ceci 
permet une analyse plus qualitative que quantitative (figure 9). 

Pour ameliorer les performances de cet algorithme, il est possible d'utiliser les 
particularites de Ia bibliotheque de communication SHMEM du Cray T3D, afin 
d'ameliorer les vitesses de communication, done l'efficacite des etapes d'echange et 
de factorisation. 

3.5. Conclusion 

L'algorithme distribue presente precedemment offre une tres grande efficacite 
pour un faible nombre de processeurs, et une efficacite moyenne pour un plus grand 
nombre de processeurs. Les performances s'ameliorent lorsque Ia taille du probleme 
augmente. II faut done augmenter Ia memoire disponible sur chaque processeur en 
meme temps que l'on augmente le nombre de processeurs. 

Un certain nombre d'optimisations peuvent etre effectuees pour ameliorer les 
performances. Mais Ia principale modification consiste a utiliser plusieurs 
processeurs par sous-domaines afin de reduire Ia taille du probleme interface. 
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Figure 9. Comparaison des temps d'execution 
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