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RESUME. Cet article est consacre a une presentation detaillee de la methode dite multigrilles 
appliquee aux transferts conjuguis dans les cartes de composants electroniques. Une grille 
donnie filtre rapidement les composantes de l'erreur dont la periode spatiale est inferieure ou 
au plus du meme ordre de grandeur que le pas de cette grille. L'idee des multigrilles consiste 
une fois ces hautes frequences eliminees a aller operer sur une grille de maille plus faible : 
les basses frequences de la precidente y deviennent des moyennes, voire des hautes frequences 
et y sont a leur tour rapidement eliminees. Ceci constitue le fondement des multi grilles dont 
la mise en reuvre necessite quelques precautions supplementaires qui seront exposees en 
detail. 

ABSTRACT. This paper is devoted to the presentation of multi grids and to their application to 
conjugate heat transfer in electronic boards. A given grid quickly damps out the components 
of the e"or, the space period of which is of the same order or less than the grid step. In a 
multigrid procedure once these high frequencies have vanished, one has to operate on a 
second and coarser grid: the low frequencies of the previous one become then mean and even 
high frequencies and are easier to eliminate on the second grid. The complete procedure of 
multigrid involves a series of embedded grids, the size of which becomes coarser and coarser. 
Details about the management of the grids will be provided and examples of application to 
electronic boards presented and discussed. 
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PRINCIPALES NOTATIONS 
Lettres latines : 
A surface (m2) 
B hauteur du composant 
e erreur 
f residu . 
H hauteur du canal 
h pas spatial 
i, j indice du nreud discretise dans les deux directions x, y 
L operateur de lissage 
Lx longueur de Ia carte (sens de l'ecoulement) 
Lz largeur de Ia carte 
LE dimension de Ia "zone amant" sans composant (entree) 
Ls dimension de Ia "zone aval" sans composant (sortie) 
LL dimension longitudinale des composants (sens de l'ecoulement) 
LT largeur des composants (direction y perpendiculaire a l'ecoulement, 

dans Ia largeur de la carte) 
lx longueur de la puce 

lz largeur de la puce 

M matrice d'iteration 
NI noinbre d'iterations 
P operateur de prolongation 

p pression (N/m2) 
Q dissipation de l'energie du composant (W) 

q flux surfacique de chaleur (W/m2) 
R operateur de restriction 
r residu norme 
r+ valeur residuelle associee a la variable + 
S+ terme de source associee a la variable + 
T temperature 
u vitesse selon l'axe x (rnls) 
V vecteur propre 
v vitesse selon l'axe y (rnls) 
w vitesse de l'axe z (rnls) 
x,y ,z axes de coordonnees 

Lettres grecques : r. coefficient de diffusion 

a differentiel 
A. valeur propre 

p masse volumique (kglm3) 

ell variable scalaire quelconque 

y,e,a. facteurs de sous-relaxation, 

ou de reglage des cycles adaptatifs 
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1. Introduction 

1.1. La nature des problemes abordes 

Precisons que les applications envisagees concement des phenomenes 
stationnaires de transfert de chaleur co)\jugues complexes, alliant d'une part Ia 
conduction dans des structures multiples, de caracteristiques thermophysiques 
eventuellement differentes, avec des dissipations Iocalisees et d'autre part des 
ecoulements avec de nombreux obstacles. Nous traitons ici le seul cas de Ia 
convection forcee en regime laminaire, mais Ia methodologie s'adapte sans 
difficultes majeures a Ia convection naturelle, ou au regime turbulent. 

Une telle etude systematique presente un interet certain, non seulement d'un point 
de vue theorique, mais egalement en raison des nombreuses applications pratiques : 
citons tout d'abord Ia thermique les problemes des cartes de composants 
electroniques qui constitue I' objet principal de nos travaux, mais egalement celle des 
machines electrotechniques, des turbomachines, des echangeurs ... 

1.2. Pourquoi faut-il une methode numerique efficace pour simuler ces 
problemes? 

Le probleme physique est formule, a l'aide d'equations aux derivees partielles, a 
partir de bilans classiques (masse, quantite de mouvement, energie ... ). Les equations 
pbenomenologiques sont celles de Ia diffusion de Ia chaleur avec distribution de 
densite de flux genere, dans le solide, et celles de Navier-Stokes, dans le fluide. La 
discretisation s'effectue quant a elle en variables primitives selon une methode des 
volumes finis. Entin le systeme des equations aux differences finies sera resolu 
iterativement a l'aide de Ia methode des multigrilles. La motivation de ce choix des 
multigrilles reside dans Ia taille singulierement elevee des modeles necessaires, pour 
le probleme traite, taille engendrant de faibles performances des methodes usuelles a 
grille unique. 

En effet l'une des premieres caracteristiques du probleme traite reside dans sa 
geometrie: apparemment simple, cartesienne, assimilable a un canal plan (les cartes) 
avec des obstacles (les composants), ce type de configuration est cependant tres 
consommateur de n<I!uds. La petite taille des composants, dans lesquels est implantee 
Ia pastille de silicium, elle-meme encore plus reduite, Ia conductivite parfois faible 
des materiaux constitutifs de boitier (resine epoxy par exemple) conduit a des 
gradients relativement eleves, a l'origine d'un maillage resserre dans ces zones. La 
multiplicite des composants disposes sur une carte (usuellement de l'ordre de Ia 
dizaine) va amplifier rapidement Ia taille du modele. De plus, cote fluide, Ia presence 
de decollements et recirculations divers qui apparaissent periodiquement au 
voisinage des composants contribuent eux aussi a accroitre cette taille. 

Rappelons qu'avec les methodes usuelles a grille unique, Ie temps de calcul d'une 
methode iterative classique (Gauss-Seidel, Jacobi...) augmente de fa~on polynomiale 
avec le nombre de n<Wds : en resume, Ia complexite de Ia thermique locale dans le 
fluide autour des composants, liee a Ia multiplicite de ces composants ne peut alors 
que conduire a des difficultes de taille memoire et de temps CPU, lors de sa 
simulation. 
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1.3. Quelles reponses peut-on apporter aux modeles de grande taille ? 

Cette inflation de Ia taille des modeles n'est pas propre a Ia thermique, et on Ia 
rencontre aussi bien en mecanique ou en aerodynamique, de meme que dans de 
nombreux problemes ouvrant sur les phenomenes naturels (geophysique, 
meteorologie, pollution ... ). On a tente d'y apporter jusque Ia divers types de reponse 
parmi lesquels nous mentionnerons : 
- les techniques de reduction, issues de l'automatique, limitees jusqu'a aujourd'hui 
aux problemes lineaires [MER 86] et qui partent de l'etude de Ia structure meme du 
modele. 
- l'abaissement de Ia dimensionnalite du probleme lui-meme, en rempla~ant, par 
exemple, le domaine d'integration, par Ia frontiere qui le limite : c'est ce que mettent 
en reuvre les methodes dites d'integrales de frontieres, mais qui a notre connaissance 
n'ont guere vu de prolongement en direction des problemes conjugues [WRO 81]. 
- l'exploitation des nouvelles architectures de machines (calcul vectoriel et parallele), 
mais c'est Ia une demarche qui, se greffant sur les autres voies evoquees ici, seront de 
toute fa~on en mesure d'apporter leur propre contribution a l'amelioration des temps 
de calcul. 

Nous nous interessons plutot ici au developpement de techniques purement 
numeriques, susceptibles en particulier d'apporter en elles-memes un gain substantiel 
face aux problemes non lineaires des transferts conjugues : il s'agit d'une extension 
apportee aux differences, aux volumes, ou aux elements finis classiques et nous nous 
sommes pour cela appuyes essentiellement sur les travaux [BRA 77 et BRA 80] et 
[HAC 85] cites plus particulierement au paragraphe 1.5. consacre a Ia bibliographie 
sur ce sujet des multigrilles. 

1.4. Le principe des multigrilles et quelques exemples de strategies usuelles 

Tres sommairement, et nous y reviendrons au paragraphe suivant, le principe des 
multigrilles consiste, partant d'un maillage (ou grille) donne, a effectuer les calculs 
en utilisant une sequence de grilles deduites du maillage initial en en restreignant 
successivement le pas spatial. Des procedures adequates permettent un dialogue 
cyclique entre les differents niveaux de grilles (prolongations, restrictions). L'analyse 
frequentielle (au sens des frequences spatiales) de l'erreur de calcul a permis de 
mettre en evidence l'efficacite de cette procedure. 

1.4.1. Procedures a cycles fixes [HAC 85] 

Dans ce premier cas Ia trajectoire dans le plan (niveau de grille NG, nombre 
d'iterations NI) est parfaitement determinee, avant tout calcul, tant en ce qui 
concerne le nombre des iterations a chaque niveau de grille que revolution des 
prolongations (passage d'une grille grossiere a Ia grille fine Ia plus proche, symbole 
P), des restrictions (passage inverse, symbo1e R) et du lissage (resolution approchee 
de l'ensemble des equations du modele sur un niveau de grille donne, symbole L). 

A titre d'illustration, Ia figure 1 schematise une procedure connue d'apres Ia 
forme en V de sa trajectoire sous le nom de "cycle en V". lei le nombre des 
iterations est fixe comme uniforme sur chaque grille et l'enchainement des 
prolongations et des restrictions y est defini a priori. 

Observons qu'en operant ainsi les "retours" vers les niveaux les plus eleves 
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peuvent generer des perturbations (cf. § 2), du fait des interpolations ou 
prolongations necessaires. Pour remedier a ces defauts des variantes ont ete 
proposees, destinees a ameliorer les approximations foumies par les grilles 
intermediaires, telle celle dite de "cycle en W" (cf. figure 2). 

1.4.2. Procedures a cycles adaptatifs [BRA 77] 

A Ia difference des precedentes, Ia trajectoire associee a ces procedures n'est pas 
determinee a l'avance. Au contraire, elle resulte d'une gestion interne (cf. figure 3) 
qui est controlee par l'avancee meme du calcul : 
• sur le plan du nombre d'iterations a un niveau de grille donne, 
• sur le plan du choix, au depart d'un niveau de grille en direction d'une restriction 

ou d'une prolongation. 
Le detail de cette gestion, et des choix des criteres mis en jeu est presente dans le 

paragraphe 2. 

1.4.3. Traitement des problemes lineaires et non lineaires 

Une distinction qui sera expliquee en detail ulterieurement (cf. § 2) portera sur Ia 
gestion du transfert des informations d'un niveau de grille a !'autre. Retenons, en 
nous referant a la denomination anglo-saxonne, !'existence de deux procedures 
suivantes: 
• CS ("correction storage") pour les problemes lineaires, 
• FAS ("Full Approximation Storage") pour les problemes non lineaires. 

1.5. Rappels bibliographiques sur les multigrilles 

Indiquons tout d'abord que la methode des multigrilles n'est certes pas nouvelle 
en soi : elle a ete decrite systematiquement par les mathematiciens au debut des 
annees 60 et elle a constitue le point de depart du developpement d'une methode 
efficace pratiquee dans de nombreux domaines de la physique au cours des dix 
dernieres annees [HAC 85]. 

Nous allons maintenant brosser succinctement, et sans pretendre atteindre une 
classification universelle, un tableau des principaux travaux portant sur des 
multigrilles et en direction des equations differentielles partielles de type elliptique. 

1.5.1. Algorithmes des multigrilles a cycles fixes 

W. Hackbusch semble avoir ete le premier auteur [HAC 85] a etudier dans la fin 
des annees 70 le principe du schema de correction lineaire (CS), allie a une 
procedure de type cycle fixe (en V ou en W) eta l'appliquer a des problemes non 
lineaires mais linearises. 

D'apres son principe expose schematiquement au § 2.2.3, la procedure (nombre 
d'iterations, basculements vers les prolongations et restrictions entre les grilles 
emboitees) est en quelque sorte controtee "exterieurement" en ce sens que 
l'utilisateur fixe a l'avance le nombre des iterations locales et l'epoque des 
basculements de grille a grille. Dans !'approche de Hackbusch, un probleme non 
lineaire doit au prealable avoir ete linearise par un moyen convenable. L'experience 
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montre que cette technique ne pouvait toutefois etre tres performante que sur un 
probleme purement lineaire voire sur un probleme legerement non-lineaire et 
concemait de ce fait un nombre d'applications tres restreint. 

De plus, pour que le gain de temps de calcul soit substantiel, il lui fallait 
envisager de rechercher Ia sequence de cycles optimisee : le positionnement 
optimum de Ia trajectoire evoquee plus haut (cf. fig. 1) est en effet loin d'etre aise, et 
toute Ia difficulte reside dans Ia recherche de cette sequence optimisee. 

Face a un problenie a priori inconnu et complique, le veritable gain en temps de 
calcul peut, du fait de cette recherche necessaire, s'averer surestime. 

U. Trottenberg [TRO 80] a developpe un logiciel connu sous le nom de MGOO 
et destine a Ia resolution de !'equation elliptique lineaire du second ordre suivante : 

d2f d2f 
- A (x.y) dx.2 - B ( x.y) (}/ + C (x.y) . f = F ( x, y) 

avec des conditions aux limites donnees pour une configuration de geometrie 
rectangulaire. 

V. Pau et E. Lewis [PAU 86] ont applique Ia procedure du cycle fixe en schema 
de correction lineaire (CS) a l'algorithme SIMPLE bien connu dans les problemes 
d'ecoulement. L'un des problemes de cet algorithme reside dans !'equation de 
correction de pression et Ia convergence globale depend en particulier de Ia qualite 
de Ia solution de cette equation de pression. II est a noter que ces auteurs appliquent 
ici le schema CS avec des cycles en V a Ia seule equation de correction de pression 
consideree comme une equation lineaire. Les autres equations liees a Ia quantite de 
mouvement sont decouptees de Ia precedente et demeurent quant a elles justiciables 
d'une grille unique. Selon leurs constatations, pour le probleme bidimensionnel 

traite le gain de temps*, a precision egale de calcul, de cette version "multigrilles" 
est de l'ordre de 3 a 5 vis a vis de Ia methode de grille unique. 

U. Brockmeier, N.K. Mitra et M. Fiebig (1985) [BRO 86] ont effectue Ia 
resolution de l'ecoulement tridimensionnel, incompressible et stationnaire en utilisant 
le schema de correction lineaire avec cycle en V. lis ont retenu l'algorithme SOLA 
[HIR 75] conduisant a transformer !'equation de continuite en une equation du type 
de Poisson pour Ia pression. La encore, Ia technique de multigrilles est seulement 
appliquee a cette equation de pression. Le gain de temps de calcul est rapporte 
comme de l'ordre de 5 ~ 10. 

Remarquons que dans les quatre references evoquees plus haut, le travail expose 
a pour but essentiel, non pas de resoudre entierement en tant que telles les 
caracteristiques non-lineaires de l'ecoulement, rnais plutot de presenter une methode 
pour degager une equation lineaire justiciable des multigrilles. 

Algorithme de multigrilles a cycles adaptatifs 
Brandt [BRA 77] a fait porter son analyse non seulement sur le schema de 

correction lineaire CS (Correction Storage), mais aussi sur le schema de correction 
non-lineaire FAS (Full Approximation Storage) en utilisant l'algorithme des 
multigrilles a cycles adaptatifs. 

"' c'est-a-dire par convention le rapport temps CPU en grille unique/ temps CPU en grille 
multiple 
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Mentionnons ici une distinction proposee par l'auteur selon que Ia procedure 
commence sur Ia grille Ia plus fine (FAS) ou sur Ia grille Ia moins fine (FAS-FMG 
pour "Full Approximation Storage- Full Multigrid"). 

Ce travail est interessant : dans de nombreux cas d'ecoulement d'interet pratique, 
cet algorithme FAS - FMG apparait performant (gain d'un facteur 10 a 20) et le 
temps de calcul y augmente lineairement en fonction du nombre des nreuds et 
non plus seton une loi polynomiale. 

Dans les applications de cet algorithme FAS-FMG, il convient egalement de citer 
le travail numerique de S.P. Vanka [VAN 86, VAN 88], portant plus 
particulierement sur les ecoulements bi ou tri-dimensionnels en regime laminaire et 
ce dans des coordonnees soit orthogonales, soit curvilignes. II a utilise pour cela une 
relaxation de Gauss-Seidel symetrique, bloc par bloc. 

S. Sivaloganathan et G.J. Shaw ont ete les premiers [SN 88] et [SHA 88] a 
decrire une procedure de relaxation des multigrilles alliant globalement l'equation de 
correction de pression et celle de quantite de mouvement de l'algorithme SIMPLE 
propose par Patankar et Spalding. D'apres une analyse theorique [SHA 88], ils ont 
developpe une equation generate de correction de pression permettant de lisser 
toutes les erreurs de haute frequence dans tous les niveaux de grilles emboltees. II 
s'avere qu'un tel couplage entre les equations de quantite de mouvement et l'equation 
generate de correction de pression - dans tous les niveaux de grilles emboitees - peut 
accelerer considerablement la convergence. 

Plus recemment enfin M.C. Thompson et J.H. Ferziger ont developpe [THO 89] 
une procedure plus performante fondee sur la combinaison de la methode des 
multigrilles et de la technique de raffinement local a caractere adaptatif afin de 
garantir des resultats independants de la finesse de grille optimisee et ce dans de 
nombreux cas d'ecoulements complexes. Ces auteurs ont conclu a un avantage 
remarquable de cette nouvelle extension vis a vis des multigrilles a raffinement fixe : 
le gain se situe dans un rapport 2 a 50 

II est a remarquer que, dans l'ensemble des travaux cites plus haut, la motivation 
essentielle residait dans la mise en place d'une procedure performante pour resoudre 
globalement le probleme non-lineaire d'ecoulements isothermes impliquant le 
couplage entre !'equation de continuite et celle de quantite de mouvement. 

Reste a introduire l'equation de l'energie pour aller vers l'objectif essentiel de 
notre etude : la thermique des transferts conjugues, dans les systemes de cartes 
electroniques. 

1.6. Etude bibliographique de Ia modelisation des cartes de composants 
electroniques 

Nous ne mentionnerons pas tous les travaux plus classiques ou l'on ne tenait pas 
compte du caractere conjugue du transfert, ou de la presence des composants en tant 
qu'obstacles a l'ecoulement. Les etudes evoquees ne font pas necessairement appel 
aux multigrilles, ce qui montre en particulier que leur application a ce sujet est 
relativement recente, et par ailleurs la plupart des configurations traitees sont 
bidimensionnelles. 

S. Habchi et S. Acharya ont mene une etude numerique [HAB 86] par differences 
finies a grille unique, portant sur l'ecoulement mixte dans un canal vertical 
supportant un composant rectangulaire, et avec des conditions aux limites tres 
simples (temperature imposee ou paroi adiabatique). Ils ont constate que les champs 
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thermique et dynamique sont fortement sensibles au type d'ecoulements, a Ia 
geometrie, et aux conditions aux limites. 

G.S. Barozzi et E. Nobile ont ete a notre connaissance, les premiers a simuler 
moins approximativement le probleme des cartes de composants electroniques [BAR 
88]. 

La qualite de leur etude provient en particulier d'un meilleur degre de realisme : 
le probleme traite est celui d'un canal en convection forcee laminaire, canal dont les 
parois presentent une certaine epaisseur (d'ou Ia nature conjuguee du probleme) ; les 
composants au nombre de 3 sont de nature heterogene et seule une petite zone de ces 
composants est le siege d'une dissipation. Les materiaux presentent des conductivites 
thermiques nettement differentes (de 0,025 W/m.K pour l'air a pres de 250 W/mK 
dans Ia zone des composants). Les conditions aux limites sont de type cyclique, ce 
qui permet de simuler l'empilement des cartes cote a cote. 

Sur le plan numerique ces travaux utilisent Ia version SIMPLEC de l'algorithme 
SIMPLE, et resolvent Ia seule equation de Ia correction de pression par voie de 
multigrille. Les autres equations sont resolues par une technique de relaxation par 
!ignes zebrees alternees, lesquelles se pretent bien a un calcul sur machine a 
processeur parallele. 

Au-deJa de Ia performance numerique !'apport de ces travaux reside dans Ia 
visualisation des champs thermique et dynamique de cette configuration complexe, 
ainsi que dans l'acces a !'evaluation des flux parietaux locaux. 

Torok et Gronseth ont traite un probleme de thermique dans un canal supportant 
quatre composants identiques simules par des blocs d'aluminium en utilisant le code 
d'elements finis FIDAP a grille unique [TOR 88]. Avec ce code, ils retrouvent 
pratiquement - et ce pour un nombre de Reynolds de l'ordre de 1800 - les resultats de 
mesure effectues par Hacohen [HAC 85] et de correlation experimentale proposee 
par Wirtz et Dykshoom [WIR 84]. 

Plus recemment M. Afrid et A. Zebib ont etudie dans le cas d'une plaque 
vertica1e en convection naturelle avec des conditions aux limites simples (flux 
impose) Ia sensibilite a Ia dissipation d'energie, au nombre, a Ia position et a Ia taille 
de composant [AFR 89]. 

II a egalement fallu attendre 1989 pour voir aborder Ia simulation numerique du 
probleme electronique conjugue conduction-convection dans un cas d'ecoulement 
turbulent. A notre connaissance, C. Prakash (1989) a ete dans les premiers a 
presenter pour une configuration simple (un composant) les resultats concernant Ia 
visualisation des champs thermique, dynamique et de viscosite turbulente a l'aide du 
logiciel PHOENICS [PRA 89]. Rappelons enfin, pour memoire, qu'au LET, !'analyse 
des transferts conjugues dans cet environnement des cartes de composants 
electroniques a tout d'abord ete menee a l'echelle du composant lui-meme [MER 86], 
puis en prenant en compte !'interaction composant/carte/air, en convection naturelle 
([HUC 84] : association methode et volume de controle en grille unique) puis en 
convection forcee ([FER 87] : association methode nodale et differences finies en 
grille unique). C'est dans le cadre des theses plus recentes [WAN 92] et [FOU 97] 
que les multigrilles ont ete adaptees a Ia thermique des cartes de composants. 
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2. Le principe des multigrilles 

2.1. Presentation generale 

Nous allons tout d'abord justifier Ia motivation pour cet usage de grilles multiples 
- au demeurant emboitees Ies unes dans Ies autres - par !'analyse spectrale de I'erreur 
que !'on commet avec une methode iterative a grille unique lors de Ia resolution de 
!'equation de Ia chaleur. 

Partant d'une grille classique homogene, nous en viendrons tout d'abord a 
associer seulement 2 grilles emboitees, puis generaliserons ce processus en 
impliquant un plus grand nombre de grilles dans Ia meme et seule procedure de 
resolution des equations discretisees. 

2.1.1. Exemple d'analyse spectrale de l'e rreur commise par une methode iterative 
classique a grille unique 

De fa~on a simplifier !'introduction ulterieure des multigrilles, !'analyse theorique 
que nous proposons ici, aura trait a un probleme relativement simple, puisqu'il aura 
comme support le regime thermique stationnaire d'un element monodimensionnel, 
constituant un mur, de section unitaire, sournis a un flux uniforme genere en son sein 

(a raison de q W/ m3
) eta deux temperatures imposees a ses deux extremites. 

Raisonnant en coordonnees spatiales reduites a l'intervalle XE [0, I] pour une 
conductivite de 1 W/mK, Ie modele phenomenologique se met alors sous forme de 
!'equation differentielle : 

~T (x) + q = 0 xE [0,1] avec T(O) = T (1) = 0 (1) 

En installant une grille avec 2k+ 1 intervalles, avec 2 nreuds Iimites (aux extre

mites) et avec n = 2k+1- 1 nreuds inconnus, Ie pas d'espace est done: h = 1/2k+t. 

Le modele discret s'ecrit: LT =- q (2) 
avec pour I'operateur L : 

2 -1 

- 1 2 -1 0 

L=h-2 
-1 2 - 1 

0 

-1 2 -1 

-1 2 

T et q representent respectivement le vecteur des valeurs discretes des temperatures, 
et celui des sources de flux lineique aux differents points de Ia grille. 

Parmi les methodes les plus classiques, nous avons retenu ici pour Ia facilite de 
sa manipulation, Ia methode de Jacobi qui ecrit L = D - B en isolant ainsi Ia 
diagonale de L, selon : 
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0 0 
2 

2 0 1 

1 2 
D=h2 

0 

2 

La representation precedente conduit au processus iteratif suivant : 
Tj+1 = o-1 (B Tj- q) (3), soit 

Tj+1 = Tj- o-1 (LTj + q) (4), ou encore: 

Tj+ 1 = M Tj + N (5) 

0 1 

1 0 

Les matrices M (dite matrice d'iteration) et N s'ecrivent respectivement : 
h2 h2 

M = I - o-1 L = I - 2 L et N = - o-1 q = - 2 q I 

Notant Tela solution exacte, rappelons les definitions classiques concernant: 

• le defaut di = L Tj + q i\ l'iterationj, 

• l'erreur ei = Tj - Te i\ !'iteration j, · 

• le deplacement Bj+ 1 = Tj+ 1 - Tj des solutions approch6es, de !'iteration j i\ 
!'iteration j+ 1. 

Des lors, une nouvelle expression de l'algorithme peut s'ecrire : 
Tj+1 = Tj- o-1 cJ.i (6) 

Nous nous interesserons plus particulierement i\ Ia version de l'algorithme de 
Jacobi dite avec amortissement, laquelle se deduit de (6) par !'introduction du facteur 
d'amortissement ro e (0, 112) selon : 

Tj+ 1 = TL 2ro o-1 di 
La nouvelle matrice d'iteration devient des lors 

M =I- 2ro o-1 L =I- h2 ro L (7) 
Observons maintenant I'evolution de l'erreur au cours des iterations. Compte 

tenu de ce que Tj+ 1 = M Tj + N , et de Te = M Te + N , il vient par 
soustraction membre i\ membre : 

ei+1 = M ei, 
d'ou nous pouvons deduire : ei+ 1 ,;, Mi+ 1 eO 

Or les valeurs propres de L et M sont respectivement [HAC 85] 

pour L : A.~ = 4 b-2 sin2 (i1th/2) 

pour M : A.~ = 1 - 4 ro sin2 (i1th/2) 

ll leur correspond les vecteurs propres (communs a Let M) suivants: 
(l'indice v represente Ia composante du vecteur) 

(8) 
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V1 = [ J2h sin(V7t h)]v=l,n yi = [ J2h sin(Vi7t h)]v=l,n 

V
2 = [ J2h sin(v27t h) ]v = I," V" = [ J2h sin(Vn7t h)]v= t,n' 

La figure montre les valeurs propres de Ia matrice d'iteration 

M (A.~ = cos2 i7th/2) dans le cas l'amortissement vaut ro = 114. 
1 

La plus grande des valeurs propres de M, appelee le rayon spectral, est obtenue 
pour i = 1 : le taux de convergence correspondant associe sera tres faible, ainsi que 
le montre le raisonnement suivant. 

On peut en effet decomposer l'erreur sur la base des vecteurs propres de M, qui 

pour son estimation initiale vaut : eo = r -T e = L <Xi yi 

11 vient done pour e 1, compte tenu de la relation (8) : 

<Xi A.; yi 

En consequence, rendue a l'itere j, l'erreur aura comme decomposition : 

(9) 

On convient alors de separer en deux domaines I' ensemble des valeurs propres : 
• celui dit basse frequence associe aux valeurs propres correspondant a ih < 1/2, 
• celui dit haute frequence associe aux valeurs propres correspondant a ih > ~. 

L'equation (9) montre done que, puisque pour les hautes frequences (cf. fig. 4) 

les valeurs propres Ai sont petites, les composantes hautes frequences de ~ ont done 
tendance a disparaitre rapidement avec le nombre d'iterations. Ceci montre qu'une 
methode iterative telle que celle que nous utilisons ici (Jacobi amorti ro = 1/4) 
constitue en fait, pour l'erreur, un filtre amortissant rapidement les hautes frequences 

spatiales, ce qui peut encore se traduire (cf. fig. 5) en indiquant que l'erreur ei est 
plus "lisse" que l'erreur e0

• 

Cependant, les basses frequences associees aux valeurs propres proches de !'unite 
demanderont de nombreuses iterations avant de s'evanouir. 

La figure 6 schematise ces deux phases nettement distinctes du processus : 
- phase a : filtrage rapide des hautes frequences, 
- phase b : elimination tres lente des basses frequences. 
11 est fondamental d'observer que si l'on change de grille apres le filtrage des 

hautes frequences, et que l'on s'adresse alors a une grille plus fine, ce qui dans 
l'erreur demeurait basse frequence, peut devenir haute frequence sur Ia nouvelle 
grille. L'exploitation de cette remarque fait Ia l'objet du paragraphe suivant. 
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2.1.2. Principe d'un algorithme a 2 grilles 

Montrons tout d'abord !'amelioration du filtrage de l'erreur apportee par l'appel a 
2 grilles. 

Supposons qu'apres avoir elimine les hautes frequences de l'erreur relative a Ia 
2 I 

grille de depart (G ), on decide de poursuivre sur Ia grille (G ) deduite de Ia 
precedente en y eliminant un mx:ud sur deux (cf. fig. 7), les pas d'espace valant 
respectivement h2 et h1 = 2h2. 

Le calcul des valeurs propres des operateurs L2 (associe a Ia grille initiale G2, oii 
!'on a deja elirnine les hautes frequences associees a cette me me grille) et L 1 ( associe 

I 
a Ia nouvelle grille G ) est simple et conduit aux deux jeux de valeurs propres : 

J.o2= I - sin2 (i1th2/2) (grille fine) 

(grille moins fine) 

Compte tenu de ce que h1 = 2h2, il vient : 

Ao1 = 1 - sin2 (i1t h2) 

L'allure des valeurs propres relatives aux grilles G2 et G1 est indiquee par Ia figure 
8. 

Ainsi les composantes residuelles de l'erreur qui apparaissaient sur G2 comme 
des basses frequences - difficiles a elirniner par les iterations effectuees sur cette 
grille G2 - deviennent maintenant, en partie des hautes frequences susceptibles d'etre 
efficacement filtrees (c'est-a-dire sur peu d'iterations) sur G1

• 

En conclusion a Ia suite de cette etude sur !'analyse spectrale de l'erreur, il 
apparait que : 

1) Pour une grille - fine - donnee, les iterations filtrent rapidement les 
hautes frequences spatiales. 
2) Restent alors des basses frequences associees a des valeurs propres tres 
proches de !'unite et qui done, si !'on reste sur cette grille, demanderont de 
tres nombreuses iterations pour disparaitre (cf. fig. 6). 
3) II apparait done opportun d'envisager d'associer au moins 2 grilles, 
l'une fine pour les premieres iterations, !'autre plus grossiere, de fa~on a 
accelerer Ia reduction de l'erreur. 

Cependant, dans Ia pratique, se degageront un certain nombre d'operations 
elementaires dont nous mentionnons ici seulement Ia necessite, et qui seront 
precisees ulterieurement sur divers schemas de procedures multigrilles. II s'agit en 
fait: 

- du lissage (operation d'evacuation des hautes frequences de l'erreur) 
constitue de l'algorithme iteratif de base (ici Jacobi mais qui pourrait etre 
selon des cas remplace far Gauss-Seidel, ~u tout autre "lisseur") appele 

aussi bien sur Ia grille G que sur Ia grille G ; 

- de 2 operations de transfert d'information 
2 I 

• l'une, denommee restriction, permet de communiquer de G vers G . 
I 2 

• !'autre, denommee prolongation etablit une liaison de G vers G . 
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2.1.3. Principe d'un algorithme aM grilles 

Bien qu'ayant dans son principe contribue a ameliorer la convergence, la 
procedure a 2 grilles n'est pas encore suffisamment efficace en ce sens que sur la 

deuxieme grille al, vont quand meme subsister des basses frequences. L'idee 
consiste alors a iterer le processus de decomposition en M grilles emboitees dont la 

finesse va en decroissant : aM, aM-1, ... G I. 
I 

Ayant resolu rapidement l'equation phenomenologique discretisee sur G , on 
remontera par prolongations successives et eventuellement lissage (cf. fig. 9, suivie 
de fig. 3) jusqu'a la grille initiale : on aura alors amorce ce que l'on appelle un cycle. 
On arretera ces cycles lorsque par exemple le residu norme (cf. § 2.2) sera inferieur 
a un critere donne. 

2.2. Quelques exemples d'algorithmes multigrilles 

Nous allons maintenant entrer dans la presentation detaillee de quelques 
algorithmes de multigrilles en differenciant tout d'abord le cas des problemes 
lineaires et non lineaires, puis en introduisant deux strategies representatives 
concernant la gestion des changements de grilles. 

2.2.1. Algorithme de multigrilles sur les problemes lineaires (CS) 

Soit a resoudre I' equation en $ : 
L$=F (10) 

ou L figure un operateur continu et lineaire. 

Considerons, dans la grille la plus fine aM, l'equation originate de discretisation : 
LM $M = pM (11) 

LM est bien entendu un operateur lineaire discret et $M represente la solution 
exacte du probleme. 

Tout d'abord, on recherche une premiere approche 1/>M de la solution de 

I' equation discretisee et ceci de fa~ton classique, par une succession de relaxations sur 

aM, jusqu'au moment ou la vitesse de convergence se degrade. 

On dispose des lors 

• de la solution 1/>M 

• des residus (le residu est ici l'oppose du "defaut" defini au § 2.1.1) 
correspondants : 

fM ~ pM_ LM 1/>M (12) 

En fait la solution exacte $M diflere de son approche actuelle 1/>M , l'ecart etant 

represente par la correction 

yM=$M -1/>M (13) 

Done ameliorer la solution approchee 1/>M passe par une "bonne estimation" de 
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Ia correction vM, laquelle est au demeurant en principe d~ja liss~e. tout comme 

l'esti{>M . 

Appliquons a yM l'op~rateur LM : 

LMVM=LM(,M- q,M ), (I4) 

ce qui du fait du caractere lineaire de LM se transforme en : 

LM yM = LM 'M- LM I{>M , soit 

LM yM = pM- LM I{>M , ou encore : 

LMvM=fM (15) 

Estimer Ia correction yM passe done par Ia r~solution de l'~quation (I5) qui est 

formellement analogue a !'equation (II) initiate en'· Comme yM est d~ja purg~e 
des hautes fr~quences, nous allons en rechercher une approximation yM-I sur Ia 

grille aM-I. Pour cela il nous faut transferer l'equation (15) vers GM-1. C'est ici 

qu'intervient ('operation de restriction, R ~-I , laquelle permet de d~duire par 

elimination les caracteristiques {f, ,, ... ) aux nreuds de aM-I a partir de celles, 

maintenant connues aux nreuds de oM. Nous transfererons aussi les residus par : 

fM-I = R~-I (fM) (I6) 

Des lors le meme solveur qui a et~ utilise sur aM peut, sur CJM-I nous servir a 
lisser: 

LM-I yM-I = fM-I (I7) 

et nous fournit en peu d'it~rations et en partant systematiquement de !'estimation 

initiate yM-I= 0 une solution approchee V M-I de Ia correction a apporter a 

q,M mais estim~e seulement sur les points de aM-I. 

Reste done a effectuer une operation du style interpolation permettant de 

transf~rer V M-1 sur Ia grille oM, ce que nous r~alisons avec !'operation de 

prolongation P ~-I 

Des tors une am~lioration q,M de Ia solution en' peut s'~crire: 

(18) 

La procedure que nous venons d'exposer a mis en jeu les 2 grilles oM 

et oM-1. Cependant l'un de ses defauts provient (cf. equation 17) de ce que nous 

nous sommes content~s d'un simple lissage de yM-1. La solution finale q,M 
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contient done encore, tout comme yM-1 un taux de basses fn!quences non 
eliminees. L'extension vers les multigrilles consiste a iterer l'appel aux grilles 
emboitees et a calculer ainsi de grille en grille des corrections successivement 
apportees aux corrections primaires elles-memes. 

La figure 10 schematise le creur meme du processus evoque plus haut. 
Une particularite de cette procedure, liee au demeurant au caractere lineaire, 

reside dans le fait que mise a part Ia grille Ia plus fine, sur chaque niveau de grille, 
on n'opere pas sur Ia fonction·primaire f, mais les differents niveaux de correction 

(vM-1, yM-2, ... ), lesquels font en generall'objet d'un stockage provisoire d'oii 
l'appellation "correction storage" (CS). 

Nous renvoyons au § 2.2.3 pour preciser Ia strategie decidant des epoques de 
commutation entre grilles, ce qui ouvrira, vers les algorithmes dits soit a cycles 
"fixes", soit a cycles "adaptatifs", cette remarque s'appliquant dans son principe tant 
aux problemes lineaires qu'aux problemes non-lineaires. 

2.2.2. Algorithme de multigrilles pour les problemes non-lineaires ( FAS) 

L'algorithme de multigrilles presente iciest specifie aussi sous le nom FAS (Full 
Approximation Storage) dans Ia litterature. 

L'un des points qui le distingue du precedent (CS) reside, ainsi que nous allons le 

voir, dans le fait qu'au lieu d'operer - tout en les stockant - sur les corrections yk 

destinees a ameliorer les approximations yk+1, yk+2, ... et finalement la fonction 

q,M , dans Ia grille Ia plus fine, on opere ici a tous les niveaux de grille sur Ia 
fonction "primaire" cp elle-meme. 

Supposons que l'equation originate 
Lcp=F (10) 

ait tout d'abord ete lissee sur Ia grille aM, fournissant ainsi }'approximation 1/JM 

C'est dire alors que : 

LM 1/JM =FM -fM (19) 

Compte tenu de ce que LM q,M = pM, il vient alors par soustraction membre a 
membre: 

(20) 

Contrairement au paragraphe precedent, le caractere non lineaire de l'operateur L 
ne permet plus ici de faire apparaitre simplement Ia correction 
yM = q,M _ t/JM 

L'etape suivante va consister a transferer les operations sur Ia grille oM-1 oii l'on 
va, par lissage, filtrer une nouvelle sequence de hautes frequences. L'equation que 

nous cherchons a resoudre sur aM-1 sera precisement Ia restriction de l'equation 
(16): 

LM-1 q,M-1_LM-1 R ~-I 1/JM =R~-1 fM (21) 

soit encore LM-1 q,M-1 = pM-1 (22) 
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Ml -
avec pM-1 = RM- tM + LM-1 R ~-1 4JM 

L'estimation initiate de Ia solution de (22) pourra etre R ~- 1 4JM 

Le lissage de (22) nous ayant fourni l'approximation 4JM-1 , le probleme est 

alors de Ia prolonger vers Ia grille aM. 

La procedure de prolongation va consister a considerer pour correction : 

4JM -1 _ R ~-1 4JM 

vue sur Ia grille aM -1, a Ia prolonger en direction de aM selon -- --
p ~-1 ( 4JM-1 - R~-1 4JM ) 

et a en deduire : 

4JM = 4JM + p ~-I ( 4JM -1 _ R~-1 4JM ) 
Notons, a titre de remarque que : 

PM R M-1 AIM ::1:- mM 
M-1 M 'I' 'I' 

(23) 

La procedure se generalise au cas de M grilles, Ia motivation residant dans le fait 

que Ia solution approcbee 4JM -1 peut elle-meme resulter d'un lissage par 

plusieurs niveaux de grilles. 
Mentionnons ici que selon A. Brandt [BRA 77] cette procedure s'avere plus 

efficace en cas de maillage heterogene et ce y compris dans le cas de problemes 
lineaires. 

Indiquons enfin que le demarrage de Ia procedure peut s'effectuer, tel que nous 
l'avons evoque, c'est-a-dire au niveau de Ia grille Ia plus fine. Cependant, une 
variante [VAN 86] dite FAS-FMa (pour Full Approximation Storage-Full 
Multigrid) demarre au niveau de Ia grille Ia plus grossiere : cette strategie s'avere 
plus efficace en cas de probleme fortement non lineaire. 

2.2.3. Les strategies de gestion des changements de grilles 

En fait, que le probleme demeure lineaire ou non lineaire, l'organigramme de 
l'algorithme, dans ses grandes lignes demeure analogue. Cependant, seton Ia strategie 
du controle des epoques auxquelles ont lieu les changements de grilles - et des 
operations de prolongation ou de restriction associees - apparaissent plusieurs 
families d'algorithmes, dont nous pn!sentons ci-apres deux exemples. 

2.2.3.1. Algorithme avec cycles fixes 

Nous allons tout d'abord commenter en detail un exemple de tel algorithme a 
cycle "fixe", dans le cas d'une procedure FAS-FMa, qui demarre dans ses iterations 

I 
au niveau de Ia grille Ia plus grossiere (a ). Pour cela, nous allons nous appuyer sur 
Ia "trajectoire" de la procedure visualisee dans le plan (niveau de grille Na, 
iterations Nl). L'idee essentielle reside ici dans le fait que sur chaque niveau de 
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grille, le nombre d'iterations est fixe a priori et la "trajectoire" evoquee plus haut est 
done elle-meme globalement fixee a l'avance. 

On distingue, liee ici au choix de la procedure FAS-FMG, une phase de 
demarrage, suivie d'une sequence de cycles. 

I 
Partant de Ia grille G , oil l'on opere un nombre a priori eleve d'iterations, la 

phase de demarrage "s'eleve" progressivement vers les niveaux de grilles les plus 
fines. Cependant, chaque prolongation est susceptible d'engendrer des basses 
frequences, en consequence une prolongation vers un nouveau niveau de grille est 
suivi d'une serie de filtrages de ses basses frequences et done de retours vers les 
grilles les plus grossieres (cf. fig. 9). 

Une fois la grille la plus fine atteinte, on entre alors dans une sequence de cycles, 
dont la forme de la trajectoire a ete imposee ici sous forme de "V". Une variante 
possible consiste, dans la phase cyclique, a imposer une evolution en forme de w 
c'est-a-dire que l'on y conserve la strategie de filtrage des basses frequences -
induites par une prolongation - par retour immediat sur les niveaux de grilles 
inferieurs (cf. fig. 1 et 2). 

Cependant, il reste a preciser que le choix optimum du nombre des iterations par 
niveau, et le nombre de cycles, ne peut pas se definir a priori : seule une serie 
d'essais successifs pourront conduire a garantir la qualite de la solution en examinant 
par exemple !'evolution des residus ainsi que leur valeur finale. 

2.2.3.2. Algorithme avec cycle adaptatif 

La encore, et en raison de !'application que nous menerons ulterieurement au 
probleme conjugue, nous allons analyser le principe du cycle adaptatif sur la 
procedure de type FAS-FMG. 

A la difference du cas du cycle fixe, la trajectoire du plan (niveau de grille, 
iterations) n'est plus fixee a l'avance, mais se trouve controlee automatiquement par 
le calcullui-meme, lequel s'appuie dans ses choix, sur !'evolution du residu : 

- au cours des iterations sur une grille donnee, 
- entre deux grilles. 

Le choix du nombre des iterations et de la nature des changements de grilles 
(prolongation ou restriction) s'adapte spontanement aux difficultes locales du calcul : 
cela constitue un progres en ce sens qu'il n'y a plus a rechercher une trajectoire 
optimal e. 

Examinons maintenant quelques details concernant ce cycle adaptatif. 
Definissons tout d'abord le residu norme r [HAC 85], selon : 

I <I <fij>; 
r = 

i,j e 

Ne * Nn 
(24) 

Ne et Nn figurent respectivement le nombre d'equations traitees (par exemple : 
conservation de la masse, des quantites de mouvement, de l'energie ... ) et le nombre 
de n<!!uds. Les sommations du numerateur portent sur le residu local (fij)e pour 
toutes les equations (e) et pour tousles nreuds (i,j). 

Mentionnons qu'en cas de probleme non lineaire, les coefficients de 
discretisation font l'objet d'une mise a jour dynamique, c'est-a-dire apres chaque 
iteration, pour un niveau de grille donnee. De plus les procedures de prolongation et 
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de restriction (incluant le calcul du second membre F et celui de Ia correction) ont 
ete deja presentees au § 2.2.2. 

Comment s'effectue Ia conduite automatisee du calcul ? 
Elle s'appuie en particulier : 

- sur l'evaluation de Ia vitesse de convergence, sur une grille donnee : 
rq+l/rq, q etant l'indice d'iteration. 
- sur l'evolution du rapport des residus entre 2 grilles r1+W· (ou r1f,J+I) 
I figurant l'indice de grille. 

Tout comme pour le cas des cycles fixes, le diagramme (niveau, iteration) 
presente une phase de demarrage, sui vi d'une phase avec "cycles". 

Detaillons tout d'abord Ia phase de demarrage, laquelle conduit du niveau I, au 
niveau M de Ia grille Ia plus fine. 

On recherche tout d'abord sur Ia grille 1, une solution relativement precise ; les 
calculs y sont conduits jusqu'a ce que le residu r y atteigne une valeur suffisamment 

faible (valeur choisie a priori mais dependant du probleme : par exemple w-5 en 

convection forcee, rnais 10-7 en convection naturelle), ou bien encore jusqu'a ce que 
soit epuise le contingent d'iterations allouees (exemple 50 iterations). 

Vient alors Ia prolongation vers le second niveau. Interviennent alors 2 criteres, 
ainsi que le resume Ia figure 11 et qui conceme tous les changements de grille dans 
Ia phase de demarrage. La pratique nous a fait fixer les coefficients a entre l et 10 et 
11 de l'ordre de 0,6. 

Arrive un moment ou Ia phase de demarrage s'acheve par le transfert au niveau 
de grille le plus eleve. Des lors le schema de contrOle est legerement modifie, et 
devient celui de Ia figure 12. Le parametre 11 reste ici de l'ordre 0,6 alors que nous 
avons utilise une valeur de£ de l'ordre de 0,3. 

Le processus s'acheve lorsque sur Ia grille la plus fine, le residu norme est 
inferieur a une valeur affichee par l'utilisateur (un ordre de grandeur peut etre 
de w-5). 

3. Application a Ia resolution d~ equations de Navier-Stokes et de l'energie 

L'algorithme des multigrilles combine avec la technique des volumes finis est ici 
mis au point pour resoudre un probleme stationnaire, traduit par un systeme 
d'equations aux derivees partielles du type elliptique, impliquant en particulier les 
equations de Navier-Stokes. La methode des volumes finis est presentee de fa~on 
detaillee en [PAT 80], et nous en rappellerons ici seulement les lignes generales. 

11 est bien connu que chacune des equations phenomenologiques de conservation 
- relatives A Ia variable ~ - peut etre ecrite sous Ia forme generate continue, 
stationnaire et - pour alleger l'expose - bidimensionnelle suivante (geometrie 
cartesienne ici) : 

a a a ( Jf/J) a ( Jf/J) ax (pui/J)+ ay (pvi/J) =ax r, ax + (Jy r, (Jy +S, (25) 

ou r ~ est un coefficient de diffusion qui peut etre Ia conductivite thermique 
(equation de l'energie) ou la viscosite (equation de conservation de Ia quantite de 
mouvement), et S~ un terme de source qui, dans l'equation de conservation 
dynamique, contient le gradient de pression et les forces volumiques eventuelles. La 
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fonction cjl represente quant a elle les composantes de vitesse, u, v, ainsi que les 
autres grandeurs scalaires, telles que la temperature T, voire l'energie cinetique de 
turbulence k et la dissipation de l'energie cinetique de turbulence E. 

Suivant en cela Patankar, un jeu de deux maillages entrelaces est utilise sur 
chaque niveau de grilles, l'un pour les variables scalaires (p,T, ... ), l'autre pour les 
vitesses. 

La methode des volumes finis proprement dite consiste a ecrire en un noeud Ia 
version discretisee de l'equation (25), puis a l'integrer sur le volume fini associe a ce 
m~:ud. Ceci conduit, pour la variable cjl , a une ecriture du style : 

ap 
(pucjl )e Ae- (pucjl )w Aw + (pucjl )n An - (pucjl )~ As = (r cjl a )e Ae 

~ d~ -( r cjl ac_ )w Aw + (r cp : )n An -( r cp dy )s As + Sq, ~x ~y (26) 

ou Ai designe l'aire de l'une des faces du volume fini (les notations e pour est, w 

pour ouest. .. sont classiques) et ~x et ~y les increments en x et en y. 
Reste alors a postuler une loi de variation de la variable cjl entre les nreuds, de 

fa~on a pouvoir evaluer les grandeurs a l'interieur et a l'interface des volumes. Parmi 
plusieurs schemas de discretisation existants (amont, Hybride, PL (Power Law) ... 
etc.), nous avons choisi, pour les performances (precision, stabilite) le schema connu 
sous le nom de "Power Law", dO a Patankar [PAT 80]. 

Apres incorporation de ce schema a l'equation precedente, on obtient pour 
chaque cellule du maillage et pour chaque equation de conservation, une equation 
algebrique de la forme suivante : 

apcjlp - aNcjlN - ascps - aEcjlE - awcpw = Sq, ~x ~y (27) 
ou les ai representent des expressions contenant des vitesses, coefficients de 
diffusion et des donnees geometriques du maillage. De fa~on a relier notre 
representation a celle utilisee precedemment lors de !'introduction les algorithmes 
des multigrilles, introduisons les notations suivantes : 

tPw 
~E 

L = [- aw- aE ap- as- aN] cjl= ~p etF= Sq,~~y 

~s 

~N 

Des lors I' equation (27) peut etre ecrite : L cjl = F (28) 
formulation maintenant justiciable des multigrilles. L'interaction pression-vitesse y 
sera traitee en utilisant pour lisseur la procedure de relaxation SIMPLEC [VAN 84] 
introduite dans l'algorithme des multigrilles de type FAS-FMG (cf. § 2). 

Rappelons que cette procedure SIMPLEC retenue procede dans ses etapes 
elementaires en 2 temps : 

• un prelissage des vitesses u* et v* a partir des seules equations de 

quantite de mouvement et pour une pression estimee a priori po. 
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• une correction p' de Ia pression, induisant une correction u' et v' des 
vitesses. C'est ici l'equation dite de correction de pression qui est en jeu. 

On obtient alors un nouveau champ (u* + u', v* + v', et p0 + p'). 
Pour ce qui est du calcul des temperatures, observons que dans le cas de Ia 

convection forcee, le decouplage adrnis entre l'equation de l'energie et les equations 
de Ia dynamique permet de resoudre en deux temps : 

1. Une operation de type multigrille est conduite sur Ia seule recherche du champ 
dynarnique 

2. Ayant les vitesses on resout alors, toujours par multigrilles, l'equation de 
l'energie. 

Par contre, dans le cas de convection naturelle ou rnixte, et dans le cas de 
convection forcee avec des proprietes physiques dependant de temperature, le terme 
de poussee "therrnique" et les proprietes physiques doivent etre evalues dynarnique
ment dans les equations de quantite de mouvement : cela ne permet plus le 
decouplage precedent et la procedure de resolution presente alors un caractere global 
a l'egard des equations de l'energie et de quantite de mouvement. 

Les operations de restrictions s'obtiennent en prenant Ia moyenne des valeurs 
voisines, et les prolongations a l'aide d'interpolations bilineaires. Les details de ces 
operations figurent par exemple en [WAN 92]. 

4. Application a I' analyse des transferts conjugues dans les cartes 

4.1. Introduction 

II est commun aujourd'hui de constater que Ia duree de vie des circuits integres et 
composants electroniques les plus frequents (regulation industrielle, rnicro
informatique, telecommunications, ... ), est tres fortement liee a Ia temperature de 
fonctionnement de leur element actif a base de silicium : leur "puce". Pour quantifier 
le role crucial de Ia therrnique, remarquons qu'une augmentation de 10°C de cette 
temperature de puce reduit de 50 % Ia duree de vie d'un circuit integre et double son 
taux de pannes. En vue de la maitrise du controle therrnique de ces systemes 
electroniques, on con~oit dans ces conditions combien il est important d'etudier les 
transferts de chaleur qui sont supposes ici conjugues, de type conduction (a 
l'interieur des structures) et convection (l'ecoulement et I' interface structure/ 
ecoulement). 

Nous utiliserons l'algorithme FAS-FMG expose dans les paragraphes precedents. 
Nous schematiserons tout d'abord Ia configuration traitee, et illustrerons le fonction
nement des multigrilles. Nous presenterons enfin un exemple illustrant les resultats 
obtenus dans le cas d'un seul composant (ecoulement larninaire, stationnaire). 

4.2. Description du probleme 3D 

Le modele physique qui sera etudie est represente par Ia figure 13. Notons tout 
d'abord, que nous avons suppose ici une periodicite laterale (dans Ia direction z), 
c'est dire que les conditions aux lirnites correspondantes traduisent une symetrie des 
grandeurs therrniques et dynarniques, relativement aux plans verticaux lateraux 
z = Lw/2 et -Lw/2. Cette hypothese a pour objectif de simuler une serie de 
composants identiques montes cote a cote dans Ia direction transversale z. 
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Comme nous pouvons le remarquer, les grandeurs physiques et geometriques 
sont egalement symetriques par rapport a la surface (z=O). Ainsi, nous pouvons 
considerer, pour notre calcul, Ia moitie du domaine represente dans cette figure 13 
(O < x < L , o < y < H+2e , o < z < Lw/2). 

Le probleme est ici de type convection forcee. Les conditions aux lirnites 
therrniques dans Ia direction z sont du type cyclique. La vitesse et .}a temperature 
d'entree sont respectivement Ue = 1 rn/s et T e = 20 oc. Le composant electronique, 
de longueur LL, de largeur LT. de hauteur B, siege d'une dissipation de flux Q = I 
W est localise a une distance LE de !'entree du canal. Mentionnons que Ia puce de 
longueur lx et de largeur lz est localisee au centre du composant. 

Les dimensions geometriques reperees sur Ia figure 13, sont definies dans le 
tableau 1, ainsi que les proprietes physiques. Les autres dimensions concernant le 
composant seront precisees ulterieurement selon les cas etudies. 

Grandeur Valeur Grandeur Valeur 
L(mm) 200 B(mm) 4 
H(mm) 11 lx (mm) 5 

LE(mm) 20 lz(mm) 5 
e(mm) 1.6 O(W) 1 

Lw=LT+Ls 30 conductivite composant: 0.7 

(mm) (W/m.K) carte: 2 
air: 2.5x10-2 

Tableau 1 - Les dimensions geometriques et les valeurs des parametres 
thermophysiques 

4.3.1A schematisation bidimensionnelle 

De farron a evaluer les effets tridimensionnels, precisons ici que, pour 
schematiser le probleme reel 3D en un probleme 2D simplifie, nous avons considere 
que !'extension du composant est supposee uniforme et non pas discrete dans Ia 
direction z et il en est de meme pour Ia puce (cf. fig. 14). 

La densite surfacique est calculee en assumant une distribution uniforme dans Ia 
puce (cf. fig. 15). Nous transformons alors Ia puissance reelle Q (W) dissipee dans Ia 

puce en une densite surfacique q (W/m2) selon !'expression : 

q - _jL 
- Lzlx 

La puissance Q sera supposee distribuee uniquement sur Ia puce (cas a : 
Lz = lzf2), sur Ia largeur du composant (cas b : Lz = Lr/2), ou sur Ia totalite du canal 
(cas c: Lz = Lw/2). 

4.4. Quelques caracteristiques de fonctionnement des multigrilles 

Nous mentionnons tout d'abord un exemple de "reglage" de Ia procedure et plus 
particulierement de son demarrage. 

L'exemple a trait a un modele 2D (1 canal, 1 seul composant, flux distribue selon 
le cas b de Ia figure 15). La strategie de commutation entre grilles est de type 
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adaptatif, sauf au demarrage ou il s'agit de regler de fa~on optimale le nombre 
d'iterations sur Ia grille grossiere G1 (machine DEC 3100- 15 Mips). La figure 16 
montre qu'en y imposant un long sejour initial (cas 2) on filtre efficacement les 
composantes de l'erreur qui plus tard seront associees aux basses frequences de Ia 
grille fine G3. A meme duree de simulation (8 mn), les residus mais surtout Ia 
conservation du debit &h sont nettement ameliores. A l'inverse, un premier lissage 
insuffisant sur G1 (cas 1) conduit, a performance egale a un temps CPU 5 fois plus 
eleve, et s'accompagne d'une mauvaise gestion des grilles (absence de retour a G1). 

n est egalement interessant de concretiser par les figures 17 et 18 : 
• Ia croissance quasi lineaire de Ia consommation en temps CPU avec les 

multigrilles (cf. fig. 17), 
• l'efficacite flagrante des multigrilles, comparees a une technique a grille unique 

(fig. 18). 

4.5. Quelques resultats significatifs 

La necessite de prendre en compte le caractere 3D apparait tout d'abord tres 
clairement sur Ia figure 19 qui demontre qu'aucune des schematisations 
bidimensionnelles n'est susceptible d'approcher les predictions du modele 3D : l'ecart 
est au mieux de 30°C sur Ia temperature de puce, ce qui n'est pas admissible, compte 
tenu de I' observation effectuee au debut de ce paragraphe 4. 

II est par ailleurs intuitif que le modele 2D doit necessairement surestimer les 
echanges sur Ia face superieure du composant : l'air ne peut evidemment contourner 
partiellement l'obstacle, comme le permet le modele 3D. Cette remarque est 
confmnee par Ia figure 20 qui montre effectivement Ia tendance du modele 2D a 
cette surestimation. Entin, et c'est bien Ia une des performances nouvelles du modele 
3D, il fournit des indications importantes sur les transferts relatifs aux parois 
laterales (cf. fig. 21). 

5. Conclusions 

Face au defi pose par Ia complexite croissante des systemes a analyser, et a 
l'inflation de Ia taille des modeles qu'il est necessaire de mettre en place, le 
thermicien doit adapter ses outils de modelisation. Diverses directions ont ete 
suggerees pour cela au paragraphe 1.3. Parmi celles-ci, nous venons de presenter les 
multigrilles, et les avons appliquees a Ia modelisation des transferts conjugues 
(conduction/convection) dans les cartes de composants electroniques. Les 
performances en ont ete demontrees, avec en particulier une dependance quasi
lineaire du temps CPU a l'egard de Ia taille du modele. Cependant, leur maitrise 
requiert un certain doigte, et Ia recherche d'un reglage optimum en particulier en cas 
de cycles adaptatifs. 

Cet effort s'avere tout a fait paye en retour, et nous avons pu montrer sur un 
exercice simple l'absolue necessite de prendre en consideration le caractere 
tridimensionnel des transferts. De tres nombreuses etudes ont pu etre poursuivies 
dans ce.contexte des cartes electroniques gr~ce a cette adaptation des multigrilles, et 
pour citer les recents progres obtenus, indiquons que nous venons d'introduire Ia 
prise en compte du rayonnement. 
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Fig. 3. Schematisation de Ia procedure a cycles adaptatifs 

Fig. 4. Distribution des valeurs prop res de Ia matrice d'iteration 

(JACOBI: w = ~ ) 
4 



668 Revue europeenne des elements finis. Volume 6- no 5-6/1997 

Fig. 5. Effet de lissage spatial de 
l'erreur au cours des iterations 
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Fig. 10. Schematisation de Ia restriction et de Ia prolongation 
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Fig. 13. Le modele physique et ses coordonnees 
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Fig.14. Du modele 3D simplijie (a) au modele 2D (b) 
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