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presentees les lois phinomenologiques de comportemellt des matiriaux solides. Au travers 
d'exemples, nous presentons les differents termes du bilan d'energie, en particulier ceux qui 
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coup/age. L'integration des lois de comportement couplies dans un code de calcul eLements 
finis est ensuite abordee. Enfin, nous diveloppons quatre exemples d'application qui illustrent 
les demarches presentees ci-dessus. 
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1. Introduction 

L'etude des lois de comportement des materiaux solides est un domaine de 
recherche cle de la Mecanique des Milieux Continus. D'origine phenomenologique, 
les equations constitutives du comportement viennent completer celles provenant 
des grands principes de conservation de la Physique (masse, mouvement, energie). 
Dans la pratique, elles sont utilisees par l'ingenieur qui cherche a dimensionner une 
structure, a maitriser un processus de mise en forme, a predire la duree de vie d'un 
composant. Elles representent, avec les conditions de chargement aux limites, 
l'essentiel de la Physique integree dans un code de calcul aux elements finis. 

A l'heure actuelle deux grandes voies de recherche sont envisagees pour obtenir 
ces relations de comportement. 

Une premiere voie est macroscopique ; elle utilise le cadre de Ia 
Thermodynamique des Processus Irreversibles. Celui-ci offre au mecanicien 
"rheologue" une structure souple et coherente lui permettant de traduire au travers 
de variables d'etat internes, les consequences macroscopiques d'evenements 
microstructuraux nombreux, complexes et souvent couples. Depuis une vingtaine 
d'annees, cette approche des lois de comportement a variables internes a fait ses 
preuves ! Elle a permis d'aborder, avec une certaine reussite, Ia modelisation des 
mecanismes d' ecrouissage, des effets visqueux, des phenomenes de vieillissement et 
d'endommagement [LEM 85, GER 86, FRA 91]. 

Toutefois, en partie grace a I' augmentation constante des puissances de calcul et 
au developpement des moyens informatiques dans Ies Laboratoires, une autre voie 
d'approche, plus deductive s'est considerablement developpee ces dernieres annees. 
Celle-ci part de la connaissance de parametres et mecanismes de deformation a une 
echelle dite microstructurale; c'est done par un changement d'echelle, en effectuant 
ce qu'on appelle communement un passage micro-macro, que Ies lois de 
comportement macroscopique sont alors obtenues. De beaux succes sont a mettre au 
compte de cette nouvelle approche :description fine des mecanismes d'ecrouissage 
de metaux, predictions plus realistes des caracteristiques elastiques macroscopiques 
des materiaux composites tels que Ies composites a fibres, les multicouches, etc., 
[CHR 79, ASH 89, GAY 89]. 

Parallelement aux efforts constants realises par de nombreux centres de 
recherches pour tenter d'etendre Ie domaine de validite des modeles de 
comportement, le point de vue qui est expose dans ce qui suit, consiste a adjoindre 
aux criteres de validite mecanique, des criteres de validite energetique fondes sur 
}'observation experimentale [CHR 89, CHR 92a, CHR 96]. L'objectif, ici, est de 
pouvoir tenir correctement compte dans les calculs des manifestations thermiques et 
energetiques liees aux processus de deformation. Cette double approche de l'etude 
des lois de comportement va a l'encontre d'habitudes encore repandues en 
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Mecanique des Solides. En effet, pour des vitesses de sollicitation mecanique lentes 
(essais quasi-statiques), Ia chaleur volumique des materiaux solides etant tres elevee 
(comparativement a celle des gaz), les variations de temperature induites par Ia 
deformation restent souvent faibles. C'est pourquoi ces processus sont encore 
souvent assimiles a des processus isothermes. II convient de remarquer que cette 
attitude, somme toute naturelle sur un plan strictement thermique, prive du meme 
coup le mecanicien de possibilite de controle sur le plan energetique 
(thermodynamique) de ses modeles de comportement. En negligeant les variations 
de temperature induites par le processus de deformation, il elimine Ia possibilite 
d'effectuer des bilans complets d'energie. 

Cet article s'adresse done aux utilisateurs de codes de calcul peu familiarises 
avec le formalisme thermodynamique utilise en Mecanique des Solides pour 
presenter les lois de comportement dites a variables internes. 

Le cadre de travail, se fondant a Ia fois sur les acquis de Ia Mecanique des 
Milieux Continus et sur ceux de Ia Thermodynamique des Processus Irreversibles, 
sera precise dans une premiere partie ; on cherchera a illustrer par des exemples 
concrets le role physique joue par les differents termes intervenant dans le bilan 
d'energie. Chaque etape sera presentee de fa~on a faire apparaitre progressivement 
dans les equations de comportement, les mecanismes de couplage thermomecanique. 

Dans une deuxieme partie, les concepts et outils propres aux passages micro
macro seront introduits en se focalisant, une fois encore, sur les aspects "couplage". 
Puis, l'integration proprement dite de ces couplages dans un code de calcul par 
elements finis ainsi que les methodes numeriques employees seront abordees. En fin 
d'article, quatre exemples d'application seront developpes. lis illustrent les deux 
demarches evoquees plus haut et ont ete intitules : 

• modelisation macroscopique de Ia localisation de Ia deformation dans des 
materiaux thermosensibles, 

•modelisation macroscopique des transformations martensitiques dans les 
alliages a memoire de forme, 

•approche multiechelle des transformations martensitiques dans les alliages a 
memoire de forme, 

•approche micro-macro des contraintes d'origine thermique dans les materiaux 
composites. 

2. Cadre thermodynamique 

La Thermodynamique offre, pour l'etude du comportement des materiaux, un 
cadre de modelisation de plus en plus utilise. De nombreux ouvrages non seulement 
de recherche mais aussi d'enseignement, presentent les lois de comportement dans 
un cadre thermomecanique [GER 83, LUB 90, MAU 92]. 
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C'est Ia Thermodynamique des Processus Irreversibles (TPI) du proche equilibre 
qui sera utilisee ici [BOC 76, CAL 85]. D'autres formalismes existent (TPI etendue) ; 
nous renvoyons le lecteur interesse a Ia bibliographie suivante [JOU 93, MUS 93]. 
Dans !'approche adoptee ici, les concepts de Ia thermostatique sont extrapoles a des 
situations hors equilibre (methode de l'etat local). Nous rappelons brievement ci
dessous Ies principes qui sont a Ia base de cette theorie. 

2.1. Systeme thermodynamique- Variables d'etat- Potentiels 

Un milieu continu est considere comme un systeme thermodynamique. A toute 
particule de ce systeme, on associe un element de volume que l'on suppose 
homogene interprete comme un sous-systeme thermodynamique. Pour decrire 
!'evolution d'un systeme, on introduit alors Ia notion de processus, suite continue 
d'etats par lesquels passe ce systeme. Si celui-ci est globalement hors equilibre, il est 
alors considere cornme une reunion de sous-systemes en etat d'equilibre ; dans un tel 
cadre, les evolutions sont qualifiees de quasi-statiques c'est-a-dire, constituees d'une 
succession d'etats d'equilibre. 

A l'equilibre, un systeme thermodynamique est decrit par n + 1 variables 
independantes, scalaires ou tensorielles, appelees variables d'etat. Parmi ces n + 1 
variables certaines sont observables (par exemple Ia temperature T, Ia deformation 
E). Pour caracteriser completement l'equilibre thermodynamique, il est souvent 

necessaire d'introduire d'autres variables d'etat ; ces variables supplementaires sont 
qualifiees dYnternes. Biles recapitulent l'histoire du systeme associee aux 
evenements microstructuraux jusqu'a !'instant t : accroissement de Ia densite de 
dislocations, changement de phase, endommagement, rnicrofissuration, etc. Cornme 
variables internes, on utilise frequemment des tenseurs comme ceux des 
deformations elastiques ou plastiques ; lors de changements de phase Ies proportions 
de phase des differents constituants sont sou vent choisies. 

On appelle potentiel thermodynamique, toute fonction reelle des variables d'etat 
permettant de decrire, dans notre cas, Ies proprietes thermomecaniques des systemes 
a l'equilibre. Les principes de Ia Thermodynamique vont introduire deux potentiels 
fondamentaux: l'energie interne du systeme et son entropie. 

2~2. Principes de Ia thermodynamique 

Soit Sun systeme thermodynamique a l'equilibre; S sera souvent un element de 
volume du milieu continu considere. Pour !'instant, prenons S' une partie quelconque 
de S et notons (a0,a1, .. ,an) Ies n+l variables d'etat, D son domaine 

geometrique et uD sa frontiere. 
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2.2.1. Conservation de l'energie 

Si E est l'energie interne de S', e son energie interne specifique et K .son 
energie cinetique dans un repere galileen ~. on a alors par definition : 

E = J pedx , K =~J pv.vdx (1) 

D D 

oii v et p designent respectivement Ia vitesse d'un point courant et Ia masse 

volumique du milieu considere. 
En notant re Ia densite volumique de source de chaleur d'origine externe 

echangee avec le milieu exterieur, q Ie vecteur courant de chaleur, alors Ia 
puissance calorifique Q' echangee par Ie domaine D avec l'exterieur s'ecrit : 

Q' = J redx- J q.iida. 
D JD 

L' energie totale C du systeme thermomecanique g est, par definition : 

C= E+K. 

La loi de conservation de l'energie s'ecrit avec ces notations : 

de -P Q' -- + dt e ' 

(2) 

(3) 

(4) 

oii f!. est Ia puissance des efforts exterieurs exerces sur S. En utilisant Ie theoreme 

des puissances virtuelles, on obtient en prenant comme champ de vitesse le champ 
reel, une ecriture du principe de conservation de l'energie independante du choix du 
repere ~: 

(5) 

avec P,. = J pv.jdx et P; =-J C1 : D dx oii (1 est le tenseur des contraintes de 
D D 

Cauchy, D le tenseur vitesse de deformations, P,. Ia puissance des quantites 
d'acceleration pr du systeme et P; Ia puissance des efforts interieurs ~ S. Or, on a: 

P =!!_[.!.Jpv. v dx] = dK. 
a dt 2 dt 

D 

(6) 
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En vertu des equations (3- 6) , on obtient alors : 

dE=-P+Q'. 
dt I 

(7) 

Si on note Pi = -a : D la densite volumique de puissance des efforts interieurs, on 

peut alors ecrire : 

(8) 

Le principe de conservation de la masse et le theoreme de Ia divergence nous 
permettent d'avoir une ecriture locale de !'equation de conservation de l'energie sous 
la forme suivante : 

de d" _ 
P-=-p-+r.- zvq. dt I I! 

(9) 

2.2.2. Second principe - inegalite fondamentale 

On suppose qu'a chaque instant t et pour tout element du systeme, on peut definir 
une fonction d'etat scalaire notee s appele entropie speci.fique de telle sorte que 
l'energie specifique soit une fonction monotone croissante de s et que le scalaire 
non negatif T = Jef Js represente Ia temperature &e !'element. 

Le second principe affirme que l'entropie S d'une partie quelconque du systeme 
occupant le domaine D, verifie lors de toute evolution reelle, l'inegalite suivante : 

dS d J dx J re dx J q -da dt = dt ps ~ T - T.n · (10) 

D D uD 

En tenant compte alors de la conservation de la masse et du theoreme de la 
divergence, cett~ inegalite peut etre reecrite sous la forme : 

(11) 

Le domaine D etant quelconque, on peut alors exprimer localement le second 
principe: 

ds re d" (q) > 0 p---+ lV- - . 
dt T T 

(12) 
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2.2.3. Dissipations - inegalite de Clausius-Duhem 

En rapprochant les equations locales (9) et (12) des deux principes de Ia 
thermodynamique et en eliminant re entre ces deux equations, on obtient l'inegalite 

classique dite de Clausius-Duhem : 

( 
ds de) ij p T--- -p-+-.gradT'?:. 0 
dt dt I T 

(13) 

Rappelons que les densites e et s sont, par definition, des fonctions d'etat 
associees a un systeme thermodynamique en equilibre. L'energie interne est, par 
construction, une fonction monotone croissante de l'entropie et Ia temperature 
thermodynamique est Ia derivee partielle de l'energie interne par rapport a 
l'entropie : 

{
e=e(s, aj )j= l, .. ,n 

a 0 =s et T=JejJs 
(14) 

II est alors possible de definir une nouvelle fonction d'etat 'I', appelee energie libre 
specifique (energie libre de Helmholtz), transformee de Legendre de l'energie 
interne specifique e par rapport a la variable d'etat s : 

(15) 

En reportant ces relations dans (13), l'inegalite devient : 

dljl . ij 
-p;-pJaj--.gradT'?:.O, 

aj T 
(16) 

oii ( ) designe Ia derivee particulaire. On definit alors Ia dissipation intrinseque 

volumique d1 =a:D-p(J'I'j()aj)aj et Ia dissipation thermique volumique 

d2 =-(ijfT).gradT. La dissipation totale d est reliee a ce que certains 

Thermodynamiciens appellent Ia source d'entropie irreversible as : 

(17) 

Classiquement, on postule que les deux dissipations sont separement positives : 
d1 '?:. 0, d2 '?:. 0. Remarquons que la dissipation est decomposable en une somme de 
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produits, chaque produit faisant intervenir Ie flux d'une variable d'etat. On dit alors 
que Ia dissipation est une somme de produits force-flux. Cette constatation est 
importante. Elle represente l'un des points forts de !'approche thermodynamique : du 
choix des correspondances force-flux qui sera fait, dependra la forme des lois 
comptementaires qui, avec Ies lois d'etat, assurent Ia fermeture mathematique du 
probleme et constituent pour un materiau ce que l'on appelle communement Ia loi de 
comportement. 

Une option tres repandue consiste a supposer une correspondance force-flux 
lineaire (TPI lineaire). Dans ce qui suit, et d'une fa~on generale pour Ies milieux 
solides, cette hypothese se revele insuffisante des que Ie comportement presente des 
aspects plastiques ou viscoelastiques non lineaires. Un cadre commode pour les 
mecaniciens des solides est celui des Materiaux Standard Generalises [HAL 75] qui 
suppose que Ies forces (ou Ies flux) derivent d'un potentiel dit potentiel de 
dissipation. Nous reviendrons sur ce point au paragraphe 2.5. 

2.3. Equation de Ia chaleur 

L'equation de Ia chaleur est fondamentale pour le Numericien desireux de 
prendre en compte Ies couplages thermomecaniques dans un code de calcul. Elle 
permet de traduire les couplages entre effets mecaniques et effets thermiques. Elle 
precise les origines energetiques des sources de chaleur accompagnant le processus 
de deformation. Ces sources sont de natures diverses reliees aux transformations 
microstructurales subies par le materiau sollicite. Pour obtenir cette equation, une 
demarche classique consiste a partir des deux ecritures du taux d'energie interne 
obtenues en utilisant successivement les equations (9) et (14) : 

. d' - r· T ~ . Pe=-p·+r.- 1vq=p s+p --a. 
I e ()a. J' 

1 

(18) 

Or d'apres (15), on a s=-(;;2 1/f/dT2 )t-(;;2 '1f/dT()aj)aj• j=1, .. ,n, et si on 

introduit Ca =- T ()2'1' / (JJ'2 Ia capacit6 calorifique a ( aj) ._ constants, on 
J-l, .. ,n 

obtient pTs=pCa t -pT(()2'1'/()ai(JT)ai. Compte tenu de (15) et (18), on peut 

alors 6crire: 

(19) 

C'est cette demiere relation qui sera appelee equation de Ia chaleur. lnterpretons 
maintemint, successivement, Ies divers termes qui Ia constituent. 
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• La source r e 

Physiquement, elle peut representer un apport de chaleur par effet Joule, par 
rayonnement, ect., d'une fa~on generate, 'e symbolise tout echange volumique de 

chaleur d'origine exterieure. Dans notre cas, il sera relie au rayonnement ; les autres 
sources (volurniques !) d'origine exterieure seront supposees nulles. Le terme re est, 
dans cette etude, independant du temps, ce qui est souvent le cas lorsque l'on 
travaille au voisinage de l'equilibre thermique dans une temperature ambiante stable. 

Les termes de couplage thermomecanique sont aussi homogenes ll des sources 

volurniques de chaleur (W.m-3); ils traduisent les interactions entre Ia temperature et 
les autres variables d'etat caracterisant le materiau. 

Par exemple, pour un materiau thermoelastique lineaire isotrope, les termes 

correspondant aux couplages entre deformation et temperature pT(iJ2ytfiJeiiiJT)eii 

sont les termes dits de couplage thermoelastique. lis rendent compte du fait qu'un 
materiau thermoelastique se dilate quand on le chauffe ou qu'il se refroidit lorsqu'on 
l'etire. 

Si on considere maintenant le couplage entre Ia temperature et une variable d'etat 
comme Ia fraction volumique ~ d'une phase d'une systeme biphase, Ia chaleur 

associee alors au terme pT(iJ2yt/iJ~iJT)~ sera appelee chaleur latente de 

changement de phase. 

• Le terme de dissipation d1 

Au second membre de (19), on retrouve Ia dissipation intrinseque ; cette 
dissipation represente Ia partie de Ia puissance des efforts interieurs qui se 
transforme de fa~on irreversible en chaleur lors du processus ; pour des 
transformations plastiques ou viscoplastiques, une partie du travail des contraintes 
sera dissipee. 

On remarque que contrairement ll Ia dissipation intrinseque, Ia dissipation 
thermique d2 n'intervient pas dans le bilan thermique. 

• Les termes d'absorption p Ca t et de fuite divq 

Ces deux termes constituent le membre de gauche de (19). lis sont classiques 
dans l'equation de diffusion de Ia chaleur : le taux de chaleur creee par les sources 
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(le membre de droite), contribue en partie a I' elevation de la temperature du point 

{P Ca i} et diffuse par conduction dans le reste du milieu { divq} . Dans le cas ou 

le materiau conduit la chaleur de fa~ton isotrope, on peut ecrire, selon Ia loi de 
Fourier: 

q=-kgradT, (20) 

ou k est le coefficient de conduction. Si, par ailleurs, on note To le champ de 

temperature d'equilibre du systeme, nous aurons a l'equilibre thermique : 

-k~T0 =r~. (21) 

Dans ce qui suit, on adoptera Ia forme simplifiee suivante de !'equation de Ia 
chaleur, valable lorsque r~ est constant dans le temps : 

(22) 

ou 0=(T-T0) et ou w;h = d1 + pT(82'1f/Ba/ll')~j· j=1, .. ,n, symbolise Ia 

source volumique globale de chaleur. 

2.4. Bilan d'energie 

II est maintenant possible de dresser un bilan complet d'energie pour une 
transformation thermomecanique. Pour simplifier, nous nous placerons dans le cadre 
des petites perturbations mecaniques (HPP) et. .. thermiques T0-

1. 0 << 1. 

2.4.1. Aspects mecaniques 

La forme du bilan d'energie depend du comportement du materiau et done des 
options prises sur le plan de Ia cinematique des milieux continus pour traduire ce 
comportement. Nous supposerons dans ce qui suit que les outi1s c1assiques de cette 
cinematique sont connus. A toutes fins utiles, nous indiquons quelques ouvrages de 
reference ou une presentation exhaustive et rigoureuse de Ia cinematique des milieux 
continus en grandes transformations est proposee [GER 73, SID 82]. 

Nous rappelons brievement ici que pour traduire le caractere deformable d'un 
milieu, le Mecanicien introduit le tenseur F gradient de deformation. Pour saisir le 
rOle physique joue par ce tenseur, nous dirons simplement qu'il associe a toute fibre 
materielle infinitesimale placee en dX dans Ia configuration de reference C0 , son 
placement di dans la configuration courante C, a !'instant t. 
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dX=FdX. (23) 

Plusieurs mesures de deformation sont envisageables suivant que l'on decide de 
travailler par rapport a telle ou telle configuration ; dans une description 
lagrangienne du milieu, c'est le tenseur G de Green-Lagrange qui sera 
generalement utilise : 

(24-a) 

Si par contre, on choisit une description eulerienne, on utilise plutot A , tenseur 
d'Almansi-Euler, defini par : 

(24-b) 

Dans le cadre des petites perturbations, les tenseurs G et A se confondent pour 
devenir le tenseur E des petites perturbations. Dans ce cas linearise, une 
decomposition additive des vitesses de deformation en parties thermoelastique Er~~e 

et anelastique ea est toujours possible : 

(25) 

Dans un cas mecaniquement quasi-statique (quantites d'acceleration negligees), 
Ia puissance mecanique des efforts interieurs s'identifie au signe pres a Ia puissance 
foumie par l'exterieur pour deformer le materiau. Par unite de volume de materiau 
deforme, on choisit de noter : 

(26) 

Nous appellerons puissance volumique (thermo)elastique le terme 0' :eth• et 
puissance volumique anelastique, le terme complementaire 0' :ea. L'integration de 

(26) dans le temps permet de definir les energies correspondantes : 

(27) 

2.4.2. Aspects thermodynamiques 

Sur le plan thermodynarnique nous prenons comme variables d'etat T=a0 Ia 

temperature absolue, e= ll:L le tenseur des deformations, ea = ~ le tenseur des 
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deformations anelastiques et (a j)
3
s :iSn un ensemble de n-2 variables completant Ia 

description de Ia microstructure du materiau. 

La partition (25) des deformations s'accompagne souvent d'une decomposition 
additive de l'energie libre de Helmholtz de Ia forme : 

(28) 

La partie 'I' th• de l'energie libre correspond ~ l'energie thermoelastique 

emmagasinee. Lorsque l'on suppose que le comportement correspondant reste 
lineaire et isotrope alors : 

oii: a est le tenseur d'ordre 4 d'elasticite isotrope. 

Le second terme rend compte de l'energie absorbee (stockee) par le materiau 
pour modifier sa microstructure. Suivant le materiau envisage et le type de 
sollicitation, l'energie 'I' a est associee physiquement ~ des mecanismes tres 

differents et peut done prendre des formes tres variees. Pour fixer les idees, nous 
evoquons dans ce qui suit, deux types d'evolutions microstructurales : l'ecrouissage ~ 
froid des metaux et Ia transformation martensitique des alliages A memoire de forme 
(AMF) . 

• ecrouissage a froid des metaux 

Dans ce cas, le comportement du materiau est plut6t du type elastoplastique 
independant du temps et c'est l'energie absorbee (on dit aussi bloquee) durant 
l'ecrouissage qu'il convient de decrire. La deformation anelastique s'identifie, dans 
ce cas, ~ Ia deformation plastique ( a2 = Ea = e P ). Les essais quasi-statiques 
permettent d'observer, pour ce type de comportement, des variations de temperature 
relativement faibles (environ 0,5°C pour des essais purement elastiques et jusqu'~ 
20°C pour des essais elastoplastiques). En general, on suppose que ces "petites" 
variations de temperature n'affectent pas l'etat d'ecrouissage du materiau (pas de 
recuit induit par les auto-echauffements). En consequence 'II a est independante de 
Ia temperature absolue 

(31) 

En rapprochant ce resultat de l'ecriture generate (21) de Ia dissipation intrinseque 
et de Ia decomposition cinematique (25) , on obtient : 
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Cette equation peut etre interpretee energetiquement de Ia fa~on suivante : 
l'energie anelastique developpee est partiellement transformee en chaleur, Ia partie 
complementaire etant absorbee (bloquee) par le materiau pour modifier sa 
microstructure. Sous forme volumique et incrementale, cette interpretation se traduit 
par: 

(32) 

Si maintenant, on note wd Ia quantite volumique de chaleur associee A Ia 
dissipation et wb =p lflb l'energie bloquee par unite de volume d'echantillon, alors: 

(33) 

L'equation de Ia chaleur s'ecrit dans ce cas : 

, j=l,. n· (34) 

Les termes de couplage (croises) au second membre peuvent etre elimines pour j 
~ 2 a cause de l'hypoth~se (31). Le premier terme de couplage, du aux effets 
thermoelastiques, est associe A e=a1. II est parfois appele terme isentropique et 
note wis. II s'ecrit en tenant compte de I' equation (29) : 

. T ;P"' . l '7' • w· =p --e .. =- th .~..0 tr0' 
IS CJe .. OJ' I} • 

I} 

(35) 

Au second membre de l'equation de Ia chaleur il n'y a plus, dans le cas 
elastoplastique, que deux types de sources : Ia dissipation intrins~que et le terme 
thermoelastique. La chaleur mise en jeu se decompose alors sous Ia forme : 

(36) 

• transformation martensitique des AMF 

En de~a d'un certain niveau de sollicitation thermique et mecanique, les AMF, 
lorsqu'ils sont metallurgiquement conditionnes, ont un comportement super (ou 
pseudo) elastique. lis acceptent, de fa~on "reversible", des deformations de plusieurs 
pour-cent sous l'effet d'un (petit) chargement thermique ou mecanique. Les 
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deformations importantes obtenues sont attribuees a Ia transformation de phase 
martensitique dont ils sont le siege. 

Les deformations anelastiques sont, dans ce cas, des deformations dites de 
transformation. Ce ne sont pas ces deformations qui seront en general prises comme 
variables d'etat. Beaucoup d'auteurs preferent, en effet, prendre comme variables 
d'etat complementaires, Ies K proportions (si ,i=l,. K,) de variantes de 

martensite. Elles sont reliees a Ia deformation de transformation par 
K 

Ea =Et= LSJ3i oil ~iest le tenseur d'orientation associe A Ia variante i. L'energie 
i=l 

thermoelastique prend Ia forme (29) en rempla~ant E par e1• 

La partie complementaire de l'energie fibre est liee aux mecanismes de 
changement de phase. Dans certains travaux, lorsque l'on ne considere que deux 
variantes de martensite (K= 2; n = 4), elle est ecrite sous Ia forme [PEY 95, PEY 97] : 

oil D1, A1 et M1 sont des constantes phenomenologiques et oil lv(~1 , ~2 } est Ia 

fonction indicatrice du domaine convexe V defini par: 

L'introduction d'une indicatrice dans l'energie libre, initialement proposee par 
[FRE 87], permet de tenir compte des limitations physiques des variables ;; qui 
doivent, comme toute proportion, etre comprises entre 0 et l. 

Au second membre de !'equation de Ia chaleur, il y a, en plus d'une eventuelle 
dissipation et du terme thermoelastique, Ia puissance calorifique associee A Ia 
chaleur latente de changement de phase w1• L'equation (36) devient alors 

(38) 

Remarquons encore qu'avec un tel formalisme les transitions de phase du 
premier ordre sont interpretees comme des processus thermodynamiques stables et 
eventuellement irreversibles ( d1 oud2 :¢:0), ce qui n'est pas le cas dans le cadre de la 

Thermodynamique Classique, !'application de la regie de Maxwell menant a 
!'equation de Clausius-Clapeyron n'etant valable que dans le cas d'un cycle 
reversible [CHR 97]. 



t 

wext(t)= J J CJ:edxd-r 
OD(T) 

travail de deformation 
t 

We(t)=J Ja:eedxd-r 
OD(-r) 

travail elastique 

t 

Wa(t)=J Ja:eadxd-r 
OD(-r) 

travail anelastique 
t 

Wd(t)= J J d1 dxd-r 
OD(T) 

travail dissipe 
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t a 
wb(tJ= J J p a: ai dxd-r 

OD(-r) J 

energie bloquee 

J
t J a2"' . W,hm(t)~ pT aTaa. ai dxd-r 
OD(-r) J 

chaleur mise en jeu par les coup/ages 
thermomecaniques (j;> 1) 

t a2"' 
Wfs(tJ=f J pT aTae-· eijdxd-r 

0 D(T) IJ 

chaleur due aux e{fets thermoelastiques 

t a2 
~(t)= J J pT aTa~. ~i dxd-r 

0 D(-r) I 

chaleur latente 

Tableau recapitulatif des divers termes du bilan d'energie 

2.5. Lois complementaires - Materiaux standard generalises 

Les lois de comportement qui seront utilisees dans les exemples qui suivent, ont 
ete etablies dans le cadre de Ia tbeorie des Materiaux Standard Generalises [HAL 75]. 
Ce formalisme s'appuie sur le cadre general de Ia Thermomecanique des Milieux 
Continus presente ci-dessus. Sa specificite vient de Ia fa~on de definir Ia 
correspondance entre forces et flux thermodynamiques. 

2.5.1. F ermeture du probleme - lois complementaires 

Lorsque I' on comptabilise les variables d'etat sea/aires , on obtient : a0 = T, 
a 1, •• ,a6 =ek1 (6 variables car E est un tenseur symetrique), ai,j=l, .. ,p, p 

variables comptementaires caracterisant l'etat interne du materiau, soit au total 
n + 1 = p + 7 variables d'etat. 

On se propose d'effectutr, ci-dessous, un decompte des inconnues et des 
equations associees a un probleme thermomecanique. Pour effectuer ce decompte, 
on se place dans le cas ou le potentiel thermodynamique constitue une donnee du 
probleme. Cette donnee est importante car elle permet de definir les lois d'etat qui 
viennent s'ajouter aux equations de conservation (masse, mouvement, energie). 
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Inconnues Nombre Equations Nombre 

p : masse specijique 1 continuite 1 

u : deplacement 3 mouvement 3 
T : temperature 1 inergie (chaleur) 1 

ekl : deformations 6 iq. giomitriques 6 
a j : variables complimentaires p 'If donnie du probleme 

s: entropie 1 s = - z : loi d'etat 1 

CTtl : contrainte reversible 6 crkl = a., : loi d'etat 6 

p aekl 

Ai : variables conjuguees des p A- a., p 
- 1 =-- : loi d'etat 

aj,i=l .... p p aai 

q :flux de chaleur 3 loi (comptementaire) de 3 
Fourier 

CT/d: contrainte 6 

Total "inconnues": I 2p +27 Total "equations": I p+21 

Le tableau ci-dessus montre qu'il manque p + 6 equations. Pour obtenir ces 
equations (ces "lois"), le Thermodynamicien choisit de fermer le probl~me en 
imposant une correspondance entre forces thermodynamiques etfl.ux. Ces forces et 
flux sont definis a partir de Ia dissipation intrins~que d1 • A vee les notations 

introduites, cette dissipation devient : 

(39) 

Les flux sont ici e et aj' les forces thermodynamiques correspondantes etant alors 

respectivement Cfir =Cf -Cfr et Xi= -Ai, 1 S j :s; p. La contrainte Cfir est appelee 

contrainte irreversible. La grandeur Xi represente Ia force thermodynamique 

associee a Ia variable a i . 

Le formalisme des materiaux standard generalises postule !'existence d'une 
fonction rp(ekl,ai) convexe, positive, minimale et nulle en {0,0, .. ,0} telle que les 

lois complementaires soient definies, lorsque rp est differentiable, par : 

. (}rp 
(f~ =-;:-. (6 equations), 

dEkl 
(40) 
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-Aj = :~ , (p equations). (41) 
oaj 

Lorsque Ie potentiel de dissipation qJ n'est pas regulier, les outils de !'analyse 

convexe permettent de generaliser la notion de differentiabilite. On ecrira alors 
queUe que soit Ia regularite de qJ : 

(42) 

ou iJqJ(e/cl, ai)est le sous-differentiel de qJ. Nous renvoyons le lecteur interesse A Ia 

reference [SUQ 82]. 

2.5.2. Quelques remarques sur ['identification des lois de comportement 

Le comportement du materiau est done completement determine des que son 
potentiel thermodynamique et son potentiel de dissipation sont connus. La loi de 
comportement du materiau est en fait un ensemble de relations constitue des lois 
d'etat et des lois complementaires. 

En fait, sur le plan pratique, !'identification experimentale des lois de 
comportement ne passe jamais par la determination directe des potentiels. Les essais 
mecaniques permettent, pour divers trajets de chargement, de connaitre la 
correspondance contrainte-deformation ; ces informations sont reliees aux potentiels 
par l'egalite suivante : 

(43) 

On peut aussi envisager de mesurer simultanement, durant le processus de 
deformation, !'evolution des temperatures. Dans certains cas [CHR 92b, CHR 95], ces 
mesures permettent, par l'intermediaire de !'equation de Ia chaleur, d'estimer la 
quantile de chaleur globalement mise en jeu. Les donnees experimentales peuvent 
alors etre reliees aux variables du modele par la relation : 

(44) 

Par exemple, dans le cas des metaux metalliques ecrouis A froid, nous avons vu 
q!!'il etait possible de negliger les termes de couplage autres que ceux provenant de 
Ia thermoelasticite. Si ce dernier terme peut alors etre calcule via une loi de 
comportement thermoelastique A partir des mesures mecaniques (cf. (35)}, la mesure 
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des temperatures permet d'evaluer Wch et par Ia meme, d'estimer indirectement Ia 
puissance mecanique dissipee [CHR 92b ]. Ces estimations sont utiles Iors de Ia 
modelisation ; elles guident dans Ie choix de Ia forme a donner au potentiel de 
dissipation. 

C'est done au travers d'une multitude d'essais, generalement complexes, que l'on 
peut esperer preciser progressivement Ia forme a donner aux deux potentiels. Les 
limites des moyens experimentaux actuels et Ie coOt des essais sont tels que les 
predictions d'une "Ioi de comportement" ne sont valables que pour une gamme finie 
de sollicitations. II est important que l'utilisateur de codes de calcul et done de lois 
de comportement garde sans cesse en memoire "vive" cette limitation ... 

3. Couplages thennomecaniques et homogeneisation 

Le cadre thermodynamique de travail etant pose et les lois de comportement 
thennomecanique qui en decoulent etant maintenant accessibles, nous allons nous 
interesser dans cette partie aux possibilites offertes par les techniques dites de 
passages micro-macro ou d'homogeneisation, bien adaptees a )'etude des materiaux 
heterogenes. 

Tres generalement, ces techniques pennettent de relier deux echelles de 
description du materiau, une dite macroscopique correspondant generalement a 
l'echelle de Ia structure etudiee, l'autre dite microscopique et liee a Ia geometric des 
heterogeneites du materiau. La description microscopique permet non seulement de 
saisir Ia complexite geometrique et materielle du materiau, mais aussi de decrire 
plus correctement les phenomenes physico-chimiques presents a cette echelle, pour 
enfin traduire leurs effets au niveau macroscopique par une operation de moyenne 
qu'il conviendra de preciser. Tout )'interet du passage micro->macro ou 
homogeneisation est alors de definir un comportement "macroscopique homogene 
equivalent", pour pouvoir calculer Ia structure (par essence macroscopique) en 
faisant abstraction de Ia complexite du materiau. Suivant cette demarche, on peut 
meme esperer, tout au long du calcul de structure macroscopique, suivre les 
evolutions microscopiques en certains points interessants de Ia structure. C'est ce 
que l'on qualifiera de passage macro->micro, qui autorise le suivi simultane d'un 
calcul de structure a deux echelles de description. 

De tres nombreux travaux [CHR 79, FRA 91, GAY 89, HAS 83, MEC 93] ont 
ete effectues sur les methodes d'homogeneisation, et ce theme de recherche a ete 
aborde sous des angles assez differents, s'agissant de )'importance donnee au 
formalisme mathematique utilise et du domaine d'application precis vise. 
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II n'est evidemment pas question ici de presenter une revue exhaustive de tous 
ces aspects, mais plutot de rappeler les differentes etapes necessaires a la realisation 
de passages micro-macro pour des problemes de thermique pure, d'elasticite pure et 
de thermoelasticite couplee au sens evoque dans les parties precedentes. Nous nous 
limiterons, dans un premier temps, a l'etude de ces comportements, en se pla~ant 
dans des hypotheses de petites transformations, le lecteur devant la aussi se referer 
aux ouvrages cites pour ce qui concerne d'autres types de comportement. Dans un 
deuxieme temps, et a travers plusieurs applications, des comportements plus 
complexes seront etudies, comme la thermo-viscoelasticite ou Ia thermoelasticite 
avec endommagement, ainsi que le comportement pseudo-elastique avec 
changement de phase des alliages a memoire de forme. 

3.1. Notions de passages micro-macro - Description macroscopique et description 
microscopique 

L'echelle macroscopique correspond done a celle de la structure S, que nous 
supposons etre constituee d'un materiau heterogene, Ia taille des heterogeneites, 
reliee a l'echelle microscopique, etant tres inferieure a celle de Ia structure. Cette 
structure est de plus soumise a un chargement thermomecanique quelconque. Nous 
cherchons a definir (figure 1) un materiau fictif, homogene equivalent au materiau 
reel heterogene, au sens ou les champs thermomecaniques macroscopiques sont les 
memes dans les deux materiaux. Cette definition passe par l'etude de ce que l'on 
appelle le volume elementaire representatif (note v.e.r.), ou l'heterogeneite 
microscopique est decrite, et ce qui suit detaille son utilisation. 

En chaque point x de la structure S composee du materiau reel, on definit les 
champs microscopiques de deplacement u et de temperature 't. Soient E et g, 
respectivement le tenseur de deformation et le vecteur gradient de temperature qui 
s'en deduisent. Enfin, soient CJ et q, respectivement le tenseur de contrainte de 
Cauchy et le vecteur courant de chaleur sortant (ou flux de chaleur), qui sont 
estimes par l'intermediaire des lois de comportement en vigueur au point considere. 

Chacune des composantes des tenseurs de deformation ou de contrainte, et des 
vecteurs gradient de temperature ou flux de chaleur a une evolution, le long de Ia 
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structure, comparable a celle presentee figure 2. Pour une description fine, (niveau 
micro), les fluctuations rapides sont dues aux heterogeneites, alors que les variations 
plus lentes, qui apparattraient seules dans une description plus grossi~re (niveau 
macro), en sont Ia moyenne et traduisent les effets de chargement et de geometrie de 
Ia structure. 

Figure 2. Fluctuations microscopiques autour de Ia valeur macroscopique. 

On sent bien ici, apparattre une notion "d'homogeneabilite" du materiau, 
dependant de l'amplitude des fluctuations microscopiques autour de Ia valeur 
moyenne, ainsi que du rapport des periodes spatiales microscopiques et 
macroscopiques. 

On peut alors deduire des reflexions precedentes et de fa~on assez naturelle, en 
chaque point X macroscopique de Ia structureS, (cette fois indifferemment sur le 
materiau reel ou le materiau homog~ne equivalent), le tenseur de deformation E et le 
gradient de temperature G, ainsi que le tenseur de contrainte I: et le flux de chaleur 
Q. 

Precisons tout de suite que cette demarche n'est valable que sur des grandeurs 
pour lesquelles Ia moyenne arithmetique est significative de Ia valeur 
macroscopique, et ne permet pas de definir des champs de deplacement U et de 
temperature T. Ceci se fait en utilisant des resultats plus theoriques qui seront 
evoques dans Ia suite, et qui assurent qu'il existe bien un champ de deplacement U 
dont derive E, idem pour Tet G. 

Quoi qu'il en soit, les liaisons entre les valeurs microscopiques de deformation, 
de contrainte, de gradient de temperature et de flux de chaleur et leurs homologues 
macroscopiques sont etablies sous Ia forme de relation de moyenne spatiale, 
moyenne s'effectuant sur le volume elementaire representatif. Le v.e.r., nomme Y 
dans Ia suite, prend ici tout sa signification ; elementaire car il correspond A l'echelle 
microscopique du milieu et representatif au sens que sa taille est suffisante pour 
decrire correctement le milieu. Cette description s'entend au sens exact si le milieu 
est periodique et en un sens statistique sinon. II faut alors voir le v.e.r. comme une 
operation de "zoom" realisee en chaque point macroscopique X, permettant l'acc~s A 
une echelle plus fine decrite par les points X microscopiques. De fa~on precise, on 
peut done relier, par exemple, le tenseur de deformation microscopique £ A E, 
deformation macroscopique, par une relation du type : 
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Eij = ~~ J eijdv note dans Ia suite: Eij = (eij) (45) 
y 

ou IYJ designe Ia mesure deY. 

Figure 3. v.e.r. 

De maniere generale, le v.e.r. se schematise comme sur Ia 
figure 3. On y denombre N phases et, si sur l'exemple 
propose, Ia phase 1 est une phase connexe, ceci ne reduit pas 
Ia generalite des equations developpees dans Ia suite, qui sont 
applicables a des materiaux de type composite fibre-matrice 
ou des materiaux de type polycristallin. 

Pour Ia simplicite des equations utilisees, les relations generales 
d'homogeneisation sont etablies pour des comportements d'elasticite pure et de 
thermique pure. Le cas d'un comportement thermoelastique couple est decrit dans 
une partie suivante. 

3.2. Relations generales d'homogineisation (cas elastique et cas thermique) 

3.2.1. Cas purement elastique 

Au niveau microscopique, le champ de deplacement u permet de definir le 
tenseur de deformation e par : 

e =grad (u) = l(u· · + u · ·) (46) S 2 I,J J,l 

La loi de comportement elastique, dont Ia matrice de rigidite c(x), ou son inverse 
Ia matrice de souplesse s(x) , depend de la phase du point x considere, permet de 
deduire le tenseur de contrainte a par : 

u ij = cijkl(x)elcl ou eij = s;jlcl(x)ukl (47) 

On utilise alors les tenseurs de localisation A et B, respectivement de 
deformation et de contrainte, qui permettent de relier les champs locaux e et a en 
chaque point x a leurs homologues macroscopiques E et I: en un point X 
macroscopique. lls sont definis par : 

(48) 

Puis, en utilisant les equations de liaisons micro-macro deja evoquees, il vient : 

I:= (u) = (ce) = (cAE) = (cA)E et E =(e)= (su) = (sBI:) = (sB)I: (50) 

On aboutit alors a Ia loi de comportement macroscopique : 

I:;j = Cijlcl(X)Eicl ou Eij = Sijkl(X)I:kl (51) 
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et a la definition des matrices de rigidite et de souplesse macroscopiques : 

C{X) = (c(x)A(x)) et S(X) = (s(x)B(x)) (52) 

La seule connaissance des tenseurs de localisation permet done de resoudre le 
probleme d'homogeneisation, et toute Ia difficulte reside dans leur evaluation. 

3.2.2. Cas purement thermique 

De fa¥on analogue au cas elastique, les caracteristiques macroscopiques de 
conduction de la chaleur sont deduites des donnees microscopiques par operation de 
moyenne sur les gradients de temperature et sur les flux de chaleur. 

Le gradient de temperature microscopique se derive du champ de temperature 
microscopique : 

g = grad(-r) (53) 

La loi de comportement microscopique, ici la loi de Fourier, s'ecrit, en chaque point 
x microscopique : 

(54) 

On definit aussi des tenseurs de localisation du gradient de temperature et du flux, 
M etN,par: 

g;(x) = Mij(x)Gj(X) et q;(x) = N;j(x)Qj(X) (55) 

L'utilisation des equations de liaison micro-macro permet ici aussi d'aboutir A la loi 
de comportement macroscopique : 

Q = (q) = (-kg)= (-kMG) = -{kM)G ou ~ = -Kij(X)Gj 

avec K(X) = (k(x)M(x)) 

(56) 

(57) 

Ut aussi, la seule connaissance des tenseurs de localisation permet d'obtenir les 
caracteristiques macroscopiques de conduction. 

Quelques proprietes des tenseurs de localisation. 

*En utilisant la relation (45) et la definition du tenseur de localisation A : 
E = (e) = (AE) = (A)E d'ou (A) = Id 
On peut montrer de meme que (B) = Id et (M) = Id 

* On peut egalement montrer que, grace aux tenseurs de localisation le 
probleme de la dilatation thermique des materiaux heterogenes se ramene tout 
simplement a un probleme d'elasticite pure. 
Les coefficients macroscopiques de dilatation thermique a sont donnes [PEY 90] en 
fonction des coefficients de dilatation thermique microscopiques a, et des autres 
caracteristiques elastiques, par: aij = (Bpqijapq) 
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3.2.3. Cas du probleme thermoelastique couple 

La deformation et Ia temperature sont choisies comme variables d'etat, puis on 
considere une dissipation intrinseque et des sources volumiques de chaleur d'origine 
exterieure nulles. Rappelons simplement que le couplage entre variables mecaniques 
et thenniques intervient dans !'equation de Ia chaleur par le tenne de couplage 
thennoelastique et dans Ia loi de comportement elastique par le tenne de dilatation 
thermique. (Voir plus bas le detail des equations). Ces lois se deduisent des 
equations (29) et (34) des parties precedentes. 

La meme demarche que celle utilisee pour les cas purement thermique et 
purement elastique peut etre employee. Cependant, et ceci pour dresser un 
panorama aussi large que possible des methodes d'homogeneisation, nous suivrons 
ici, sans developper aucune demonstration theorique, Ia demarche de Ia methode 
dite asymptotique pour les milieux periodiques, [BRA 89]. 

La seule hypothese supplementaire qu'il faille rajouter est celle de Ia periodicite 
du milieu au niveau microscopique. Le v.e.r. est alors confondu avec Ia cellule de 
base du reseau periodique, et on notera de plus ro le rapport entre Ies echelles 
microscopiques et macroscopiques. 

Au niveau microscopique, le systeme d'equation qui regit les variables 
thennomecaniques est le suivant : 

{

am= cm(t:m -amemld) 
(58) 

pmc:om = div(A.mgradom)- T0cmamem 

oii l'exposant ro identifie les valeurs microscopiques et oii ow = Tw -To est l'ecart 
de temperature par rapport a une temperature de reference To. 

Notons simplement que, dans (58}, Cw est Ia matrice de rigidite, am le 
coefficient de dilatation thennique, pw Ia masse volumique, et ;.m Ie tenseur de 
conduction, non isotrope a priori. 

Pour homogeneiser ce probleme, Ia methode asymptotique propose de 
s'interesser au devenir des champs microcopiques aw, t:w et om, Iorsque Ie petit 
parametre ro tend vers zero. Sur un plan physique, il faut considerer cette operation 
comme un "zoom arriere", l'operateur prenant suffisamment de recul pour ne plus 
distinguer Ia microstructure, et ne voyant finalement qu'un milieu homogene 
equivalent. 

II est alors montre [BRA 89, FRA 84], que lorsque ro tend vers zero, les champs 
microscopiques admettent des limites a0, t:0 et 6°, et que ces champs sont de 

bons representants des valeurs macroscopiques. 
II est egalement montre, et c'est peut-etre Ia le resultat le plus interessant, que ces 

champs macroscopiques verifient un systeme d'equations (59) de structure identique 
a (58), et qui donne Ies relations entre caracteristiques microscopiques et 
macroscopiques : 
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{
a0 = c(e0

- a6°Id) 

p0c;o0 = div(Agrad6°)- T0cae0 
(59) 

Sans entrer trop dans le detail, les caracteristiques macroscopiques se deduisent 
de leurs homologues microscopiques par des relations de moyenne analogues A 
celles vues dans les paragraphes precedents, et dont !'evaluation se fait lA aussi par 
Ia resolution de problemes unitaires appropries sur Ia cellule de base (voir 
application en 4.4). Les problemes A resoudre sont soit purement mecanique, soit 
purement thermique, soit des problemes de couplage. 

3.3. Quelques techniques de resolution 

II est clair maintenant que !'obtention des tenseurs de localisation est Ia cle du 
probleme d'homogeneisation. Suivant Ia nature du probleme envisage, mais surtout 
suivant Ia complexite geometrique du v.e.r. defini, differentes methodes peuvent 
etre utilisees. Les plus simples sont fondees sur des hypotheses simplificatrices sur 
Ia forme des champs microscopiques et concement des v.e.r. simples. Les plus 
complexes, et les plus precises, concement des v.e.r. riches en informations qui ne 
peuvent etre traites, le plus souvent, que par des methodes de type elements finis. 

Signalons enfin que tout un pan de Ia recherche en homogeneisation ne se 
contente pas d'obtenir des solutions approcbees, mais tente d'aboutir A des 
encadrements de Ia solution exacte, le plus souvent par des methodes energetiques 
debouchant sur des approches variationnelles. Les homes obtenues sont en effet plus 
riches d'enseignement qu'une solution approcbee dont on ne sait evaluer Ia 
precision. 

Dans cette partie, apres avoir precise les problemes thermomecaniques A traiter 
sur le v.e.r., diverses methodes seront brievement exposees. 

3.3.1. Conditions awe limites de type homogene 

Les problemes poses sur le v.e.r. pour deduire les champs microscopiques et 
done les tenseurs de localisation sont tous du meme type. Prenons par exemple le 
probleme de thermique pure. II convient de trouver g champ de gradient de 
temperature microscopique, lorsque le v.e.r. Y est soumis A G, valeur 
macroscopique du gradient de temperature. Ce probleme est A valeur moyenne 
imposee, done un probleme typiquement mal pose. II est necessaire d'avoir une 
condition sur Ia temperature au bord du v.e.r., qui permette de plus de verifier Ia 
condition de moyenne : 

(g)= G (60) 

Parmi toutes les conditions en temperature pouvant convenir, on choisit les 
conditions awe limites de type homogenes, qui pour ce probleme precis s'ecrivent : 
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Vx Ear. T = Gkxk 

n est aise de verifier que le champ g solution du probleme ainsi pose satisfait (60) : 

On definit de meme des conditions aux limites de type homogene en vecteur 
courant de chaleur, puis en deplacement et en vecteur contrainte pour le probleme 
elastique: 

Vx Ear. qi = Q; qui assure que (q) = Q (61) 
Vx Ear. Uj = Eikxk qui assure que (e) = E (62) 
Vx Ear. aijnj = I.ijnj qui assure que (a) = I. (63) 

Le probleme d'homogeneisation est maintenant bien pose, et permet dans tous 
les cas de trouver les champs microscopiques a valeur macroscopique unitaire 
imposee, soit les composantes des tenseurs de localisation. 

3.3.2. Methodes de Voigt [V0/889] et de Reuss [REU 29] 

Ces deux methodes, assez anciennes, se fondent sur des approximations "fortes" 
des champs microscopiques. 

• Pour Voigt, le champ de deformation microscopique e, induit par un champ de 
deformation macroscopique E, est en premiere approximation homogene dans tout 
le v.e.r. et egal a E. 

Vx E Y, eij(x) = Eij 

On en deduit, par (48), que le tenseur de localisation des deformations est 
partout egal au tenseur identite 

Vx E Y, A(x) = ld d'ou, par (52): Cvoigt =(c) (64) 

• Pour Reuss, le champ de contraintes microscopiques a, induit par un champ de 
contraintes macroscopiques I., est en premiere approximation homogene dans tout le 
v.e.r. et egal a I.. 

On en deduit cette fois que le tenseur de localisation des contraintes B est partout 
egal a l'identite et par consequent : 

~~=W ~ 
• Dans ces deux methodes, on aboutit a des lois dites de melanges sur les 

tenseurs de rigidite ou de souplesse. Remarquons tout de suite qu'il s'agit bien de 
deux approximations differentes qui conduisent a des tenseurs Cvoigt et SReuss qui 
ne sont pas inverses l'un de !'autre. 
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• On peut egalement ecrire des equations analogues concernant le probleme de 
thermique en considerant des champs microscopiques de gradient de temperature et 
de flux de chaleur homogenes et egaux aux valeurs macroscopiques imposees. On 
aboutit alors a des estimations de la conduction macroscopique qui sont les 
moyennes, soit des conductions microscopiques, soit de leurs inverses. 

3.3.3. Homogeneisation periodique 

Presentation generale du probleme 
Dans le cas de materiaux periodiques le v.e.r. se reduit a la cellule de base du 

reseau periodique. Les champs microscopiques de deplacement ou de temperature, 
de deformation ou de gradient, et enfin de contrainte ou de flux thermique sont des 
champs periodiques. Si Y est la cellule de base, il est dans les habitudes de qualifier 
ces champs d'Y -periodiques. 

Le probleme a resoudre sur Y se pose de maniere classique sauf en ce qui 
conceme les conditions aux limites. 11 faut trouver un moyen d'imposer une valeur 
macroscopique, que ce soit de deformation, de contrainte, de gradient ou de flux, et 
en meme temps d'assurer que les champs obtenus seront bien Y -periodiques. On 
utilise alors une variante des conditions aux limites de type homogene, que nous 
presentons ici pour un probleme d'elasticite a deformation macroscopique E 
imposee. 

Soit u le champ microscopique solution du probleme pose sur Y, eta E imposee. 
Le champ u, ainsi que le champ de deformation associe E(u) sont Y-periodiques, et 
on sait par (45), que E est la moyenne spatiale de E(u). 

On peut toujours decomposer E(u) en la somme de sa moyenne et d'un terme de 
fluctuations E(v) par : 

e(u) = E + e(v) (66) 

Or, le champ e(v) est Y-periodique et !'equation (45) nous montre qu'il est de 
moyenne nulle sur Y. On en deduit que vest aussi un champ Y-periodique. 
Par ailleurs, la loi de comportement locale s'ecrit avec (66) : 

a= c(E+e(v)) 

et !'equation d'equilibre quasi-statique du champ de contrainte (en l'absence de 
forces volumiques, et en negligeant bien sOr les termes d'acceleration) nous donne : 

div(ce(v)) = -div(cE) (67) 

On se ramene done a un probleme annexe consistant a trouver le champ de 
deplacement v Y -periodique, verifiant (67). Les conditions aux limites de ce 
probleme sont des conditions de periodicite des champs de deplacement aux bords 
deY, et d'anti-Y-periodicite pour les vecteurs contrainte. 

Une fois le champ v determine, le champ use construit par: 

u :;::B.x+v (68) 
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et se trouve determine a un champ de deplacement rigide pres. 
La methode la plus utilisee qui prolonge cette formulation du probleme est une 

resolution par elements finis. 

Homogeneisation periodique par elements finis. 
Cette methode donne des resultats precis, autant en termes de caracteristiques 

macroscopiques, qu'en termes d'evaluation des champs microscopiques, pour peu 
que la cellule de base ne soit pas trop compliquee a decrire, et done a mailler. 

La plus grande partie de la methode, a savoir celle qui regit la discretisation 
spatiale et temporelle du probleme est classsique et nous renvoyons le lecteur aux 
ouvrages et aux cours de base dans ce domaine ou a des publications plus 
specifiques aux materiaux heterogenes [SUQ 82, SUQ 85, PEY 90]. 

La partie specifique a l'homogeneisation reside dans la prise en compte des 
conditions aux limites de type periodique. Plusieurs strategies numeriques existent, 
qui ne presentent pas de difficultes majeures, mais dont !'expose pourrait apparaitre 
un peu technique. Brievement done, i1 s'agit d'imposer des conditions egalisant des 
degres de liberte de nreuds appartenant a des faces en vis-a-vis (figure 4) que l'on 
appelle nreuds homologues. 

Figure 4. Maillage 3D d'une cellule de base. Cas d'un composite 

• La methode la plus simple a mettre en reuvre est une methode d'elimination de 
degres de liberte. On ne garde alors qu'un degre de liberte pour chaque couple de 
nreuds homologues. L'inconvenient majeur de cette methode est qu'elle detroit Ia 
nature bande de Ia matrice elements finis et impose un stockage specifique de ses 
composantes (ligne de ciel ou morse). Le temps de calcul en sera augmente dans des 
proportions non negligeables. Par contre, cette methode a un gros avantage au sens 
oil elle ne modifie pas Ia structure numerique classique de la methode 
d'homogeneisation, et s'implante done aisement. 

• Deux autres methodes peuvent etre employees, mais qui sont d'une mise en 
reuvre numerique plus delicate. L'une est en fait une methode de penalisation et 
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l'autre est basee sur !'utilisation d'un multiplicateur et d'un lagrangien. Ces deux 
methodes necessitent une refonte de !'architecture numerique du probleme, mais 
s'averent performantes une fois implantees. 

3.3.4. Autres techniques d'homogeneisation 

• Une autre famille de methodes est celle basee sur les travaux d'Eshelby 
[ESH 57, HIL 65, MOR 73, MUR 82l A notre connaissance, et a cette date, ces 
methodes sont appliquees essentiellement pour des problemes de mecanique de 
milieux heterogenes, I' aspect thermique restant peu utilise et peu developpe. 

Le point cle de toutes ces techniques est, a partir du probleme pose sur le v.e.r., 
de savoir se ramener a une serie de problemes dits de l'inclusion, que l'on sait traiter 
grace precisement aux resultats d'Eshelby. 

Ces methodes d'homogeneisation en elasticite, sont basees sur !'utilisation des 
tenseurs de Green en milieu elastique infini. On citera notamment le schema auto
coherent et la methode de Mori-Tanaka, developpes principalement dans les annees 
1960-1970, qui ont connu, du fait de Ia montee en puissance des capacites des 
ordinateurs et de !'apparition de logiciels de calcul formel, un certain succes depuis 
une dizaine d'annees. Concernant la thermique, les fonctions de Green existent aussi 
et sont d'ailleurs souvent utilisees pour Ia resolution de probleme de diffusion de Ia 
chaleur en milieu homogene et dans des structures a geometrie particuliere (plaque 
semi-infinie) [CAR 59, MUR 82]. Dans ce cas, la fonction de Green donne la 
temperature en un point X et a un instant t, Jorsqu'iJ existe, au point x' et a !'instant t, 
un "point source instantanee" d'amplitude unitaire. Par contre, et encore une fois a 
notre connaissance, aucun prolongement n'a ete effectue pour l'etude de milieux 
heterogenes. C'est sfirement une voie interessante a explorer, au vu de la similitude 
des problemes elastique et thermique. 

• 11 existe en fait beaucoup d'autres techniques d'homogeneisation qui, pour la 
plupart d'entre elles, sont des restrictions des techniques evoquees ci-dessus dans le 
cas ou des particularites geometriques du materiau autorisent certaines hypotheses 
simplificatrices. Pour des geometries particulierement simples, on peut meme 
conduire les calculs analytiques assez loin, voir jusqu'au bout. Ainsi, pour des 
composites a renforts spheriques ou cylindriques, pour des milieux particulaires ou 
pour des materiaux stratifies, on trouvera dans la litterature des methodes variees 
quant a leur precision, leur rapidite et leur facilite de mise en reuvre [CHR 79, 
FRA 91, GAY 89, HAS 83, MEC 93]. 

• Enfin, et pour clore ce paragraphe, il faut evoquer tous les developpements 
theoriques actuels autour de l'homogeneisation, qui font souvent appel a des outils 
mathematiques complexes, mais qui, une·fois "decodes", fournissent des garde-fous 
interessants pour l'utilisateur de passages micro-macro. On pourra ici citer 
notamment tous les travaux bases sur !'utilisation de principes variationnels 
debouchant sur des bornes du comportement macroscopique, [HAS 62, SUQ 96], ceci 
pour des comportements microscopiques complexes et non lineaires. D'autres 
etudes, [SUQ 85], ont par exemple montre qu'un melange de materiaux 
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viscoelastiques de type Maxwell, n'etait pas equivalent au niveau macroscopique a 
un materiau viscoelastique de type Maxwell. Enfin, des techniques plus originales 
sont en train de se developper, comme l'homogeneisation stochastique, ou 
l'homogeneisation par decomposition en serie de fonctions (Fourier, ondelettes, ... ) 
[DUM 96, SUQ 94]. 

4. Applications 

Dans cette partie sont presentees quatre applications qui concement toutes des 
problemes thermomecaniques couples. L'integration de ces couplages dans un code 
de calcul par elements finis et les methodes numeriques specifiques utilisees sont 
abordees. Les deux premiers exemples sont exclusivement macroscopiques et 
concement les materiaux thermosensibles comme les polymeres puis les alliages a 
memoire de forme. Dans ces deux cas, la prise en compte des couplages 
therrnomecaniques permet de modeliser certains comportements de maniere 
naturelle et de plus, coberente avec les experimentations disponibles. Les deux 
demieres applications sont des approches micro-macro de problemes couples. La 
modelisation du changement de phase solide-solide dans un alliage a memoire de 
forme, et ceci a l'echelle du polycristal, permet de mieux comprendre les evolutions 
thermomecaniques macroscopiques de cet alliage. Enfin, la prise en compte de 
!'evolution de la temperature dans un composite fibres-matrice, et ceci a l'echelle des 
fibres, permet de prevoir avec precision !'apparition et !'evolution des contraintes 
d'origine thermique dans le materiau composite. 

4.1. Modelisation macroscopique de Ia localisation de Ia deformation dans des 
materiaux thermosensibles 

Dans cette etude, nous nous interessons au pbenomene de la localisation de la 
deformation en nous fondant sur des experiences realisees sur des materiaux 
polymeres. Beaucoup de travaux existent a l'heure actuelle concernant cet axe de 
recherche, travaux bases sur une analyse theorique soit debouchant sur les concepts 
de perte d'unicite de solution et de bifurcation, soit utilisant des methodes de 
perturbation. Tres brievement, ces travaux s'interessent aux proprietes de l'operateur 
d'elasticite (perte d'ellipticite) et en deduisent des directions correspondant a des 
modes propres de deformation sous un chargement donne. Notre analyse du 
probleme consiste a evaluer dans queUe mesure les couplages thermomecaniques, 
associes a une sensibilite a la temperature des materiaux polymeres, peuvent 
provoquer le pbenomene de localisation de la deformation (initiation et propagation 
des bandes). Les paragraphes suivants presentent comment ces couplages sont tout 
d'abord mis en evidence au travers d'essais experimentaux, puis sont integres dans 
une loi de comportement thermoviscoelastique a coefficient dependant de la 
temperature. 



702 Revue europeenne des elements finis. Volume 6 - n° 5-6/1997 

4.1.1. Presentation des essais experimentaux effectues 

Des essais de compression ont ete effectues sur une plaque de PVC trouee en son 
centre (plaque de 5 em x 3,2 em, et trou de 5 mm), et observes a l'aide d'un 
dispositif infrarouge permettant d'enregistrer, au cours de l'essai, des cartes de 
temperature de surface. 

Au cours de l'essai, des bandes, dans lesquelles une augmentation significative 
de Ia temperature est notee, naissent au bord du trou, puis se propagent dans des 
directions voisines de 45°. Sur le plan mecanique, ces bandes se trouvent egalement 
correspondre a des regions qui sont le siege d'importantes deformations (voir 
figure 5). 

Figure 5. Eprouvette deformee et image thermique (zoom autour du trou) 
en cours d'essai (la difference de temperature entre zones noires et zones 
blanches est d'environ 4°C). 

L'analyse experimentale de !'apparition des bandes ainsi que de leur propagation 
permet de donner une certaine validite a ce que les specialistes des polymeres 
nomment cycle autocatalytique ou autoechauffement [MEC 95] : les concentrations 
de contraintes et done de deformation qui apparaissent naturellement au debut de 
l'essai au bord du trou sont responsables, par les couplages thermomecaniques, d'un 
echauffement localise. Cet echauffement peut alterer les proprietes mecaniques du 
materiau, provoquant un adoucissement local qui a son tour favorise l'ecoulement du 
materiau. Le cycle autocatalytique est alors amorce. 

4.1.2. Integration dans les lois de comportement. [MEl 96] 

Pour tenter d'integrer ce phenomene aux lois de comportement du materiau, il 
convient de traduire correctement deux effets : les couplages thermomecaniques et 
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la dependance des caracteristiques mecaniques du materiau en fonction de la 
temperature. 

Pour cette etude un materiau viscoelastique de type Kelvin-Voigt a ete choisi, 
pour lequel le tenseur de contrainte se decompose en deux parties, une reversible, 
l'autre irreversible suivant : 

(69) 

equation ou 'lf(E, T) et «p(e) representent respectivement l'energie libre de 
Helmholtz (15) et le potentiel de dissipation (40). 

Un choix classique pour 'I' et 9' [FRA 84], associe ala demarche presentee dans 
les premieres parties, permet d'obtenir le systeme d'equations couplees traduisant le 
comportement du materiau. 

{

Gij,j = pu; 
(Jij = aijkl(ekl-aklo) + bijklekl 

pcafJ = ( kijO,i}.; - T,efaiiklak1eij + bijkleijekl 

(70) 

Le tenseur a est un tenseur de rigidite elastique classiquement deduit d'un 
module d'Young E et d'un coefficient de Poisson v pour un materiau isotrope. Le 
tenseur b peut etre qualifie de rigidite visqueuse et se construit de maniere analogue 
au tenseur a, ceci a partir d'un coefficient de rigidite visqueuse Ev et d'un coefficient 
de Poisson vv. 

En ce qui conceme la dependance en temperature, seuls les tenseurs de rigidite a 
et de rigidite "visqueuse" b sont affectes. 

Ceci implique notamment, d'apres (19), que !'expression de la chaleur specifique 
Ca est fonction des derivees premiere et seconde de a. Ces nouveaux termes 
introduisent des non-linearites severes, qui necessitent une approche numerique un 
peu differente, et nous avons en fait neglige ces termes dans le systeme (70). 

4.1.3. Analyse numerique du probleme 

La methode numerique adoptee propose une discretisation en temps par schema 
implicite et une discretisation spatiale par elements finis utilisant des fonctions 
affines par morceaux. La discretisation spatiale repose sur Ia formulation 
variationnelle des equations couplees de Ia dynamique et de Ia chaleur. Les 
inconnues du probleme sont les deplacements u, Ia temperature 9 et leur derivee par 
rapport au temps u et 9 en chaque nreud du maillage. 

La mise en reuvre de Ia methode d'elements finis est somme toute classique. Si 
on appelle xk le vecteur rassemblant toutes les inconnues nodales pour le pas de 
temps k, soit : 
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xk =[u],u[,01, ••. ,u~,u~,On•···l 
naudn 

on aboutit a Ia formation d'un systeme non lineaire donnant le vecteur xk+l par : 

Axk+l +1 xk+lV.xk+l = S(xk) +{forces suifaciques et flux) (71) 

TI est important de noter qu'en raison du couplage thennoelastique, Ia matrice A 
est une matrice non symetrique qui necessite un stockage particulier (stockage ligne 
de ciel ici). A chaque pas de temps, Ia non-linearite est trllitee par une methode de 
point fixe. La resolution proprement dite de ce systeme se fait, a chaque iteration en 
temps, par une methode de pivot de Gauss. 

4.1.4. Simulations numeriques 

Les caracteristiques thennoviscoelastiques retenues sont presentees dans le 
tableau ci-dessous. Elles correspondent au meilleur calage que I' on puisse faire entre 
Ia materiau etudie et le modele de Kelvin-Voigt. 

......... ~ .. (QJ?.~H .. f.Q~~---···················f.................. . ....... §~.U~ . .9.P.~.:~l..~ .. f.Q~~---···············~-Q ................. . 

......... f!-. .l~.£:~1. ..................................... §.-JQ:~....... . ....... Y ............................................................. Q}.~ ............. . 

......... Y.~ ................................................. .Q.-.~:?........... . ....... l?..l~8:m::1 ........................................... t1~.Q ............ . 
krw.m·2

•
0 C"11 0.01 Ca fJ_kg·1

•
0 C"1

] 148 

Les simulations numeriques ont ete effectuees sur un quart d'eprouvette trouee. 
Le chargement est ici un deplacement vertical impose u(t) en tete d'eprouvette : 

u(t) = -4.10-6.t 

et les conditions aux limites sont de type mixte en temperature, caracterisees par un 
coefficient d'echange h et par rapport a une temperature exterieure 1""11 

: 

lei nous prenons h = 25 W.m·2
•
0C"1 et 1""11 = 30°C constante. 

La dependance en temperature de E et de Ev est tracee figure 7. Elle traduit une 
chute brutale de Ia rigidite du materiau autour d'une temperature de transition, ceci 
sur une bande en temperature de 1 0°C, comme cela est classique dans les materiaux 
polymeres. 

Sur le plan numerique, Ia prise en compte de cette dependance des coefficients 
alourdit quelque peu Ia gestion infonnatique de Ia simulation. En effet, Ia variable 
thermique utilisee dans le calcul est l'ecart de temperature par rapport a une 
temperature de reference. L'equation de Ia chaleur, telle que nous l'avons ecrite, est 
valable pour des petites evolutions en temperature autour de cette temperature de 
reference. Des evolutions plus consequentes, telles que l'on souhaite en obtenir, 
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necessitent done une reactualisation non seulement des modules de rigidite, mais 
aussi de Ia temperature de reference, ceci pour chaque element du maillage elements 
finis. 

Figure 6. Maillage du quart de 
l'eprouvette 

Figure 7. Dependance en temperature 
des modules de rigidite 

4.1.5. Resultats des simulations numeriques 

Etude initiale 
Le premier n5sultat interessant est que Ia prise en consideration des couplages 

thermomecaniques et de Ia dependance en temperature des modules de rigidite 
permet de generer, puis de propager des zones de fortes deformations. On retrouve 
egalement dans ces zones des elevations de temperature comparables a celles 
observees dans les essais (cf. figure 8). Les formes et les directions des bandes de 
deformation sont elles-aussi respectees (cf. figure 9). 

Figure 8. Cartes de temperature a 5 s eta 30 s. 
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Figure 9. Cartes de deformation verticale a 5 s eta 30 s. 

L'evolution des bandes au cours de l'essai numerique traduit bien le phenomene 
d'autoechauffement, tel que nous l'avons decrit precedemment. Les concentrations 
de champs elastiques au bord du trou (compression maximum au pole Est et 
cisaillement maximum a 45°), associees aux termes de couplages thermomecaniques 
conduisent a un echauffement local du materiau, puis a son adoucissement. Dans le 
cas presente figure 9, les bandes s'initient au pOle Est du trou. La perte de rigidite 
qui en resulte autorise une deformation locale plus importante, qui, a son tour, 
accroit les mecanismes de dissipation. Lorsque l'echauffement correspond a Ia 
Iargeur de Ia bande de transition (figure 8), les modules de rigidite sont faibles et 
entrainent une diminution du pMnomene dissipatif, qui deviendra negligeable sur le 
plan thermique, au-dela de cette bande de transition. De plus, Ia faible conductivite 
thermique du materiau considere entre pour beaucoup dans Ia localisation de Ia 
temperature et, par voie de consequence, de Ia deformation. 

Influence de Ia forme donnee a Ia dissipation 
La forme donnee au terme dissipatif dans l'equation de Ia chaleur depend du 

tenseur de rigidite visqueuse b. 
On a jusqu'ici, pour une approximation 2D du probleme : 

d1 = b;i;ei pour (i,j) = 1,2,6 avec e1 = e11 , e2 = e22 , e6 = 2E12 , (72) 

En choisissant certains termes du tenseur b nuls, on peut mettre d1 sous Ia forme : 

(73) 

spherique 

Cette nouvelle expression de d1 permet, par Ie choix de ro, de privilegier l'effet 
dissipatif dii au cisaiiiement ou celui cree par Ia pression hydrostatique. On arrive 
alors en ajustant le parametre ro, a obtenir des bandes qui s'initient entre le pole Est 
et le point a 45°, puis qui prennent differentes orientations quanta Ia propagation, 
comprises entre 30 et 70° (voir figures 10 et 11). Pour l'experience decrite plus haut, 
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Ia valeur de m qui donne les meilleures simulations est de 0.075, ce qui denote une 
grande sensibilte de Ia dissipation au cisaillement. 

Figure 10. Cartes de temperature a 5 s eta 30 s pour une valeur de OJ de 0 

Figure 11. Cartes de deformation verticale a 5 s eta 30 s pour ro = 0. 

Approche par homogeneisation du probleme 
L'etude presentee ici est purement macroscopique. Le lien avec le niveau 

microscopique du materiau est toutefois sous-jacent, car les elevations de 
temperature mesurees dans une bande de quelques rnillimetres de large sont certes 
significatives, mais surement a considerer comme des moyennes de phenomenes 
intervenant a une plus petite echelle, et d'une amplitude beaucoup plus grande. Ceci 
parait peut etre plus evident encore pour des materiaux m~ta1liques ou les 
phenomenes conduisant a une localisation macroscopique se situent a l'echelle des 
joints de grain. L'analyse experimentale des phenomenes thermiques et energetiques 
a l'echelle macroscopique permet deja d'obtenir des renseignements 
complementaires de !'analyse mecanique traditionnelle. A titre d'exemple, on sait 
prevoir, par !'analyse des cartes de temperature et d'energie, !'apparition d'une 
striction sur une eprouvette metallique, avant que les criteres mecaniques 
traditionnels n'aient ete atteints. 
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On imagine alors tout l'interet qu'il y aurait, pour ce theme de Ia localisation de 
Ia deformation, a savoir combiner une approche thermomecanique couplee et une 
approche multiechelle capable de decrire les phenomenes physiques en jeu. 

4.2. Modilisation macroscopique des transformations martensitiques dans les 
alliages a mlmoire de forme 

Comrne il a deja ete dit plus haut, les alliages a memoire de forme (AMF) ont un 
comportement pseudo (ou super) elastique. Les deformations reversibles 
importantes (plusieurs pour cent) produites sous l'effet d'un "petit" chargement 
thermique ou mecanique, sont attribuees a Ia transformation de phase martensitique 
(passage d'une phase austenite a une ou plusieurs phases de martensite). 

Des experiences [LOB 95] realisees avec un dispositif thermomecanique 
(machine d'essais mecaniques equipee d'une camera infra-rouge), ont permis de 
montrer le role fondamental joue par les variations de temperature induites par le 
processus de deformation. Ces variations sont essentiellement dues A Ia chaleur 
latente de changement de phase et une analyse detaillee des bilans d'energie 
correspondants montre que l'energie associee A Ia dissipation intrinseque reste tres 
petite devant Ia chaleur latente de changement de phase. 

En se basant sur ces resultats, et en s'inscrivant dans le cadre thermodynamique 
propose plus haut, un modele de comportement a ete etabli en supposant une 
dissipation intrinseque nulle et en considerant un processus de deformation 
anisotherme. Ce modele [PEY 97], brievement decrit dans Ia suite, prend en 
consideration les couplages thermomecaniques et utilise deux variantes de 
martensite auto-accomrnodantes. 

4.2.1. Les equations du modele 

Les variables d'etat choisies sont le tenseur de deformation £, Ia temperature T et 
les deux proportions de martensite formees ~1 et ~2• 

La deformation £ peut alors se decomposer en trois parties correspondant aux 
effets elastiques, de dilatation thermique et de changement de phase, suivant : 

e =eel+ a6ld + ~vf3v (74) 

oil. pv represente Ia deformation associee au changement de phase total de Ia 
variante v. (L'exposant v dans le produit !;~ doit etre somme sur I et 2) 

Conformement A (28) et A (37) l'energie libre consideree comprend une part 
thermoelastique classique 'I' ~~o~ et une partie complementaire 'Pa liee aux mecanismes 
de changement de phase : 

P'l'the =~[a (e- a6- ~f3v)(e- a6- ~vf3v)- ( C + aaa) 62
] (75) 



Couplages en thermomecanique des solides 709 

L'utilisation d'une fonction indicatrice (cf. (37)) dans l'expression de l'energie libre 
permet de tenir compte des limitations physiques naturelles sur les valeurs des 
proportions. 

Pour satisfaire l'hypothese d'une dissipation intrinseque nulle, le potentiel de 
dissipation est choisi identiquement nul. Ceci permet en outre d'obtenir des relations 
supplementaires liant le tenseur des contraintes a ala temperature T. On prerere 
generalement ex primer ces relations entre une nouvelle variable Z, ( Z = ( CJ: fJ) I D), 
qui mesure "l'intensite" du tenseur des contraintes et e la variation de temperature 
autour d'une temperature de reference. 

On obtient en fait des expressions definissant le domaine de transition de la 
transformation (figure 12). A chaque valeur de Z et de e correspond un unique 
couple (1;1, 1;2). 

Figure 12. Do maine de transition dans le plan (Z, T) 

De plus, pour traduire l'autoaccommodation des deux variantes et le caractere 
suppose isovolumique de la transformation, nous choisissons : 

Tr(Pv) = 0 et Pb + Pb = 0, et notons P = P1 + P2 

Finalement les equations retenues pour Ie comportement super-elastique des 
AMF sont les suivantes : 

(78) 
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P Cc · A. . p L ( · · ) To(} - To A(} = - aijkl akl eij + To ~~ + ~2 

To . 
A vee L = - D chaleur latente de changement de phase. 

p 

4.2.2. A propos de Ia methode numerique 

(79) 

Comme precedemment, Ia resolution du probleme repose sur une discretisation 
spatiale par elements finis (triangles ~ 3 nreuds et fonctions d1interpolation 
lineaires). Pour un probleme bi-dimensionnel, chaque nreud possede trois degres de 
liberte, deux pour le deplacement et un pour Ia temperature. 

La discretisation en temps utilise un schema implicite permettant, ~ chaque pas 
de temps dlobtenir le champ de deplacement u, le champ de temperature e, le champ 
de contrainte 0', ainsi que les valeurs des proportions de martensite ~1 et ~2• 

Dans ce qui suit, nous decrivons succintement l'algorithme de resolution. 

Le pas de temps k debute avec les champs connus a"-, uk I ek et ~~ . 

Le systeme discretise, deduit des equations (78) et (79), se ramene a un 
" I' .( . d I I . kl ek' e . d k ek k . . systcme mcaire ont a so ut10n u et est tonction e u , , Xv ams1 

que des conditions de chargement. 

~ ~ ~ k Une valeur de cr- peut alors etre evaluee a partir de u ' e et Xy avec (78). 

k 1 k 1 lc' Une nouvelle valeur Xy peut alors etre calculee en fonction de e et cr-
dans le diagramme de transition (figure 12). 

k' k' k' Ce processus est itere pour obtenir des valeurs successive& de u , e et Xy 

Ceci est faii- jusqu~~ convergence, Ia convergence etant estimee sur les 
valeurs de xv . 

A ce moment, les valeurs calculees sont crk+l, uk+l I ek+l et x~+l , le pas de 
temps k+ 1 pouvant debuter. 

Rappelons enfin que le couplage thermoelastique introduit une non symetrie du 
probleme qui impose ici aussi, un stockage type ligne de ciel. 

4.2.3. Exemples de calcul 

La prise en compte des couplages thermomecaniques dans Ia modelisation des 
alliages ~ memoire de forme est interessante a plusieurs titres. Tout dlabord, Ia 
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modelisation d'essais de Iaboratoire sur eprouvettes peut s'averer tres riche car les 
essais sont tres souvent complexes a piloter et a depouiller. De plus Ies mesures, 
qu'elles soient thermiques ou mecaniques, sont quasi-exclusivement des mesures 
realisees en surface, et l'eventuelle heterogeneite en volume des champs 
thermomecaniques peut fausser leur interpretation. Enfin, pour des structures 
realisees en AMP, il parait important de pouvoir disposer simultanement des effets 
mecaniques et thermiques. Ce sont tous ces aspects qui sont illustres dans cette 
partie. 

Calculs sur eprouvette de laboratoire 
II s'agit ici d'evaluer Ia validite des mesures experimentales de surface (pour Ia 

temperature) ou moyennes (pour Ia contrainte et Ia deformation) par rapport a 
l'heterogeneite des champs thermomecaniques reels. Pour ce faire, Ies 
caracteristiques thermomecaniques du materiau, ainsi que les conditions aux limites 
sur l'eprouvette ont ete soigneusement calees par rapport aux conditions 
experimentales. Concernant !'aspect thermique, Ia conduction par les mors de Ia 
machine de traction et les echanges convectifs avec l'exterieur, sont autant de 
perturbations possibles. 

u 

~ Zone de oonduction avoc I" moB de Ia """bin~ 
Figure 13. Mail/age de l'eprouvette et conditions aux limites 

Les figures 14 a, b et c montrent des isovaleurs des champs de temperature, de 
contrainte longitudinale et de proportion de martensite formee. Le caractere 
homogene des differents champs est rassurant pour l'experimentateur qui doit 
forcement faire une hypothese d'homogeneite dans la zone utile de l'eprouvette pour 
obtenir les champs thermomecaniques en fonction des donnees de Ia cellule d'effort, 
de l'extensometre ou de Ia carte de temperature en surface. 

On peut egalement esperer mieux analyser le comportement du materiau 
lorsqu'on dispose des resultats thermomecaniques complets. Par exemple, Ies 
resultats traces dans le diagramme de transition (variables z et 9) permettront 
d'evaluer Ia cinetique de changement de phase. II apparait alors necessaire de ne 
plus regarder uniquement Ia reponse du materiau dans un diagramme (<J, E) mais 
plutot dans I'espace (<J, £, T). 
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(c) Proportion de martensite maximum : 0.54 

Figure 14./sovaleurs en temperature (a), contrainte longitudianle (b) et proportion 
de martensiteformee (c) en cours d'essai 

Sur Ia figure 15 on peut ais~ment imaginer plusieurs trajets dans l'espace ayant 
meme projection dans le diagramme (a, e). Les diff~rents essais correspondants se 
distingueront pourtant par des quantites d'energie mises en jeu differentes. Pour 
chacun de ces essais, Ia projection du trajet sur le plan (CJ,T) correspondra a 
!'evolution dans le domaine de transition. 

Figure 15. Evolution dans l'espace ( o; t; T) et differentes projections 
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Calcul d'une structure en AMF 
La structure proposee ici est un anneau auto-serrant. L'aptitude des AMF a se 

deformer fortement sous effet thermique est ici utilisee pour produire une 
contraction importante de l'anneau lors d'un rechauffement. La pression de serrage 
est importante car directement produite par une reaction elastique. La figure 16 
presente le maillage initial et le maillage deforme apres le rechauffement de Ia 
structure. 

Figure 16. Maillages de la structure avant et apres defonnation de contraction 
suite a un rechauffement (Ia deformee est amplijiee 5 fois) 

4.3. Approche multiichelle des transformations martensitiques dans les alliages a 
memoire de forme 

Les alliages a memoire de forme viennent d'8tre sommairement presentes par 
une loi de comportement macroscopique. Des lors que l'on s'interesse aux causes qui 
peuvent generer ce changement de phase solide-solide, et aux phenomenes qui 
accompagnent sa propagation, on est force de raisonner a une echelle proche de Ia 
cristallographie du materiau. A Ia base, !'apparition de martensite est liee a un 
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changement de reseau cristallin et ceci dans des zones localisees lorsqu'il s'agit de 
paillettes. Puis le phenomene se propage aux differents grains du polycristal, chacun 
d'entre eux reagissant en fonction de son orientation cristallographique. Tous ces 
phenomenes locaux se moyennent done pour donner finalement le comportement 
macroscopique. Comme cela a ete presente en partie 3, il semble naturel de chercher 
a deduire ce comportement macroscopique a partir de l'etude de Ia transfonnation 
martensitique a une echelle microscopique. Dans l'etude presentee ici [MEl 97], le 
niveau microscopique est celui des grains du polycristal. 

A ce niveau, il faut preciser que les developpements theoriques en 
homogeneisation ne pennettent pas de deboucher, pour ce type de comportement, 
sur des coefficients macroscopiques aussi simplement que pour le cas 
thermoelastique. La demarche proposee consiste alors a realiser des essais 
numeriques sur un echantillon de polycristal, et a regarder comment evoluent les 
variables macroscopiques. 

Le volume elementaire representatif (v.e.r.) est done ici un assemblage d'un 
certain nombre de grains, differenties, dans un premier temps, par leur orientation 
cristallographique (figure 17). Chaque grain, dans son repere local, a done une loi de 
comportement identique a celle presentee plus haut et va interagir avec les grains 
vmsms. 

Figure 17. V.e.r. du polycristal 

Lorsqu'on impose ace v.e.r. une defonnation macroscopique de traction, on peut 
suivre revolution des proportions de martensite fonnee dans chaque grain, (figure 
18). Les grains dont !'orientation est Ia plus favorable se transfonnent bien sfir en 
premier. 
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Xmax = 0.1 Xmax =0.3 Xmax=0.6 Xmax=0.9 

Figure 18. /sovaLeurs de proportions de martensiteformee au cours de La traction 
(Xmax represente La proportion de martensite maximum atteinte a chaque stade de 
L'essai) 

4.4. Approche micro-macro des contraintes d'origine thermique dans les 
materiaux composites 

Dans cette partie, nous nous interessons aux contraintes d'origine thermique qui 
peuvent s'observer lors du refroidissement de materiaux composites, ceci tant au 
niveau macroscopique qu'au niveau microscopique. La connaissance de ces 
contraintes est primordiale pour comprendre et prevoir des phenomenes tels que Ia 
formation de microfissures et leur propagation, ou }'apparition d'endommagement 
sous cyclage thermique. Classiquement, ces contraintes sont estimees a partir des 
etats initial et final. Connaissant Ia difference des coefficients de dilatation 
thermique des materiaux et l'amplitude du refroidissement, on obtient facilement 
une valeur de contrainte qualifiee de residuelle. Une approche thermoelastique 
couplee permet de raffiner ce calcul, par Ia connaissance des champs 
microscopiques de temperature et de leur evolution. 

Les applications motivant de telles etudes sont centrees sur Ia conception et 
l'utilisation de materiaux composites a matrice metallique ou ceramique, qui, lors de 
leur elaboration, puis en cours d'utilisation, subissent de fortes variations de 
temperature. Les differences de proprietes thermoelastiques des materiaux 
constitutifs, notamment concernant Ia dilatation thermique et Ia rigidite, associees a 
ces evolutions en temperature, induisent d'importants etats de contraintes aux 
interfaces fibre-matrice. Une connaissance detaillee de ces champs permet de 
prevoir les phenomenes de fissuration ou d'endommagement microscopique, puis 
macroscopique. D'un autre point de vue, on aboutit a une optimisation du materiau 
(choix des constituants, troisieme corps, ... ) en vue de minimiser l'effet des 
contraintes d'origine thermique. Tous ces aspects sont presenres dans Ia suite, dans 
le cadre de Ia methode d'homogeneisation periodique par elements finis. 
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4.4.1. Presentation du probleme 

Le materiau retenu ici est un composite a matrice aluminium renforcee par des 
fibres de carbure de silicium, fibres supposees de grande longueur, toutes 
identiques, alignees dans une meme direction, et enfin reparties de mani~re 
periodique dans l'espace. Le v.e.r. ou cellule de base Y (figure 19) est done reduite a 
une fibre entouree de matrice et se traitera dans une approximation 2D. Les deux 
materiaux ont un comportement thermoelastique couple. Leur loi de comportement 
a ete decrite en (58). 

La structure macroscopique S que nous allons etudier est une plaque 
rectangulaire, qui sera soumise a des chargements thermomecaniques a priori tr~s 
generaux (efforts et deplacements ainsi que temperature et flux imposes a Ia surface 
exterieure de S), mais nous nous attacherons plus particuli~rement au cas du 
refroidissement de Ia structure. 

4.4.2. Passage micro->macro - Homogeneisation 

La premi~re etape de cette etude est l'obtention des caracteristiques du materiau 
homog~ne equivalent (cf. (59)). Pour cela, on resout trois probl~mes sur le v.e.r. : 
PE, P0 , et Pc (figure 19). 

PE est un probl~me purement elastique a deformation macroscopique E 
imposee (par l'intermediaire de conditions aux limites homog~nes en deplacement). 
Dans le cadre de l'elasticite plane, PE represente un ensemble de trois probl~mes 
purement mecaniques permettant de calculer, Via leur solution UE, l'expression des 
coefficients homogeneises C et a.. 

p G est Un probl~me purement thermique a gradient de temperature 
macroscopique G impose. Dans le cadre bidimensionnel, P 0 represente deux 
probl~mes purement thermiques permettant de calculer, via leur solution 90 , 

I' expression des coefficients de conduction homogeneises A. 
P c est un probl~me relatif au couplage thermoelastique pour lequel on 

impose une deformation macroscopique de dilatation thermique resultant d'une 
augmentation de temperature macroscopique de 1 degre. Sa solution est notee Uc. 

Les caracteristiques du milieu homog~ne equivalent etant a present determinees 
par le passage micro->macro, nous nous ramenons a l'etude d'un probl~me P" de 
thermoelasticite couplee sur Ia structure fictive, notee S0

, ayant un comportement 
homog~ne equivalent a Ia structure composite etudiee S111

• Le probl~me P0 est un 
probl~me classique de calcul de structure, en milieu homog~ne et dans un cadre 
thermomecanique couple non stationnaire. Sa resolution fournit, au cours du temps, 
les valeurs macroscopiques de deformation E, temperature 9, et de gradient 
thermique G, ceci en chaque point X macroscopique. Nous allons maintenant 
evoquer les passages macro->micro qui consistent A suivre l'evolution des champs A 
l'echelle microscopique "sous" un point macroscopique. 
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Figure 19. Schematisation de l'etape d'homogeneisation 

4.4.3. Passage macro->micro- Localisation 

On cherche ici a suivre simultanement en un ou plusieurs point X de la structure 
S0

, (cf. figure 20), les evolutions macroscopiques et microscopiques des champs 
thermomecaniques. Les champs rnicroscopiques en un point x sous X, "gommes" 
dans !'operation d'homogeneisation precedente, peuvent tout de meme se retrouver. 

Figure 20. Schematisation de l'etape de localisation 

La theorie de l'homogeneisation periodique [BRA 89] montre que la solution 
microscopique est en fait une combinaison lineaire des champs macroscopiques E, 
G, et e et des champs Us, 8a et Uc solutions des problemes elementaires Ps. Poet Pc. 
sous la forme : 
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(80) 

Les champs u et (} sont des champs de correction pour des conditions initiates 
heterogenes dans le probleme P0

• 

4.4.4. Quelques resultats des simulations numeriques 

Les caracteristiques materielles microscopiques des deux materiaux Aluminium 
et Carbure de Silicium sont rassemblees dans le tableau ci-dessous. On les 
supposera isotropes. 

Matrice AI Fibre SiC 

. .P.it~!!!ti.Qv..th!?rmi.m-A!? .. (f!:).e~:~.l................ . ........... k.AQQJ.Q:~............. . ............ 4 •. 7.QQ:.!Q~ ............ . 

.. M.m:h!1!::.9.:X.mm.~t.<J~1IMP.~J....................... . ............ 7. .. fQQ ... AQ~.............. . ............ :4.17.QQ,J.O: ............ . 

.. ~.Ql::ffifJ.!?V.LcJ!'? .. fQj,~~Q.U.fY.).......................... .. ................ Q.,~.f................... . ................. Q~J.9. .................. . 

.. M.~~~!:: .. Y.Ql!!m!9H.~t..(l?.) . .f.~g,m::1.................. .. ............... k.ZQQ.................. .. ................ lJ.QQ ................. . 

.. ~.Qn..cJ!!£t ... fu!'?.r.mim.!!?.J~).JW.,m:~.~-~:.1.l..... .. ............... J.J.2.................... .. .................. n~ .................. . 
Chaleur soecifiaue (Co) fJ.kg-1°C1l 900 835 

De plus, les fibres sont de section circulaire et ont une fraction volumique de 0.38. 
Le maillage de Ia cellule de base est represente figure 21. 

Figure 21. Maillage de la cellule de base du composite fibre-matrice 

Le chargement impose a Ia structure est ici un refroidissement de 10°C a partir 
d'une temperature -per suposee homogene dans toute Ia structure au debut de l'essai. 
La vitesse de refroidissement sera un des parametres de l'etude. Sur le plan 
mecanique,la structure est libre de se deformer. 
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Resultats d'homogeneisation 
Du fait de Ia symetrie de Ia cellule de base et de l'isotropie des deux constituants, 

le materiau obtenu est macroscopiquement isotrope. 

m.h.e . 

.. P.U.~m.u.sm.J.h~.m!i.m!~ .. <~H~~:~.l. ........................................................ !...7.1:1.Q:~ ................................... . 
1,66.105 6,19.104 0 

Mattice de rigidite (C) [MPa] 6,19.104 1,66.105 0 

................................................................................................... .9. ............................. Q ...................... 11.~1J.Q~ .... . 

.. ~:f.~§§~ .. Y.Q\!!mJ9.H~.(Q).J.~g,v.f:i .............................................................. ~~.~Q ...................................... .. 

.. ~~m..~!!£Uh~.m!im!~ .. (~UW.,m:~.~.{;:.1.l. ............................................... J~J.,~ ...................................... .. 
Chaleur snecifioue rCn) rJ.ki>'-1°C11 875 

Etude du refroidissement du materiau 
• A l'echelle macroscopique tout d'abord, et bien que Ia structure soit libre de se 

deformer, certaines contraintes apparaissent, d'un niveau tres faible (inferieur au 
dixieme de Mpa). L'origine de ces contraintes est directement liee au temps de 
propagation de Ia chaleur et ce phenomene s'estompe au cours du temps pour 
disparaitre completement lorsque Ia temperature devient homogene dans toute Ia 
structure. Ces resultats sont classiques et les niveaux de contrainte developpes ne 
justifient pas une analyse plus approfondie. 

• A l'echelle microscopique cette fois, les niveaux de contrainte atteints sont 
beaucoup plus eleves. 

Plusieurs phenomenes sont a noter : 
* Quel que soit le profil de refroidissement considere, les niveaux de 

contraintes ne s'annulent plus meme au bout d'un temps suffisamment long pour que 
Ia temperature soit homogene dans toute Ia cellule de base. On retrouve bien Ut Ia 
notion de contraintes residuelles classique, l'etat final ne dependant pas du trajet en 
temperature sui vi. Ces contraintes sont par ailleurs les memes quel que soit le point 
macroscopique sous lequel on se place. 

* Un autre phenomene apparait dans le cas de profils de refroidissement 
rapides. L'evolution des contraintes n'est plus monotone entre une valeur nulle au 
depart et Ia valeur residuelle a Ia fin, mais presente des extrema qui peuvent 
depasser de 15 a 30 % Ia valeur residuelle. Par ailleurs, ces extrema ne sont 
vraiment visibles que "sous" des points macroscopiques situes a une certaine 
distance du bord de Ia structure, et il est clair, cette fois, que leur existence est 
directement liee a Ia propagation de Ia chaleur. Ces valeurs sont interessantes car 
classiquement, Ia conception de ce type de materiaux ne se fait, vis a vis du 
probleme thermique, qu'a partir des valeurs de contraintes residuelles. Une sous
evaluation de 30 % peut etre dommageable pour le materiau, surtout lorsqu'il s'agit 
de contraintes de traction sur !'interface fibre-matrice, reputee zone fragile. 
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Influence d'un troisieme corps 
On considere ici une interphase (ou troisieme corps) de faible epaisseur 

(0,25mm) intercalee entre Ia fibre et Ia matrice (figure 22). 

Figure 22. Maillage de Ia cellule de base du composite ftbre-interphase-matrice 

Les proprietes thermomecaniques de ce troisieme corps peuvent etre optimisees 
pour diminuer au mieux les niveaux de contraintes thermiques. Un compromis est a 
realiser car ce troisieme corps peut faire chuter les caracteristiques elastiques 
macroscopiques. Ce procede d'enrobage est assez couramment utilise dans les 
composites ceramique-ceramique pour jouer le role de barriere thermique. 

Les simulations effectuees montrent qu'un troisieme corps ayant un coefficient 
de dilatation thermique proche de celui de Ia fibre et une module d'Y oung proche de 
celui de Ia matrice, on peut diminuer d'un facteur deux les niveaux de contraintes 
atteints. 

Endommagement de !'interface 
Nous reprenons ici l'etude concernant le composite fibre-matrice. Connaissant Ia 

distribution d'effort a }'interface, on peut etablir un critere d'endommagement simple 
base sur un seuil en effort normal a !'interface. Lorsque l'effort normal en un point 
atteint cette valeur seuil, il y a decohesion. Sur un plan pratique, cette idee a ete 
mise en reuvre dans Ia methode de resolution par elements finis en supposant que 
tous les nreuds de !'interface sont dedoubles des le depart. La cohesion avant 
endommagement se traduit par une relation egalant les degres de liberte en 
deplacement des deux m1:uds homologues. Lorsqu'on endommage Ia liaison, cette 
condition est annulee et remplacee par des conditions de contact unilateral. On peut 
alors modeliser des essais de cyclage thermique et (ou) mecanique, et observer ainsi 
!'evolution de l'endommagement de !'interface "sous" differents points 
macroscopiques. 

On presente, figure 23, un etat endommage du materiau a l'echelle 
microscopique sous un chargement mecanique. 
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Figure 23. Materiau micro-endommage apres decohesion d'une partie de /'interface 

II n'y a alors aucune difficulte conceptuelle A refaire des passages micro->macro 
pour evaluer l'influence de l'endommagement microscopique au niveau 
macroscopique, et definir ainsi un endommagement macroscopique. Par contre, on a 
bien conscience ici de Ia taille des calculs a realiser et done de leur caractere 
improbable en l'etat actuel (1997) des puissances des machines. 

5. Perspectives 

Le formalisme de Ia thermodynamique A variables internes represente pour le 
mecanicien des solides un cadre theorique coherent et souple permettant de 
developper des lois de comportement capables de rendre compte des phenomenes 
mecaniques, thermiques et energetiques lies aux processus de deformation. 
L'elargissement du domaine de validite de ces lois passe naturellement par une 
rneilleure description des multiples phenomenes physiques et chimiques dont le 
rnateriau est le siege. Ceux-ci prennent generalement leur origine A une echelle 
petite par rapport A l'echelle d'utilisation du materiau. Le mecanicien peut alors 
utiliser des techniques de passage micro-macro pour quantifier A I' echelle 
macroscopique les effets de ces "micro" phenomenes. La premiere difficulte de Ia 
demarche, et non Ia moindre, est evidernment d'arriver A proposer une modelisation 
correcte des mecanismes physico-chimiques mis en jeu. II doit etre clair que celle-ci 
ne saurait etre obtenue sans echange avec les autres communautes scientifiques 
concemees par les materiaux. 

Une fois ce principe acquis, d'autres difficultes restent naturellement A vaincre. 
Tout d' abord, Ia nature des couplages entre variables, tout comme les effets de 
dependance en temperature de certaines caracteristiques du materiau, entrainent 
inevitablement de fortes non-linearites et des non-symetries. Les methodes 
numeriques classiques par elements finis ne s'appliquent plus directement et doivent 
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etre repensees. Par exemple, le traitement simultane de !'equation de Ia chaleur et des 
equations de comportement thermomecanique peut poser des problemes de choix de 
pas de temps. Le pas "optimum" au sens de Ia thermique est directement lie au temps 
caracteristique de diffusion de Ia chaleur et depend done essentiellement du materiau 
alors que, sur le plan mecanique, le pas depend plutOt du chargement. Dans certains 
problemes, il peut done sembler antinornique de rechercher un optimum global au 
probleme couple. 

Entin, il faut noter que les passages micro-macro pour des lois de comportement 
couplees demandent des temps de calcul qui pour !'instant peuvent apparaitre 
deraisonnables. Ut encore, ii faut compter sur le developpement des techniques et 
I' accession progressive a de nouveaux moyens de calculs comme ceux a architectures 
paralleles. 
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