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RESUME. Ce travail est consacre au developpement d'une methode d'identification du 
coefficient de frottement dans les ecoulements a suiface libre. La formulation est basee sur la 
theorie du controle optimal. Un Lagrangien est introduit dont les derivees correspondent aux 
equations d'etat, d'etat adjoint et a la condition d'optimalite. La discretisation est effectuee 
avec une methode d'etements finis. Deux algorithmes de resolution sont developpes et testes 
sur plusieurs applications en regime stationnaire. Le premier algorithme est tres robuste et 
converge pour n 'importe que[ tir initial. Le second algorithme converge pratiquement pour 
tout tir realiste. C'est l'algorithme qui peut etre retenu pour simuler le regime instationnaire. 

ABSTRACT. This work presents a numerical method to automatically identify the friction 
coefficient which governs natural free suiface flows. The mathematical formulation is based 
on the optimal control theory. A Lagrangian operator, which partial derivatives provide 
respectively the state equations, the adjoint equations and the optimality condition, is 
introduced. A finite element method is used for space discretization. Two solution algorithms 
are proposed and tested on some steady flows. The first one is very robust and converges for 
any initial distribution of the friction coefficient. The second one converges for realistic initial 
trials, uses less memory and could be well extended to unsteady flows. 
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1. Introduction 

Le sucd~s de Ia modelisation numerique d'un systeme physique ne depend 
pas seulement de Ia formulation mathematique, de Ia discretisation ou des 
algorithmes numeriques utilises, mais aussi de la precision des parametres 
physiques. On entend par parametres, des grandeurs physiques qui decrivent 
les proprietes du systeme et qui interviennent sous forme de coefficients dans 
les equations qui le gouvernent, comme par exemple la viscosite, la masse vo­
lumique ou les coefficients de frottement en mecanique des fluides. Dans bien 
des situations, !'assignation de valeurs a ces parametres s'avere difficile, par­
ticulierement quand ils varient dans l'espace ou encore quand ils dependent 
d'autres grandeurs de maniere non lineaire. Les coefficients de porosite et de 
permeabilite de milieux heterogenes dans les ecoulements souterrains sont des 
exemples classiques de parametres difficiles a evaluer. D'un point de vue pra­
tique, !'identification ou !'estimation de parametres est le processus par lequel 
des valeurs approchees sont assignees aux divers parametres du modele. Dans 
les systemes gouvernes par des equations aux derivees partielles, une methode 
directe d'identification consisterait a resoudre les equations par rapport aux 
parametres consideres comme des fonctions inconnues (probleme inverse). C'est 
le cas, par exemple, de certaines equations elliptiques et paraboliques qui sont 
resolues par rapport a leurs coefficients et particulierement le coefficient de dif­
fusion. On trouvera dans les references ([2),[3),[11),[15),[16],[20],[25],[26]) des 
etudes tant theoriques (existence et unicite de solutions) que numeriques. La 
methode des moindres carres non lineaire ou les methodes de controle optimal 
sont de type indirect. Dans ces methodes, il s'agit essentiellement de determiner 
le parametre x dans un ensemble de parametres admissibles C tel que 

.1(x) = min.1(y) (1.1) 

ou 
.1(y) =II ¢(y)- z W . (1.2) 

Pour un parametre donne y, ¢(y) est Ia valeur de !'observation (sortie du 
modele) et z une observation donnee (mesure). La notation II . II etant une 
norme sur l'espace des observations. Ces methodes ont ete utilisees aussi pour 
etablir (dans certains cas) des resultats d'existence de solution_s. Pour ces 
methodes on peut consulter les references ([1),[8),[9),[10),[19),[21),[29]). 

En hydraulique des cours d'eau, le frottement du lit traduit Ia resistance 
a l'ecoulement. Cette resistance peut fortement varier d'un endroit a un autre 
du domaine de l'ecoulement ce qui rend le choix de Ia valeur du coefficient 
de frottement difficile. Si on sait lui assigner certaines valeurs empiriques a 
partir de Ia connaissance des materiaux qui constituent le lit, elles ne peuvent 
etre qu'approximatives et requierent une validation. Les ecoulements en eau 
peu profonde tels les lacs et les rivieres sont modelises habituellement par les 
equations de Saint-Venant. 
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On propose dans ce travail d'identifier le coefficient de frottement de Man­
ning par les methodes de controle optimal. On definit une fonction cm1t de type 
(1.2) et on calcule sa derivee en introduisant le probleme adjoint. On ecrit alors 
Ia condition necessaire d'optimalite associee a (1.1). Dans une discretisation 
par elements finis, on mettra en ceuvre deux algorithmes de type quasi-Newton 
pour !'identification du coefficient de Manning dans le cas d'un ecoulement 
stationnaire. L'article est structure comme suit : 

- dans une premiere partie, on propose une formulation generale du probleme 
d'identification de parametres d'une classe de problemes de Ia mecanique des 
milieux continus dont les equations de Saint-Venant sont un cas particulier. 
Ces problemes sont gouvernes par des equations aux derivees partielles quasi­
lineaires de type diffusion-transport (ou paraboliques-hyperboliques). 

Le probleme d'identification est alors formule au moyen d'une fonction 
cm1t a minimiser. On introduit un operateur Lagrangien qui permet d'eviter 
les derivees de l'etat par rapport aux parametres et les equations de sensitivite. 
En ecrivant Ia derivee du Lagrangien, on obtient les equations d'etat et d'etat­
adjoint ainsi que !'expression du gradient de Ia fonction cm1t. 

- Dans une seconde partie, ce formalisme est applique en detail aux equations 
de Saint-Venant ecrites so us forme non conservative. Le parametre physique a 
identifier etant le carre du coefficient de frottement dit de Manning. 

- La troisieme partie est consacree a la mise en ceuvre numerique du probleme 
stationnaire. On y discute brievement de Ia discretisation par elements finis des 
equations d'etat, d'etat adjoint et du gradient du co-iit ainsi que des algorithmes 
de resolution de ces equations. 

- Dans la derniere partie, on presente quelques tests numeriques permettant 
d'evaluer Ia puissance des techniques proposees pour identifier les coefficients 
de frottement en hydrodynamique des cours d'eau. 

2. Formulation generale 

Dans ce paragraphe, on presente une forrimlation generale du probleme 
d'identification d'un parametre dans une equation quasi-lineaire de type trans­
port diffusion. On formulera le probleme comme un probleme de minimisation 
d'une fonction coiit. Le calcul du gradient du coiit nous permettra d'ecrire Ia 
condition necessaire d'optimalite. 

2.1. Notations et position du prob/eme 

Soit n un ouvert borne de JRd (d=2,3), de frontiere an = r. Pour Tun 
reel positif on pose Q = n X (0, T) et E = r X (0, T). 

On considere le systeme quasi-lineaire : 
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Ao(U)U,t + Ff~n"(U)- F1,~fJ (U) + :F(T, U) = 0 dans Q (2.1) 

oil la convention de l'indice repete designe la sommation et la notation U,; 
designe la derivation de U par rapport a la ieme coordonnee. Le vecteur des 
variables inconnues U est une fonction de Q dans IRm , oil m est un entier 
> 1 . Les flux de convection et de diffusion dans la direction i sont notes 
~spectivement Fionv et FtiJJ, le vecteur source est note par :F et T(t, x) etant 
un parametre a determiner. Ao(U) designe une matrice inversible de dimension 
m. 

Quand Fionv est differentiable, !'equation (2.1) peut etre mise sous la forme 
generale : 

AoU,t + A;U,;- (K;j(U)U,j),; + :F(T, U) = 0 dans Q (2.2) 

' A l t • • b' d fl d • ll A 8Fconv ou ; est a rna nee Jaco tenne u ux e convectiOn te e que i = ~; 
et K = [K;j] est la rna trice de diffusion telle que K;i U ,j = F1if 1 . 

Aux systemes (2.1) ou (2.2) sont associees des conditions initiales appro­
priees. Les conditions aux limites que nous considerons s'ecrivent de maniere 
generale comme suit : soit que la ieme composante U; de U est donnee sur 
une yartie f; de la frontiere, soit que la ieme composante du flux; de diffusion 
(FJ; I ni ); est supposee nulle, oil ni est la j ieme composante de la normale a 
r. 

Soit Ud une fonction donnee de Q dans IRm correspondant a Ia solution 
desiree. Pour un parametre T donne, on designe par U( T) la solution de (2.2). 
On considere Ia fonction coiit : 

.J(T) = J(U(T)) = ~ h II U(x,t,T)-Ud(x,t) II~ d!ldt+~ L fT2 d{l (2.3) 

oil f est un scalaire assez petit (de l'ordre de 10-6 ) et II · II est la norme 
euclidienne de IRm. 

Soit le so us-ensemble des parametres admissibles (qui sont des fonctions 
de Q dans JR) : 

(2.4) 

Les nombres reels positifs Tt et T2 sont donnes. 

Le probleme d'identification de T s'enonce alors de maniere classique comme 
un probleme de controle optimal : trouver Topt dans Uad tel que 

(2.5) 
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Par la suite, on desire calculer la derivee de .J et ecrire la condition 
necessaire d'optimalite. Les diverses formulations utilisees pour les problemes 
d'etat, d'etat adjoint ainsi que le calcul de la derivee de .J sont formelles. 

La formulation variationnelle faible de (2.2) s'ecrit : 
trouver U tel que pour toute fonction test W on ait 

~ {[A0 (U)U,t + A;(U)U,; + F(r, U)] · W + K;j(U)UJ · W,;} dfldt = 0 

(2.6) 

R.emarque 2.1 

Les conditions aux limites utilisees dans la formulation variationnelle faible ci­
dessus sont de deux types : de Dirichlet sur la ieme composante de U (dans 
ce cas W; = 0) ou de Neumann sur la ieme composante du flux: de diffusion 
(Ffil J (U) · ni ); = 0. 

2.2- Etat adjoint 

Pour acceder de maniere simple au gradient de .J( r), on utilise une metho­
de de dualite. On considere le probleme de minimisation {2.5) sous la contrainte 
(2.6). On introduit pour cela le Lagrangien : 

.C(r, U, V) = ~ {(Ao(U)U,t + A;{U)U,;) · V + K;j{U)U,i · V,; 

+:F(r, U) · V} dfldt + J(U(r)) 

pour V et U choisis dans des espaces appropries. 

On derive .C par rapport a V dans la direction t) : 

+:F(r, U) · t)} dfldt 

En ecrivant que : 
ov.C(r, U, V; t)) = 0 

pour tout t), on retrouve l'equation d'etat (2.2). 

Si .C est derivee par rapport a U dans la direction 'P, on obtient : 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 
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{ aAo(U) 
au.C(r, U, V; 'li) = }Q {Ao(U)'li,t + aU 'liU,t 

aA;(U) 
+A;(U)'li,; + aU 'liU,;} · V dOdt 

f aK .. (U) 
+ }Q {K;;(U)'li.i · V,; + a~ 'l'U,; · V,i} dOdt· 

+ l {a:F~~ U) q; · V + (U- Ud) ·'I'} dOdt. (2.10) 

Compte tenu du fait que 

pour tout 'I' tel que 'li(O) = 0 avec V(T) = 0, on obtient l'etat adjoint en 
ecrivant que : 

au.C(r, U, V; 'li) = 0 (2.11) 

pour tout 'I' verifiant 'li(O) = 0. Soit encore en supposant que Ao et K;; ne 
dependent pas de U : 

l { -Ao *V,t - (A;(U)V),;- (Ki; V,;),;} · q; dOdt 

+ l { a'i~U) -q; · U,; + (( a:F~~ U) )*V + U- Ud) · q;} dOdt = 0. (2.12) 

Dans le cas ou l'on utilise la forme conservative (2.1) !'equation adjoint s'inter­
prete sous la forme d 'une equation aux derivees partielles dans Q : 

-A *V - A'!'(U)V ·- (K'!'.V ·). + (a:F(r, U))*V o ,t • •• ,1 •• ,J au 
+(U- Ud) = 0 (2.13) 

avec la condition finale : 
V(.,T) = 0 (2.14) 

et bien entendu des conditions aux limites appropriees (voir la remarque 2.2). 
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Remarque 2.2 

Les conditions aux limites utilisees dans la formulation variationnelle faible du 
probleme adjoint ci-dessus sont aussi de deux types : de Dirichlet homogime 
sur la ieme composante, vi = 0 sur la partie de la frontiere ou ui est imposee, 
et de type Neumann, sur la partie ou Ui est libre, soit : 

(2.15) 

Remarque 2.3 

Dans les applications reelles, la fonction Ud est un ensemble de mesures ponc­
tuelles. Si x 1 , ... , XN designent un nombre fini de points d'observation de n ou 
l'on mesure u a !'instant t : 

U~(t), U~(t), ... , Uf (t), 

la fonction coiit pourrait s'ecrire : 

1 N 1T 11 :J(r) = J(U(r)) =-L II U(xi ,t,r)- U~(t) II~ dt + 2" t:r2 dO, 
2i=l 0 0 

(2.16) 
dans ce cas, le probleme adjoint associe s'ecrirait formellement : 

-A *V - A~(U) · V ·- (K~-V ·) · + (o.F(r, U))*V o ,t , ,. •J ,. ,J au 
N 

+ L(U(xi, t, r) - U~(t)) 0 c5(x- xi) = 0 dansQ (2.17) 
i=l 

avec la condition finale 
V(T) = 0, 

ou c5(x- xi) designe la distribution de Dirac au point xi et (U(xi ,t, r)­
U~(t)) ~ c5(x- xi) le produit tensoriel des distibutions (U(xi, t, r)- U~) et 
c5(x-xJ). 

2.3. Gradient du cout 

Pour acceder au gradient de :J( r), on utilise les derivees directionnelles. 
Soit c5r une variation quelconque de r, on note 

. d 
U(r) = d>. U(r+>.c5r) I.>.=O. (2.18) 
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Soient U( r) et V( r) l'etat et l'etat adjoint, on a alors 

:J(r) = J(U(r)) = C(r, U(r), V(r)). 

On derive done :J(r) par rapport a r dans la direction or: 

. 
D:J(r)or = D.,.C(r, U(r), V(r),or) = 

8u£(r, U, V; U(r)) + 8vC(r, U, V;V(r)) + 8.,.C(r, U, V;or). (2.19) 

Or, on a 
8uC(r, U, V; U(r)) = 0 

et 
8vC(r, U, V;V(r)) = 0. 

D'ou !'expression du gradient de :1 : 

f 8F(r, U) f 
D:J(r)or = }q or V(r)or df!dt + Jn cror dO. (2.20) 

On peut maintenant ecrire la condition necessaire d'optimalite de r. Si r est 
solution de (2.6), alors on doit avoir 

D:J(r)(or- r) ~ 0 (2.21) 

pour tout or dans Uad· 

Remarque 2.4 

- Si on utilise comme fonction cout !'expression (2.16), le gradient de :J a la 
meme expression que (2.20) avec V solution de (2.17). 

- Dans le cas oil l'espace admissible des fonctions r est l'espace tout entier (i.e. 
il n'y a pas de bornes r1 ou r 2) l'inegalite (2.21) devient une egalite 

D:J(r)or = 0 (2.22) 

pour tout or dans Uad· 

3. Application aux equations de Saint-Venant 

Les equations de Saint-Venant sont obtenues a partir des equations de 
Navier-Stokes tridimensionnelles par integration sur la direction verticale en 
supposant que la repartition verticale de la pression est hydrostatique. Ces 
equations modelisent les ecoulements en faible profondeur comme dans les lacs 
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et les rivieres. Les equations de Saint-Venant sont donnees sous forme con­
servative ou non conservative suivant le type d'approximation adoptee dans 
!'integration verticale du terme de diffusion dans les equations de Navier-Stokes 
[4]. Pour des solutions regulieres, les deux formulations donnent des resultats 
numeriques equivalents. Cependant, le traitement des conditions aux limites 
peut etre plus ou moins facile selon le type de formulation. Par exemple, il 
est plus facile et naturel d'imposer la distribution du debit a une frontiere en 
utilisant la formulation conservative. 

Les effets de frottement au fond du domaine d'ecoulement sont decrits par 
une loi empirique appelee loi de Chezy. Cette loi, non lineaire, fait intervenir 
un coefficient de frottement appele coefficient de Manning. Ce coefficient peut 
varier fortement d'une region a une autre et le choix d'une valeur appropriee 
constitue la principale operation de calibration du modele. Les frottements 
sont responsables en premier lieu de pertes de charge. On propose d'appliquer 
les resultats precedents a !'estimation du coefficient de Manning. 

3.1. Les equations de Saint- Venant 

Les equations de Saint-Venant sous la forme non conservative sont donnees 
par: 

ou llullu 8t- \l. u(u) + (u\l)u + g\lh + gT (H + h)413 = f dans Q (3.1) 

oh ot + \l · ((H + h)u) = 0 dans Q (3.2) 

ou u, h, H et f designent respectivement la vitesse, la position de la surface 
par rapport a un plan horizontal de reference, la profondeur du lit par rapport 
au plan de reference et la force exterieure. Le parametre T est egal a n2 ou 
n est le coefficient de Manning, g etant la gravite. Le tenseur des contraintes 
visqueuses est donne par u(u) = v(gradu + graduT) ou v est la viscosite. La 
notation II · II designe la norme euclidienne de JR2• 

On peut associer aux equations de Saint-Venant plusieurs types de prob­
lemes d'identification comme ceux des coefficients de frottement ou de viscosite 
([1], [19], [5]), de la profondeur, des conditions aux limites sur les frontieres 
ouvertes [5], ou alors des conditions initiales. 

Soient ud(x, t) et TJd(x, t) deux fonctions donnees representant la vitesse et 
la hauteur desirees en un point X et al'instant t. Si (u, h) est l'etat du systeme 
(i.e. (u, h) est la solution de (3.1) et (3.2)) on cherche alors le frottement T(x, t) 
qui minimise la fonction cm}t suivante : 
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:J(r) = ~(k {II u(x, t, r)- lld 11 2 + I h(x, t, r)- hd 12} dOdt + L fT
2 dO). 

(3.3) 

On pose: 
U = (u1,u2,h)T 

V = (v1,v2,fJf 

( ., 0 n Al = 0 Ul 
H+h 0 

("' 0 

D A2= ~ U2 
H+h 

Kn=•G 
0 n 1 
0 

K, = v 0 0 n 0 
0 

K21 = Ki2 

c 0 n K22 =II 0 2 
0 0 

et 
gr {)H {)H 

:F( r, U) = (H + h)413 (ul> u2, 0) + (0, 0, u1 ox
1 

+ u2 ox
2

) (3.4) 

En ecrivant le systeme (3.1-3.2) sous la forme (2.2), on trouve le systeme adjoint 
correspondant en interpretant (2.12) sous la forme : 

~; + V · u(v)- [(Vu)T + (V · u)I] v + (u · V)v + (H + h)V/3 

gT U·V 

(H + h)4/3(11 u II v+ wu) = u-ud dansQ (3.5) 

v(.,T)=O (3.6) 
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dans Q (3.7) 

(3(., T) = 0 (3.8) 

oil. I est le tenseur identite. 
Le gradient du coiit dans Ia direction lir est donne par : 

dJ(r)·lir= k (H:h) 413 ilullu·vlird0dt+ In frlird!l (3.9) 

3.2. Conditions aux limites 

Les conditions aux limites associees aux equations de Saint-Venant peuvent 
etre de plusieurs types. De maniere generale, on impose des conditions de 
glissement sur les frontieres fermees (i.e solides). Sur les frontieres ouvertes, le 
choix des conditions aux limites depend de Ia disponibilite des donnees. On 
impose des conditions de type Dirichlet soit sur le niveau, soit sur le debit, ou 
sur Ia composante normale de Ia vitesse. Si f 1 et f 2 designent respectivement 
Ia partie ouverte et Ia partie fermee de Ia frontiere du domaine d'ecoulement 
n, on peut par exemple prendre : 

h = hl et u(u)n = 0 sur rl; 

u 0 n = 0 et u(u)n ° t = 0 sur r2. 
Les conditions aux limites pour le probleme adjoint seront alors : 

(3 = 0 sur rl 

u(v)n + (u 0 n)v = 0 sur rl 

v ·n = 0 sur rl 

v 0 n = 0 u(v)n ° t = 0 sur r2 

4. Discretisation du probleme stationnaire 

Dans cette section, on s'interesse au probleme stationnaire. On reecrit 
d'abord les equations dans ce cas particulier qui sont par la suite discretisees 
par elements finis. Deux methodes de resolution sont alors proposees. 



410 Revue europeenne des elements finis. Volume 6- no 4/1997 

4.1. Discretisation 

Le systeme variationnel forme par les equations d'etat, d'etat adjoint et la 
condition d'optimalite s'ecrit sous une forme compacte : 

l {[A;(U)U,; + .1-"(r, U)]· W + K;i UJ · W,i} dO= 0, (4.1) 

{ aA;(U) Jn {A;(U)q;,i · V + K;j(U)q;,i · V,; + aU q;u,;. V 

aF(r, U) 
+ aU q;.v+(U-Ud)·q;}d!l=O (4.2) 

et 

(4.3) 

pour toutes fonctions tests W,q; et 8r. La version discrete du systeme 4.1-4.3, 
s'obtient classiquement en utilisant des approximations polynomiales continues 
pour les variables independantes (U, V). Comme il n'y a pas de derivations 
du parametre par rapport aux coordonnees, celui-ci est approxime par des 
polynomes discontinus d'un element a l'autre. Dans le cas des equations de 
Saint-Venant, les approximations par elements finis choisies sont des polynomes 
quadratiques pour (u, v), lineaires pour (h, H, {3) et des constantes par groupe 
d'elements pour T (eventuellement le groupe est reduit a un seul element). Ce 
choix d'approximations permet de verifier la condition de stabilite inf-sup ala 
fois pour le probleme d'etat entre u et h et pour le probleme adjoi.nt entre vet 
f3 ((12]). La stabilite peut etre renforcee dans le cas de la convection dominante 
en utilisant les techniques de decentrage ((14]) dont l'une des methodes les plus 
simples a mettre en reuvre revient a modifier les equations de continuite du 
probleme d'etat et du probleme d'etat adjoint (3.2 et 3.7) en : 

'V · ((H + h)u)- a~h = 0, (4.4) 

4 gr 
g'V·v+3(H+hf/3 llullu·v+u'Vf3-a~f3=h-hd (4.5) 

ou a est unreel positif donne. Dans la discretisation, on prend a= lull/2 avec 
/Ia taille del' element. La prise en compte exacte la dependance non lineaire de 
a en u compliquerait !'expression des equations adjointes (3.5) et (3.7) en intro­
duisant un terme de derivation de a par rapport a u. Cependant, afin de sim­
plifier la mise en reuvre informatique, ces termes sont negliges dans le systeme 
adjoint, comme il est montre dans ( 4.5). En effet, les experiences numeriques, 
menees jusqu'a present en adoptant cette approximation dans !'expression du 
systeme adjoint, ne montrent aucune degradation des resultats. Par contre, les 
termes stabilisateurs retenus dans (4.4) et (4.5) se sont reveles cruciaux pour 
obtenir une bonne stabilite des problemes d'etat et d'etat adjoint ainsi que 
pour Ia bonne convergence des algorithmes de resolution. 
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u,v h,(3 T 

Figure 1. Approximations par elements finis 

Remarque 4.1 

Considerons le cas de mesures ponctuelles, ou les points de mesure x 1, •.. , xN 

sont aussi des nreuds du maillage de n, avec u~, u~, ... , ulf et h~, ... , hlf les 
mesures de Ia vitesse et de Ia position de Ia surface libre en ces points. Soit Xi 

un nreud quelconque du maillage. Les fonctions ii et ii sont definies en Xi par 

et 

si Xi est un point de mesure, autrement 

ii(xi) = 0 

et 
h(xi) = 0. 

Par Ia suite, les fonctions ii et h sont definies en tout point x du domaine 
par de simples interpolations polynomiales par element, quadratique pour ii et 
lineaire pour h. 
Nous definissons alors Ia fonction coiit suivante : 

qu'on peut interpreter comme une forme regularisante de (2.16). En utilisant, 
cette fonction coiit, les termes de droite des equations adjointes (3.5) et (3. 7) 
sont remplaces respectivement par ii et par h qui sont bien des fonctions con­
tinues dans tout le domaine. 

4.2. Methodes de resolution 

On propose deux demarches pour resoudre numeriquement le probleme 
stationnaire. Dans une methode couplee, on resout d'un bloc les systemes 
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d'etat, d'etat adjoint et Ia condition d'optimalite. La methode decouplee con­
siste a resoudre l'equation d'optimalite sous les contraintes constituees par les 
equations d'etat et d'etat adjoint. 

4.2.1. Methode coup/ee 

La discretisation par elements finis du systeme variationnel (4-1),(4-2),(4-
3), entraine un systeme algebrique non lineaire de Ia forme : 

G(U, V, r) = 0. (4.6) 

lei, no us designons par le vecteur W = (U, V, T f le vecteur global des degres 
de liberte pour les problemes discrets respectivement d'etat, d'etat adjoint 
et du parametre. L'algorithme propose consiste a resoudre ce systeme par 
une methode iterative de type Newton-Raphson ou quasi-Newton coupiee .a 
l'algorithme GMRES. Autrement dit, on forme Ia matrice Jacobienne G (W') 
et les vecteurs residus correspondants a une solution approchee Wi de l'itb­
ration i en considerant comme inconnu l'ensemble des degres de liberte en U, 
Vet r. L'algorithme est decrit comme suit : 

Algorithme 1: methode Newton-Raphson/GMRES 

1. choisir une solution initiale W 0 

2. Do i= 1, nombre maximum d'iterations 
3. trouver EJWi tel que : 

(4.7) 

4. mettre a jour Ia solution : Wi = EJWi + wi-l 

5. s'il y a convergence aller a l'etape 7 
6. endDo 
7. Stop 

D'autre part, le systeme (4.7) est lui aussi resolu de maniere iterative en uti­
lisant l'algorithme GMRES non lineaire preconditionne par une approximation 
de Ia matrice Jacobienne G' {W0 ) {[27) et [28]). Cet algorithme est presente 
en detail dans l'annexe. 

4.2.2. Methode decoup/ee 

On resout cette fois-ci Ia condition d'optimalite sous les contraintes de 
l'equation de l'etat et de l'etat adjoint. On cherche done a resoudre l'equation 
suivante en T : 

(4.8) 
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pour tout 6r dans Uad et ou U et V sont l'etat et l'etat adjoint. Une fois 
discretisee, !'equation ( 4.8) entraine un systeme de k equations algebriques non 
lineaires pour k degres de liberte en r, qu'on ecrit sous la forme : 

g(r; U(r), V(r)) = 0. (4.9) 

Ce systeme est alors resolu par une methode de Newton : 

1. soit r 0 le tir initial du parametre et (U0 , V 0 ) l'etat et l'etat adjoint corre­
spondants; 
2. pour i= 1, nombres maximum d'iterations 
3. trouver ~ri tel que : 

( 4.10) 

ou 11. = g'( ri, Ui, Vi) est la matrice Hessienne, de dimension k*k, de la fonction 
emit discrete ; 
4. mettre a jour ri = ~ri + ri-l ; 
5. s'il y a convergence aller a l'etape 7 ; 
6. enddo 
7. Stop 

On remarque qu'on a besoin de la matrice Hessienne, a l'etape 2, dont il 
est difficile de trouver !'expression analytique. Toutefois, il est possible d'en 
calculer une approximation par differences finies puis l'inverser pour resoudre 
(4.10). Or, si on resout le systeme (4.10) par l'algorithme GMRES non lineaire 
(voir annexe) on aura alors besoin uniquement de calculer le produit du Hessien 
par des vecteurs, ce qui se calcule tres bien par differences finies et ce sans 
avoir a calculer explicitement la matrice Hessienne ou a la stocker. Ainsi, le 
systeme (4.10) est resolu de maniere iterative par l'algorithme GMRES sans 
preconditionnement. Notons que pour U et V donnes, l'algorithme GMRES 
converge vers la solution exacte de (4.10) des qu'on prend k directions de des­
cente. D'autre part, pour un r donne, U et V sont obtenus en resolvant 
successivement les equations (4.1) et (4.2). Remarquons aussi que le systeme 
d'etat (4.1) est non lineaire en u, et peut etre tres bien resolu par une methode 
quasi-Newton couplee a une factorisation complete du Jacobien. Le systeme 
adjoint (4.2) est par contre lineaire en V. 

Remarque 4.2 

Le parametre r doit toujours etre positif, d'autre part il est physiquement 
borne par une valeur superieure de l'ordre de r 2 = 10-2 • S'il arrive, au cours 
des iterations, qu'un degre de liberte en r devient negatif alors on le ramene 
a une petite valeur r 1 = 10-6 . De meme, s'il depasse la borne superieure 
r2, il est ramene immediatement a cette valeur. Les deux algorithmes decrits 
precedemment se comportent tres bien avec ce type de projection. 
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Remarque 4.3 

Avec l'algorithme de resolution decouplee, il peut arriver qu'on rencontre 
des problemes de convergence lorsque le nombre de parametres est relative­
ment eleve (> 10) et ce particulier.ement lorsque le tir initial est loin de Ia 
solution du probleme. Afin de donner plus de robustesse a cet algorithme, 
nous avons developpe une heuristique qui a fonctionne avec succes dans tous 
les tests de calcul que nous avions menes. Elle consiste a etablir une strategie 
d'identification hierarchique. On procede par decompositions successives du 
domaine et on identifie a chaque fois le nombre correspondant de parametres. 
Ces parametres sont alors utilises pour initialiser une nouvelle decomposition, et 
ainsi de suite jusqu'a Ia convergence. La premiere decomposition est constituee 
par !'ensemble des elements du domaine, ce qui fait qu'il y a un seul parametre 
a identifier. Une fois qu'on obtient le champ d'ecoulement correspondant ace 
parametre, il servira comme solution initiale pour une nouvelle decomposition 
constituee de deux sous-domaines et pour laquelle on identifie deux valeurs du 
parametre. Cette serie de decompositions et d'initialisations est repetee un cer­
tain nombre de fois jusqu'a ce qu'on arrive a un champ d'ecoulement capable de 
bien initialiser le probleme final correspondant au nombre total de parametres. 
Ces decompositions ne se font pas, evidemment, de maniere completement ar­
bitraire, elles correspondent d'une certaine fa<;on a Ia distribution physique du 
parametre. 

5. Exemples numeriques 

On propose deux banes d'essai numeriques : 

- un ecoulement dans un canal avec elargissement, 

- un ecoulement dans une riviere avec piles de pont, 

afin d 'etudier le comportement des methodes et des algorithmes. decrits dans 
les sections precedentes. Dans tous ces exemples, Ia formulation non conser­
vative des equations de Saint-Venant est utilisee. Pour chacun des tests, Ia 
procedure suivie consiste a construire une solution desiree (solution d'etat) d'un 
ecoulement dans un domaine avec des conditions aux limites specifees et qui 
correspond a une distribution specifee des valeurs du parametre T. Par Ia suite, 
en partant d'une distribution presque aleatoire du parametre, on declenche 
l'algorithme d'identification. A Ia convergence, on doit retrouver, avec une cer­
taine tolerance, Ia distribution exacte de T, Ia solution de l'etat et une solution 
d'etat-adjoint pratiquement nulle. 

5.1. Canal avec elargissement 

L'objectif de ce test est de comparer les deux methodes de resolution 
couplee et decouplee. On considere un canal (figure 2) de 16 m de long, Ia 
partie etroite longue de 6 m est de largeur 1 m, Ia partie elargie est longue de 
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Figure 2. Canal avec elargissement. Mail/age et decomposition du domaine 

A1gorithme : methode decouplee 

Nombre d'e1ements 
Nombre d'iterations 
Dimension de Krylov 
Nombre de parametres 

parametres initiaux 

"t1 3.000E-04 

"t2 5.000E-04 

"tJ 9.000E-04 

"t4 2.000E-04 

.. 5 6.000E-04 

416 
10 
5 
5 

Parametres desires 
5.000E-04 

7.000E-04 

3.000E-04 

9.000E-04 

4.000E-04 

(X l.OE-04) 
Iter. "t1 "t2 "tJ "t4 

1 3.44392 5.81140 11.3974 2.77470 
2 3.95693 6.28379 9.53586 3.15994 
3 4.94901 7.04146 2.95914 9.08228 
4 5.01863 7.01346 2.88609 9.08228 
5 5.00021 7.00084 2.99864 9.00296 
6 5.00016 7.00030 2.99849 9.00297 
7 5.00015 7.00029 2.99856 9.00283 
8 5.00014 7.00027 2.99864 9.00268 
9 5.00013 7.00024 2.99874 9.00251 
10 5.00012 7.00026 2.99885 9.00229 

Tableau 1. Canal avec elargissement 

-c5 CoOt 

11.0928 8.7135E+1 
12.4511 5.221 
4.26291 9.3074E-02 
3.83088 1.2465E-03 
3.99760 9.9858E06 
3.99769 4.0700E-07 
3.99780 3.8476E-07 
3.99792 3.4620E-07 
3.99806 3.0259E-07 
3.99823 2.5365E-07 
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Al~orithme : ID!$thode couplee 

Nombre d'elements 
Nombre de noeuds 
Nombre d'iterations 
Dimension de Krylov 
Nombre de parametres 

416 
913 

5 
5 
5 

parametres initiaux Parametres desires 

"tl 3.000 5.000 

-tz 5.000 7.000 

"tJ 9.000 3.000 

"t4 2.000 9.000 

"t5 6.000 4.000 

(X l.OE-04) 

Iter.s "t1 -tz "tJ "t4 

0 3.000 5.000 9.000 2.000 
1 7.0519 9.1342 2.09E+01 1.0964 
2 6.0275 8.0636 3.0362 8.9786 
3 4.9989 6.9975 3.0362 8.9786 
4 5.0000 7.0000 3.0000 9.0000 

Tableau 2. Canal avec elargissement 

logCcoQtl -2 

-3 

-4 

-5 

-6 

-7 

-8 

-9 

-10 

-11 

-12 

"t5 

6.000E 
2.7299 
4.0237 
4.0237 
4.0000 

0 2 3 4 5 6 7 

CoOt 

0.26804E+04 
2.01218E-01 
5.13809E-02 
7 .76771E-05 
1.39735E-ll 

8 9 10 

lt~ratlons 

Figure 3. Canal avec elargissement. Convergence de La methode decouplee pour 
5 parametres 
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-16~------~------~~------~------, 
0 2 3 4 
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Figure 4. Canal avec elargissement. Convergence de la methode couptee pour 
5 parametres 

Jog<coQt) 0 

-2 

-4 

-6 

-8 

-10 

-12+---r--,--~--~--~--r-~---r--,---, 
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Iterations 

Figure 5. Canal avec elargissement. Convergence de la methode couplee avec 
416 parametres 
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log(coOtl o 

-I 

-2 

-3 

-4 

-5 
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20 parametres 
416 paramHres 

-IO~M-rrTT~~rr~~~~TT~~~rrTT~~ 
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I t~ratlons 

Figure 6. Canal avec elargissement. Convergence de Ia methode couptee avec une 
resolution hierarchique par decomposition de domaine 

10 met de largeur 2 m. La pente est de 10-3 et la profondeur a l'entree est de 
0.2 m. La viscosite est egale a I0-3 . On impose le niveau a l'entree a zero eta 
la sortie a -0.016 m. Les conditions de glissement sont imposees sur les parois 
solides. Le domaine est maille par 416 elements triangulaires et 913 nreuds. 

Dans un premier essai on a considere 5 zones de parametres differents 
(voir les tableaux 1 et 2). Dans cet essai, on considere que tous les nreuds 
du maillage correspondent aux points de mesure, ce qui fait qu'on a partout 
u = u - lld et h = h - hd. Les figures 3 et 4 montrent les courbes de con­
vergence et les tableaux 1 et 2 montrent l'historique des valeurs de T au cours 
de !'identification. On voit bien que les deux algorithmes convergent apres 
quelques iterations, toutefois avec un Ieger avantage pour l'algorithme couple. 
L'algorithme couple consomme naturellement plus de memoire et de temps de 
calcul compte tenu de la taille du systeme global. 

Dans un second essai, on a considere autant de sous-domaines que d'ele­
ments, soit 416 parametres a identifier et on a utilise les memes conditions 
aux limites que precedemment. Ceci constitue, d'apres notre experience, un 
probleme difficile. La solution desiree correspond a une distribution constante 
T = 4.10-4 dans toutle domaine. En partant d'une distribution initiale plus ou 
moins eloignee de la distribution exacte, les algorithmes de resolution tentent 
de retrouver Ia solution desiree. D'apres les differents essais effectues, on a 
constate que l'algorithme couple converge pratiquement pour n'importe quel 
tir initial realiste (i.e. les valeurs du parametres restent dans un intervalle 
physiquement admissible) alors que l'algorithme decouple peut diverger si le 
tir initial est eloigne. La figure 5 montre un exemple de resultats obtenus avec 
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l'algorithme couple, alors que dans ces memes conditions l'algorithme decouple 
a diverge. Cependant, en adoptant la strategie de resolution hierarchique on 
obtient aussi la convergence dans ce cas avec l'algorithme decouple. 

Un autre exemple illustrant le comportement de l'approche hierarchique 
d'identification d'un grand nombre de parametres, consiste a retrouver une 
distribution non uniforme du parametre donnee par la formule : 

1rXG 4 
r(xa) = (5.0- 4.0cosL] x 10- , 

avec L = 16 m la longueur du canal et xa le centre de gravite de l'element. 
La procedure hierarchique consiste a determiner d'abord un seul parametre 
dans tout le domaine et le champ d'ecoulement correspondant. Celui-ci sert 
comme solution initiale pour une nouvelle decomposition en 5 sous-domaines 
(identique a celle de Ia figure 2) et on determine les 5 parametres correspon­
dants. Par Ia suite, deux autres decompositions respectivement en 10 et 20 
sous-domaines sont obtenues en subdivisant chaque sous-domaine dans le sens 
longitudinal. On passe d'une etape d'identification a une autre des que le cout 
devient stationnaire. A partir de Ia solution correspondant a 20 parametres on 
a initialise directement le cas final de 416 parametres. La figure 6 retrace les 
divers segments de courbes de convergence correspondant a chaque etape. 

Aieorithme : methode couplee 

Nombre d'etements 416 
Nombre de noeuds 913 
Nombre d'iterations 1 0 
Dimension de Krylov 20 
Nombre de parametres 416 

Valeur initi.ale du parametre 9.0E-04 
Valeur desiree : 4.0 E-04 

Iter. CoOt 
0 0.68294 
1 7.68207E-05 
2 4.65956E-06 
3 2.27581E-07 
4 3.99612E-11 
5 7.20985E-12 
6 7.10240E-12 
7 8.57441E-12 
8 3.77921E-12 
9 3. 77996E-12 

10 3.77994E-12 

Tableau 3. Canal avec elargissement. Cas d'un grand nombre de parametres 
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Observations continues 

Nombre d'eh!ments 
Nombre de noeuds 
Nombre d'iterations 
Dimension de Krylov 
Nombre de oarametres 

parametres 
initiaux 

't1 4.000E-04 

't2 4.000E-04 

't3 4.000E-04 

't4 4.000E-04 

Parametres 
desires 

1222 
2567 

10 
4 
4 

400.000E-04 

100.000E-04 

24.000E-04 

44.4444E-04 

(X l.OE-04) 

iter 't1 't2 't3 
1 83.87999 29.8733 9.9999E-07 
2 200.35957 60.36256 57.89562 
3 303.37066 87.25800 84.43875 
4 385.09025 101.54264 15.82881 
5 399.37136 100.35324 24.34 97 
6 399.99401 100.00762 24.97284 
7 399.99473 100.00642 24.97530 
8 399.99473 100.00642 24.97530 
9 399.99473 100.00642 24.97530 
10 399.99473 100.00642 24.97530 

't4 
9.99999E-07 
9.99999E-07 
61.28299 
28.76462 
43.54132 
44.41862 
44.42051 
44.42051 
44.42051 
44.42051 

Tableau 4. Riviere avec piles de pont. Cas de 4 parametres et observations 
ponctuelles 



Observations ponctyel!es 

Nombre d'elements 
Nombre de noeuds 
Nombre d'iterations 
Dimension de Krylov 
Nombre de parametres 
Nombre de points d 'observation 

parametres Parametres desires 
initiaux 

't't 10.000E-04 l.OOOE-04 

1:2 98.000E-04 23.000E-04 

1:3 42.000E-04 58.000E-04 

1:4 3.000E-04 100.000E-04 

1222 
2567 

15 
4 
4 
8 
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(x l.OE-04) 

iter 't't 1:2 1:3 1:4 

1 100.0000 9.999E-07 9.999E-07 9.999E-07 
2 31.3509 9.094E-07 32.7436 29.7332 
3 7.7007 9.999E-07 59.1339 85.9121 
4 0.3793 52.1499 58.9060 99.7015 
5 4.7109 21.7940 56.5207 98.3499 
6 1.7505 22.9844 57.7285 99.5633 
7 1.0173 22.9993 57.9958 99.9914 
8 1.0000 23.0001 58.0003 100.0000 
9 1.0000 23.0001 58.0003 100.0000 
10 1.0000 23.0002 58.0003 100.0000 
11 1.0001 23.0002 58.0003 100.0000 
12 1.0001 23.0002 58.0003 99.9995 
13 1.0001 23.0002 58.0003 100.0000 
14 1.0001 23.0002 58.0003 99.9995 
15 1.0001 23.0002 58.0003 100.0000 

Tableau 5. Riviere avec piles de pont. Cas de 4 parametres et observations 
ponctuelles 
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Figure 7. Riviere avec piles de pont. Maillage et decomposition du domaine 
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Figure 8. Riviere avec piles de pont. Courbe de convergence avec La methode 
decouptee 
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Figure 9. Riviere avec piles de pont. Courbe de convergence pour 4 parametres avec 
8 points d'observation 
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Figure 10. Riviere avec piles de pont. Courbe de convergence pour 8 parametres 
avec 15 points d'observation 
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5.2. Riviere avec piles de pont 

II s'agit d'un ecoulement en presence d'obstacles (figure 7). Le fond a une 
profondeur constante de 4 m par rapport au plan de reference. Deux cylindres 
representent les piles de pont et deux portions de cylindre sous forme d'arcs 
font obstacle a l'ecoulement dans le sens transversal. On impose un debit a 
I' entree de 62m3/set Ia hauteur a Ia sortie a zero. Les dimensions du domaine 
sont 28.5 m par 20 m. Le diametre des piles est de 4 m. La viscosite est egale 
a 5.10-3 . 

Ce cas a pour but d'une part de tester le comportement de l'algorithme 
decouple sur une geometrie complexe avec des parametres tres variables d'une 
zone a l'autre et d'utiliser d'autre part des observations ponctuelles. On a aussi 
examine !'influence du nombre et de Ia position des points d'observation. Pour 
ce probleme on a utilise uniquement l'algorithme decouple avec Ia procedure 
hierarchique quand c'est necessaire. 

Le tableau 4 montre Ia distribution desiree du parametre (qui est tres 
variable dans ce cas), la distribution initiale choisie arbitrairement et I' evolution 
des valeurs de r au cours des iterations. Dans cet essai on a considere que 
les points de mesure sont confondus avec tous les nreuds du maillage. On 
remarque qu'a !'iteration initiale certaines valeurs du parametre atteignent Ia 
borne inferieure imposee, soit I0- 10 , et par Ia suite ces valeurs sont corrigees. 
La figure 8 montre Ia courbe de convergence. 

Un autre test a ete realise en utilisant un nombre relativement restreint de 
points d'observation qui sont choisis cependant en des zones ou l'ecoulement 
subit une variation significative, comme Ia region entre les piles. et les zones 
qui se trouvent entre les piles et les arcs. Le tableau 5 donne l'historique des 
variations de 4 parametres r (avec Ia decomposition de domaine de Ia figure 7) 
avec 8 points d'observation et Ia figure 9 montre la courbe de convergence. Pour 
ce cas, l'ecart relatif en norme entre la solution exacte et Ia solution calculee 
est de l'ordre I0-6 pour le parametre T et de w-7 pour Ia vitesse u et le 
niveau h. Un autre test avec 8 parametres correspondant a une decomposition 
en 8 sous-domaines ( chaque sous-domaine de Ia figure 7 est subdivise en deux 
dans le sens longitudinal) est presente avec 15 points d'observation (figure 10 
et tableau 6). Le tableau 6 montre que certains parametres touchent les bornes 
du domaine admissible ( r 1 = I0-6 et r 2 = w- 2 ) avant de converger vers les 
valeurs desirees. 

6. Conclusion 

Dans ce travail, nous avons utilise la theorie du controle optimal pour 
!'identification du coefficient de frottement dans les ecoulements a surface li­
bre. Nous avons propose une formulation assez generale pour etre appliquee 
a d'autres types de problemes. Le probleme d'identification de parametres 
a ete formule comme un probleme de minimisation d'une fonction coiit sous 
Ia contrainte de !'equation d'etat. Ceci nous a permis d'introduire un La-
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grangien dont les variations permettent de restituer l'equation d'etat, d'ecrire 
l'equation adjointe et d'acceder de maniere simple a Ia derivee du cm1t par ra­
pport aux parametres. On obtient ainsi un systeme variationnel forme par ces 
deux equations et Ia condition d'optimalite. Une formulation variationnelle sta­
bilisee et un choix judicieux des approximations par elements finis ont permis 
d'obtenir une discretisation stable de ce systeme. II est important d'insister que 
sans Ia stabilisation de Ia formulation variationnelle du probleme d'etat et d'etat 
adjoint, aucun resultat satisfaisant n'a ete obtenu. Aussi, une regularisation na­
turelle et efficace de Ia fonction cm1t a ete introduite pour le cas d'observations 
ponctuelles. Deux algorithmes de resolution sont developpes pour resoudre 
l'ensemble des equations algebriques obtenues. Le premier algorithme consiste 
a utiliser Ia methode de Newton-Raphson couplee avec l'algorithme GMRES 
conune accelerateur et ce pour I' ensemble des degres de liberte (de l'etat, de 
l'etat adjoint et du parametre). Le second algorithme est base sur GMRES 
non lineaire ou on resout Ia condition d'optimalite sous contraintes de l'etat 
et de l'etat adjoint. Les tests numeriques effectues montrent que le premier 
algorithme est tres robuste pour resoudre des problemes a tres grand nombre 
de parametres et pratiquement pour n'importe quelle condition de depart. Le 
second algorithme est aussi stable et converge pour un nombre raisonnable de 
parametres. Comme le cas d'un tres grand nombre de parametres necessite un 
tir initial proche de Ia solution, et qui n'est pas toujours facile a deviner en pra­
tique, on a alors utilise une strategie hierarchique basee sur une decomposition 
successive du domaine. Avec cette approche, l'algorithme decouple devient ro­
buste. Aussi, il necessite moins de memoire que l'algorithme couple et peut 
etre applique dans le cas instationnaire, ce qui fera l'objet d'une prochaine 
etude. En pratique, Ia methodologie developpee dans ce travail permettrait 
non seulement de calibrer les parametres de frottement dans les cours d'eau 
lorsque des mesures sont disponibles mais aussi d'etudier Ia sensibilite de Ia 
calibration selon le nombre et Ia position des points de mesure. Ainsi, on 
pourrait determiner a l'avance le nombre optimal et les positions des points de 
mesure en preparation d'une campagne sur le terrain. 
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Annexe 

Algorithme GMRES avec preconditionnement a droite 

Soit le systeme lineaire a resoudre : 

M etant une approximation de la matrice A appelee preconditionneur. L 'algori­
thme GMRES preconditionne a droite par la matrice M consiste a : 
1. Initialiser la solution a Xo et choisir la dimension m du sous-espace de Krylov. 

2. Calculer r0 = b- Axo et f3 := llroll2, v1 := ro//3. 

3. Definir la matrice de Hessenberg de dimension ( m + 1) x m par : 

flm = {h;i h~i~m+l,l~j~m et l'initialiser a zero. 

4. Processus d'Arnoldi : 
(a) Pour j = 1,2, ... ,m faire: 

(a.1) calculer Wj := AM-1vj 

(a.2) Pour i = 1, ... ,j- 1 faire 
h;j := ( Wj, v;) , Wj := Wj - h;jVi enddo 

(b) calculer hi+t.i := llwill2· Si hi+t,i = 0 aller a 5. 
(c) calculer Vj+t := Wj/hj+l,j· 

End Do 

5. Mise a jour de Ia solution : 
Calculer Ym qui minimise llf3el - HmYib et Xm = Xo + M-l VmYm 
avec Vm := [vt,v2,··· ,vm] et e1 = [1,0, ... ,0]T. 

6. fin de l'algorithme. 

Afin de completer la description de cet algorithme, il est important de 
noter les remarques suivantes : 

- l'algorithme GMRES possede la caracteristique suivante: il requiert plusieurs 
calculs du produit de la matrice AM-1 par les vecteurs v du sous-espace de 
Krylov. Si A represente en fait la matrice Jacobienne du vecteur G(x) alors, 
le produit AM- 1v n'est jamais calcule explicitement mais, peut etre bien ap­
proxime par une difference finie de la forme : 

AM-lv = G(x + uM- 1v)- G(x) 
tT 

avec tT un scalaire assez petit ; 

- la matrice M de preconditionnement est, en principe, une bonne approxima­
tion de la matrice A et qui est relativement assez facile a inverser. Dans le 
cas d'un probleme non lineaire, comme celui des ecoulements a surface libre 
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etudies dans cet article, la matrice M est calculee uniquement au debut des 
iterations de Newton. Elle est prise soit egale ala matrice Jacobienne exacte 
ou a sa factorisation incomplete, de type ILUT par exemple, lorsque la taille 
du probleme devient importante et qu'on desire reduire la quantite de memoire 
necessaire ([28]). 
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