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REsUME. Nous presentons une methode de reanalyse permettant de reduire la duree de calculs 
repetititfs. Une comparaison avec la duree d'une analyse complete par elements finis sera 
donnee. Cette methode permet d'imposer la condition de continuite du vecteur contrainte aux 
interfaces des structures heterogenes. Nous appliquons Ia methode au calcul des joints colles 
avec reanalyse sur les conditions aux limites, ainsi que pour imposer Ia continuite du vecteur 
contrainte. Une comparaison avec le calcul des joints colles par elements finis mixtes sera 
traitee. 

ABSTRACT. This paper describes a reanalyse method which enables repetitive calculation times 
to be reduced. Comparison with complete analysis duration using the finite element method is 
given. In this method the conditions of stress continuity at the interface of heterogeneous 
structures were imposed. The results were compared with those calculated by the mixed finite 
element. Reanalysis was applied to the case of bonded joints. 

MOTS-cLts : reanalyse, inverse partielle, continuite des contraintes, joints colles. 
KEYWORDS : reanalysis, partial inverse, stress continuity, bonded joint. 

1. Introduction 

Les assemblages colles sont de plus en plus employes, tant pour les tech­
nologies avancees (telles que l'aeronautique, l'armement, l'electronique, }'au­
tomobile, ... ), que dans les applications au quotidien. Leur interet croissant a 
pousse les mecaniciens et les specialistes du calcul des structures a proposer 
un certain nombre de modeles pour !'analyse de leur comportement mecanique 
(Ada84]. Bien qu'apparaissant simple a premiere vue, le calcul d'un assemblage 
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colle est complexe et des que l'on veut integrer tousles parametres, la solution 
analytique devient difficile, voire impossible a obtenir. 

La methode des element finis (MEF) represente un outil puissant pour 
l'etude du comportement mecanique des materiaux. Elle permet l'analyse des 
structures avec des geometrie complexe et des conditions aux limites en depla­
cement et en chargement generales. Cependant, toute modification des condi­
tions aux limites en deplacements -ce qui est necessaire pour l'analyse et 
!'optimisation d'un joint colle- necessite de reprendre le calcul des ledebut, 
ce qui est couteux du point de vue temps de calcul. Un deuxieme probleme 
se pose pour le calcul des structures heterogenes en general et pour les joints 
colles en particulier : Ia MEF sous sa forme la plus repandue -formulation 
en deplacement- ne satisfait pas les conditions de continuite du vecteur cont­
rainte aux interfaces. La discontinuite s'exprime d'autant plus fortement que les 
structures sont heterogenes. Les assemblages colles constituent un cas extreme 
de ces structures. En effet, les caracteristiques mecaniques de Ia colle sont tres 
differentes de celles des materiaux colles. 

En se basant toujours sur la MEF, no us proposons une methode permettant 
de reduire le temps des reanalyses avec modification des conditions aux limites. 
Cette methode permet en meme temps d'imposer la continuite du vecteur cont­
rainte aux interfaces. 

2. Presentation de Ia methode de reanalyse 

La matrice J{ de dimensions ( n x n) du systeme : 

Ku = f (1) 

regissant l'equilibre des structures elastiques discretisees par elements finis est 
singuliere, semi-definie positive. On montre dans [Ver90) qu'un ensemble de 
solutions: 

{ u} = { s; J + & 1 w arbitraire} (2) 

peut etre obtenu sans connaitre aucune condition aux limites au prealable. 
La matrice S; est !'inverse partielle de I< au sens de Moore-Penrose [Lor95, 
Che96]. R est une matrice de dimensions ( n x r) dont les vecteurs colonnes 
forment une base du noyau de l 'application Iineaire associee a I<. Les r colonnes 
de R sont les vecteurs decrivant les mouvements d'ensemble, vecteurs propres 
de I< pour la valeur propre zero. Ces vecteurs. propres sont independants de la 
structure etudiee et parfaitement connus une fois defini le type du probleme 
considere: par exemple, pour un probleme bidimensionnel, ils representent des 
combinaisons lineairement independantes des deux translations paralleles aux 
axes des coordonnees du planet la rotation autour de l'axe perpendiculaire au 
plan. La matrice Rest liee au vecteur force par l'equation d'equilibre statique 
RTf = 0, soit: 

(3) 
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A vee /d et fr les vecteurs des forces donnees et des efforts de reaction. 
Afin d'eviter le calcul de !'inverse partielle, on utilise [Che96] une pseudo­

decomposition de Cholesky de la mat rice S; soit S; = B; B;T; la solution 
generale devient : 

(4) 

Pour definir les r elements du vecteur libre w et obtenir une solution particuliere 
de ( 4), on prend en consideration les conditions cinematiques: 

{j = Cu (5) 

et les forces de reaction induites par ces conditions cinematiques: 

(6) 

Les elements du vecteur 8 sont les p deplacements imposes assurant le blocage 
isostatique de la structure (avec p ~ r); ¢est un vecteur homogime a des forces 
inconnues. Apres elimination, la relation (5) devient: 

(7) 

Le systeme complet de l'equilibre devient, apres elimination du vecteur fr dans 
les relations (6) et (3): 

(8) 

Les relations (7) et (8) forment le systeme de reanalyse, dont les inconnues sont 
w et ¢; soit sous forme matricielle: 

CR][¢] [8-Eg] 
0 w -RT/d (9) 

Avec E = CB; et g = B;T fd· La taille (p+ r) du systeme (9) est en general 
tres inferieure a la taille n du systeme (1). Les parametres ¢ et w connus, 
il est possible de calculer la solution u selon (6) et (4). Pratiquement, on ne 
calcule jamais la matrice B; et toute modification des conditions cinematiques 
sera prise en compte en calculant E par simple substitution dans le systeme a 
matrice triangulaire: 

(10) 

et en reformulant le systeme de reanalyse (9). La matrice Bp est la matrice 
triangulaire obtenue par decomposition de Cholesky de K et regularisee en 
annulant les elements des lignes correspondant a des pivots nuls, (voir en annexe 
la decomposition de Bp ). Les nouvelles colonnes du bloc ET correspondant aux 
nouvelles conditions de chaque reanalyse seront sauvegardees. Si pendant une 
reanalyse ulterieure on utilise les memes conditions, il n'est plus necessaire de 
calculer ces colonnes. 
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3. Coiit du calcul par la methode de reanalyse, application aux joints 
colles 

Afin d'avoir une idee sur l'efficacite et le gain en temps de calcul de la 
methode, nous donnons le nombre d'operations utilisees par cette methode en 
comparaison avec celui d'un calcul par la MEF. 

En negligeant le calcul des rigidites elementaires et !'assemblage de I<, l'es­
sentiel des operations utilisees par la MEF est consacre a la factorisation et la 
resolution du systeme triangulaire. Soit pour la factorisation, en supposant que 
la demi-largeur de bande best tres inferieure an: 

(11) 

Pour la methode de reanalyse, le temps de calcul est consacre specialement a 
la resolution du systeme (10), au calcul de Ia sous matrice EET et du vecteur 
g, soit: 

Nmr=n(bp+p2 +b) (12) 

Vu que r ~ 6 et (p + r) ~ n, le temps de la factorisation et de la resolution 
du systeme de reanalyse est neglige ainsi que le calcul des blocs C R, & et le 
second membre du systeme de reanalyse (9). Le calcul de la solution (4) est 
equivalent a Ia resolution du systeme triangulaire de la MEF. 

Nous definissons un coefficient {) donnant la difference relative entre les 
durees des calculs des deux methodes et par la suite le gain en temps de calcul 
de la methode de reanalyse : 

b2 - 2p2 - 2bp - 2b 
{) = b2 + 4b (13) 

Nous remarquons que le gain{) ne depend pas- du moins en premiere approxi­
mation- de la dimension du probleme n. La figure (1) montre la variation de{) 
en fonction de bet p. Le gain devient posit if des que b > (p + 1 + J3p2 + 2p + 1); 
et en negligeant le calcul du vecteur g, il faut que b > p(l + .J3). 

La methode presente tout son interet pour les structures complexes a grande 
largeur de bande, mais a titre d'application nous traitons un exemple de joint 
colle. La figure (2) presente un joint colle a simple recouvrement, correspondant 
au modele standard D 1002-72 de Ia norme ASTM 1 . Le modele est discretise 
en 1284 elements 2D et 1147 nreuds (soit 2294 DDL) et une demi-largeur de 
bande b = 29 avec p = 14 conditions cinematiques. 

Pour une premiere analyse, l'avantage est donne ala MEF, par contre pour 
les reanalyses suivantes trois cas se presentent : 

1. Pour des reanalyses avec modification du chargement (sur la zone de 
recouvrement par exemple), la matrice du systeme de reanalyse (9) ne 

1. American Society for Testing and Materiels 
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Gain en temps de calcul (*100%) 

Figure 1. Gain en temps de calcul de Ia methode de reanalyse par rapport a 
Ia MEF 

change pas; la solution est obtenue par resolution d'un systeme triangu­
larise, ce qui est equivalent pour les 2 methodes. 

2. Pour une reanalyse i avec modification des conditions cinematiques, le 
nombre d'operations necessaires pour la resolution du systeme (10) et le 
calcul du bloc EET est de n(bp; +pi). Avec p; = p- p, et p, le nombre 
des conditions deja calculees dans les etapes precedentes et sauvegardees. 
Pour notre exemple, si on veut faire une reanalyse pour simuler un essai 
de flexion en changeant les conditions cinematiques de traction suivant 
l'axe x (ies conditions du cote gauche sur la figure (2) par des conditions 
de flexion suivant l'axe y, il n'est plus necessaire de calculer les colonnes 
de E correspondant aux conditions limites d'encastrement (les conditions 
du cote droit sur la figure (2). Le temps de reanalyse sera consacre au 
calcul des colonnes deE et EET correspondant aux conditions de flexion 
(5 conditions pour notre cas). 

Pour cette simulation le gain 8 de la reanalyse est de 46 %. 

3. Pour des reanalyses avec modification de la valeur des conditions cinema­
tiques sans modification de C. C'est par exemple le cas si on veut faire 
un essai de traction sur le joint avec une variation incrementale du depla­
cement. Puisque C ne change pas, il n'est pas necessaire de calculer E 
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II 

i 

Figure 2. Exemple de joint a simple recouvrement 

et EET. La matrice du systeme (9) ne change pas et le temps de calcul 
sera consacre a Ia solution du systeme (4), soit Ia resolution d'un systeme 
triangularise. 

Pour notre exemple le gain en temps de calcul s'approche de 87 %. 

4. Continuite des contraintes aux interfaces 

4.1. Relations de continuite a travers une interface coherente 

La parfaite cohesion d'une interface separant deux materiaux est traduite 
par la cohesion geometrique entre les deux materiaux. Cette cohesion s'exprime 
par une continuite des deplacements : 

(14) 

Le deuxieme aspect de Ia cohesion est l'equilibre mecanique de Ia matiere de 
part et d'autre de !'interface. Cet equilibre ce traduit par Ia continuite du 
vecteur contrainte (figure 3) : 

(15) 

4.2. La continuite des contraintes par La formulation mixte 

La methode des elements finis classique, basee sur le principe variationnel 
du minimum de l'energie potentielle et dont la variable unique est le champ 
des deplacements, permet de satisfaire la condition (14). Afin de satisfaire les 
deux conditions (14) et (15), il faut que le principe variationnel soit multi­
champs et mixte, permettant d'employer simultanement les variables statiques 
et cinematiques. 

Parmi les methodes variationnelles mixtes, c'est le principe variationnel de 
Reissner (1950) qui a sans doute suscite le plus d'interet dans la formulation 
des elements mixtes. La densite du potentiel introduite par Reissner s'ecrit: 
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MATERIAU I 

L MATERIAl! 2 

Figure 3. Vecteur contrainte a I 'inte1jace entre deux materiaux 

i,j,k,l= 1,2,3 (16) 

A vee S;j kl les elements de la matrice de souplesse et Uij les elements du tenseur 
des contraintes. Le principe de Reissner s'enonce ainsi: La fonctionnelle R 
est stationnaire pour les champs (u;, Uij) realisant l'equilibre (figure 4), soit 
8R= 0: 

8R(u;,u;j) 1 {u;j,j + /i}8u;dv 

+ 1 { Eij - S;j k!Uij }8u;idv 

+ J {u;- u;}8u;jnjdsu 
Su 

+ J {u;plj- 1';}8u;ds11 

s,. 

0 (17) 

En supposant que u; et u;j sont des variables independantes, on trouve: 

Uij,j + /; = 0 (/'equation d'equilibre) (18) 
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Figure 4. Conditions limites sur un volume v 

cij = SijkiUkl {Ia loi du comportement} (19) 

Uj = Ui (les conditions cinematiques) (20) 

Uijni = f; {les conditions statiques en contraintes) (21) 

La fonctionnelle sous cette forme est peu utilisee pour la formulation des 
elements finis pour les deux raisons suivantes: 

- le nombre des inconnues est tres important vu !'utilisation de la loi de 
comportement ainsi que !'equation d'equilibre pour Ia formulation des 
elements; 

- tous les elements du tenseur des contraintes sont des variables nodales 
d'ou continuite trop forte au niveau des interfaces. 

Afin de reduire le nombre des variables nodales, les elements finis develop pes 
a partir de cette fonctionnelle sont formules avec des procedes d'eliminations 
et de relocalisation des variables nodales en contraintes (Aiv85]. 

Un autre inconvenient d'ordre pratique pour les elements finis developpes 
a partir de cette methode: les matrices de rigidite ne sont ni definie-positives 
ni definie-negatives. La resolution doit se faire avec un algorithme de Gauss 
avec recherche de pivot non nul, ce qui est peu pratique pour les matrices a 
structure bande, et extremement couteux en regie generale. 
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4.3. La continuite du vecteu1· contrainte par Ia formulation reanalyse 

Basee sur Ia MEF en deplacements, Ia methode de reanalyse satisfait auto­
matiquement Ia condition (14). Afin d'exprimer l'equilibre de Ia matiere de part 
et d'autre de !'interface, nous utilisons le vecteur contrainte resultant applique 
au milieu du segment de !'interface (ou au centre geometrique de Ia face pour 
les elements 3D) comme le montre Ia figure (5). 

element 1 

element 2 

nl. 

INTERFACE 

Figure 5. Vecteur contrainte sur une interface entre deux elements avec 
materiaux differents 

Le vecteur contrainte applique sur !'element 1 s'exprime par: T1 = N1u1. 

A vee u1 les elements du tenseur des contraintes exprimes so us forme vectorielle. 
La matrice N1 est definie a partir des composantes du vecteur nl. normale a 
!'interface, soit pour le cas 2D: 

[ 
nolx N1= 

0 

Le vecteur des contraintes est defini par Ia loi de comportement : 

(22) 

(23) 

La matrice Dl est Ia matrice des caracteristiques mecaniques et Cl les elements 
du tenseur des deformations exprimes sous forme vectorielle. Le vecteur c: 1 est 
lie au vecteur deplacements par: c: 1 = B 1 u1 . Avec B1 Ia matrice de derivation 
calcule au point P centre geometrique de !'interface. Le vecteur contrainte de­
vient: 

(24) 
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Afin d'exprimer Ia condition de continuite des contraintes a l'echelle globale 
no us utilisons des matrices de localisation L1 et L2 , tel que, u1 = L1 u et 
u2 = L 2 u. La condition (15) de continuite du vecteur contrainte a travers 
!'interface devient: 

(25) 

qui peut s'exprimer sous Ia forme: 

Ccu = 0 (26) 

Le nouveau systeme de reanalyse comprendra, en plus des equations (3),( 4) 
et (5), !'equation (26). Le systeme (10) devient alors E'T = B0C'T, avec C' 
constituee comme suit: 

C' = [ ~] (27) 

En prenant en consideration Ia condition (26), nous remarquons une si­
militude entre Ia formulation reanalyse et Ia formulation mixte, neanmoins 
!'approche n'est pas Ia meme pour satisfaire toutes les conditions. La loi de 
comportement (19) est equivalente au systeme (1). Les deux conditions sont 
formulees a l'echelle elementaire. L'equation d'equilibre (18) formulee a l'echelle 
elementaire correspond a !'equation d'equilibre (3) formulee a l'echelle globale 
pour Ia methode de reanalyse. La condition en contrainte (21) correspond a 
!'equation (26), et les conditions cinematiques (20) et (5) sont identiques pour 
les deux methodes. 

Le systeme de reanalyse est mixte, car forme par des conditions en depla­
cement et des conditions en force. De Ia meme fac;on que Ia matrice de rigidite­
souplesse de Ia formulation mixte, Ia matrice du systeme de reanalyse n'est ni 
detinie-positive, ni definie-negative. Cependant, Ia recherche de pivot non nul 
pendant Ia resolution de Gauss ne pose aucun probleme car (p + r) ~ n et Ia 
matrice n'est pas a caractere bande; et ceci a !'inverse de Ia formulation mixte. 

Les conditions (26) sont d'ordre general, on peut imposer toutes sortes de 
conditions portant sur les contraintes en les traitant de Ia meme fac;on que Ia 
continuite presentee ci-dessus. 

5. Application aux assemblages colles 

A titre d'application, nous traitons un exemple de joint colle a simple recou­
vrement presente sur les figures (6-8). Le maillage est identique a celui de Ia 
figure (2). Les adherents ont ete decoupes a partir d'une plaque stratifiee a com­
portement mecanique isotrope transverse. Les caracteristiques geometriques et 
mecaniques des adherents et de l'adhesif sont presentees sur le tableau (1) 

Le calcul est effectue par un logiciel developpe a partir de Ia formulation 
reanalyse. Nous etudions specialement les contraintes de cisaillement et de 
decollement au milieu de l'adhesif et a !'interface de celui-ci avec les adherents. 
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Figure 6. Geometric du joint colle a simple recouvrement 

Figure 7. Mail/age et conditions aux limites du joint 
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Figure 8. Detail du mail/age du cote droit de Ia zone du recouvrement 

i 

Figure 9. Deformee du joint apres so/licitation 
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Figure 10. Contraintes de cisaillement a /'interface infirieure du joint 
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Figure 11. Contraintes de decollement a ['interface infirieure du joint 
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Figure 12. Contraintes de cisaillement au milieu du joint 
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Figure 14. Contraintes de cisai/lement a /'interface superieure du joint 
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Figure 15. Contmintes de decollement a /'interface superieure du joint 
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parametres symboles valeur 

Longueur de recouvrement I 30.2 mm 
Longueur des substrats hors du recouvrement /1 = /2 112mm 
Epaisseur des substrats h1 = h2 2mm 
Largeur des substrats w 24.5 mm 
Epaisseur du joint e 0.55 mm 
Chargement N 1500N 
Module d'Young longitudinal des substrats Eu 95000 MPa 
Module d'Young transverse des substrats En 9700 MPa 
Module de cisaillement des substrats G12 4850 MPa 
Coefficient de Poisson des substrats 1112 0.339 
Module d'Young de l'adhesif E 1200 Mpa 
Coefficient de Poisson de l'adhesif ll 0.33 

Tableau 1. Caracteristiques geometriques et mecaniques du joint colle 

Les resultats sont compares a ceux obtenus a !'aide d'un logiciel specialise 
"JOINT DESIGN" ([Est95]) developpe a partir des elements finis mixtes. 

Le logiciel de reanalyse utilise des elements finis en deplacements a 4 nreuds 
et interpolation bilineaire. Le champ de contrainte obtenu par derivation ulte­
rieure est par Ia suite lineaire. Le logiciel JOINT DESIGN utilise des elements 
finis mixtes a interpolation bilineaire pour les champs des deplacements et des 
contraintes. Afin de rattraper l'ordre de precision du champ des contraintes de 
JOINT DESIGN nous raffinons le maillage utilise par le logiciel de reanalyse dans 
les zones a fort gradient de contraintes. Les resultats obtenus sont presentes 
sur les figures (10-15). La premiere remarque tiree de ces resultats est Ia 
concordance globale entre les deux calculs. Les 2 methodes sont en accord quant 
a la variation du champ des contraintes le long de l'epaisseur de l'adhesif. On 
note une tres bonne concordance en dehors des extremites gauche et droite des 
interfaces superieure et inferieure, zones de singularites des contraintes dues a 
Ia presence de Ia variation brusque de geometrie. On observe une faiblesse des 
contraintes de cisaillement sur les surfaces later ales- qui s'approchent de zero 
pour le milieu de l'adhesif- car ces surfaces sont libres. 
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6. Conclusion, perspectives 

L 'interet essen tiel de la methode est de faciliter les reanalyses d 'une struc­
ture sous des conditions aux limites variables avec reduction du temps de cal­
cui. Les applications possibles de cette methode pour le calcul des structures en 
general et les joints colles en particulier sont nombreuses. Elle peut constituer 
un outil de grande valeur pour l'aide ala conception. Elle peut avantageusement 
simplifier les analyses iteratives pour les resolutions non lineaires. C'est le cas 
pour !'etude du comportement des materiaux avec pilotage en deplacements. 

Comme le montrent les figures {10-15), meme si les sollicitations sont faibles, 
des concentrations de contraintes apparaissent au niveau de la zone de recou­
vrement. Le joint colle peut passer facilement en plasticite dans ces zones. Une 
etude complete d'un joint doit etre faite avec un comportement elastoplastique. 
Ce qui est a la portee de cette methode en integrant la reanalyse de rigidite 
comme on le montre dans [Che96]. D'autres travaux sont en cours pour ap­
pliquer la methode a !'etude de la fissuration et la rupture des joints colles. 
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A. Annexe 

A.l. Notion d'inverse generalisee de Moore-Penrose 

Penrose definit !'inverse generalisee d'une matrice arbitraire [{ a elements 
complexes par une matrice unique f{t verifiant les 4 conditions suivantes: 

{ 

(i) 
(ii) 
(iii) 
(iv) 

J(t J( f{t = /{t 
f{ f{t f{ = J( 

(I{t K)T = J(t J( 

(KKt)T = f{f{t 
(28) 

L'inverse generalisee permet de donner un ensemble de solutions du type (2) 
a !'equation fondamentale (1). 

En fonction de !'utilisation de !'inverse generalisee et afin de surmonter 
la difficulte de son calcul, on definit des inverses partielles verifiant certaines 
proprietes de !'inverse generalisee: 

1. L 'inverse reflexive S; verifiant les 2 premieres conditions (i,ii) et permet­
tant d'obtenir !'ensemble de solutions (2) 

2. L'inverse S;;, verifiant les conditions (i,iv) et donnant la solution de norme 
minimale 

3. L'inverse S/ verifiant les conditions (i,iii) et donnant la solution au sens 
des moindres carres. 

A.2. Inverse partielle de Ia matrice de rigidite 

La matrice K peut etre decomposee sous la forme: 

(29) 

Avec Pet Q des matrices unitaires de permutation et Ko une matrice reguliere 
de dimensions ((n- r) x (n- r)). Cette decomposition ne depend d'aucune 
condition aux limites et apparait naturellement suite a une decomposition de 
Cholesky par exemple. Le bloc [ I([ Kr ] s'exprime lineairement avec le 
bloc [ K 0 Kc ] et rang(K) = ·,·ang(Ko) = n- r. Ce qui permet de definir 
une inverse reflexive de /{ : 

(30) 
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La matrice So est !'inverse reguliere de K0 et S,-:- verifie les conditions (i,ii) soit: 

KS; I<= J( et S; I<S; = S; 

et donne !'ensemble de solutions (2). 

A.3. Decomposition de Ia solution generale 

Etant donne que Ia matrice !(0 est symetrique definie positive, on utilise 
une decomposition de Cholesky K0 = B0 B(; et S; = B; B;T. La solution 
generale prend Ia forme ( 4). La matrice triangulaire B; est definie a partir de 
B01 comme S; !'est a partir de So soit: 

(31) 

La matrice triangulaire Bp utilisee dans le systeme (10) est definie par: 

B = [ Bo 0 ] 
p 0 0 (32) 

Les matrices de permutation sont presentees pour Ia clarte de !'expose. Numeri­
quement, les formes partitionnees de f( sont obtenues par un echange adequat 
des !ignes et des colonnes. La matrice Bp est obtenue par decomposition de 
Cholesky de la matrice K en rempla~ant les elements de Bp correspondant a 
des pivots nuls par des elements nuls. 


