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RESUME. Le but de ce papier est de decrire une methode numerique pour La resolution de 
certains problemes d'optimisation des coques minces. Les resultats d'analyse de sensibilite 
sont presentes cklns le cas discret ou la variable de controle est l'epaisseur de la structure. Des 
experiences numeriques sont erudiees pour un carter de servo-actionneur de commande de 
gouveme d'engin aeronautique. 

ABSTRACT. This paper is concerned with a numerical method to solve some thin shell 
optimization problems. The junctions to minimize or to limit are the mass and the Von Mises 
stress. Sensitivity analysis is developed in the discrete case. Numerical results are presented 
for an aeronautic piece (gear case) of complex shape. 
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d'epaisseur, minimisation de masse, minimisation des contraintes de Von Mises. 
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1. Introduction 

L'optimisation des structures est une tendance naturelle de l'ingenieur concepteur, 
puisqu'apres avoir construit une piece, il s'efforce constamrnent d'en ameliorer Ia 
tenue mecanique et ceci au moindre cofit, ce dernier etant souvent proportionnel au 
poids de Ia structure. Nous etudions dans ce travail deux problemes (P) et (Q) 
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d'optimisation d\~paisseur des pieces mecaniques modelisees par des coques minces. 
Le probleme (P) est celui de la minimisation de la masse tout en limitant la 
contrainte elastique de Von Mises, tandis que le probleme (Q) est celui de la 
minimisation des contraintes elastiques a masse fixee. 

Ce type de probleme a fait !'objet de nombreuses etudes theoriques et numeriques, 
mais on trouve dans la litterature tres peu d'applications industrielles, ce qui 
constitue un des objectifs de ce travail. Les aspects theoriques relatifs a 
!'optimisation des coques concernent plutot !'optimisation de forme, et non le 
dimensionnement: les problemes d'existence de solution et le calcul des sensibilites 
sont exposes par exemple dans [HAU 80] [CHE 87] [ROU 87] [BER 91]. 

En ce qui concerne !'optimisation d'epaisseur de plaques ou coques, des resultats 
analytiques et numeriques bases sur une approche par criteres d'optimalite peuvent 
etre trouves des les annees 70 ( [MRO 72], [ARM 78], [BAN 81] ), mais Ies 
applications numeriques soot en grande partie liees aux concepts d'approximation 
introduits par Schmit [SCH 74] , puis generalises et associes au traitement du 
probleme d'optimisation par les methodes duales [FLE 78] [FLE 83]; plus 
recemment, des approximations particulierement adaptees au cas des plaques et des 
coques ont ete presentees dans [VAN 93] [ZHO 96]. 

Dans Ia plupart de ces travaux, les approches presentees sont validees sur des 
exemples academiques; des applications a caractere industriel, principalement issues 
du domaine aeronautique peuvent etre trouvees dans [HAF 80], [PET 82], [ESP 85], 
[BRA 86]. 

L'approche que nous avons retenue pour l'etude des problemes (P) et (Q) est 
essentiellement basee sur Ia methodologie du controle optimal [LIO 68] ou !'equation 
d'equilibre de la structure est !'equation d'etat du systeme et la variable epaisseur est 
le controle du probleme d'optimisation. Les problemes (P) et (Q) faisant partie de Ia 
programmation non lineaire, leurs resolutions necessitent des methodes iteratives de 
types gradient. Le calcul des derivees des fonctions cofits et des contraintes 
d'optimisation par rapport au contr6le s'avere done necessaire. Cette etape essentielle 
dans !'optimisation structurale constitue !'analyse de sensibilite. Par application du 
principe des travaux virtuels et dans le cas discret, nous montrons que la variation du 
champ des deplacements d'une coque mince due a une perturbation de l'epaisseur 
verifie un systeme d'equations lineaires. Cet important resultat permet d'etablir les 
gradients des fonctionnelles des deplacements ou des contraintes elastiques. La 
technique proposee ainsi que !'application a des pieces mecaniques industrielles de 
geometric complexe constituent les particularites de ce travail. Notons que dans 
[BEL 88], nous avons etudie dans le cas continu !'existence d'une epaisseur optimale 
dans un espace adequat ainsi que la Frechet-differentiabilite des fonctionnelles de 
l'epaisseur de type deplacement ou contrainte elastique. 
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2. Formulation des problemes d'optimisation (P) et (Q) 

2.1. Approximation geometrique de Ia structure 

On considere une coque mince elastique et isotrope occupant un domaine Q(e) 

de l'espace affine 9\ 3 muni d'un systeme d'axes orthonormes (0, Xl'X 2 , XJ. On 

suppose que Ia surface ro est composee de facettes planes triangulaires notees T; : 

N 

OJ= UT; 
i=l 

Le parametre e est l'epaisseur variable de Ia coque mesuree sur Ia normale a chaque 
element (Nest le nombre total d'elements). La fonction e est done definie par : 

N 
e: OJ= UT; ~ R 

i=l 

x ~ e(x) 

ou e(x) est supposee faible devant les deux autres dimensions (hypothese des 
coques minces). 
Par Ia suite Ia coque est definie par : 

On suppose ici que Ia surface moyenne OJ est fixee et que l'epaisseur de matiere 
autour de (J) peut varier, c'est-a-dire Ia fonction e. 

2.2. Espace de controle 

A chaque element T;, on associe un repere local dans lequell'epaisseur e(xpx2 ) 

est supposee constante et egale a ei: 

e; = J e(x)dx 
T; 

Pour traduire !'hypothese de coque mince et les contraintes technologiques de 
fabrication, il est necessaire de supposer que : 
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ou emin et em•• sont deux constantes donnees. 

L'espace de controle Ec est defini alors par : 

Ec ={e!eeC, O<emin ~e(x)~em .. • xew} 

ou C est !'ensemble des fonctions constantes sur chaque element ~ . L'ensemble 

(.~"; ) ~1 des fonctions caracteristiques de ces elements forme une base de C. 

N 

Vee C, e = L,ei %; 
i=l 

On note par e = ( e 1 , e2 , ••••••• , eN) , le vecteur epaisseur de Ia coque. 

2.3. Equation d'etat-discrete 

L'element fini retenu pour !'analyse lineaire de Ia coque est !'element triangulaire 
plan COQ a 18 degres de liberte, soient trois deplacements u,v,w et trois rotations 
8x

1 
, Br

2 
, 8x

3 
aux trois m~:uds. II resulte de Ia superposition de I' element triangulaire 

classique de membrane a deformation constante CST et de !'element de flexion de 
plaque mince DKT [BAT 80] ou l'effet de cisaillement est neglige. 

Sans restreindre la generalite, nous supposons que Ia coque est soumise a un 
chargement independant de l'epaisseur et qu'elle est encastree sur r 0 , qui est une 

partie du bord aw de w. Nous montrons alors dans [BEL 88] que !'equation d'etat 
discrete des coques minces a epaisseur variable e est donnee dans le repere global 

9\ 3 par: 

1
[K(e,e 3*U(e)}= F 

{U(e)} = 0 sur r 0 

[1] 

ou 

• [ K( e, e 3 )] est Ia matrice de rigidite globale. 

• { U (e)} est le vecteur des deplacements nodaux de Ia structure. 

• {F} est le vecteur charge 
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Par Ia notation ( e, e 3 
), no us avons voulu faire apparaltre Ia proportionnalite de Ia 

matrice de rigidite par rapport a e et e3 
• 

2.4. Fonctionnelles discretes de l'epaisseur associees au problemes (P) et (Q) 

Les fonctionnelles de l'epaisseur e associees aux problemes d'optirnisation (P) et 
(Q) sont de deux types : 

2.4.1. F onctionnelle de masse 

Elle est definie pour e E Ec par : 

N 

M(e) = L J p(x) e(x) dx 
i=ITi 

= {s}' {e} 

ou 

p est Ia densite surfacique du materiau. 

2.4.2. Fonctionnelle des contraintes elastiques 

[2] 

Soit [aD] le deviateur du tenseur des contraintes elastiques [a]. En prenant Ia 

moyenne du second invariant de [a] sur Ia peau superieure de Ia coque x 3 = + e(x) 
2 

I · .. , · e(x) d 'fi . I '" . II 'I . d V M" et a peau mteneure x 3 =---,on emit a tOnctiOnne e e ast1que e on 1ses . 2 
par: 

Pour faciliter Ia mise en reuvre numerique, nous ecrivons Tr[ aD aD] so us forme 

matricielle [BEL 88] : 

[ 
e(x) e(x)] 'd(x,x3 ) E T; X +-

2
-,--

2
- , on a: 
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Tr[a0 
0"

0
] = {u n (e)}' c[B"'(x) ]'[Am ][B"'(x)] + x3 <[B"'(x)]'[A I XB' (x)] 

+ [B 1 (x)]' [At ][B"'(x)]) + x;[B'"(x)]' [At IB 1 (x)b{u" (e)} 

ou 

• [Am ) , [A r ), [B m ), [ B r) sont des matrices independantes de l'epaisseur . 

• {u n (e)} est le vecteur elementaire des deplacements nodaux. 

Nous deduisons alors que J s'ecrit : 

ou 

On note 1; (e) Ia contribution de !'element i a Ia fonctionnelle J(e): 

2.5. Enonces des problemes d'optimisation (P) et (Q) 

Nous proposons de resoudre le probleme suivant: 

[3] 

Trouver Ia loi d'epaisseur e* qui rend une piece mecanique Ia plus Iegere possible 
sans que le maximum de Ia contrainte de Von Mises ne depasse Ia limite elastique. 

Afin de rester dans le cadre differentiable, nous ne faisons pas intervenir Ia valeur 
maximale des contraintes, mais nous formulons ce probleme par : 
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Probleme (P) 

Min M(e) 

ou (J 0 est la limite elastique du materiau. 

Nous considerons egalement le probleme suivant : 
Sachant qu'une piece mecanique de masse imposee est soumise a un chargement 

donne, trouver la loi d'epaisseur e* qui minimise maximum de la contrainte elastique 
de Von Mises. 

Nous formulons ce probleme par : 

Probleme (Q) 

Min J(e) 

{
e E Ec 

M(e) = M 0 

ou M0 est la masse fixee. 

La masse imposee M0 peut etre aussi " la " solution du probleme (P). En effet, en 

minimisant Ia masse, Ia structure devient "plus mince" ce qui risque de faire 
apparaltre des contraintes elastiques tres importantes dans certaines parties. Ceci 
pcut done endommager Ia piece mecanique jusqu'a Ia rupture. Pour eviter ce 
phenomene, on minimise cette concentration des contraintes par resolution du 
probleme (Q). 

3. Analyse de sensibilite 

On introduit un ouvert (} de C defini par : 

8={eEC I e(x))O sur w} 

N 

Soit Je = L, cki X; un accroissement infinitesimal de e E Ec. 
i=l 
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On designe par {U(e+oe)} Ia solution de !'equation d'etat [1] associee a l'epaisseur 

e+lk. 
On pose 

{BU(e)} = {U(e+oe)}-{U(e)} 

Le probleme qui se pose alors pour acceder au gradient de J par rapport a e, est 
d'exprimer 1 ( e + ae) - 1 (e) en fonction de ae . 

3.1. Sensibilite du champ de deplacement par rapport a /'epaisseur 

Pour cela on doit determiner !'equation que doit verifier Ia variation de 
cteplacement {BU(e)} correspondant a Ia variation oe de l'epaisseur e. 

En reformulant !'equation d'equilibre d'une coque mince a epaisseur variable 
e + ck , nous montrons dans [BEL 88] le resultat suivant : 

Resultat 1 
Soit {U(e)} le champ des deplacements nodaux associe a Ia coque mince 

d'epaisseur variable e et verifiant !'equation d'etat [1]. 
Alors: 

La variation { JU (e)} du champ des deplacements correspondant a une 

variation infinitesimale oe de l'epaisseur e E 8 verifie !'equation : 

[

[ K(e,e 3
) ]{oU(e)} =-~ cki [ KCt; ,3e 2 X;) ]{U(e)} 

{aJ(e)}=O surr0 

L'equation [4] nous permet done d'exprimer {JU(e)} en fonction de Ck. 

[4] 

3.2. Gradient de Ia fonctionnelle de Von Mises ](e) - Equation d'etat-adjoint 
associee 

Pour acceder au gradient de J(e), il est necessaire d'exprimer {JU(e)} en fonction 

de oe. Nous introduisons alors !'equation d'etat adjoint [LIO 68 ] associee a J : 

[

[ K(e,e 3
) ]{ P(e)} = 2[ KO' (l,e 2

) ]{U(e)} 

{P(e)} = 0 sur r 0 

[5] 
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Les equations [4] et [5] nous permettent alors de deduire le resultat suivant: 

Resultat 2 
Soit de une variation infinitesimale de l'epaisseur e E B. 
Alors: 

La fonctionnelle de Von Mises J(e) est differentiable et la i'm• 
composante de son gradient par rapport a e est detinie par : 

V~J(e) = -{ P(e) }'[ K(~;.3e2 .%; ) ]{u (e)} 

+{U(e)}'[K"(0,2e ·X;)]{u(e)} 

ou 
{U (e)} est solution de l'equation d'etat [1] 

{ P(e)} est solution de l'equation d'etat adjoint [5] 

Pour determiner les gradients des fonctionnelles elementaires 1; (e), on utilisera la 

meme demarche que celle decrite ci-dessus. 

3.3. Gradient de lafonctionnelle de Masse 

Etant donne que la fonctionnelle M(e) est lineaire, son gradient est evident et il est 
donne d'apres la relation [2] par : 

V~ M(e) = J p(x) Xi (x)dx 
T; 

4. Reduction des variables de controle dans les problemes d'optimisation 
d'epaisseur des structures mecaniques 

Dans une structure industrielle, le nombre d'elements est tres eleve et il n'est pas 
possible ni souhaitable de laisser varier independamment les epaisseurs de chaque 
element. Ceci nous a conduit a detinir la notion de zone composee d'un ensemble 
d'elements finis, auquel on associe une seule variable d'epaisseur. Nous pouvons 
aussi considerer qu'il existe des zones ou les epaisseurs sont connues (on peut 
envisager, par exemple, d'optimiser seulement une partie de la structure). 

Nous designons par : 
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N 2 = nombre total de zones 
N v = nombre total de zones ou I' epaisseur est variable 

N F = nombre total de zones ou I' epaisseur est fixe 

m i = nombre d' elements constituant Ia zone Z i 

{sv}' = (S~,S~, ....... ,Svv)avecSv
1
· =.I Jr;J 

N · •=I 
TjEZj 

{ e F} = Je VeCteur epaisseur fixe 

{e v} = le vecteur epaisseur variable 

{ e} = { e F} + { e v } le vecteur epaisseur de Ia structure 

Le probleme (P) devient ainsi : 

Trouver {e*v }E RNv tel que: 

j
v{e'' }E RNV, {s·· :, {eF·· }::; {s"r {e·· },_ 

(P2 ) l;(e ,e )::;jr;Jcr0 (I=l,N), 

0 <v< U-INv) <emin _ej _emax: -' 

ou N v est inferieur ou ega! a N. On envisage, en effet, le cas ou !'on cherche a 
reduire Ia masse d'une partie seulement de la structure. 

Le probleme (Q) se transforme en ( Q2 ) d'une fa~on analogue. 

Remarquons que dans le cas ou Nv < N, le calcul du gradient de l;(ev ,eF) 

s'obtient en derivant directement !'equation d'etat [1]. Par contre, pour ( Q2 ) le 

gradient de J(eV ,eF) S'Obtient a J'aide d'un etat adjoint, a partir dU resuJtat de 

differentiabilite de Ia section 3.2. 

5. Resolution numerique des problemes d'optimisation 

Les problemes d'optimisation (P),(Q),(P2 ),(Q2 ) peuvent se mettre sous Ia forme 

generate: 
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j 
Minimiser F( e) 

(OPT) e E R" 

g;(e)~O i=l,n 

oil Ia fonction coOt F(e) et les contraintes d'optimisation g;(e) sont des fonctions 

non lineaires des variables de contr6le. Les concepts utilises pour determiner une 
solution du probleme d'optimisation (OPT), consistent a remplacer le probleme non 
lineaire (OPT) par une suite de sous problemes obtenus en developpant en serie de 
Taylor au voisinage d'un point de controle donne les fonctions F et 8;. Cette suite 

genere done un processus iteratif donnant naissance aux algorithmes de 
minimisation. 

A !'iteration k, les variables de controle sont donnees par : 

oil dk est Ia direction de descente et ak est Ia longueur du pas dans cette direction. 

Dans Ia litterature, les algorithmes de minimisation different par Ia maniere de 
determiner dk et ak [POW 78] [SVA 81] [STO 85] . Nous avons retenu une 

methode de programmation quadratique sequentielle[POW 78] pour Ia resolution 
des problemes d'optimisation consideres. Dans cette methode, dk est obtenue 

comme solution du probleme de minimisation de !'approximation quadratique de Ia 
fonction, sous contraintes linearisees. L'analyse de sensibilite doit done fournir le 
calcul des gradients de F et g. 

6. Processus d'optimisation 

Le processus d'optimisation se compose des etapes suivantes : 
- Etape 1. Modelisation de Ia geometric de Ia structure a !'aide d'un logiciel CAO. 
- Etape 2. Decou page de Ia structure en sous domaines ( optimisables ou non) 

ayant une signification de fonctionnalite. 
- Etape 3. Realisation d'un fichier d'interface CAO/Calcul permettant le passage 

d'une geometrie complexe a une geometrie adaptee a !'analyse et a !'optimisation. 
- Etape 4. Maillage de Ia geometrie par sous domaines verifiant l'etape 2. 
- Etape 5. Introduction des caracteristiques mecaniques, conditions aux limites, 

chargements. Ces donnees sont affectees interactivement. 
- Etape 6. Analyse de Ia structure par elements finis. 

L'outil active les modules elements finis, soit interactivement soit en batch. Les 
resultats obtenus sont analyses graphiquement afin de determiner les zones a 
optimiser. 

- Etape 7. Boucle d'optimisation par sous problemes. 
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- L'analyse par elements finis doit permettre a l'utilisateur de savoir dans 
chaque sous domaine s'il faut minimiser la masse, Ia concentration des contraintes 
elastiques ou tout autre critere. A l'issue du choix du probleme d'optimisation, le sous 
domaine est partage eventuellement en deux parties. L'une est un sous volume a 
optimiser (Zone mobile) tandis que la deuxieme doit rester sans optimisation (Zone 
fixe). 

- Execution de I'optimisation. Elle s'effectuera en interactif ou en batch en 
executant un nombre d'iterations pilotees par l'utilisateur. 

- Visualisation des resultats. Au vu des resultats, l'utilisateur decide de 
poursuivre les iterations sur le sous domaine ou de passer a un autre sous probleme. 

- Etape 8. Fin de Ia boucle d'optimisation. 
Une fois la convergence obtenue sur un sous probleme selectionne, par exemple 
minimisation de Ia masse avec limitations sur les contraintes elastiques, l'utilisateur 
peut traiter un autre sous probleme, par exemple minimiser la concentration des 
contraintes elastiques a masse fixee. Il choisit d'utiliser pour les autres domaines des 
formes initiates ou deja optimisees. 

- Etape 9. Analyse de Ia piece optimisee. 
Le but de cette analyse est de verifier que Ia piece obtenue repond bien a tous les 
criteres fixes au depart de la modelisation, en particulier la prise en compte des 
contraintes technologiques de fabrication. 

7. Application a one structure industrielle 

7.1. Motivation 

La structure choisie est une structure tridimensionnelle. II s'agit d'un carter de 
servo-actionneur de comrnande de gouverne d'engin aeronautique. Cette structure 
particuliere est representative : 

- d'une part , a cause de sa geometric tres complexe, 
- d'autre part, a cause des efforts importants appliques sur le carter qui est lui 

meme fixe en porte-a-faux sur la structure de I'engin aeronautique ; les contraintes 
elastiques a travers Ia piece sont done importantes, et il faut en tenir compte du point 
de vue de la tenue mecanique, 

- enfin, le besoin d'allegement de masse est reel sur !'ensemble du servo
actionneur. II y a quatre servo-actionneurs sur l'engin aeronautique, qui sont situes 
dans sa partie arriere au niveau des gouvernes; I'engin doit etre equilibre, si bien que 
ce que I'on gagne en masse dans sa partie arriere, on le gagnera aussi dans sa partie 
avant. Done, un gain de masse par exemple de I kg sur un seul carter, nous fait 
gagner 8 kg sur I'ensemble de I'engin, ce qui n'est pas negligeable et qui illustre bien 
!'interet d'une telle application. 
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7.2. Modelisation de Ia piece 

Le carter est un servo-rotatif, c'est-a-dire que sa fonction est de commander Ia 
position d'un axe de sortie sur lequel est fixee une gouverne de I'engin aeronautique. 
Le servo-actionneur possede done un moteur, une chaine de reduction (engrenages) 
et un bloc electronique qui a pour fonction d'une part de commander le moteur, 
d'autre part d'assurer I'asservissement de Ia gouverne lorsque I'engin est en 
fonctionnement. Le carter se subdivise done en trois parties [TRA 87] : 

-La partie II moteur 11
, dans laquelle vient se loger le moteur. C'est au niveau de 

cette partie que le carter se rattache a Ia structure de l'engin au moyen de quatre 
pattes de fixation. 

- La partie II mecanique 11
, c'est Ia partie centrale du carter dans laquelle vient se 

loger toute Ia reduction. C'est dans cette partie que !'on trouve les formes les plus 
complexes. Elle comporte le carter et Ia platine qui est une sorte de couvercle qui 
vient fermer Ia partie mecanique par en dessous. Cette platine est fixee au carter par 
des vis de fixation. 

- La partie 11electronique 11
, c'est Ia partie avant de Ia structure, a l'extremite de 

laquelle viennent s'appliquer les efforts ramenes par le carenage. Dans cette partie 
vient se loger le boitier electronique. 

La geometrie de !'ensemble de cette structure reelle a ete modelisee par des 
surfaces moyennes planes et representatives de l'etat des contraintes elastiques dans 
Ia piece et done du comportement general du carter (Figure 1). 

En ce qui concerne les efforts qui lui sont appliques, ils sont importants et 
complexes. Ainsi le carter est charge suivant deux types de sollicitations qui sont des 
efforts transmis respectivement par Ia gouverne et le carenage. Les premiers sont des 
efforts aerodynamiques (force de portance et couple aerodynamique) qui sont 
transmis a Ia structure de I'engin aeronautique par l'intermediaire du boitier-verin en 
mode fonctionnement. Les seconds sont essentiellement des efforts transmis au 
niveau de Ia face avant du boitier par des elements exterieurs (carenage muni de ses 
equipements). L'ensemble de ces efforts est schematise sur Ia figure I. 

Pour les conditions aux limites, on considere que le boitier-verin est parfaitement 
fixe sur Ia structure au niveau des pattes de fixation. II s'agit done d'un encastrement 
parfait. 

Notons enfin que dans Ia modelisation retenue, Ia structure complete est decrite 
par 478 elements-finis triangulaires et plans (Figure 2) de type COQ a 6 degres de 
liberte par nreud. Le modele numerique du carter compte done 256 nreuds, soit 
1 536 inconnues. De plus le nombre de variables d'optimisation associe a ce modele 
s'eleve a 478. Pour reduire ce nombre, nous avons defini 48 zones, a I'interieur 
desquelles des elements finis auront la meme epaisseur. L'epaisseur doit rester 
comprise entre emin = 1.5 mm et emax = 6mm' et la limite elastique est de 

60 daN /mm2
• 
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ro~ 

930 "'~255m.~ 
Efforts transmis 
par Ia gouverne 

40daN 

Efforts transmis par le carenage 

Figure 1. Modelisation du carter 

Figure 2. Mail/age en element coque mince du carter 
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7.3. Analyse des Resultats 

Le probleme (P) est resolu en prenant une epaisseur initiale uniforme 

e
0
= emin + emax [BEL 88]. La valeur du critere de Von Mises est limitee sur tousles 

2 
elements finis, ce qui donne un probleme comprenant 48 controles (toutes les zones 
sont mobiles) et 574 contraintes d'optimisation. La convergence est obtenue en 
22 iterations et Ia masse est alors passee de 4.09 kg (Masse initiale) a 1.734 kg. Le 
gain de masse apporte par le processus d'optimisation s'eleve done a 60 %. La figure 

3 donne Ia representation de Ia loi d'epaisseur optimale e*. 

Cette configuration optimale est satisfaisante. En effet, au niveau des parties 
Moteurs et Mecanique, on est en presence d'une structure de type caisson ferme, 
done tres rigide. Ceci explique que dans ces zones beaucoup d'epaisseurs prennent 
leur valeur minimale. En ce qui concerne le plancher de Ia partie Moteur, il se 
trouve pris entre les quatre points encastres et les contraintes elastiques y sont tres 

faibles. Ceci explique que dans cette partie l'epaisseur e* est aussi minimale. 
Etant donne que les efforts sur Ia gouverne induisent des reactions importantes sur 

les couronnes superieure et inferieure, qui correspondent sur Ia piece reelle aux 
chemins de roulement de l'arbre de sortie, on trouve bien une epaisseur e* 

importante aces endroits. 
La repartition de l'epaisseur optimale e* au niveau de Ia partie electronique se 

comporte en premiere approche comme une poutre en U encastree et sollicitee en 
flexion a !'autre extremite (Figure 1). Cette partie vient en effet se rattacher sur Ia 
partie Mecanique qui est tres rigide. 

Enfin, en raison de Ia presence du trou connecteur et de Ia proximite de 
l'encastrement, on trouve a cet endroit un gradient des contraintes elastiques 
important (c'est Ia zone Ia plus chargee de Ia structure) qui donne une epaisseur 

optimale e· Ia plus elevee possible. 

Nous avons ensuite traite le probleme (Q) qui comprenait 48 variables de contrO!e 
et 97 contraintes d'optimisation [BEL 88]. La masse a ete imposee egale a 4.09 kg. 
Commc dans le problcme (P), l'algorithme a ete initialise avec l'epaisseur e0 

constante sur toutes les zones. La convergence est obtenue au bout de 22 iterations. 
Le processus d'optimisation a permis de reduire Ia fonctionnelle elastique de Von 

Mises de J(e0 ) = 0.92383 109 daN 2 a J(e*) = 0.55033 109 daN 2
, soit une reduction 

de 40 %. La repartition de I'epaisseur optimale e* est illustree pour chaque zone sur 
Ia figure 4. Nous constatons que cette loi d'epaisseur partage le carter en 3 domaines 
w, , W 2 , w~ definis par : 

w1 = {x E w I e(x) = emin } 
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Figure 3. Epaisseur optimale ( P) 

Figure 4. Epaisseur optimale (Q) 
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Figure 5. Isovaleur des contraintes de Von Mises ( epaisseur initiate) 

Figure 6. Isovaleur des contraintes de Von Mises ( epaisseur optimale) 
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m, = {x E (l) I e(x) = emax } 

L'existence de ces domaines est conforme a l'intuition mecanique, car par rapport 
a l'epaisseur initiale en (constante partout) ' il y a renforcement de l'epaisseur dans 

les regions proches de l'encastrement et dans celles qui sont soumises a des efforts. 
La figure 6 montre que c'est dans ces zones que les contraintes elastiques sont les 
plus elevees. Ces regions correspondent au domaine m3 (Figure 4). Etant donne que 

Ia masse de Ia structure est constante, le carter ne peut que s'affiner dans les autres 
regions ou les contraintes elastiques sont plus ou moins importantes. Ces regions 
correspondent respectivement aux domaines m2 , et m1 • Ces resultats sont 

interessants car ils montrent que le processus d'optimisation permet d'obtenir une 
diminution de pres de 40 %des contraintes elastiques de Von Mises dans certaines 
regions, et ceci sans changer Ia masse de Ia structure ni sa forme, mais seulement en 
repartissant convenablement Ia matiere (Figure 5 et 6 ). 

8. Conclusion 

Nous avons mis au point deux methodes de minimisation de Ia masse ou des 
contraintes elastiques pour des structures de type coques minces et nous les avons 
appliquees a une piece reelle complexe. !'introduction de Ia notion de zone pour 
reduire Ie nombre de variable d'optimisation s'est avere efficace. Le nombre 
d'inconnu des problemes traites est passee de 478 a 48, soit une reduction de pres de 
90 %. La piece optimale est satisfaisante puisqu'un calcul de raideur montre bien 
que I' on est encore largement dans Ies specifications demandees. Les resultats 
obtenus prouvent bien l'interet de Ia methodologie proposee et de Ia demarche 
d'optimisation Iors de Ia conception des pieces mecaniques. Cependant Ies 
configurations optimales sont obtenues apres un nombre d'iterations assez eleve, une 
meilleure efficacite pourrait etre obtenue en utilisant des methodes d'approximation 
bien adaptees au cas des coques. Par ailleurs Ia simplicite de Ia methode proposee 
pour !'analyse de sensibilite des coques minces par rapport a I'epaisseur, permet 
d'aborder d'autres problemes d'optimisation en Mecanique Iineaire ou non lineaire. 
Ainsi Ies methodes developpees s'inserent bien dans Ia continuite des travaux 
existants dans Ia Iitterature ct sont destinees a s'integrer dans un systeme general 
d'optimisation des structures, qui devra par Ia suite prendre en compte d'autres 
facteurs que ceux consideres ici : nous nous interessons en particulier au 
comportement des pieces sous des chargement complexes (criteres de fatigues), a 
!'introduction des contraintes technologiques liees au procede de fabrication, et a 
l'optimisation d'epaisseur des coques epaisses. Dans ce dernier probleme l'energie de 
cisaillement transversal n'est plus negligee et l'analyse de sensibilite est 
particulierement delicate [BEL 97]. 
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