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RESUME. Dans ce travail, nous abordons les aspects lies a la theorie et a ['implantation 
numerique des schemas d'integrations pas a pas pour ['analyse dynamique non lineaire des 
poutres soumises a des rotations d'amplitudefinie. Le probleme modele retenu est celui de la 
theorie geometriquement e:xacte de poutre 3d de Reissner n'imposant aucune restriction sur 
/'amplitude des deplacements et des rotations. Parmi les parametrisations possibles des 
grandes rotations, nous choisissons la representation materielle du vecteur de rotation 
actuelle, ce qui simplifie la construction du schema d'integration temporelle associe. Une 
attention particuliere est accordee a la linearisation e:xacte des equations du mouvement et 
aux details lies a ['implantation numerique. 

ABSTRACT. In this work, we examine the aspects pertinent to the theory and numerical 
implementation of step by step integration schemes for the nonlinear dynamic analysis of 
beams subjected to finite rotations. The considered model problem is the Reissner's 
geometrically exact 3d beam theory without any constraint on displacements and rotations. 
Among several possible parametrizations of rotations, we choose the material representation 
of the incremental rotation vector, which simplifies the construction of the associated time 
integration scheme. Special emphasis is directed towards the exact linearization of the 
equations of motion and pertinent implementation details. 

MOTS-CLEs : dynamique non lineaire, theorie geometriquement e:xacte des poutres, grandes 
rotations, schema de Newmark. 
KEYWORDS : nonlinear dynamics, geometrically exact beam theory, finite rotations, Newmark 
scheme. 
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1. Introduction 

Les aspects theoriques et numeriques des schemas d'integration pas a pas 
pour !'analyse dynamique des poutres en presence de grandes rotations tri­
dimensionnelles, representent le theme essentiel aborde dans ce document. La 
formulation faible retenue est celle de Reissner. Elle est capable de fournir les 
mesures des deformations d'une maniere exacte sans aucune restriction cine­
matique sur !'amplitude des deplacements ou des rotations. Ce modele garantit 
d'une part !'expression sous forme quadratique de la densite d'energie interne 
en fonction des mesures des deformations associees, et d'autre part une forme 
bilineaire de la densite d'energie cinetique grace au repere global, qui est uti­
lise pour l'ecriture de toutes les quantites. Ceci est une difference importante 
par rapport a !'approche dite 'par repere flottant' (en anglais 'shadow beam') 
longuement appliquee, qui ne peut pas permettre des grandes deformations. 

La difficulte particuliere des rotations 3d d'amplitude finie reside dans le 
fait qu'il ne s'agit pas de quantites vectorielles mais d'objets appartenant a 
la variete differentielle S0(3) (voir [Arg82]). Ceci rend leur parametrisation 
et leur implantation numerique des taches loin d'etre evidentes. De plus, une 
complexite additionnelle doit etre surmontee dans le traitement de tels pro­
blemes, avec le role special que jouent les grandes rotations dans le domaine 
de la theorie non lineaire des structures et dans le choix du probleme modele 
de poutres 3d (voir [IFK95]). Comme consequence majeure de cette difficulte, 
une extension des integrateurs pas a pas standards (par exemple la methode de 
Newmark ou de Wilson B, voir [BE76]) ne peut pas etre generalisee a !'analyse 
dynamique non lineaire comme pour le cas ou on ne rencontre que des degres 
de liberte de translation. 

Dans les travaux precedents, parmi plusieurs manieres de parametriser les 
rotations, on ne trouve pas celle qui est bien adaptee a la construction des sche­
mas d'integration temporelle. Nous revenons au depart sur la parametrisation 
par le vecteur de rotation totale qui a ete initialement appliquee a ['analyse 
dynamique des poutres par [CG88] a cause de la simplicite de l'ecriture du 
schema d'integration pour les variables de rotation. Cependant la lourde pro­
cedure de linearisation exacte - largement simplifiee dans [CG88] - que nous 
avons entrepris nous laisse dire qu'en plus de son incapacite a representer des 
rotations depassant 211', cette formulation n'est pas a recommander. La seconde 
alternative proposee dans [SVQ88] consiste a choisir comme variable princi­
pale pour decrire les variations de la matrice de rotation un vecteur spatial 
de rotation iterative defini sur la configuration deformee. D'une maniere peu 
coherente [SVQ88] ont utilise un algorithme de Newmark qui combine ce vec­
teur de rotation avec des objets materiels definis sur la configuration initiale. 
Afin d'obtenir une forme coherente du schema d'integration de Newmark, nous 
revenons sur cette formulation mais en partant d'une ecriture completement 
materielle du principe des travaux virtuels. De plus, cette formulation a fourni 
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une procedure de mise a jour des rotations qui nous a permis d'eviter de faire 
appel a l'algorithme de Spurrier ([Spu78]) lors de !'evaluation numerique du 
vecteur de rotation a partir de la matrice de rotation. 

Comme le montre ce travail, la nouvelle formulation des grandes rotations 
qui se base sur le vecteur de rotation actuelle est tres bien adaptee ala construc­
tion des schemas d'integration pas a pas. D'un cote, elle nous permet de calculer 
les vitesses et les accelerations par les equations de Newmark, et d'un autre cote 
elle apporte une forme compacte des equations linearisees, ainsi qu'une proce­
dure simple de mise a jour des quantites iteratives associees aux rotations. 

2. Theorie geometriquement exacte de poutre 3d 

2.1. Cinematique 

e; :=ef 

L ····················· ... I 
.. 1 

Figure 1. Poutre 3d de Reissner. Configuration initiale et courante 

En accord avec la !'hypothese cinematique classique (voir [Rei72]) supposant 
la conservation des sections planes au cours de la deformation, il est suffisant 
pour decrire la transformation de la poutre (figure 1) de suivre le mouvement 
du repere cartesien g;=l,a(s ; t = 0) attache a chaque section reperee par son 
abscisse curviligne s. Initialement la section est choisie perpendiculaire a l'axe 
neutre et sa normale s'identifie au vecteur g 1. 

La section deformee qui n'est plus normale a l'axe neutre deforme a cause de 
la presence de deformation de cisaillement transverse, est reperee par le vecteur 
de position de son centre de gravite rp(s ; t) et par son orientation a;{s ; t) 

a; = A g; ; a; · aj = g; · gj (1) 
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L'objet A{s; t) est un tenseur a deux points associant a un vecteur materiel 
(c-a-d attache ala configuration initiale) g; son image spatiale (c-a-d attachee 
ala configuration courante) a; de meme module et preservant l'orthogonalite. 
Dans les reperes globaux e;=1,3 = ef=1,3 qui ont ete choisis pour decrire tous 
les objets materiels et spatiaux, nous pouvons representer la matrice A par 

A = a;(s ; t) ® g;(s ; t = 0) 
= Aj;{s ; t) e'f ® e; 

dans cette expression ® denote le produit tensoriel entre deux vecteurs. 

(2) 

La deformation de la poutre peut etre decrite par les mesures de deforma­
tions (voir [IFK95]) 

€ =AT <p'- gl 

K=AT A' 

(3) 

(4) 

ou le vecteur e contient les deformations longitudinales et tangentielles et K 
est la matrice anti-symetrique de deformation de courbure qui peut aussi etre 
definie par le vecteur axial K. 

K b = K. x b 'v'b E ffi3 (5) 

dans cette equation X denote le produit vectoriel. 

Dans (3) et (4), •' = ~: est la derivee par rapport ala variable d'espace s. 

Les objets e et K. decrivent sur la configuration initiale, I 'image des deforma­
tions agissant sur la configuration actuelle. Au sens de l'energie, ils sont respec­
tivement conjugues aux efforts (axiaux et tranchants) et moments (de torsion 
et de flexion) resultants internes 

m = CmK. 

(6) 

(7) 

avec les matrices de comportement pour le cas d'un materiau elastique lineaire 

Cn =diag(EA,GA'2,GA'3) 

Cm = diag(G J, E hE !3) 

(8) 

(9) 

Dans (8) et {9), E et G sont respectivement, le module d'Young et de ci­
saillement, tandis que A represente la section, A~ les sections corrigeant le 
cisaillement transverse, J l'inertie de torsion, et /; les inerties de flexion. 

Comme le montre !'ensemble des equations precedentes, le champ (<p , A) 
determine de fa<;on unique la configuration courante, les deformations, et les 
contraintes generalisees. Autrement dit, l'espace de configuration de la poutre 
3d s'identifie a 

c = {( <p, A) : [0, L] X [0, T] -t ffi3 
X S0(3)} {10) 
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ou S0(3) est le groupe special des matrices orthogonales tridimensionnelles 
(voir (CG88] ou (Sim85]) 

S0(3) ={A: IR3 -t IR3 I AT A= I, detA = 1} (11) 

Remarque 1: L'interet de considerer la formulation materielle est qu'elle ne ne­
cessite pas de prendre en compte le mouvement du repere ai lors du calcul des 
variations spatiales et temporelles des differents objets attaches a la configura­
tion actuelle, comme se presente le cas de la formulation spatiale dans (IAM96] 
et (IAM97] ou on fait appel ala derivee de Lie ((MH83]) vu la grandeur de la 
transformation. 

2.2. Variations temporelles - Vitesses et accelerotions angulaires 

exp[·] 

Figure 2. Vitesse angulaire. Matrice anti-symetrique objet de l'espace tangent 
TIS0(3) 

Afin de modeliser les effets d'inertie, il est indispensable d'examiner les 
variations tempo relies de la matrice de rotation. Ainsi nous definissons la vitesse 
et !'acceleration angulaires materielles (voir (IAM97] et (Ibr97]) 

~=ATA; ~b=,j,xb'v'bEIR3 (12) 

~=ATA+ATA; ~b=;j,xb'v'bEIR3 (13) 

Comme consequence de l'orthogonalite de la matrice de rotation A, nous no­
tons que la vitesse ~ et !'acceleration ~ sont des matrices anti-symetriques 
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elements de TIS0(3) l'espace lineaire tangent a S0(3) autour de l'identite I 
(voir figure 2). Leurs vecteurs .~xiaux sont respectivement Ia vitesse angulaire 
,P et !'acceleration angulaire 1/1, ce qui nous permet de decrire les variations 
temporelles des vecteurs de base de Ia section deformee sous Ia forme 

2.3. Principe du travail virtue[ 

a; = A ( ;p x g;) 

a;= A(~ x gi) 

(14) 

(15) 

Une fois !'idealisation geometrique et cinematique introduite dans Ia forme 
faible de type deplacement pour un milieu 3d, Ia cinematique de Reissner nous 
aide a etablir le principe du travail virtue} de poutre comme suit 

ou Ap = fA p dA est Ia densite lineique de masse et J P est le tenseur d 'inertie 
de rotation dans la representation materielle. Les relations (14) et (15) nous 
permettent de definir ce tenseur d'inertie sous la forme 

3 3 

Jp = l p ~{;G; ;;{jGj dA; G; b = g; X b 'v'b E IR3 (17) 

{;= 1,2 etant les coordonnees locales sur Ia section. Si de plus g; passe par les 
axes principaux d'inertie alors 

(18) 

Dans la forme faible (16) la partie statique du travail virtue! peut s'ecrire 
(voir [IFK95]) comme 

t511'int - t511'ext = [ { 8€ · n + tS,., · m} ds- [ { tS<.p · ii + tS,P · (AT iil)} ds (19) 

Les equations d'Euler-Lagrange de la forme faible (16) traduisent sur la 
configuration courante l'equilibre en translation et en rotation de la section 
deformee 

(An)' + ii = Ap iP (20) 

(Am)'+<.p' x (An)+m=A(Jp~+;p x (Jp;p)) (21) 
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3. Schemas implicites d'integration 

Quand les effets d'inertie sont pris en compte nous avons besoin d'evaluer les 
vitesses et les accelerations a des instants bien choisis de l'intervalle de temps, 
et ce en plus des valeurs des positions et des rotations. Comme no us le discutons 
dans la suite, la famille des algorithmes implicites de Newmark (voir [BE76]) 
est retenue pour !'integration pas a pas des equations d'equilibre ci-dessus. 
Pour que cette tache puisse etre accomplie il convient de partager l'intervalle de 
temps en question en une sequence de pas 0 < t 1 < .... tn < tn+l < .... T, 
et de resoudre sur un pas typique h = tn+l - tn le probleme du tableau 1. 

etant donnes a tn: lf'n = lf'(tn) , Vn = ~(tn) , an = <j?(tn) 
vecteur de position, vitesse et acceleration 

An= A{tn) , Wn = ;p(tn) , O:n = ;j,(tn) 
matrice de rotation, vitesse et acceleration angulaires 

avancer a tn+l : 

verifiant a tn+l : 

Tableau 1 . Probleme central d 'integration temporelle 

11 s'agit en realite de construire un schema tempore! respectant une parametri­
sation choisie pour la rotation. Quant a la partie translation, son schema 
d'integration est !'extension du cas lineaire simple (voir [BE76]). 

3.1. Parametrisations des rotations 

La difficulte principale a laquelle nous faisons face est liee au fait que l'espace 
de configuration de la poutre ne s'identifie pas a un espace vectoriel mais a une 
variete differentielle non lineaire (equations (10) et (11)). L'idee cle est alors 
de trouver un parametre vectoriel de rotation capable de definir de maniere 
convenable l'actualisation de A lors d'une procedure iterative de resolution du 
systeme d'equations algebriques non lineaires. 
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Cette mise a jour n'est pas unique mais peut etre effectuee de 3 manieres 

exp [(19 + ~19)] 

An+l exp [~,P] {22) 

ou les parametres materiels tous elements de T1S0(3) sont: 19 vecteur de rota­
tion totale, ~1/J vecteur de rotation iterative; An+l etant la matrice de rotation 
a !'iteration precedente, 19n+l vecteur de rotation actuelle; An etant la matrice 
de rotation au pas de temps precedent. 

La forme exponentielle (voir [Arg82]) connue comme la formule de Rodrigues 
associant a un vecteur 19n+l une matrice orthogonale de rotation autour de ce 
dernier, est donnee par 

{23) 

3.2. Schema de Newmark - Vecteur de rotation totale 

La premiere possibilite dans {22) est un choix logique et direct de para­
metriser A en prenant comme parametre principalle vecteur de rotation totale 
qui est en realite le vecteur pro pre 19 associe a la valeur propre unite (voir 
[IFK95) ou [CG88]). Un tel choix simplifie enormement !'application du schema 
de Newmark aux composantes de rotations, en effet la forme acceleration d'un 
tel schema est simplement celle que l'on applique ala partie translation 

Vf1,n+l = Vf1,n + h [(1- I) at1,n +I at1,n+d 
(24) 

Il est bien connu que cet algorithme de regle trapezo'idale possede une precision 
du second ordre si 1 = 2 {J = ~. La matrice de rotation est directement evaluee 
a !'instant tn+l grace ala forme exponentielle {23) 

(25) 

Cependant, les manipulations associees dans les procedures de linearisation et 
de mise a jour deviennent vite tres elaborees. A l'origine de cette complication, 
les lourdes expressions des vitesses et accelerations angulaires en fonction des 
quantites impliquees dans le schema (24) a savoir 

{26) 
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T "T 
an+l = T (<pt1,n+d at1,n+l + T (<pt1,n+l) Vt1,n+l (27) 

ou Test la matrice qui decrit la variation de la formule de Rodrigues (23). La 
reference [IFK95] detaille sa derivation et fournit son expression en fonction du 
vecteur de rotation totale 

(-a) = sin'IJ 1 1 - cos'IJ 
0 

'lJ- sin'IJ {} {} 
T ·u 1J + .,J2 + .,JS ® (28) 

Contrairement a [CG88] ou une forme linearisee tres simplifiee pour la partie 
rotation a ete retenue, nous sommes ramenes a calculer les derivees temporelle 
et incrementale combinees de !'expression T ci-dessus. A titre d'exemple la 
forme exacte de !'increment sur la derivee temporelle de T se presente sous la 
forme elaboree suivante 

6-T({}) = (6.{} · iJ + {} · 6-fJ) [c1I + c20 + cs{} 0 {}] 

+~6.~+~~fJ®{}+fJ®6.{}+6.{}0fJ+{}06.~ 

+({} · fJ)[a1I + a20 +as{}®{}+ c2~ + cs(fJ ® {} + {} 0 fJ)]({} · 6.{}) 

+(fJ · {})[c26.0 + cs(6.{} ® {} + {} ® 6.{})] (29) 

ou 
C 

_ t1cost1-sint1 . C _ t1sint1+2cost1-2 
1 - t13 , 2 - ,. 

Cs 
__ 2sint1 211 t1cost1 • C _ 1-cost1 . C _ t1-sint1 

t1 , 4---ur-, 5---;;-r-

a1 = cs- c2 ; a2 = (c1- 4c2)/'IJ2 ; as= (c2- 5cs) 'IJ 2 

(30) 

La linearisation exacte que nous obtenons ainsi joue un role tres important 
dans la vitesse de convergence de la solution iterative (voir le tableau 6 sur un 
exemple numerique). 

3.3. Schema de Newmark - Vecteur de rotation actuelle 

Deja constate dans le cas statique (voir [IFK95]), la formulation par le 
vecteur de rotation totale en analyse dynamique se revele coiiteuse quant a 
!'evaluation numerique de la matrice tangente. De plus, nous observons sur 
les simulations numeriques de la section 5 que c'est une formulation qui reste 
limitee a des normes de rotation inferieures a 2 1r. Une bonne alternative pour 
surmonter cette difficulte consiste a introduire la notion de vecteur de rotation 
actuelle (voir [Ibr97]). 11 s'agit du vecteur de rotation mesure entre les deux 
pas de temps successifs tn et tn+l de fac;on a determiner la matrice de rotation 
de la maniere suivante 

(31) 

L'introduction d'un tel vecteur de rotation defini sur un pas de temps rend 
possible !'utilisation d'un schema analogue ala partie translation. Cependant 
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il est necessaire de combiner vitesse et acceleration angulaires pour fournir 
!'approximation du vecteur de rotation actuelle '!9n+!(voir [SVQ88]) 

(32) 

Ce schema possede un sens geometrique coherent du moment que les objets qu 'il 
fait intervenir sont materiels et appartiennent tous au meme espace lineaire 
tangent TIS0(3). C'est la raison pour laquelle la regle reste trapezoi:dale et la 
precision du second ordre, si les coefficients de Newmark sont choisis "' = 2 f3 = 
1 
2• 

Le schema dont la forme acceleration est donnee dans l'equation (32) est na­
turellement adapte a la formulation basee sur '!9n+l comme variable principale 
car elle y intervient explicitement. Cette formulation est celle que nous de­
taillons dans la section qui va suivre. Comme suggere dans [SVQ88), le schema 
(32) est aussi applicable ala parametrisation par le vecteur de rotation iterative 
( deuxieme possibilite dans (22)), cependant les procedures de calcul engendrees 
sont moins evidentes (voir la so us-section 4.1). 

4. Linearisation exacte 

La methode iterative de Newton bien adaptee a la resolution de systemes 
d'equations algebriques- fortement non lineaires dans notre cas- devient d'au­
tant plus efficace qu'une linearisation exacte est appliquee a la theorie geome­
triquement exacte sur laquelle est fonde notre modele. La famille des schemas 
d'integration de Newmark est implicite, cela implique que les equations de mou­
vement a integrer dans cette classe de schemas doivent etre verifiees a l'instant 
tn+l 

(33) 

Le champ virtuel de position Olf'n+l represente la fonction test pour la partie 
translation. Quant aux rotations, nous choisissons que la fonction test associee 
soit le champ virtuel de rotation actuelle 0''!9n+l· C'est pour cette raison que 
nous reecrivons l'equilibre dynamique (16) en fonction de la variable de rotation 
'!9n+l et des quantites cinematiques impliquees dans l'algorithme (32) 

+ i { Olf' · Ap 3n+l + (TT ('19n+d O'l9n+d · (J p O:n+l +wn+l X (J p Wn+l))} ds = 0 

(34) 
dans cette nouvelle forme, nous avons fait appel a une relation similaire a celle 
donnee dans [IFK95] exprimant le parametre de rotation virtuelle sous la forme 

(35) 
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ou T({)n+d est Ia matrice de variation de rotation donnee par !'expression (28). 
A partir des expressions dans (32), nous pouvons obtenir 

_ .::L{) + f!..::.:J.w + (,8-0.5-y)h,... 
- ,8h n+l ,8 n ,8 ._.n 

(36) 

En introduisant ce resultat dans Ia forme faible (34), celle-ci se traduit par 
un systeme d'equations algebriques non lineaires, avec <t'n+l et {)n+l comme 
inconnues. La solution de ce systeme est obtenue par le processus iteratif de 
Newton qui fait intervenir Ia forme linearisee suivante 

(37) 

Le dernier terme dans (37) est calcule par Ia derivee directionnelle de Ia per­
turbation de t1"7rn+l que l'on detinit par 

11"1rn+I,e = t1"1rn+I (<t'n+l + c 6-<pn+l' {)n+l + c 6-{)n+I) {38) 

Cette expression fournit Ia matrice tangente dynamique generee a partir du 
second terme que nous exprimons sous Ia forme 

d
d I [t1"7rn+l,e] = dd I [{1rint- 1rext)n+l,e] + { {J<p · Ap 6-an+l 
c e=O c e=O jL 

+t~'fJn+l"(T({)n+I))(Jp6.an+l+wn+l X (Jp6.Wn+1)+6.wn+l X (JpWn+I)) 

+t~'{)n+l · (6-T(fJn+I)) (Jp Ctn+l + Wn+l X (Jp Wn+I))} ds (39) 

Grace a Ia simplicite du schema tempore! utilise pour les rotations dans (36), 
nous pouvons calculer les linearisations de Ia vitesse et de !'acceleration angu­
laires sous une forme aussi simple que Ia partie translation 

'Y 
6-wn+l = f3 h 6-{)n+l (40) 

1 
6-an+l = f3 h2 6-{)n+l (41) 

D'un autre cote, Ia linearisation du terme con tenant 6. Test calculee par !'appli­
cation de Ia derivee directionnelle suivant {)n+l de Ia fa<;on suivante 

(42) 

ou 

(43) 
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avec 

(44) 

_ t'Jntt-sint'J.,±l 
cs- t'Ja 

n±l 

A vee ces resultats, no us arrivons finalement a la forme linearisee explicite finale 

1 'Y 
+8'19n+l . (T('19n+d) ( {3 h2 J p + {3 h ([wn+l x]J p- [(J p Wn+d x]))~'19n+l 

+8'19n+l · IT(Jp O:n+l + Wn+l X (JpWn+d) ~'19n+l} ds (45) 

Alors que la matrice tangente de rigidite statique est symetrique (voir annexe), 
il est interessant de noter que la partie linearisee dynamique fournit une matrice 
tangente non symetrique. En realite, c'est le cas de toutes les formulations des 
rotations que nous discutons, a cause du produit vectoriel ;p x (Jp;p) dans le 
travail virtuel d'inertie de rotation. 

Une fois le systeme algebrique non lineaire resolu a chaque iteration (i- 1) 
nous effectuons pour l'iteration suivante (i) une mise a jour des variables de 
rotation comme le montre le tableau 2. 

vecteur de rotation actuelle 19(i) - 19(i-1) + ~19(i-1) 
n+l- n+l n+l 

vi tesse angulaire (i) - J.... _a(i) (1 2) h(1 J....) Wn+l - {3h ·un+l + - {3 Wn + - 2{3 O:n 

acceleration angulaire 

matrice de rotation 

Tableau 2 . Mise a jour des variables de rotations 

La figure 3 represente graphiquement que la matrice anti-symetrique de ro­
tation actuelle 0n+l est mise a jour dans l'espace tangent lineaire T1S0(3) de 
maniere additive simple exactement comme le vecteur de position <t'n+l est ac­
tualise dans l'espace ffi3 . La vitesse et !'acceleration angulaires sont actualisees 
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Figure 3. Mise a jour iterative de la rotation actuelle dans TIS0(3) (en 
haut) et de la position dans m? (en bas) 

similairement aux vitesse et acceleration lineaires a cause de la simplicite du 
schema {32). 

No us faisons appel pour l 'actualisation de la matrice orthogonale de rotation 
aux parametres d'Euler aussi appeles quaternions (voir [Arg82]). L'actualisa­
tion de A est optimisee du point de vue temps de calcul et precision par la 
composition multiplicative des quaternions associes comme resume dans le ta­
bleau 3. 

Remarque 2: La procedure d'actualisation des variables rotationnelles doit etre 
integree au niveau du calcul du residu et de la matrice tangente c-a-d en chaque 
point d'integration numerique. Les vecteurs vitesse et acceleration angulaires 
ainsi que la rotation actuelle sont obtenus a partir des valeurs nodales {deja mise 
a jour) par simple interpolation lineaire. En realite, la commutation schema 
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- recuperer le quaternion de An 

- calcul du quaternion de exp [19~~ 1] 

- composition multiplicative du quaternion de A~~ 1 = Anexp [t9~~tl 

- calcul de la matrice de rotation 

Tableau 3 . Mise a jour des grandes rotations - Vecteur de rotation actuelle 

temporel/actualisation-interpolation est possible ici du moment que nous tra­
vaillons en version materielle c-a-d dans TJS0(3). Ceci est une autre difference 
par rapport a I' option spatiale ou il n'est pas justifie d'interpoler ces variables 
rotationnelles nodales car elles appartiennent a des espaces tangents a S0(3) 
differents selon les pas de temps et selon les nreuds. C'est la raison pour laquelle 
la mise a jour dans ([IAM97]) ne peut avoir lieu qu'aux points d'integration 
numerique de Gauss. 

4.1. Alternative pour la mise a jour des rotations - Vecteur de rotation iterative 

La seconde possibilite d'effectuer la mise a jour des rotations consiste a 
appliquer la fonction exponentielle a chaque iteration, done sur le vecteur de 
rotation iterative l:l.'I/J 

A (i) _A (i-1) [l:l.41,(i-1)] 
n+1 - n+1 exp 'f'n+l (46) 

Le parametre l:l.'I/J ne possede un sens qu'entre deux iterations et ne peut pas 
etre cumute sur un ou plusieurs pas de temps. Par consequent, nous avons 
besoin de revenir au vecteur de rotation actuelle '!9n+l associant l'algorithme 
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tempore! (32) dans une formulation basee sur !:l.'I/J pour pouvoir definir une 
rotation au moins entre deux pas de temps. 

Nous reprenons le principe des travaux virtuels (16) utilisant le champ de 
rotation virtuelle 81/J comme fonction test de rotation et nous l'etablissons a 
!'instant tn+l· Des lors, la forme exactement linearisee de cette formulation 
s'exprime sous la forme suivante 

+81/J · (Jp !:l.an+l + Wn+l X (Jp !:l.wn+d + !:l.wn+l X (Jp Wn+l))} ds (47) 

Cette linearisation a ete obtenue par la derivee directionnelle suivant !:l.<pn+l 
et !:l.'I/Jn+l le vecteur de rotation iterative. 

Les relations ( 40) et ( 41) definissant les variations incrementales de la vitesse 
Wn+l et !'acceleration O:n+l sont valables sauf que nous devons exprimer !'incre­
ment !:l.t?n+l en fonction du degre de liberte de rotation considere c-a-d !:l.'I/Jn+l· 
Le calcul differentiel nous permet d'ecrire la relation (35) en substituant le 
symbole virtuel 8 par le symbole incremental !:l., autrement dit 

(48) 

ou encore 
(49) 

Ce dernier resultat fournit le calcul de Ia vitesse et !'acceleration angulaire 
incrementales 

avec (voir [IFK95]) 

!:l.wn+l = {3\ T-T ( 'l?n+i}f:l.'I/Jn+l 

1 -T 
!:l.an+l = {3 h2 T ('l?n+l)/:l.'I/Jn+l 

(50) 

(51) 

-1 'IJn+l/2 1 1 'IJn+l/2 
T ('l?n+d = tan('!Jn+l/2) I- 20n+l + 'IJ~+l (1- tan('!Jn+l/2)]'1?n+l 0 'l?n+l 

(52) 
Finalement, Ia forme exacte de l'operateur tangent peut etre mise SOliS Ia forme: 

r ( 1 'Y ( -T +u'I/Jn+l · {3 h2 Jp + {3 h ( Wn+lx]Jp- [(Jpwn+l)x])T ('l?n+d )!:l.'I/Jn+l} ds 

(53) 
Nous remarquons que cette forme est relativement moins elaboree que la forme 
(45). En effet la partie geometrique est absente. Cependant, pour pouvoir 
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- recuperer le quaternion de A~:;f) 

- calcul du quaternion de exp [~..P~+{)] 

- composition multiplicative du quaternion de An1 = A~:;i) exp [~1/1~:;{)] 

- calcul de la matrice de rotation A~~1 
- calcul du quaternion de la matrice de rotation exp [19~~d = A~~1 A~ 

- calcul du vecteur de rotation actuelle 19~~ 1 

Tableau 4 . Mise a jour des grandes rotations - Vecteur de rotation iterative 

mettre a jour Wn+l et O:n+l (la procedure du tableau 2 reste valable) et calculer 
la matrice tangente nous devons extraire le vecteur '!9n+l pendant la procedure 
d'actualisation de la matrice orthogonale a chaque iteration (voir tableau 4). 

Remarque 3: Nous n'avons pas besoin de passer par l'algorithme de Spurrier 
([Spu78]) comme pour [SVQ88] dans l'option spatiale afin d'extraire le vecteur 
de rotation actuelle par un quaternion car ce dernier est deja calcule dans la 
procedure d'actualisation de Ia matrice An+l par le vecteur de rotation itera­
tive ~1/ln+l (tableau 4). Nous evitons ainsi l'enorme cmlt et les inconvenients 
de cet algorithme: d'une part cet algorithme possede une singularite quand 
'!9n+l ~ 211", et d'autre part, un vecteur '!9n+l peut etre confondu avec -19n+l 
car les deux possedent le meme quaternion. 

5. Exemples numeriques 

Dans cette section nous traitons des applications numeriques dans le but de 
montrer et evaluer l'efficacite des formulations proposees. Tousles calculs sont 
effectues avec le logiciel FEAP decrit dans la reference [ZT89]. 

Ces applications ont ete simulees avec des elements finis a deux nreuds dont 
les formulations ont ete abordees dans cet article. Le tableau 5 etablit la no­
menclature de chacun des elements testes avec une breve description. Deux 
points d'integration numerique de Gauss sont utilises pour l'evaluation nume­
rique de Ia partie d'inertie de l'operateur tangent (c-a-d matrice tangente de 
masse) alors qu'avec un seul point de Gauss nous calculons la matrice tangente 
de rigidite pour remedier au phenomene de blocage en cisaillement transverse. 
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element d.d.l. de rotation forme faible linearisation 

v. r. actuelle (materiel) .6:19n+l (34) (45) 
v. r. iterative (materiel) i!::J,:Ipn+l (16) (53) 
v. r. totale (materiel) dCf'-o n+l 

. v. r. actuelle (spatial) 6.19n+l ([IAM97]) ([IAM97]) 
v. r. iterative (spatial) D..t/Jn+l ([IAM97]) ([IAM97]) 
v. r. totale (spatial) D..cp9 n+l 

Tableau 5 . Librairie des elements finis 

5.1. Poutre de Bathe et Boulourchi 

Cet exemple traite de Ia poutre de Bathe et Boulourchi qui est une portion 
d'un cercle de rayon R = 100 et d'angle central de 45 degres encastree d'un cote 
et soumise de !'autre cote a une force suiveuse F(t) = 100 t A(t) ez. La poutre 
est de section carree et ses caracteristiques sont: module d'Young E = 107 , 

coefficient de Poisson v = 0, inertie de translation Ap = 1, et inertie de rotation 
Jp = 10diag(2, 1, 1). 

L'analyse est effectuee avec un modele de 8 elements finis a 2 nceuds et le 
pas de temps est choisi comme h = 0.1. 

La force suiveuse F(t) sollicitant Ia structure est non conservatrice car elle 
est dependante de Ia deformation et elle engendre une contribution non syme­
trique dans Ia matrice tangente au niveau du nceud sollicite. Nous obtenons 
done cette correction de Ia matrice tangente par une linearisation exacte diffe­
rente selon Ia parametrisation des rotations dans chaque formulation. 

Dans Ia figure 4 nous tra<;ons les variations en fonction du temps des trois 
composantes du deplacement et de Ia norme de rotation a l'extremite sollicitee 
obtenus avec les differentes formulations decrites dans les sections precedentes. 
Ces resultats sont en parfait accord et mettent en evidence les vibrations in­
stables d'importante amplitude que subit graduellement l'arc (avec la domi­
nance des effets d'inertie) apres un depart qui est plus lent. Une illustration 
graphique par les formes deformees successives apres chaque 10 pas de temps 
est fournie dans Ia figure 5. 

5.2. Toupie tournante 

Le pendule de Ia figure 6 est constitue d'un disque uniforme de masse m = 15 
et de rayon R = 0.25 attache a une extremite d'un bras rigide de masse nulle et 
de longueur L = 4 R dont Ia deuxieme extremite est simplement supportee. Ce 
gyroscope est induit en mouvement de corps rigide grace a une vitesse angulaire 
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Figure 4. Poutre de Bathe et Boulourchi. Reponses a l'extremite sollicitee 

Figure 5. Poutre de Bathe et Boulourchi. Vue de perspective des deformees 
successives; a gauche : analyse dynamique, a droite: analyse statique 



Dynamique de poutres geometriquement exactes 489 
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Figure 6. Toupie tournante. Donnees du probleme 
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initiale 1/J = 150 < 1 , £;~~2 , 0 >T dans le champ de pesanteur g = -9.81 ey. 

Nous avons effectue !'analyse avec un modele constitue d'un element fini de 
poutre 3d et d'un element de point materiel representant le centre de gravite 
d 'un corps soli de non deformable. Ce dernier est base pour Ia partie rotation sur 
les memes formulations possibles des rotations que nous avons decrites et pos­
sede des degres de liberte identiques a ceux de Ia poutre. Cet element contribue 
egalement dans l'operateur tangent dynamique determine par la linearisation 
exacte des effets d'inertie et on procede a une mise a jour des variables de ro­
tation d'une maniere similaire a celle de !'element de poutre. 

L'analyse realisee avec un pas de temps assez petit h = IQ-3 en raison de 
Ia haute rigidite de la poutre, nous fournissons les reponses de la figure 7 qui 
mettent en evidence un mouvement vibratoire harmonique periodique des trois 
composantes du deplacement au centre de gravite du disque. La composante 
verticale reste positive dans ses variations en fonction du temps et montre clai­
rement que grace au choix judicieux de la vitesse angulaire initiale le gyroscope 
oscille dans !'hemisphere superieur malgre le poids propre du disque. 

II est a noter que les resultats obtenus avec les versions materielles et spa­
tiales des parametrisations des grandes rotations sont identiques bien que leurs 
elements finis ne possedent pas les memes degres de liberte. Nous constatons 
aussi que Ia formulation par le vecteur de rotation totale devient rapidement 
incapable de poursuivre !'analyse apres t ~ 0.04 car la norme de rotation at­
teint tres vite une valeur proche de {) ~ 2 1r ( comme le montre la figure 7) 
provoquant la singularite de la matrice T et la divergence de l'algorithme. 

5.3. Poutre circulaire en grandes transformations 

Pour mettre en evidence !'influence de la courbure initiale, nous considerons 
la reponse dynamique non lineaire d'une poutre fermee dont la configuration 
initialement circulaire et les proprietes materielles sont representes dans la fi­
gure 8. La structure est soumise a deux forces transversales F et -F. Le module 
de chaque force suit une loi qui est lineairement croissante dans le temps jus­
qu'a la valeur maximale ensuite lineairement decroissante jusqu'a la valeur nulle 
(voir figure 8). Nous supposons que les conditions initiales sont nulles et que 
Ia poutre est libre de toute condition aux limites. Le maillage elements finis 
consiste en 16 elements et 16 nreuds et nous utilisons un pas de temps h = 0.1 
qui est garde constant durant toute la simulation. 

Suivant chaque direction, nous constatons que les deplacements des nreuds 
sollicites 1 et 5 sont exactement les memes mais de signes opposes. D'un autre 
cote, il est justifie que }es reponses suivant }'axe horizontal X et vertical y 
soient identiques au signe pres etant donnee l'anti-symetrie des sollicitations 
(voir figure 9 pour les resultats obtenus avec le vecteur de rotation actuelle). 
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Figure 8. Poutre circulaire. Donnees du probleme 
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Dans la figure 10 nous fournissons les deformees successives de la structure 
qui illustrent un mode anti-symetrique de deformation de flexion et de torsion 
combinees correspondant a des deplacements nuls aux nreuds 3 et 11 qui ap­
partiennent a l'axe d'anti-symetrie. 

5.4. Grands mouvements d'une helice flexible 

Cet exemple montre la capacite des formulations proposees (notamment par 
le vecteur de rotation actuelle) a simuler la dynamique des structures reticulees 
composees de poutres quand celles-ci sont soumises a des grands mouvements et 
a des grandes deformations elastiques. Nous considerons pour cela le cas simple 
d'une structure de forme X constituee de deux poutres identiques rigidement 
attachees entre elles au niveau de leur centre avec un angle droit ~ comme le 
montre la figure 12. 

Cette helice n'est sous aucune condition aux limites et elle est induite en 
mouvement quand une force F perpendiculaire au plan est appliquee aux deux 
extremites gauches, une force - F est appliquee aux deux extremites droites, 
et un moment concentre M est applique ala liaison (voir figure 11). Toutes 
ces sollicitations possedent des modules proportionnels qui suivent la meme 
une loi identique a celle de l'exemple precedent. La contrainte de la liaison est 
explicitement imposee dans la procedure d'assemblage des elements finis, de 
maniere a ne pas utiliser la demarche des multiplicateurs de Lagrange dans ce 
cas. Nous avons discretise la structure en 20 elements finis et 21 nreuds et le 
pas de temps utilise pour !'integration des equations dynamiques est h = 0.1. 

Aux nreuds sollicites 1 et 11, no us fournissons dans la figure 12 les trois 
composantes du deplacement obtenues suivant les directions x, y et z trac;ees 
en fonction du temps. Les grands mouvements de l'helice vus dans le plan et 
vus de perspective sont illustres dans la figure 13. lls montrent que la liaison 
qui est en fait le point d'anti-symetrie des charges ne subit aucun deplacement 
durant les transformations. Nous constatons egalement qu'en chaque instant 
l'helice se deforme dans un plan qui lui subit des grandes rotations 3d. 

5.5. Convergence de la methode de Newton 

Dans le tableau 6 nous presentons les normes de convergence sur le residu 
et sur l'energie fournies par chaque element fini sur l'exemple de la poutre 
circulaire. Ces normes montrent la tres bonne convergence quadratique de la 
methode de Newton - a proximite de la solution - notamment pour !'element 
base sur le vecteur de rotation actuelle, compare aux deux autres alternatives. 
Ajoutons que cela peut etre interprete par le fait que le modele de la theorie 
geometriquement exacte est linearise d'une maniere exacte et que dans un tel 
cas les seuls sources d'erreur sont: 
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I Iter. I v. r. actuelle 

No. Norme du residu Norme de l'energie 
0 2.468 X 10+4 4.252 X 10+;j 
1 2.290 X 10+3 7.690 X 10° 
2 1.161 X 10° 1.080 X 10-5 

3 3.168 X 10-5 9.214 X 10- 16 

4 4.005 X 10-9 6.431 X 10-24 

Iter. v. r. iterative 

No. Norme du residu Norme de l'energie 
0 2.468 X 10+4 4.251 X 10+;j 
1 2.293 X 10+3 7.704 X 10° 
2 1.178x 10° 1.088 X 10-5 

3 1.069 X 10-4 7.104 X 10- 14 

4 5.825 X 10-9 8.317 X 10-23 

Iter. v. r totale 

No. Norme du residu Norme de l'energie 
0 2.425 X 10+4 4.353 X 10+;j 
1 2.331 X 10+3 8.079 X 10° 
2 1.060 X 10° 1.087 X 10-5 

3 3.981 X 10-3 2.276 X 10- 10 

4 3.322 X 10-5 1.606x 10- 14 

5 2.769 X 10-7 1.118 X 10- 18 

Tableau 6 . Poutre circulaire. Normes quadratiques de convergence a t = 18 

- !'approximation elements finis, 

- !'approximation du schema d'integration. 

6. Conclusions 

Ce document a ete consacre au traitement des effets d'inertie lies aux 
gran des rotations des poutres 3d en consider ant la forme materielle (c-a-d 
la description transformee sur la configuration initiale). Nous avons examine 
trois parametrisations differentes pour lesquelles des schemas d'integration de 
type Newmark ont ete implantes dans la resolution iterative des equations 
non lineaires du mouvement. Les principales conclusions peuvent etre resumees 
comme suit: 

1. Du point de vue de l'algorithme temporella formulation vecteur de ro­
tation totale parait simple c-a-d qu'aucune actualisation particuliere des 
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grandes rotations n'est necessaire. Cependant, la matrice d'inertie tan­
gente se revele tres compliquee. De plus nous avons remarque que si­
milairement a la statique, cette parametrisation n'est valable que pour 
des rotations inferieures a 2 71', ce qui n'est souvent pas le cas en analyse 
dynamique des structures et des systemes constitues de poutres. 

2. Contrairement a !'analyse statique dans la formulation basee sur le vec­
teur de rotation iterative, il est necessaire d'introduire la notion du vec­
teur de rotation actuelle en vue d'ecrire un schema tempore! consistant. 
Ce dernier vecteur doit etre extrait a chaque pas de temps pour pouvoir 
ecrire et resoudre les equations du mouvement en faisant appel a une pro­
cedure additionnelle. Ce meme schema a ete utilise d'une fa<;on optimale 
dans la formulation par le vecteur de rotation actuelle, et il s'est revele 
le plus interessant etant donne la forme compacte de l'operateur tangent 
et de la procedure simplement additive d'actualisation des parametres de 
rotations. De plus, cette formulation par le vecteur de rotation actuelle 
reste efficace quelles que soient les normes des rotations subies. Ajoutons 
que pour la partie interne cette parametrisation fournit un operateur tan­
gent riche et une matrice tangente de rigidite symetrique. 

3. La version materielle ne faisant appel ni au transport parallele dans le 
schema tempore! ni a la derivee de Lie dans le calcul differentiel virtue! 
et incremental, se presente comme une alternative plus simple et moins 
lourde que !'option spatiale (voir (IAM97]) meme si elle manipule des 
objets dont le sens est moins nature! a saisir. 

La motivation principale de !'implantation proposee du schema tempore! 
de Newmark est pour les applications des systemes dynamiques hautement 
flexibles. Dans la dynamique des systemes multi-corps utilisant les multiplica­
teurs de Lagrange (pour forcer les contraintes) ou bien des systemes composes 
de corps flexibles et rigides, le probleme est decrit par un systeme d'equations 
raides ou alors par un systeme algebrique d'equations differentielles. L'algo­
rithme de Newmark subirait quelques difficultes liees ala perte de la conserva­
tion de l'energie. Comme le montre les travaux anterieurs (par exemple (HSD77] 
ou (HCL 78]) cet inconvenient peut etre contourne en imposant explicitement 
la conservation d'energie dans le schema d'integration temporelle. 
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Annexe. Derivation de Ia partie statique 

Article soumis le 5 juillet 1997 
Version revisee le 30 octobre 1997 

Dans le but d'une comprehension complete de !'analyse dynamique des 
poutres 3 d simulees avec Ia theorie geometriquement exacte nous revenons a Ia 
partie statique modelisant les deformations et efforts internes. Nous detaillons 
Ia derivation des equations pour Ia formulation des rotations par le vecteur de 
rotation actuelle '!9n+l· Pour alleger l'ecriture nous omettons l'indice n+ 1 pour 
Ia suite sauf pour le vecteur '!9n+l· 

La matrice orthogonale de rotation est exprimee en fonction de Ia variable 
principale de rotation '!9n+l par Ia fonction exponentielle appliquee avant Ia 
rotation An car Ia description est materielle 

(54) 

Cette definition nous permet de reecrire Ia deformation longitudinale en fonc­
tion de Ia deformation en du pas de temps precedent 

(55) 

En ce qui concerne Ia courbure qui est en realite une certaine mesure du gradient 
de Ia matrice A par rapport a l'abscisse curviligne, si nous voulons etablir une 
relation similaire a !'equation ci-dessus nous devons revenir a Ia matrice anti­
symetrique de courbure et exploiter Ia relation (54), ainsi 

Ce qui nous donne Ia relation entre les matrices de courbures aux pas actuel et 
precedent mettant en evidence le transport parallele entre K et Kn 

avec 
(58) 
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Cette relation entre matrices anti-symetrique de courbure est traduite au niveau 
des vecteurs axiaux "' et "-n par la simple relation 

(59) 

Le travail virtuel statique (19) peut etre reecrit en vertu de la relation (35) 
sous !'expression suivante 

01rint -01rext = [ {oE·n+OK-·m} ds- [ {ocp·ii+o'l?n+l · (T('I?n+l) A~ m)} ds 

(60) 
ou les deformations virtuelles sont exprimees en fonction des champs de position 
cp et de rotation 'l?n+l 

OE =AT ocp'- (TT('I?n+i)o'l?n+d X (AT cp') 

OK- = oTT ( 'l?n+i) '1?~+1 + TT ('l?n+1) o'l?~;j;1 
-(TT('I?n+i) O'l?n+i) X (exp['l?n+d "-n) 

(61) 

(62) 

En vue d'etablir le systeme algebrique d'equations non lineaires, il est necessaire 
d'appliquer la derivee directionnelle afin de calculer la partie lineaire du travail 
virtuel. Pour la partie externe du travail virtuel, la linearisation est a effectuer 
selon que la nature des sollicitations ii et m est conservatrice ou non. Dans 
tous les cas, la partie lineaire exacte du travail virtue! des forces internes est 
calculee comme 

(63) 

avec derivation par rapport a c dans Ia direction de cp et de 'l?n+l 

(01rint)o = 01rint( 1Pn+1 + c ~1Pn+1, 'l?n+l + c ~'l?n+i) (64) 

D'une maniere classique Ia partie incrementale du travail virtue! interne est 
composee d'une partie materielle et d'une partie geometrique, et peut etre 
ecrite sous la forme 

: I [(7rint).] = r {oE. ~n +OK.. ~m}ds + r {~ OE. n +OK.. m}ds (65) 
c •=0 jL jL 

Les lois constitutives lineaires (8) et (9) largementjustifiees dans l'analyse dyna­
mique non lineaire des poutres conduisent a exprimer les parties incrementales 
des efforts resultants sous la forme 

~n = Cn (AT ~tp1 - (TT('I?n+1) ~'l?n+l) X (AT cp')) 

~m = Cm (~TT('I?n+i) '1?~+1 + TT('I?n+i) ~1?~+1 
-(TT ('l?n+d ~'l?n+i) X (exp['l?n+lJT "-n)) 

(66) 

(67) 

Comme la configuration courante est tres eloignee de Ia configuration initiale, 
les deformations virtuelles sont assez grandes et un calcul exact de leur partie 
lineaire doit alors etre accompli 
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~8€ = -(~TT(19n+1)819n+l) X (AT(19n+l) <1'1) 

-(TT(19n+l) 819n+l) X (AT ~<p1 ) 
-(TT(19n+l) ~19n+l) X (AT 8<p') 
+(TT(19n+1)819n+l) X ((TT(19n+1)~19n+l) X <1'1) 

~8"' = ~8TT(19n+d 19~+1 + 8TT(19n+l) ~19~+1 + ~TT(19n+d 819~+1 
-(~ TT (19n+l) 819n+d X (exp[19n+1JT "'n) 

(68) 

+(TT (19n+d 819n+d X ((TT (19n+1) ~19n+l) X (exp[19n+l]T "'n)) 
(69) 

Ainsi, nous aboutissons a Ia contribution de Ia partie interne du travail virtuel 
interne dans le systeme d'equations non lineaires 

( 
8<p' ) ( ~<p' ) 

L[81!"int] = [ 817
1
n+1 · (r + K ~19~+1 ) ds 

819 n+l ~19n+1 

le vecteur r qui genere le vecteur residu interne est donne par 

oil 

avec 
8(a) = (c1a- c2(19n+1 X a)+ c3(19n+l · a)19n+l) ® 19n+1 

+c4A + c5((19n+1 · a)I + 19n+l ®a) Va E IR.3 

(70) 

(71) 

(72) 

(73) 

La matrice K qui genere Ia matrice tangente de rigidite composee d'une partie 
materielle et d'une partie geometrique est donnee par 

R+ [exp[19n+l]T "'nx]TT 

(AT<p'x)TT 

R + [exp [19n+1JT "'n X ]TT 
-A(nx)TT 

0 
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(74) 

la matrice II est deja donnee dans (43), et 

J = (ct(m · 19~+d- c2m19n+1 X 19~+d + c3(m · 19n+1)(19n+l · 19~+d) I 

+( a1(m ·19~+1) -a2m· ( 19n+l X 19~+1) +a3 (m·19n+l)( 19n+l ·19~+d )[19n+1019n+l] 

+cs[19~+1 0 m + m 0 19~+1] + c3(m · 19n+1)[19~+1 0 19n+l + 19 0 19~+d 

+c3(19n+l · 19~+1)[19n+l 0 m + m 0 19n+l] 

-c2[(19~+l X m) 0 19n+l + 19n+l 0 (19~+1 X m)] . (75) 

avec les coefficients Ci=l,S qui sont deja donnes dans !'equation (44), et les 
coefficients ai=1,3 


