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RESUME. Dans cet article, nous examinons les progres significatifs obtenus au cours des dix 
dernieres annees, dans l'analyse des coques concernant les formulations theoriques ainsi que 
les implantations numeriques. Premierement, une attention particuliere est portee aux 
grandes rotations tridimensionnelles, incluant le choix de parametres optimaux, leurs 
variations admissibles et les nombreuses relations revelatrices entre differents parametres. 
Une derivation non-classique de Ia thiorie des coques en efforts resultants est presentee, qui 
fait intervenir le principe des travaux virtuels et Ia base locale cartesienne. Cette meme 
derivation n 'introduit aucune hypothese simplificatrice concernant les equations d'equilibres 
des coques en efforts resultants, par consequent Ia thiorie resultante des coques se refire a Ia 
thiorie geomerriquement exacte. Les mesures des deformations conjugues dans le sens de 
l'energie aux efforts resultants choisis ont ete identifiees et Ia nature des efforts resultants est 
expliquee par rapport au milieu continu tridimensionnel. Des observations sont faites 
concernant une extension plus utile de La thiorie des coques, qui tient compte des degres de 
libertes de rotation autour de Ia normale. Une thiorie lineaire des coques est obtenue comme 
un sous-produit tres utile du present travail, par linearisation de Ia thiorie geometriquement 
exacte des coques sur La configuration de reference. ll est montre que cette approche non 
conventionnelle, non seulement clarifie Ia demarche souvent confuse dans la derivation de la 
thiorie lineaire des coques, mais aussi conduit a une nouvelle thiorie lineaire des coques, 
capable d'apporter une amelioration significative des risultats et des solutions 
essentiellement exactes des problemes tests lineaires standards. Un autre aspect important 
des solutions des problemes non-lineaires de coques concernant ['approximation elements 
finis de la thiorie des coques, est aussi examine. Le probleme modele d'interpolation dite 
substituee en cisaillement, est utilise pour illustrer que ['implantation numerique qui conserve 
le trait saillant de la formulation thiorique, apporte sou vent une amelioration du resultat 
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final. Les questions relatives a La linearisation coherente des problemes non-lineaires de 
coques ont ete examinees, pour La paramitrisation des rotations choisies. Dans de 
nombreuses simulations numeriques, il est montre que cette linearisation cohirente joue un 
role determinant non seulement pour obtenir de solides performances des procedures de 
resolution newtonienne, mais aussi dans le probleme de jlambement des coques. Plusieurs 
directions pour les recherches futures sont rassemblies et les travaux contemporains d'un 
interet special sont repertories. 

ABSTRACT. In this article, we review the significant progress on shell problem theoretical 
foundation and numerical implementation attained over a period of the last several years. 
First, a careful consideration of the three-dimensional finite rotations is given including the 
choice of optimal parameters, their admissible variations and the much revealing relationship 
between different parameters. A non-conventional derivation of the stress resultant shell 
theory is presented, which makes use of thevirtual work principle and local Cartesian frames. 
The presented derivation introduces no simplifying hypotheses regarding the shell balance 
equations, hence the resulting shell theory is referred to being the geometrically exact. The 
strain measures energy-conjugate to the chosen stress resultants are identified and the nature 
of the stress resultants with respect to the three-dimensional stress tensor is explained along 
with the resulting constitutive restrictions. Comments are made regarding a rather useful 
extension of the shell theory which accounts for the rotational degree of freedom about the 
director, the so-called drilling rotation. A linear shell theory is obtained as a very useful by
product of the present work, by linearizing the present nonlinear shell theory about the 
reference configuration. It is shown that this non-conventional approach not only clarifies an 
often confusing derivation of the linear shell theory, but also leads to a novel linear shell 
theory capable of delivering significantly improved results and essentially exact solutions to 
the standard linear benchmark problems. Another important aspect of the nonlinear shell 
problem solution, the finite element approximation of the shell theory, is also discussed. The 
model problem of assumed shear strain interpolation is used to illustrate that numerical 
implementation which preserves the salient features of the theoretical formulation often 
brings an improved final result. For the selected rotation parameterization and the finite 
element interpolation, the issues of the consistent linearization of the nonlinear shell problem 
are addressed. In a number of numerical simulations, the latter is proved to play a crucial 
role not only in ensuring the robust performance of the Newton solution procedure, but also 
in linear and nonlinear buckling problems of shells. Several directions for future research are 
pointed out and some contemporary works of special interest are listed. 

MOTs-cuts : formulation non lineaire de coques, geometriquement exact, grandes rotations, 
approximations en eLements finis, problemes de jlambement. 
KEY WORDS : nonlinear shell formulation, geometrically exact, finite rotations, finite element 
approximations, buckling problems. 
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Remarques sur les notations. Nous utilisons la notation tensorielle avec no
tations indicielles rajoutees seulement pour clarifier les details. Afin d'acquerir 
quelque coherence, nous utilisons les lettres majuscules et caracteres gras pour 
noter les tenseurs de second ordre (et les matrices), et nous gardons les lettres 
minuscules et caracteres gras pour les vecteurs. Les composantes des vecteurs 
et tenseurs sont notees avec leurs lettres et indices en caracteres fins. Les in
dices denotes avec des lettres latines varient dans l'ensemble {1, 2, 3}, tandis 
que les indices denotes avec les lettres grecques varient dans l'ensemble {1, 2}. 
La convention de sommation est appliquee aux indices repetes. (II existe seule
ment une exception dans la regie de sommation, .au sujet de la lettre grecque 
<p, laquelle montre que l'objet est parametrise dans la configuration courante). 
Nous utilisons: a·b := a;b;, ax b := Eijkajbk et a®b := a;bj pour denoter, 
respectivement, le produit scalaire, vectoriel et tensoriel de deux vecteurs. 

1. Introduction 

Ces quelques dernieres annees ont ete marquees par u.n developpement in
tense dans le domaine de !'analyse non-lineaire des coques. Par consequent, de 
nombreuses realisations significatives dans le traitement numerique de la theorie 
des coques non-lineaire sont assez recentes. Une figure representative de cet etat 
de l'art, peut etre obtenue basee sur les publications de plusieurs ouvrages des 
colloques de specialistes, citons par exemple : 1989 ASME Winter Meeting a 
San Francisco [NBS89), WCCM II a Stuttgart [Zie91] et EUROMECH 292 a 
Munich [Wun92]. 

Dans cet article, nous mettrons seulement au point quelques-unes de ces 
recentes realisations, qui affectent neanmoins tous les aspects de la formula
tion theorique non-lineaire des coques ainsi que son implantation numerique. 
En particulier, nous discuterons comment inclure les rotations finies (grandes 
rotations sans restriction de taille) dans notre formulation de coques, par
allelement avec les problemes apparentes de linearisation coherente d'une telle 
theorie. Nous discuterons aussi comment formuler une theorie des coques non
lineaire qui so it appropriee non seulement pour les coques lisses, mais egalement 
pour les coques de surface non lisse et les intersections de coques. Finalement 
nous discuterons aussi comment fournir quelques solutions aux phenomenes de 
verrouillage lesquels sont souvent associes a une implantation elements finis 
inadequate. En passant, nous commenterons comment une theorie de coques 
geometriquement lineaire peut etre recuperee a partir d'une version correspon
dante de la theorie geometriquement non-lineaire, et comment cette approche 
non conventionnelle fournissant une theorie de coque lineaire peut avoir cer
tain a vantage. Afin de pourvoir, avec ce compte rendu, a une initiation pratique 
dans une recherche contemporaine sur les coques, nous essayerons de faire le 
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trait.ement de quelques sujets selectionnes d'une comprehension moyenne pour 
to us. 

Nous notons d'abord, que la mecanique des coques est un sujet mature, avec 
un nombre important de problemes abordes il y a deja un siecle (par exemple, 
[Nag72] pour un resume de ces contributions anciennes). Cependant la plupart 
des formulations existantes de la theorie des coques ne sont pas convenables 
pour une implantation numerique directe. Plus precisement, !'utilisation de co
ordonnees curvilignes generales, que l'on trouve typiquement dans les exposes 
classiques sur la theorie des coques (par exemple, voir [Koi66, Bud68, Nag72]), 
entraine des difficultes dans !'implantation numerique en ce qui concerne la 
representation du mouvement de corps rigide (par exemple, voir [FC73]). D'ou, 
en cherchant une approche optimale de !'implantation numerique de la theorie 
des coques, on decouvre inevitablement que la formulation existante de la 
theorie doit etre reexaminee, car la formulation et !'implantation en coques 
sont fermement couplees. C'est dans cet esprit que cet article est ecrit. 

1.1. Au sujet du terme << geometriquement exact» 

Depuis le debut des annees 1970 jusqu'a un temps assez recent, l'analyse 
numerique des coques a ete dominee par la soi-disante « procedure de coque 
degeneree » (en anglais, degenerate shell procedure), oil la theorie de milieu 
continu tridimensionnel est reduite, ou degeneree, a une theorie des coques par 
la discretisation elements finis. Commen~ant avec le travail pionnier de [AIZ70], 
les travaux de [HL81, Atl83, DB84, Pie84, RM86, BD86, BK89, Par91, BSL +s5, 
BWC92] et, [Kra93] parmi d'autres, ont apporte cette methode dans sa pleine 
generalite pour le regime non-lineaire. 

Contrairement aux travaux precedents, les travaux plus recents de [SF89, 
SFR90, GEW89, CMS92, SB92, WG93, lbr94] et, [Ibr94] sont retournes vers les 
origines de la theorie classique non-lineaire, laquelle trouve ses racines dans le 
travail original de [CC09], redecouvert ulterieurement par [ET58], et plus tard 
developpe dans [GZ68, SD72, Rei74] et [Ant76]. Dans cette approche dite di
recte, la coque est consideree comme une surface bidimensionnelle de Cosserat 
avec un vecteur directeur attache a chaque point. L'avantage conceptuel de 
l'approche directe par rapport ala procedure de coque degeneree, est que nous 
eliminons le besoin d'introduir~ !'integration (numerique) sur toute l'epaisseur 
pour concevoir les efforts resultants de contraintes. Autrement dit, considerer 
une coque comme une surface bidimensionnelle de Cosserat, conduit naturelle
ment ala formulation theorique et aux equations d'equilibre en termes d'efforts 
resultants. Comme mentionne par [Ant76, Ant95] et encore [SFR90], aucune 
approximation n'est introduite en derivant cette equation d'equilibre de coque, 
d'ou, la theorie correspondante est dite geometriquement exacte. C'est seule
ment dans !'implantation elements finis de ces equations d'equilibre que nous 
introduisons les approximations. Par rapport ala procedure de coque degeneree, 
une approximation de mains est introduite. 
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Dans un travail recent de [BR92], on a montre comment la procedure de 
coque degeneree peut etre mise en correspondance avec la theorie classique des 
coques. L'idee essentielle est d'appliquer le theoreme de Caley-Hamilton pour 
calculer !'inverse du jacobien du domaine de coque tridimensionnelle. Dans la 
plupart des elements de coques bases sur la procedure de coque degeneree, on 
utilise une forme approchee de son inverse, en prenant seulement les termes qui 
sont lineaires dans la direction a travers l'epaisseur (e.g., voir [BWS89]). 

2. Cinematique de rotations finies 

2.1. Hypotheses cinematiques sur les coques 

Nous considerons une coque comme une surface bidimensionnelle incluse 
dans l'espace euclidien tridimensionnel. 

Le vecteur position pour un point dans la configuration de reference de la 
coque est 

x = x;e; , (1) 

ou x; sont les coordonnees euclidiennes et e; sont les vecteurs de base (voir 
figure 1). 

Figure 1. Configuration de refirence et configuration courante avec les vecteurs 
de base des systemes cartesiens locaux 

Nous considererons d'ailleurs qu'un vecteur directeur est attache a chaque 
point de la coque. La construction d'un triedre Y; ortho-normal dont le vecteur 
directeur en est le membre, prouvera la commodite pour le traitement des rota
tions finies. Sans perte de generalite, on peut supposer que le vecteur directeur, 
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disons g3 , est initialement par allele a la normale de la surface non deformee de 
la coque, d'ou les vecteurs g 1 et g 2 sont dans le plan tangent. Ainsi les vecteurs 
gi constituent une base locale cartesienne et les coordonnees des vecteurs dans 
une telle base sont appelees coordonnees normales. Une maniere pratique pour 
construire les vecteurs de base gi est simplement de tourner les vecteurs de la 
base euclidienne globale ei par !'application suivante, 

gi = Aoei, (2) 

ou A 0 est un tenseur orthogonal, donne comme une fonction connue de la 
configuration de reference. 

La structure locale cartesienne a aussi ete employee comme une base utile a 
la manipulation de grande rotation, par [HL81] ainsi que [SF89]. Comme note 
dans [Ibr94], par !'utilisation d'une base locale cartesienne, on peut simplifier 
aussi bien la derivation que !'implantation de la theorie des coques. 

Avec les notations precedentes en main, la configuration de reference de la 
coque peut etre definie comme suit : 

(3) 

ou h = h+ - h- est l'epaisseur de la coque. 

Dans une configuration deformee, chaque point materiel sur la surface de 
reference de la coque est assigne a un nouveau vecteur position 

x"' = tp(x) = <p;ef , (4) 

ou ef sont les vecteurs de la base globale euclidienne, utilises pour la configu
ration courante. Bien que l'on choisisse typiquement deux systemes euclidiens 
pour la configuration de reference et la configuration courante qui coincident 
(voir figure 1), i.e. ef = 6;iei avec 6;j le symbole de Kronecker, dans 
les equations suivantes nous garderons les differents symboles pour les deux 
ensembles de vecteurs de base afin de distinguer clairement l'objet materiel 
(avec repere e;) de l'objet spatial (avec repere ef). 

Nous comptons sur !'hypothese generalisee de Kirchhoff (conservation de la 
section droite) et sur l'inextensibilite des vecteurs directeurs, pour decrire le 
mouvement d'un vecteur directeur par 

(5) 

ou A est un tenseur orthogonal. 

Done, a l'aide de ( 4) et (5), la configuration deformee de la coque est definie 
par 

(6) 

Nous considerons la transformation decrite en (5) donnant une nouvelle 
position du vecteur directeur comme une transformation isometrique, afin que 
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le vecteur directeur a 3 n'ait pas d'autre restriction que d'etre unitaire. Ce genre 
d'hypotheses cinematiques conduit a un ordre reduit des derivees apparaissant 
dans la forme faible des equations d'equilibres des coques et done, comme note 
depuis longtemps, cela produit une base plus convenable pour !'implantation 
elements finis par rapport ala base classique liee a !'hypothese cinematique de 
Kirchhoff-Love, ou le vecteur directeur reste normal a la surface deformee de 
la coque. 

Pour le probleme de coque avec rotations finies, les hypotheses cinematiques 
dans (5) conduisent a la separation des deplacements et des rotations dans 
l'espace de configuration de la coque, ce qui facilite la consideration de leurs 
differentes natures. Plus precisement, si la rotation de la coque n'est pas reduite 
en taille (i.e, les rotations finies par rapport a l'usage conventionnel des appro
ximations des rotations lineaires ou du second ordre), les rotations devraient 
etre parametrisees par un tenseur orthogonal particulier A, element du groupe 
S0(3?. Le developpement des elements de coque pour les rotations finies base 
sur les hypotheses de Kirchhoff est beau coup plus embrouille (e.g., voir (MP89] 
et (Pie93]). 

A partir de (4) et (5) nous concluons que l'espace de configuration de la 
coque peut etre ecrit comme 

(7) 

A cause de la presence de S0(3), l'espace de configuration de la coque n'est 
plus lineaire (e.g., les rotations finies ne sont pas additives), lequel donne en 
retour !'implantation element fini beaucoup plus embrouillee. 

Remarque 1 : L'espace de configuration de la coque en (7) est le meme que 
l'espace de configuration d'une poutre courbe tridimensionnelle (e.g., voir (Rei72, 
SV86] ou (Ibr95a]). Ceci facilite la construction des modeles complexes, com
poses d'elements de poutre et de coque, qui sont compatibles les uns avec les 
autres. Les modeles de ce type sont appropries pour l'analyse des problemes 
pratiques incluant les structures de coques avec des raidisseurs et les connec
tions poutres-coques. 

Une autre possibilite (voir [SF89, SFR90]) pour definir l'espace de confi
guration de la coque est introduite par exclusion de la. rotation au tour de la 
normale, laquelle est plus habituelle dans les developpements classiques de la 
theorie des coques. Le tenseur de rotation correspondant appartient au sous
espace de S0(3), dit s;, defini comme 

2 ' 3 ' S9 :={A E S0(3) 18 E IR , A8 = 8, 8 · g3 = 0} . (8) 
1 S0(3) := {A: JR3 

>--+ lR3 I AT =A - 1 , detA = +1} est un groupe orthogonal special 
de tenseurs 3d, lequel est un exemple classique de groupe de Lie a un parametre (e.g., voir 
[CD87] ou [AMR83]). 
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Dans ce cas 5.~ c 50(3) remplace 80{3) dans l'espace de configuration 
de Ia coque (7) et on rccupere une theorie de coque a cinq parametres. 

2.2. Parametrisatiou des rotations fiuies 

Depuis le travail de [Arg82] attirant !'attention de Ia communaute des mcca
niciens numericiens sur les difficultes de calcul numerique qui proviennent des 
rotations finies, un nombre important de travaux sur ce sujet est apparu, comme 
ceux de [PB83, Spr86, Pie86, SV86, SFR90, Par91, BR92, SB92, CMS92, AP93, 
lbr95b], parmi d 'autres. Dans Ia suite, no us discuterons brievement de quelques
unes des differentes approches proposees. La representation intrinseque des ro
tations finies conduit a un tenseur orthogonal A, element du groupe 50(3). 
Cependant, no us sautons par dessus Ia mathematique sous-jacente 2 , et no us ex
aminons seulement les aspects des rotations finies lies au calcul numerique. Une 
attention Speciale est aussi consacree a Ia clarification des aspects geometriques 
des rotations finies [Ibr95b]. 

Tout d'abord, en considerant que le tenseur A apparait comme Ia transfor
mation d'un vecteur de base Yi dans Ia configuration de reference a un autre 
vecteur de base a; dans Ia configuration courante ; il suit que A est un tenseur 
bi-ponctuel (en anglais, two-point tensor) 

A =a; ®g; 
= Aj;ej ® e; , 

(9) 

ou A;j est sa representation en coordonnees dans les reperes euclidiens globaux. 
Rappelons aussi que ces deux reperes euclidiens coincident, i.e., nous pouvons 
definir un tenseur unitaire bi-ponctuel I 

ef = Ie; =::::} I= ef ® e; (10) 

D'apres le theoreme d'Euler pour Ia rotation finie d'un corps rigide (e.g., 
voir [Gol80]), il existe un vecteur (J qui n'est pas touche par cette rotation (voir 
figure 2),ainsi 

(J =At? 
=It? . 

(11) 

En d'autres mots, t? est le vecteur propre de A, avec Ia valeur propre cor
respondante egale a 1. De plus, comme A est un tenseur a deux points, dans 
!'equation precedente (J est le champ de vecteur spatial correspondant a un 

2 Nous citons les ouvrages de (CD87] et de (AMR83] pour un expose complet sur Ia struc
ture mathematique de S0(3) en tant que groupe de Lie. 
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vecteur materiel t'J. Pour notre choix des bases dans (10), les composantes des 
deux vecteurs co"incident., i.e. 

8 · e'[' = t'J · e; = 0; (12) 

Par consequent, nous utiliserons frequemment les symboles 8 et t'J inter
changeablement. 

On a deja constate que Ia parametrisation intrinseque des rotations finies 
est un tenseur orthogonal A. Toutefois, le vecteur 8 peut aussi etre utilise pour 
parametriser des rotations finies ; ainsi, avec un Ieger abus de langage, nous 
I 'appellerons vecteur de rotation. Les rapports entre ces deux parametrisations 
de rotation decoulent directement de Ia figure suivante comme 

n = e/11811 

llb'll = llbll 

1: (n·b)n 
2: (b - (n-b)n) cose 
3: (nxb) sinG 

Figure 2~ Rotation finie d 'un vecteur, decomposition geometrique de sa nou
velle position 

A cosO [I-n® n] + sinO[n x I)+ [n ® n] 

0 I 
sinO 1 - cosO 

8 8 cos + -
0
-e + ® 02 (13) 

ou 0 = VlJ7j est Ia norme du vecteur rotation et n = 8/0 est un vecteur 
unitaire parallele a l'axe de rotation. Dans (13), e definit la matrice anti
symetrique dont le vecteur axial est 8, i.e. 

@b = 8 x b ; Vb E ne ; @ E so(3) , (14) 

ou 

so(3) := {e: ffi3 --> ffi3 I e + eT = o}. (15) 
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En utilisant l 'identite vectorielle standard 

de (13) nous recuperons 

sinO 1 - cosO 
A=I+-B+ ee 0 oz (16) 

qui est une autre possibilite pour la representation d'un tenseur orthogonal, 
proposee par [ Arg82]. Il est interessant de noter que cette derniere expression 
n'est que la representation exacte de !'application exponentielle d'une matrice 
antisymetrique, aussi connue comme la formule de Rodrigues3 

00 1 
A := "' -en = exp[EJ] L..J n! 

n=O 

(17) 

On a traite jusqu'ici deux parametrisations des rotations finies avec un 
tenseur orthogonal ou un vecteur de rotation, qui sont deux extremes, chacun 
souffrant de certaines deficiences. D'une part, la representation par le vecteur 
de rotation (representation a trois parametres) n'est pas valable dans un sens 
global : par la suite, nous identifierons clairement le probleme de manque de 
regularite associe ace choix de parametres. D'autre part, le tenseur orthogonal 
donne une representation a neuf parametres qui est trop couteuse, et il est plus 
naturel d'exploiter les conditions d'orthogonalite de ce tenseur pour essayer de 
reduire le nombre de ces parametres. 

D'abord, on peut se rattacher au travail de [Stu64] pour decouvrir qu'au 
mains cinq parametres sont necessaires afin de representer le groupe rotationnel. 
Cependant, on peut utiliser la soi-disante methode de << quaternions » proposee 
par Hamilton (e.g., voir [CS60, Gol80] ou [Arg82]) pour reduire le nombre de 
parametres a quatre. La representation par quaternions est une represent~tion 
globale ou, pour chaque tenseur orthogonal, il existe deux series de quaternions. 
En calcul pratique, cette derniere ne pose pas de probleme (e.g., [Ibr95a]) et la 
methode de quaternions conduit a un algorithme tres efficace : pour une serie 
de quaternions qo et qT =< q1 , q2 , q3 > , tel que q5 + q · q = 1 ( quaternion 
unitaire), nous pouvons ainsi retrouver le tenseur orthogonal correspondant par 

A= (2q5- 1)1 + 2qo[q xI]+ 2q ® q . (18) 

En comparant cette derniere expression avec la formule de Rodrigues (13), 
nous pouvons reconnaitre immediatement que 

et 

3 Les aspects historiques de la rotation finie. ont ete retraces par [CG89). 
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qui revele les relations entre les parametres quaternions et le vecteur de rota
tion. 

2.3. Variations admissibles des rotations finies 

Dans cette partie, nous traitons des variations admissibles des rotations 
finies, ou, en d'autres mots, nous discutons comment gerer les petites rota
tions superposees aux rotations finies. Cette superposition est une tache stan
dard .pour construire la forme faible des equations d'equilibre d'une coque ou 
les equations du travail virtue!. La superposition des rotations infinitesimales 
et des rotations finies est a.ussi rencontree dans Ia procedure d'actualisation 
de solution dans un schema iteratif. Bien que nous ne considerons que Ia 
premiere de ces deux situations, les remarques suivantes s'appliquent aussi bien 
a cette derniere, mais avec les rotations virtuelles remplacees par les rotations 
increment ales. 

La variation admissible du champ de rotation finie est construite en super
posant les rotations virtuelles (infinitesimales) 6W sur les rotations existantes 
A. A cette fin, !'application exponentielle (17) est utilisee pour obtenir Ia ro
tation finie correspondante a Ia rotation infinitesimale. En outre, en tenant 
compte du fait que Ia procedure d'actualisation des rotations finies est mul
tiplicative, avec les rotations superposees pre-multipliant Ia rotation existante 
A, nous pouvons obtenir Ia rotation admissible 6A comme 

6A = ~[At]lt=O 
= ~[exp(t 6W) A]lt=O 

=6WA. 

(19) 

Remarque 2 : Nous notons qu'une des plus utiles caracteristiques de Ia parame
trisation par quaternions, est que !'on peut eviter Ia multiplication matricielle 
et calculer At d'une maniere plus efficace. Plus precisement, si nous definissons 
(t = 1): 

6w . 6w 6w 
qow = cos2 , qw = szn2 bw , (20) 

Ia multiplication des matrices dans (19) est remplacee par 

qo +-- qoqow - q · qw , 
q +-- qow q + qoqw + qw X q 

(21) 

et At est tire de (18). 

D'apres l'orthogonalite de A et (19), il en resulte que 6W est un tenseur 
antisymetrique, dont nous noterons 6w Ie vecteur axial. En plus, comme A est 
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un tenseur bi-ponctuel, nous pouvons montrer que bW est un objet spatial qui 
peut etre represente comme : 

bW = bAAT 
= bW;jef 0 ej. 

(22) 

Dans la terminologie de [Arg82], l'ordre des rotations dans (19) correspond 
aux rotations autour d'axes suiveurs. Nous pouvons obtenir un resultat equiva
lent avec des axes fixes, en inversant les positions des rotations existantes et 
superposees, si bien que (19) peut etre reecrit comme 

bA = ~[At]lt=O 
= ~[Aexp(t blP)]L

0 
= AblP. 

(23) 

Le tenseur blP est toujours un tenseur antisymetrique des rotations in
finitesimales, avec b.,P comme vecteur axial, mais a present c'est un objet 
materiel, i.e. 

blP =ATbA 
= bil!;jei 0 ei 

(24) 

La representation graphique des precedentes considerations pour la version 
materielle et la version spatiale est donnee dans la figure 3. On dit que bW est 
un element de l'espace tangent a 30(3) au point A, TAS0(3), et blP est un 
element de l'espace tangent T1S0(3). 

Figure 3. Variations admissibles des rotations finies verszon spatiale et 
materielle 
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A l'aide de (19) et (23) nous trouvons les relations entre les variations a.d
missibles des rotations finies comme 

titl! =AT tiW A 
tiW = Atitl! AT , 

(25) 

par lesquelles nous pouvons deduire les relations correspondantes entre leurs 
vecteurs axiaux 

ti'I{J =AT tiw 
tiw = Ati,P. 

(26) 

Si le vecteur rotation est utilise pour parametriser les rotations finies, ces 
variations admissibles peuvent etre obtenues en exploitant la formule de Ro
drigues dans (16). Dans la version materielle, par exemple, nous avons : 

exp[e + t tie] = exp[e]exp[t titl!] ; eb = {) x b. (27) 

La representation graphique de cette expression est donnee par la figure 4. 

Figure 4. Decomposition geometrique des variations admissibles de Ia rotation 
finie pour des parametres du vecteur de rotation : version materielle 

Il est important de noter que les tenseurs antisymetriques tie et titl! appar
tiennent au meme espace tangent T1S0(3). On peut montrer (voir [Ibr95b]) 
que leurs vecteurs a.xiaux sont lies par 

ti,P 

T(tJ) 

TT ( tJ) ti{)' 
sin'!? I 1 - cost? e () - sin'!?{) {) 

'!9 + '!92 + '193 0 . (28) 

Il est evident que les tenseurs A et T dans (13) et (28), sont des combinaisons 
lineaires des memes tenseurs elementaires. De plus, ils partagent les memes 
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vecteurs propres, par consequent ils commutent. Avec ce dernier resultat en 
main, les variations de (11) conduisent a 

8() 

d'ou nous prenons 

I fy{) 

T- 1 ATT OiJ 

T- 1A5,P 

T- 1 5w, 

5w = T(8) 58, 

comme forme spatiale de la relation (28). 

(29) 
(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

Le diagramme commutatif de la figure 5 resume les differentes possibilites 
pour parametriser les rotations virtuelles et leurs relations mutuelles. 

A 

5iJ I 58 

Figure 5. Diagram me commutatif des variations admissibles de rotations finies 

En exploitant le fait que !'inverse du tenseur T partage aussi ses vecteurs 
propres, nous pouvons facilement calculer !'expression pour T- 1 comme 

(34) 

Cette derniere expression revele le probleme de la parametrisation de vecteur 
rotation a cause de la presence des singularites pour les multiples de 27r. 

2.4. Rotations finies : relation sur Ia sphere unitee 

Dans le developpement de la theorie classique des coques comme surface 
de Cosserat avec le vecteur directeur inextensible, ou la composante rotation
nelle autour du vecteur directeur est negligee, la sphere unitee S 2 joue un role 
preponderant 

S2 := {t Em? 1 II t II= 1} . (35) 
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L'espace tangent pour t E 8 2 est un espace lineaire de vecteurs, Tt82 , defini 
comme 

(36) 

On peut montrer (voir [SF89]) que la sphere unitee est en bijection avec un 
sous-ensemble du groupe des rotations, 8g c 80(3), dont chaque element A 
E 8; est une rotation au tour de l'axe perpendiculaire a g3 . Comme montre par 

[SFR90], A peut etre construit comme 

Nous pouvons facilement verifier que Ag3 = aa et A -l = AT . Nous 
pouvons aussi verifier que A(g3 x a3) = (g3 x a 3) , d'ou l'axe de rotation est 
(} = Ya x aa. 

Il decoule de cette analogie que l'on peut construire (voir [SFR90]) une 
variation admissible de cette rotation a la place de variation admissible sur la 
sphere unitee. D'ou, la position admissible du vecteur directeur sous rotations 
virtuelles iiJ peut etre calculee avec aat = .6-A aa , ou : 

, sinllwll 1-cosllwll _ 
.6-A =cos II w II I+ II w II [(aaxw)xiJ+ II w II (aaxw)®(aaxw). 

(38) 

Ce point de vue dans le developpement de la theorie classique des coques, 
ou la sphere unitee 8 2 est remplacee par l'espace des rotations finies 89 E 
80(3), est la nouveaute principale par rapport aux travaux classiques (e.g., 
voir [ET58] ou [Nag72] et references dedans) qui nous facilite les modifications 
du developpement en regime des rotations finies. 

3. Theorie non-lineaire des coques en rotations finies 

3.1. Equations d'equilibre locales geometriquement exactes 

Dans cette partie nous obtenons des equations d'equilibre locales dites geo
metriquement exactes pour les coques. Nous considerons une region dans la 
configuration de reference de la coque (non deformee) A C A, avec un bord 
lisse (au moins par morceaux) 8A et un vecteur unitaire normal v. Dans une 
configuration courante ( deformee) A 'P, le bord et le vecteur unitaire normal 
correspondants sont notes respectivement par 8A'~' et v'~'. Les efforts resultants 
n'~'" et rn'~'" agissent dans la configuration deformee ainsi que les vecteurs de 
charge exterieure p'~' et r'~' (voir figure 6). 
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Figure 6. Efforts resultants 

Tout comme (Bud68], nous introduisons le changement de coordonnees 

dA"' 
p P"' dA ' 

dA"' 
r = r"' dA ' 

na "'v"' ds"' n"' _a __ 
Vads ' 

(39) 

rna "'v'P ds"' m'P _a __ 
Vads 

sans sommation sur a. 

Ci-dessus, na et rna sont les efforts resultants et les couples agissants tou
jours dans la configuration courante, mais parametrises dans la configuration 
de reference. (La transformation dans ( 40) pour Ia coque est equivalente a Ia 
transformation du vecteur de contraintes de Cauchy au premier vecteur de 
Fiola-Kirchhoff pour les milieux continus). La forme integrale des equations 
d 'equilibre des moments lineaires et cinetiques peut alors etre ecrite, respec
tivement, comme 

f _ nava ds + 1 p dA = o laA .A 
(40) 

et 

f (~Pxna+ma)vads+l(IPXp+r)dA=o. (41) 
J a .A .A 

En utilisant les outils standards, le theoreme de la divergence pour les sur
faces (e.g., voir (Sim82] ou(Nio85]) et le theoreme de localisation, nous obtenons 
la forme locale des equations d'equilibres 
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1 (. a) -:- Jn ,a+ p = o, 
J 

(42) 

(43) 

ou j est le jacobien de Ia surface moyenne. Notons que les equations d'equilibre 
sont obtenues sans aucune approximation tout en respectant Ia geometrie ex
acte des coques, d'ou elles sont appelees les equations de coques geometrique
ment exactes (e.g., voir [SFR90] et [Ant95]). 

La forme vectorielle ou intrinseque des equations d'equilibre locales ( 42) et 
( 43) est bien connue, e.g. voir [GZ68], p.380, [SD72, Rei74], parmi d'autres. 
Ces auteurs, cependant, se mettent immediatement a discuter Ia forme des 
composantes dans un repere gaussien menant a !'apparition des symboles de 
Christoffel (voir [Nag72]). En contraste avec ces developpements precoces, nous 
utilisons Ia base locale cartesienne ce qui peut etre justifie comme suit. D'apres 
le resultat bien connu (e.g. [Sok64], p. 162), pour un point donne dans Ia 
coque, on peut toujours construire un systeme de coordonnees geodesiques (en 
fait, plusieurs), lesquelles sont localement cartesiennes, et done les symboles de 
Christoffel disparaissent ace point. Dans !'implantation element fini, Ia forme 
(faible) de l'integrale gouvernante est calculee par Ia quadrature numerique 
et done ces bases locales cartesiennes sont seulement construites aux points 
d'integrations numeriques. 

Remarque 3 : Dans Ia suite, on a souvent besoin de calculer les derivees par
tielles par rapport aux coordonnees normales sa, i.e. ( •) ,a = a( •) /as a (e.g. 
aux points d'integration numerique). Ces derivees peuvent etre facilement cons
truites en exploitant une representation isoparametrique de Ia surface de coque. 
Plus precisement, si ~1 et 6 sont les coordonnees naturelles, alors par Ia regie 
pour Ia derivee d'une application composee 

( ah, ) {z ,(,. Z,(,)T ( 

a 

) a{/ 
8x2 

ae, a 
8x3 

( ·~· ) ( 8 ) 
ax, 

[gl, Y2, Yaf 8~2 8&2 a 
8s3 8x3 

Mais, puisque Ia base locale est une base ortho-normale avec 
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il suit de ces deux dernieres expressions que 

3.2. Mesures de deformations - forme vectorielle 

Apres avoir defini les equations d'equilibre en efforts resultants, nous cher
chons a obtenir des mesures de deformations correspondantes. U ne remarquable 
caracteristique de la procedure proposee est de fournir la forme vectorielle (in
trinseque) des mesures de deformations des coques d'ou l'on peut recuperer le 
resultat classique pour toutes les composantes (e.g., voir (Bud68] ou (Nag72]). 

L'idee essentielle qui fait intervenir le principe des travaux virtuels pour 
obtenir les mesures de deformations, est due a Reissner et ses collaborateurs 
(e.g., voir [Rei72, Rei74, SD72]). Plus precisement, comme les efforts resultants 
n° et les couples m 0 satisfont aux equations d'equilibre locales, ils satisfont 
aussi au principe des travaux virtuels pour les coques, qui s'ecrit comme 

r 8c.p . iiv ds + r 8w . fflv ds 
lanA lamA 

L (8ea · na + OK.a · ma) dA , (44) 

ou 8c.p et 8w sont, respectivement, les deplacements virtuels et les rotations 
virtuelles, 8ea et OK-a sont les deformations virtuelles, et iiv et mv sont les 
vecteurs de traction. En utilisant les equations d'equilibre locales ( 42) et ( 43) 
pour exprimer les forces externes, comme 

1(. a) a 1(. a:) p = --: Jn a , r = -c.p a x n --: Jm a , 
J ' ' J ' 

(45) 

et la forme bidimensionnelle du principe de Cauchy pour exprimer les vecteurs 
de traction, 

- 0' - 0' 
nv = n Va , fflv = m Va , (46) 

le cote gauche de ( 44) peut etre transforme et l'equation du travail virtuel 
devient alors 

En considerant n° et m 0 comme des fonctions arbitraires, d'apres ( 47) nous 
obtenons 

(48) 
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et 
8"'a = 8w,a , ( 49) 

pour la forme explicite des deformations virtuelles. Nous pouvons obtenir encore 
une autre expression pour les deformations virtuelles de flexion. D'un cote, en 
utilisant les resultats dans (5) et (19), nous pouvons calculer la variation du 
vecteur de base a; comme 

8a; 8AAT a; 

8Wa; 

8w x a; 

(50) 

D'un autre cote, en prenant les derivees du vecteur de base a; par rapport 
aux coordonnees normales (voir remarque 3), nous obtenons 

Ui,Ot A, a AT a; + A Ao,aA~ AT a; 

[!?a+ A!?oaAT]a; . (51) 

Puisque !?a et !loa sont des tenseurs antisymetriques, la derniere expression 
peut etre reecrite en termes de vecteurs axiaux correspondants Wa et Woa 
com me 

a;,a (wa + Awoa) X a; 

WaX a;. (52) 

Finalement, en prenant la derivee et la variation des expressions dans (50) 
et (52), nous en tirons que 

(8wa +wax 8w) x a; = 8w,a x a;, (53) 

ce qui, en comparaison du resultat de ( 49), entraine une autre expression (par 
rapport a celle dans ( 49)) pour les deformations virtuelles de flexion 

(54) 

En utilisant l'identite dans (50), les deformations virtuelles peuvent etre 
transformees en une forme equivalente 

8€a = 8r.p,a- 8w X 'P,a- (8aa- 8w X aa) . (55) 

et 
(56) 

Comme montre brievement, le passage de (48) a (55) et celui de (54) a (56) 
reviennent a !'elimination du mouvement rigide. 
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Ces deux dernieres expressions pour les deformations virtuelles bEer et {j,a 

peuvent formellement etre ecrites comme 

(57) 

et 

d I T bt>,a =A -d [A (wa)] . 
t t=O 

(58) 

La logique, derriere cette observation, est la suivante : afin d'obtenir des 
deformations virtuelles, les deformations reelles correspondantes sont trans
formees ( transfert convectif en arriere, en anglais pull-back) dans la configura
tion de reference, leurs variations admissibles sont obtenues et le resultat est 
transforme (transfert convectif en avant, en anglais push-forward) dans lacon
figuration courante4 . En reconnaissant que, dans ce cas, la poussee en arriere 
et la poussee en avant sont effectuees par un tenseur a deux points A, de (57) 
et (58) on obtient immediatement que les deformations reelles sont 

(59) 

et 

(60) 

La mesure de deformations (59) met le tenseur de rotation finie A en rela
tion avec les derivees du vecteur position cpa· Nous notons en passant qu'afin 
d'empecher les deformations extremes, on d~vrait imposer la condition suivante 
(e.g., voir [Ant95] p. 582) 

('P,a X 'P,(3) · aa > 0. (61) 

Pour montrer que (59) et (60) sont vraiment des mesures de deformations, 
supposons que la coque subisse un mouvement rigidifiant de la forme 

'Prbm = Qx + c ' A = Q (62) 

ou Q est un tenseur orthogonal pro pre (constant) representant la rotation, 
tan dis que c est un vecteur (constant) de la translation. On peut rapidement 
verifier que les deux mesures de deformations sont en effet egales a zero, i.e. 

Qx,a- aa 

Q(ga- Ya) = 0 

(63) 
(64) 

4 Les expressions (57) et (58) correspondent a une expression particuliere de la derivee de 
Lie (e.g., voir [Lan95], ou [MH83]) pour le champ de vecteur spatial. 
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(65) 

(66) 

On peut. aussi montrer que les formes vectorielles des mesures de deforma
tions proposees sont des champs de vecteurs spatiaux objectifs. Dans ce sens, 
soit le mouvement rigidifiant superpose sur la configuration deformee, fjJ = 
(<p, A), de la forme 

<psrbm = Q<p + C , Asrbm = QA . (67) 

Les mesures des deformations correspondantes peuvent etre calculees comme 

(68) 

(69) 

(70) 

qui est la forme correcte de la transformation pour un champ de vecteurs spa
tiaux objectifs (e.g., voir [Nag72]). 

De meme, nous calculous le tenseur antisymetrique 

(QA),or(QAf 

QA,orAfQT 

QflorQT, 

(71) 

(72) 

(73) 

d'ou, en utilisant le resultat sur la transformation similaire d'un vecteur axial 
correspondant (e.g., voir [Gol80]), nous obtenons plus loin 

3.3. Mesures de deformations- composantes 

(74) 
(75) 

(76) 

Les composantes des deformations dans (59) et (60) peuvent etre calculees 
dans la base locale cartesienne a; comme 

f.or(3 a"' · <t',(3 -a"' · a(3 (77) 
a"' · <t',(3 - Yor · Y(3 , 

/or a3 · <t',or- a3 ·a"' 
(78) 

a3 · <t',or - Y3 · Yor 
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et 
Ua·Wf3 

aa · (wf3- Awof3) 

a a · w {3 - g a · Wo(3 

(79) 

ou Eaf3 , /a et 1'-af3 sont, respectivement, les composantes des deformations 
de membrane, cisa.illement et flexion. 

Afin de simplifier la forme des equations constitutives, on trouve plus com
mode de changer la numerotation des composantes des deformations de flexion 
en introduisant K-a1 = eaf3 Kf3-y ( ou eaf3 est le tenseur alternateur bidimension
nel). Avec cette notation et (52) en main, on peut reecrire !'expression (79) 
comme 

K-a{3 = Ua · a3,{3 - Ya · Y3,{3 · (79a) 

Le choix des vecteurs de base a; et des coordonnees cartesiennes locales, est 
different du choix prefere des vecteurs de base '{J,a et a 3 et des coordonnees 
curvilignes, fait par la. ma.jorite des travaux classiques sur les coques (e.g., 
(GZ68, Nag72]). 

En rempla~ant dans (77) a (79) les vecteurs de base aa par cp,a• nous 
obtenons une autre forme des composantes des mesures de deformations dans 
la theorie des coques comme 

et 

fa(3 = '{J,a · '{J,{3 - Ya · Y{3 ' 

fa = '{J,a · a3- Ya · Y3 

(80) 

(81) 

(82) 

qui correspondent aux mesures de deformations conventionnelles (e.g., vo1r 
[Bud68]). 

Rappelons que la procedure habituelle pour obtenir ces dernieres mesures 
de deformations (e.g., voir [Bud68, N ag72, Nio85]) fait appel uniquement a la 
cinematique de la surface de la coque (premiere et seconde forme fondamen
tale). Le fait que le meme resultat est ici obtenu en inversant cette procedure de 
derivation et en commen~ant par les equations d'equilibre, est assez interessant. 
La meme remarque a ete faite par [Ant95, Val95]. 

Remarque 4 : Afin d'approfondir nos explications de la nature physique de deux 
formes des mesures de deformations de coque, nous etablissons une analogie 
avec la theorie de l'elasticite tridimensionnelle. Dans ce sens, nous pouvons 
utiliser le theoreme de decomposition pola.ire de Cauchy (e.g., voir [MH83] ou 
[Ant95]) pour presenter le gradient de deformations, F, comme 

F := (cp.,
1

, cp.,
2

, cp.,
3

] = RU (83) 
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ou Rest un tenseur orthogonal propre (i.e., R- 1 = RT) et U est le tenseur 
(symetrique) d'allongement a droite (i.e., uT = U). Parmi plusieurs possi
bilites pour definir les mesures des deformations finies (objectives), nous pou
vons choisir des deformations de Green-Lagrange 

(84) 

ou les deformations de Biot 

(85) 

ou I est le tenseur identite dans la base euclidienne. Le tenseur identite dans 
la base cartesienne locale pour les coques peut etre ecrit comme 

(86) 

De plus, en utilisant le tenseur de rotation A, defini en (9), et le gradient 
de deformations de la surface de la coque, donne comme 

(87) 

on peut obtenir les tenseurs de deformations pour la coque lesquels sont equiva
lents aux tenseurs de deformations de Green-Lagrange (84) et de Biot (85) pour 
l'elasticite 3d. On peut voir que leurs formes en composantes sont precisement 
celles en (80) et (81) pour le premier et celles en (77) et 78) pour le second. 

3.4. Efforts resultants - restrictions constitutives 

Dans cette partie, nous revenons sur le principe des travaux virtuels en 
efforts resultants, afin d'etablir la correspondance avec la theorie tridimension
nelle et les restrictions pertinentes sur les equations constitutives. 

Nous notons tout d'abord que !'equation du travail virtue! (44) peut etre 
ecrite en composantes comme 

ou bc01p, fi"' 01 f3 et fir01 sont respectivement les composantes des deformations 
virtuelles de membrane, flexion et cisaillement, tandis que n 01!3, m 01 f3 et q01 sont 
les composantes des efforts resultants. Nous avons 

et puisque a; est une base ortho-normale (avec a; :: ai), nous avons aussi 

(90) 
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Afin d'eclaircir la nature des efforts resultants, nous allons etablir prochaine
ment le rapport entre les efforts resultants et le tenseur des contraintes. Pour 
un corps flexible tridimensionnel de la forme d'une coque, nous pouvons ecrire 
le principe des travaux virtuels comme 

orr:= 11. oF: P j(() d( dA- orrext = 0 , 
A [-~.~] 

(91) 

oil F est le gradient des deformations, oF sa variation, P est la premiere 
contrainte de Piola-Kirchhoff, et dV = j(() d(dA est le volume elementaire de 
la coque en coordonnees normales. 

En accord avec les hypotheses cinematiques des coques dans (6), nous pou
vons calculer le gradient des deformations comme une application de l'espace 
tangent dans la configuration de reference vers l'espace tangent dans la confi
guration courante 

(92) 

oil g 01
(() = g

01 
+ ((woa x g3) sont les vecteurs de base du systeme de coor

donnees normales. La variation du gradient de deformation est deduite de (92) 
com me 

A vee les vecteurs des contraintes de Piola-Kirchhoff donnes comme 

a _ p (() _ pia . 3 _ p _ pi3 . P - Ya - a, ' P - Y3 - a, , (94) 

le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoffpeut etre represente comme 

p p<>®ga(()+P3 ®Y3 
= pi<> a;® g

01
(() + pi3a; ® Y3 · 

(95) 

En utilisant ces resultats, le principe des travaux virtuels tridimensionnels 
dans (91) peut se reformuler comme 

orr 11. h h {(ocp,a +Owa X (a3+Wa X (ow X (a3)) ·p
01 

A [-,,,] 

+(ow x a3) · p 3} j(() d( dA- orrext = 0 . (96) 

Le prochain resultat de est que nous pouvons eliminer le dernier terme dans 
(96), et ecrire !'equation du travail virtue! sous une forme bidimensionnelle con
venable pour la theorie des coques. Plus precisement, les equations d'equilibre 
du moment cinetique s'ecrivent comme (e.g., voir [MH83]) 
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ou sous une autre forme 

skew[p<~' ® cp~()' + p 3 ® a 3] = o 

¢=:::> p<~' X cp~a + p 3 X a3 = o . 

Avec le produit scalaire de cette equation par ow, nous obtenons 

(98) 

(ow x a3) · p 3 =-(ow x IP,a +ow x (w()' x (a3)) · pa . (99) 

Ce dernier resultat peut etre utilise dans (96) pour arriver a une autre forme 
du principe des travaux virtuels, 

oil ·- { {(ocp()'-owxcpa)·l. paj(()d( 
}A ' ' [-/j,lj) 

+(ow()'- ow x wa) ·1. (a3 x p()' j(() d(} dA 
[-/j,lj) 

- Oilext = 0. (100) 

En comparant cette derniere expression et la forme correspondante dans 
( 4 7), no us obtenons la forme explicite des efforts resultants comme 

n()' = 1. p()' j(() d( 
[-lj,lj) 

(101) 

et 

m<~' = 1. (a3 x p()' j(()d(dA. 
[-/j,lj) 

(102) 

A partir des deux dernieres expressions, on peut calculer les composantes 
des efforts resultants comme dans (90) pour obtenir 

naf3 1 pa/3 j(() d( ' 
[-/j,lj] 

qa 1 pa3 j(() d( ' 
1-Vil 

111
1a -1. (P2

(1' j(() d( , (103) 
[-lj.~) 

111
2a 1. (P1

(1' j(() d( , 
[-~.lj) 

m30' 0. 

Le dernier resultat dans (103) sur les composantes du moment m3 a represen
te une restriction importante sur les equations constitutives, qui elimine le 
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besoin d'introduire une hypothese ad hoc sur les composantes de courbure 
correspondantes (e.g., voir [Rei82, GEW89] ou [SB92]). 

Finalement, nous notons que si l'on renumerote les composantes du moment 
avec m"'' = ea(Jmf31 ' on trouve 

m"'fJ = j (P"'fJ j(() d( , 
[-!j,ij] 

(104) 

qui sont les composantes du moment energetiquement conjuguees aux courbures 
"-af3 dans (79a). 

Un resultat equivalent peut aussi etre obtenu pour les efforts resultants con
jugues avec les mesures de deformations conventionnelles dans (80) a (82) (e.g., 
voir [Bud68, Nio85, SF89]). Dans ce cas, !'integration des equations d'equilibre 
tridimensionnelles pour le moment cinetique conduit a la restriction suivante 
ecrite en termes d'efforts resultants 

"'+ A"'+ l '-P,a x n aa,a X m aa x = o , (105) 

ou l est !'effort resultant a travers l'epaisseur. 

Les efforts resultants sont resolus dans les bases curvilignes { '-P,a, a 3 } comme 

n"' = nf3"''-P,(J + q"'aa , 

rna= mf3a'-P,{J + m3aa3 
(106) 

et, le resultat pour a 3 ,a est calcule en coordonnees curvilignes (e.g., voir [Nio85], 
ou [SF89]) comme 

(107) 

En utilisant la condition d'inextensibilite du vecteur directeur ( ce qui donne 
a 3 · a3 ,a = 0), nous pouvons exprimer .A; en termes de .A~ comme 

(108) 

A vee ces resultats, Ia restriction dans ( 105) peut etre ecrite en composante 
comme 

En prenant le produit scalail'e de (109) avec a3 , nous obtenons une forme 
equivalente des equations d'equilibre du moment cinetique en termes de com
posantes d'efforts resultants, qui est 

(110) 

ou j est le jacobien de la surface de la coque. Par consequent, on peut definir 
les efforts resultants dits effectifs (e.g., voir [Bud68, Nio85], ou [SF89]) 

(111) 
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tels que la symetrie des efforts resultants effectifs provient de la restriction faite 
en (110). 

Nous pouvons aussi definir les efforts resultants effectifs de cisaillement 
comme 

ifa :=q"'->.3 rn"'~' 
"P (112) = q"' + >.Zii3tna~' 

ou nous avons utilise le resultat dans (108). Les efforts resultants effectifs de 
membrane et de cisaillement, iia/3 et if"', et la partie symetrique du moment 

(113) 

sont conjugues aux deformations dans (80), (81) et (82). 

3.5. Equations constitutives locales (tHastiques) 

Dans le cadre de la theorie purement mecanique, les equations constitu
tives hyperelastiques peuvent etre formulees en postulant sur !'existence d'une 
fonction d'energie stockee. Si l'energie stockee est choisie comme une fonction 
des mesures objectives des deformations, les efforts resultants obtenus comme 
derivees partielles de l'energie stockee par rapport aux deformations seront 
automatiquement objectifs. 

L'energie stockee devrait aussi etre dependante des proprietes metriques 
de Ia surface de reference de Ia coque (voir [CN72]). La definition et Ia ca
racterisation de coques transversalement isotropes sont encore plus delicates 
que cela pour le corps tridimensionnel, parce que la configuration de reference 
peut etre courbe. II est intuitivement clair que Ia reponse d'un point materiel 
dans Ia coque ne peut etre isotrope transversalement a moins que Ia coque 
soit localement spherique ou plane en ce point, ou a moins que les equations 
constitutives soient degenerees irreellement. 

Les equations constitutives les plus simples (premier ordre d'approximation, 
voir [Nio85]) pour les efforts resultants de membrane, cisaillement et flexion 
sont lineaires elastiques avec 

(114) 

(115) 

(116) 

(117) 
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et E et v sont respectivement le module d'Young et le coefficient de Pois
son. Dans (114) et (115), nous utilisons des parentheses pour denoter la partie 
symetrique des efforts resultants et les composantes des deformations. 

La meme forme pour les equations constitutives peut etre utilisee pour 
les efforts resultants effectifs definis dans (111), (112) et (113) ; et pour les 
deformations correspondantes de (80) a (82). Strictement dit, par changement 
des mesures de deformations et des efforts resultants, nous avons aussi trans
forme le modele constitutif. Toutefois, pour de petites deformations ( et de 
grandes rotations), qui sont typiques en coques, la difference des deux modeles 
n'est pas tres prononcee. 

Dans le cas oil. de gran des deformations sont rencontrees, c'est non-seulement 
la difference entre ces deux modeles constitutifs de coque qui peut devenir 
importante, mais aussi leur incapacite a satisfaire aux conditions de poly
convexitees (e.g., voir [MH83] ou [Ant95]). 

3.6. Rotation autour de Ia normale 

Le modele constitutif detini dans (114), (115) et (116) n'est pas capable de 
supporter la rotation au tour de la normale. Cette rotation est tres importante 
pour les solutions des problemes pratiques en relation avec les coques non-lisses 
ou les intersections de coques, oil. la normale ne peut etre definie de maniere 
unique, aussi bien que pour modeliser les jonctions des coques avec des poutres 
et des colonnes. Dans le but important de corriger ce defaut et de fournir 
une theorie des coques capable de supporter la rotation autour de la normale 
pour tout choix convenable d'interpolation elements finis, nous proposons une 
formulation variationnelle regularisee (voir [Ibr94]) 

11, i { ~ [t(af3)n(at3) + K(at3)m(at3) + raqa] + f[at3Jn(at3J 

-~r- 1 n[<>t3ln[<>t3)} dA - Ilext , (118) 

oil. r est le parametre de regularisation et n[<>t3) sont les composantes anti
symetrique des efforts resultants. 

Notons que la procedure de regularisation influence seulement les com
posantes des efforts resultants dans le plan defini par les vecteurs unitaires 
a1 et a2. 

Une forme regularisee du principe variationnel peut aussi etre construite 
pour Ia forme conventionnelle de la theorie des coques employant les coor
donnees curvilignes (voir [FS92]), en rendant celle-ci capable de supporter la 
rotation autour de Ia normale. Cependant, meme dans ce cas, Ia regularisation 
des composantes antisymetriques des efforts resultants de membrane doit etre 
imposee dans le plan defini par les vecteurs unitaires a 1 et a 2 de la base tournee 
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(voir figure 1), ce qu'exige le calcul de deux reperes et rend !'implantation 
elements finis plus difficile. 

La formulation variationnelle (118) peut etre utilisee comme la base pour la 
construction d'un element fini de coque de type mixte, lequel est une generali
sation de !'element fini bidimensionnel de membrane de [IF93]. Une autre pos
sibilite pour fournir une formulation variationnelle est obtenue en exploitant 
!'equation d'Euler-Lagrange de (118) associee ala variation de n[<>.Bl, 

(119) 

ce qui nous donne le resultat suivant 

Cette derniere expression semble etre le point de depart le plus convenable 
dans !'implantation elements finis, puisqu'on y trouve un nombre plus petit de 
variables dependantes. 

Pour des considerations plus detaillees, liees a la question de la rotation 
au tour de la normale, nous renvoyons a [ITW90, CMS92, FS92, GWW92, SB92, 
lbr94] et, [Val95], parmi d'autres. 

4. Theorie de coques geometriquement lineaire 

4.1. Mesure de deformations linearisee 

Le progres dans !'analyse non-lineaire des structures de coques est souvent 
motive par les progres correspondants dans !'analyse lineaire, puisque de nom
breuses approches proposees pour l'analyse non-lineaire sont basees sur !'exploi
tation directe de la formulation utilisee pour !'analyse lineaire. Dans cette ap
proche, on s'appuie sur !'hypothese fondamentale que les deformations restent 
petites et que la source principale de non-linearites geometriques provient des 
grandes rotations. Quelques approches qui appartiennent a cette categorie sont : 
la formulation lagrangienne actualisee (e.g., voir [Bat95] et ces references), la 
formulation corotationnelle (e.g., voir [Wem69, SBCK84, BSL +85], ou [Cri91]) 
et !'approche naturelle d'Argyris (voir [ABD+79]). Le developpement des ele
ments coques avec la rotation au tour de la normale a egalement sui vi ce chemin 
avec les travaux de [BN85] et [JF86] etant la premiere tentative dans cette di
rection basee sur la formulation corotationnelle. Nous notons en passant que la 
plupart de ces developpements sont limites a une interpolation elements finis 
d'ordre peu eleve (e.g., un element coque a trois llCx:!Uds OU bien a quatre), et 
qu'il n'est pas du tout evident de les generaliser a des elements d'ordre plus 
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eleve. (On note a cet egard, que le developpement direct de Ia theorie non
lineaire des coques presente dans Ia section precedente, n'implique pas le meme 
inconvenient.) 

Dans cette section, nous decrivons un developpement theorique base sur 
une demarche, qui est entierement opposee a celle precedemment decrite. Plus 
precisement, apres a voir developpe une theorie non-lineaire generale des coques, 
nous nous mettons a obtenir une version geometriquement lineaire. Cela est 
simplement mis en pratique en utilisant Ia linearisation coherente de Ia theorie 
non-lineaire des coques dans Ia configuration de reference. 

Avant tout, par Ia linearisation coherente du tenseur de rotation finie A 
nous obtenons un tenseur antisymetrique e des rotations infinitesimales, i.e. 

(121) 

lequel decoule directement de Ia formule de Rodrigues dans (13). Les deforma
tions de flexion linearisees peuvent alors etre calculees comme 

T lin ( ) fla = A,aA ~ e,a I- e ~ e,a 
lin I" 

Wa ~ 8,a = K tn . 
(122) 

La linearisation d'autres mesures des deformations est influencee par Ia 
representation choisie pour Ia surface de Ia coque. Dans Ia suite, nous discutons 
deux choix extremes : d'un cote !'approximation pour des elements de coque 
peu profonde de [Ibr94] et de !'autre, Ia procedure de normalisation du vecteur 
directeur de [SF89]. Nous notons que les exemples numeriques demontrent que 
Ia precision d'un element de coque a quatre nreuds n'est pas beaucoup influ
encee par le genre d'hypothese que nous faisons sur Ia representation de Ia 
geometrie de Ia coque. 

Dans une approximation pour Ia coque peu profonde, nous supposons que Ia 
coque est obtenue a partir d'une plaque par une application isometrique locale, 
A 0 . Dans le cadre de !'approximation utilisee pour les coques peu profondes 
dans le repere local (voir [Mar38, IW91]) nous pouvons ecrire 

[
00-ftl lin ' 

Ao ~ I+ eo , eo = 0 0 -/,2 , 
/,1 !,2 0 

(123) 

oil x3 = f(x 1 , x2 ) represente Ia forme fonctionnelle de Ia configuration de 
reference de coque peu profonde5 dans le repere global (voir figure 7). 

5 L'approximation de la geometrie de coque basee sur !'hypothese de coque peu profonde 
se fait sur chaque element par rapport a son repere local ; ce dernier et !'utilisation des 
coordonnees locales cartesiennes permettent la convergence vers les solutions qui sont aussi 
valables pour des coques profondes (voir [Ide81]). 
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Figure 7. Approximation par coque peu profonde pour Ia configuration de 
refire nee 

En tenant compte que la forme linearisee des vecteurs de base peut etre 
calculee comme 

(124) 

et que la forme linearisee des vecteurs de position peut etre obtenue comme 

(125) 

nous pouvons ecrire la forme vectorielle des mesures linearisees des deformations 
com me 

et 

( 

u1,2 ) ( -Ba + 82/,2) 
E~n = 1 + u2,2 - 1 -.8lf,2 · 

U3,2 + /,2 (}1 + /,2 

Si les composantes de rotations sont renumerotees comme 

Oo: = eo:pBp , 1/J = Ba , 

(126) 

(127) 

(128) 

on obtient une forme plus compacte des mesures des deformations dans (126) 
et (127) 

et 

E
lin _ 
2 -

(129) 

(130) 
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La partie symetrique des mesures de deformations de membrane et flexion 
peut done etre ecrite comme 

(131) 

Si les composantes de courbure sont aussi renumerotees de Ia fa<;on donnee 
dans (79a), Ia partie symetrique s'ecrit comme 

(132) 

De meme, les deformations de cisaillement sont donnees par 

lin ' 
Ia = ua,o:- Bo: . (133) 

N otons que les mesures des deformations de cisaillement et flexion sont celles 
de Ia theorie des plaques de [Rei45]- [Min51]. D'ou, en cherchant un schema 
d'interpolation optimal pour un element fini de coque, on peut beneficier di
rectement d'une tres riche experience deja accumulee sur le probleme de plaque 
(e.g. voir [HL81, Mac83], ou [BD85]). 

On constate que !'expression des deformations de membrane dans (131) 
est differente de celle proposee par un certain nombre de travaux precedents 
(e.g., voir [BSL +s5, Cri91]) du fait que le champ de rotation Oa, plut6t que les 
derivees du deplacement lateral, est couple avec les composantes de deplace
ments dans le plan a travers !'approximation de coque peu profonde. L'avantage 
principal de !'expression pour les deformations de membrane presentee ici est 
qu'elle simplifie Ia construction des interpolations elements finis pour soulager 
le soi-disant pbenomene de blocage. 

Remarque 5 : Nous elaborons sur ces idees dans le cadre d'un probleme quelque 
peu simplifie, concernant le choix d'interpolations d'une poutre peu profonde. 
Les mesures des deformations correspondantes peuvent alors etre simplifiees 
par 

Par mise au point d'une interpolation element fini simple de Ia geometrie 
d'un element, basee sur les elements a deux namds, on obtient 

2 

xh = I: Na(e)xa; Na(e) 
a=l 

2 

I: Na(e)Ja ; fa= eaho; ea 
a=! 

{ 
-1, 
+1, 

a= I 
a=2 
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ou h0 est Ia distance (nodale) maximale pour les axes de reference. 

Si les interpolations isoparametriques sont utilisees avec : 

2 2 

Bh(e) = L Na(~)Ba , uh(e) = L Na(Oua et vh(e) 
a=l a=l 

les approximations de deformations seront comme suit 

(134) 

(135) 

(136) 

On peut voir que Ia seule possibilite pour introduire un etat de flexion pure 
dans Ia poutre, i.e. ve => Eh(e) = 0 et rh(e) = 0 est avec (82- Bt) = 0, 
laquelle, par les vertus de (134) conduit a ,h = O! 

Une caracteristique de Ia theorie proposee, tres pratique, s'annonce immedia
tement :en gardant la meme interpolation pour le champ de rotation e, on peut 
modifier les interpolations de deplacements u et v d 'une maniere independante 
de l'une des autres pour pallier au probleme de blocage (e.g., voir [Tes86]). 
Un remede simple est d'utiliser la « meilleure » valeur de !'approximation de 
deformation discrete (obtenue pour e = 0) et replacer celle-ci dans le calcul de 
Ia matrice de rigidite. En gros, c'est !'idee derriere Ia pretendue methode de 
substitution de deformation que nous discuterons par Ia suite. 

L'approximation de coque faible decrite dans Ia geometrie de Ia coque de 
reference est Ia plus simple approche que !'on peut utiliser en dehors d'element 
de coque plate. Certains developpements recents (e.g., voir [SF89, GK93]) pren
nent une direction opposee a celle justement decrite (de coque peu profonde) en 
essayant de realiser une representation de Ia geometrie des coques aussi precise 
que possible. En particulier, une attention Speciale est consacree a Ia conser
vation de la norme du vecteur directeur g3 pour qu'il reste un element de Ia 
sphere unitee · 

4 

LNIYar 

Y3 = l=l 
4 

(137) 

II LNrYJI II 
I=l 
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Ensuite, par la linearisation coherente des mesures de deformations dans 
(80) et (82) nous obtenons 

Un 1( ) 
fa{3 = 2 Ya . U,f3 + U,a . Y{3 ' (138) 

lin A 
fa = Ya · ug3 + U,a · Ya (139) 

et 
lin 1 ( A A ) 

"-af3 = 2 Ya · ug3,{3 + ug3,a · Y{3 + U,a · Ya,{3 + Ya,a · U,f3 , (140) 

comme des composantes de deformations de membrane, cisaillement et flexion. 

Cette difference entre deux approximations utilisees pour la configuration de 
reference de coque, n'entralne pas beaucoup d'ecart entre les resultats nume
riques, du moins pas lorsque l'on utilise les interpolations elements finis de 
coque a trois ou quatre ll<l!Uds. Les deux approches donnent des resultats 
de tres haute precision dans tous les problemes standards, parce que l'on a 
soigneusement choisi des interpolations elements finis, lesquels sont brievement 
decrits par Ia suite. Le champ de deformation de membrane est construit par 
Ia methode des modes incompatibles (voir (IW91]) ou par Ia methode des in
terpolations mixtes-hybrides (e.g., voir [PS84]). En depit de Ia difference de 
ces deux types d'interpolations elements finis, au niveau d'un element a quatre 
nU!uds, ces deux methodes conduisent essentiellement a Ia meme precision (e.g. 
voir [IW91]). Le meme concept peut etre etendu a !'interpolation du champ 
de deformation de flexion, oil les modes incompatibles (IF94] et Ia methode 
des interpolations mixtes-hybrides [SF89] apportent une precision amelioree 
par rapport a !'interpolation isoparametrique standard. Finalement, comme la 
deformation de cisaillement est Ia meme que celle obtenue pour la theorie des 
plaques de Reissner-Mindlin, les interpolations elements finis pour les plaques 
basees sur la methode de substitution des deformations de cisaillement (e.g.' 
en anglais assumed shear strain, voir [Mac83, HL81, BD85]) sont aussi utilisees 
pour les coques ([SF89] ou [Ibr95b]). 

4.2. Solution numerique pour quelques problemes standards 

II existe un nombre de problemes standards (voir [MH85]), pour tester les 
elements de coque dans l'analyse lineaire. L'ensemble des problemes retenus 
pour la presentation (dit «course d'obstacles»- voir [BSL+85], et [BWS89]), 
est d'une part raisonnablement court, dans le sens d'eviter Ia repetition des 
problemes tests de nature similaire et d'autre part, est suffisamment compre
hensif pour assurer Ia qualite d'un element. En bref, un bon element de coque 
doit avoir Ia capacite pour s'accommoder aux modes de flexion pure, au mouve
ment rigide sans deformation et aux etats complexes de deformation de mem
brane. Nous montrons que les deux elements de coque lineaires a quatre nU!uds 
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ont en effet cette propriete6 . Le premier est I' element de coque de [SF89] base 
sur la theorie classique des coques et les interpolations mixtes-hybrides des ef
forts resultants de membrane et flexion, et le second est un element de coque 
de [IF94] avec six degres de liberte par nreud et des interpolations pour les 
deformations de membrane et de flexion enrichies par les modes incompatibles. 

4.2.1. La poutre vrillee 

Le probleme de poutre vrillee defini dans la figure 8 est un excellent test pour 
evaluer les performances des elements coques dont la configuration de reference 
n'est pas dans le plan. D'apres [BWC92], beaucoup d'elements coques faillissent 
dans ce test. 

fixe 

Figure 8. Probleme de poutre vrillee 

Les caracteristiques de la poutre sont les suivantes : longueur I = 12, 
epaisseur h = 0.32, largeur b = 1.1, module d'Young E = 29 X 106 et coefficient 
de Poisson 11 = 0.22. L'angle de torsion est 90° et les deux cas de charges sont 
des forces de cisaillement unitaire appliquees a l'extremite libre. Les solutions 
de reference pour les composantes de deplacement paralleles aux directions des 
forces pour les deux cas de charges sont egales a 0.005424 et 0.001754, res
pectivement (e.g., voir [MH85]). Les solutions elements finis correspondantes 
sont obtenues avec des maillages uniformes de 1 x 6, 2 x 12 et 4 x 24 elements, 
et sont comparees avec les solutions de reference dans la figure 9. Nous pouvons 
voir que les deux elements ont tres rapidement converge. 

4.2.2. Baril de Scordelis-Lo 

Ce probleme test est tres utile pour juger de la capacite des elements coque 
a resoudre exactement les etats complexes des deformations de membrane. Le 
baril montre en figure 10 est appuye aux extremites sur des diaphragmes et 
soumis a son poids propre. Les caracteristiques geometriques sont : rayon de la 

6 ll existe d'autre elements coques de haute performance pour l'analyse lineaire, e.g., voir 
la liste des references dans [NBS89, SF89] et [IF94]. 
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Figure 9. Dejlexion a I 'extremite libre de Ia poutre vrillee pour les deux cas de 
charges par rapport au nombre total d 'elements 

Figure 10. Baril de Scordelis-Lo : caractiristiques geometriques 

coque R = 25, angle central <P = 40°, longueur du cylindre I= 50 et epaisseur 
h = 0.25. Les caracteristiques materielles sont: module d'Young E = 432 x 106 

et coefficient de Poisson v = 0. Le poids propre du baril est introduit comme 
une charge verticale repartie uniformement q = 90. 

La solution de reference (e.g., voir (MH85]) pour le deplacement vertical au 
point central est egale a 0.3024. Les solutions elements finis correspondantes 
sont obtenues par l'emploi d'un maillage uniforme construit pour un quart de 
Ia coque, et sont comparees avec les solutions de reference dans Ia figure 11. 

Les deux elements de coque, avec les interpolations de membrane qui ap
paraissent etre optimal pour un element de coque a quatre nreuds, convergent 
rapidement dans ce test. 

4.2.3. Coque himisphirique pincie 

Dans ce test, nous considerons une coque hemispherique avec un trou au 
sommet, de Ia forme d'une capsule spherique de 18° (voir figure 12). La coque 
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Figure 11. Deflexion du baril de Scordelis-Lo sous /'action de son poids propre 

est soumise a deux paires de forces pin~antes, chacune de valeur p = 2, appli
quant leur chargement sur le bord libre. 

P/2 

Figure 12. Coque hemispherique avec trou 

Les caracteristiques de Ia coque sont : module d'Young E = 68.25 x 106 , 

coefficient de Poisson v = 0.3, rayon R = 10 et epaisseur h = 0.04. La solution 
de reference pour le deplacement au point d'application de Ia force, est egale a 
0.093. 

Une autre version de ce probleme est essentiellement Ia meme coque he
mispherique, mais sans le trou au sommet. La solution de reference pour le 
deplacement, change legerement a 0.0924. Cependant, la nouvelle version du 
test accepte un maillage element finis (voir figure 13), qui est encore plus ex
igeant sur les elements. 

Avec ce test, nous pouvons verifier que !'element de coque est capable de 
representer des modes de flexion pure. C'est aussi un tres bon exemple pour 
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Figure 13. Coque himisphirique pleine 

verifier Ia capacite d'un element a representer le mouvement rigidifiant, parce 
qu'une large partie de Ia coque tourne comme un corps rigide. 

Concernant Ia performance des elements de coque dans ce test, d'apres Ia 
figure 14 nous pouvons voir qu'essentiellement les memes resultats, d'une tres 
grande precision, sont obtenus pour les deux elements pour Ia coque spherique 
avec trou. 
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Figure 14. Deplacement sous Ia force pour Ia coque himisphirique avec trou 

Pour le maillage le plus exigeant utilise pour la coque hemispherique pleine, 
!'approximation element fini en coque peu profonde de [IF94] converge quelque 
peu plus vite que les elements de coque de [SF89] (voir figure 15). Ceci est 
probablement du a une robuste interpolation des deformations de membrane 
de cet element, qui est capable d'eliminer le probleme de verrouillage par une 
methode de projection des deformations (voir [BSL +s5]) qui fait intervenir les 

hypotheses sur la coque peu profonde. 
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Figure 15. Deplacement sous Ia force pour Ia coque hemispherique pleine 

4.2.4. Cylindre pincee avec diaphragme 

U ne co que cylindrique, appuyee sur des diaphragmes rigides a ses extremites, 
est pincee dans le milieu par une paire de forces unitaires. Les caracteristiques 
de la coque sont :module d'Young E = 30 x 106 , coefficient de Poisson v = 0.3, 
rayon du cylindre R = 300 longueur I = 600 et epaisseur h = 3. La presence 
du diaphragme rigide change la reponse de la coque de fa«on importante par 
rapport au probleme moins exigeant sans diaphragme. Le mode dominant de 
deformation est une combinaison des modes de flexion inextensibles et d'etat 
complexe de membrane. De plus, de grands gradients de deplacements se pro
duisent dans le voisinage du point ou la charge est appliquee. 

Si l'on reste ignorant de la nature du probleme en utilisant un maillage 
elements finis uniforme, on n'obtient qu'un resultat d'une precision insuffisante 
pour le deplacement calcule au point d'application de la force, lequel demeure 
inferieur a la valeur de reference 1.82488 X 10-5 (voir figure 16). Toutefois, 
en retenant le meme nombre d'elements mais en choisissant un maillage non 
uniforme (voir [IF94]), on peut beaucoup ameliorer la precision .du resultat. 
En conclusion, cet exemple indique qu'en testant un nouvel element coque, 
on devrait plut6t verifier quel est le meilleur resultat que !'element est capa
ble de delivrer lorsqu'on l'utilise intelligemment (e.g., en combinaison avec les 
estimations d'erreurs et la strategie de raffinement du maillage adaptatif). 

5. Approximation elements finis de Ia theorie non-lineaire des coques 

Il est bien connu que !'utilisation des interpolations isoparametriques (e.g., 
voir [AIZ70, ZTT71]) pour un element de coque, conduit a de serieux problemes 
de verrouillage7 rendant souvent catastrophiques la performance de cet element 

7 Le phenomime de verrouillage en analyse non-lineaire des coques est typiquement associe 
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Figure 16. Deplacement sous Ia force pour Ia coque cylindrique pincee 

de coque (e.g., voir [BSL +s5]). On peut dire que choisir une bonne interpola
tion elements finis est au moins aussi important que fournir une bonne base 
theorique, afin d'assurer une performance satisfaisante des elements coques. 
De nombreux travaux ont ete publies sur les interpolations elements finis pro
poses specialement pour les elements coques, afin d'eviter les phenomenes de 
verrouillage. Certains d'entre eux sont : 

• methode de substitution des deformations de cisaillement (e.g. voir [DB84, 
BD86, HW86, PS88, SMR89), ou [Par91]), 

• des interpolations mixtes-hybrides [SFR90, SB92), 

• methode des modes incompatibles [Ibr94, BRR94), 

• des elements de Kirchhoff discrets [BBH80, SBCK84, BD92b, PC92), 

• methodes de contraintes discretes [ZTP090, BL89), 

• integrations reduites et selectives avec stabilisation [BSL +s5, BWS89, 
BWC92, BL94), etc. 

La liste des remedes etant trop longue pour etre examinee en detail, nous 
no us referons aux travaux recents edites par [NBS89), qui donnent une synthese 
representative de l'etat de !'art actuel. 

Sans porter de jugement definitif sur ce domaine de recherche toujours tres 
actif, il semble que les elements de coques a quatre nreuds utilisant quelques-uns 
des differents concepts pour eviter le probleme de verrouillage et ameliorer la 
performance des elements, apparaissent comme le choix prefere par la majorite 
des recherches. 

avec les modes de flexion pure. 
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5.1. Substitution de deformations de cisaillement 

L'idee principale que !'on tient a communiquer par Ia suite, est que Ia per
formance d'un remede contre le verrouillage deja reconnu peut souvent etre 
encore amelioree grace a !'implantation numerique oil !'attention est portee a 
Ia conservation des aspects importants de Ia formulation theorique. 

Le probleme modele que nous considerons est une methode pour construire 
une interpolation de deformations de cisaillement, dans le but d'eliminer lever
rouillage en cisaillement, i.e. l'incapacite d'un element coque a bien representer 
l'etat de deformation qui annule les deformations de cisaillement. Ce dernier 
est accompli en suivant les idees de [Mac83, HL81, DB84) et, [BD85) parmi 
d'autres ; et en construisant une substitution de deformation de cisaillement 
(qui ne decoule pas necessairement du choix d'interpolations pour les deplace
ments et les rotations), afin que cela facilite la production de modes de flexion 
pure dits les modes de Kirchhoff. Par Ia suite, nous discutons de cette procedure 
pour construire une substitution de deformation de cisaillement seulement pour 
un element de coque a quatre nreuds. Comme les deux expressions pour les 
deformations de cisaillement dans (78) et (81) sont les memes, Ia consideration 
qui suit s'applique a toutes les deux simultanement. 

Nons donnons premierement la formulation theorique de cette methode 
d'approximation du cisaillement. Nous pouvons alors reecrire !'expression de 
l'energie potentielle dans (120) comme 

II( <p, A) := ~ira( <p, A) C"'~r~( <p, A) dA + IIrest , (141) 

avec la signification evidente pour IIrest. Pour plus de details sur Ia construction 
d'interpolations elements finis pour les champs de deformations de membrane 
et flexion, contenus dans IIrest, il faut consulter les travaux de [BWS89, SFR90) 
et, [Ibr94) parmi d'autres. 

Le but final est de fournir une interpolation de deformations de cisaillement, 
qui fait seulement intervenir des deplacements et des rotations. Pourtant, afin 
de placer cette procedure sur une base variationnelle rigoureuse, nons aban
donnons d'abord celle basee uniquement sur les deplacements en faveur d'une 
formulation variationnelle plus generale de type Hu-Washizu 

oil .:Ya est une approximation independante du cisaillement ( differente de celle 
qui est basee sur les interpolations utilisees pour les deplacements et les rota
tions) et ij"' est le champ d'effort de cisaillement correspondant. 
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L'equation variationnelle de (142) associee a la variation de '?a peut etre 
ecrite comme 

8II(cp, A, '?a, rr) · 8'?a := l {8'?a (ccxf3.yf3- (za)} dA = 0 (143) 

tandis que celle associee a la variation de ija est 

Puisque, dans les deux dernieres equations variationnelles, il n'y a pas de 
derivee sur les champs '?a et ija' ils appartiennent a l'espace des fonctions de 
carres integrables. Par consequent, dans leur approximation par elements finis, 
ces champs peuvent etre construits independamment d'un element a l'autre. 

Nous allons choisir pour chaque element de coques le champ d'efforts de 
cisaillement ija qui decoule du champ de deformations de cisaillement '?a, a 
travers des equations constitutives 

ija I = caf3.yfj ; e E [1, N el] ' 
A• 

(145) 

oil Ae est un domaine d'element coques et Nel est le nombre total d'elements. 
Avec un tel champ d'efforts de cisaillement, !'equation variationnelle dans (143) 
est identiquement satisfaite. En plus, en exigeant qu'une condition d'orthogo
nalite, 

soit satisfaite, nous pouvons effectivement eliminer le champ de deformations 
de cisaillement ra ( cp, A) et rendre la formulation de la methode de substitution 
du cisaillement variationnellement consistante. 

(147) 

Une telle substitution de deformations de cisaillement, obeissant ala condi
tion d'orthogonalite de (146), peut etre construite (e.g., voir [DB84]) pour un 
element de co que a. quatre nreuds (voir figure 17) comme 

-h r1 ~(1- 6)7f + ~(1 + 6)if 

~(1- 6)7t + ~(1 + 6)7f ' (148) 
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Figure 17. Nceuds et points d'approximations de deformation de cisaillement 
pour elements coques 

ou 6 et 6 sont les coordonnees naturelles, et 

1f B B 
a3 · IP,£, 1 

1P D D 
a3 · IP,f.t 

1: A A 
a3 · IP,£,2 

1f c c 
a3 · IP,£,2 (149) 

sont les parametres d'approximation de cisaillement. On peut les obtenir a 
partir de la forme discrete des expressions correspondantes dans (78) ou (81) 
evaluee au centre de chaque cote de !'element (i.e., en utilisant les valeurs 
optimales des approximations des deformations de cisaillement discrete, voir 
remarque 5). 

Pour le calcul des parametres d'approximation dans (149), nous avons be
soin du vecteur a 3 aux points A, B, C et D. Ces derniers sont etablis par une 
procedure speciale decrite dans la suite (voir tableau 1). 

D'un autre cote, le vecteur position et ses derivees dans (149) sont calcules 
a partir de !'interpolation bilineaire de la geometrie d'un element deforme 

<ph' .A• 

Nen 

L Nr(6,6)'PI ; 
l==l 

(150) 

1 
N1(6, 6) = 4(1 + 6~1I )(1 + 6~2I) . 

ce qui conduit a, par exemple 

A 1 A 
12 = 2a3 · (IP4- IPI) · (151) 
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• calculer l 'increment de rotation 

• calculer le quaternion unitaire correspondant 

• retrouver les quaternions pour les rotations existantes 

• actualiser les rotations finies 

• calculer des matrices orthogonales correspondantes 

• actualiser la rotation initiale 

A AA A a3 = Y3 

Tableau 1. L 'actualisation multiplicative de Ia rotation au point A 

Remarque 6 : Nous pouvons aussi obtenir la forme correspondante de !'interpo
lation proposee pour la deformation de cisaillement en coordonnees cartesiennes 
sa. Nous reconnaitrons premierement que dans la structure cartesienne, avec 
les vecteurs de base covariants et contravariants identiques (g; = gi), nous 
pouvons ecrire la representation du tenseur des deformations comme 

(152) 

La representation correspondante du tenseur des deformations dans le champ 
de coordonnees naturelles ~a est 

- ba ' 8 - b3 ba € = fafJ ® u- +/a ® , (153) 

ou ba sont les vecteurs contravariants de la base duale qui peuvent etre calcules 
par ( ba · b13 = 8~ et b13 = x,€13 ). En utilisant b3 := g 3 = g3 , et en combinant 
les deux dernieres expressions, nous obtenons 

(154) 
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Done la substitution de deformation de cisaillement dans le systeme cartesien 
peut s'ecrire comme 

(155) 

11 est interessant de noter que la transformation dans ( 155) est identique a 
celle utilisee pour calculer les derivees partielles par rapport aux coordonnees 
normales (voir remarque 3). 

Remarque 7 : Vn avantage de !'utilisation dans (155) de composantes carte
siennes de deformations de cisaillement est Ia forme simplifiee ( diagonale) de 
la matrice constitutive. L'effort resultant de cisaillement if"', dans le systeme 
cartesien local, est donne par 

if"' = Cjlh 'Ya , (156) 

ou Jl est le module de cisaillement, h l'epaisseur de la coque et c le facteur de 
correction du cisaillement (habituellement fixe a 5/6). L'effort tranchant ij"', 
dans le systeme de coordonnees naturelles, peut etre calcule par 

(157) 

Par l'intermediaire d'approximation du cisaillement dans (148), !'equation 
variationnelle restante depend seulement des deplacements et rotations, ainsi 
que de leurs variations, 

Dans (158), 61~ sont les deformations virtuelles de cisaillement, ou on 
applique le meme type d 'interpolation que pour la deformation tot ale dans 
(148), 

(159) 

ou 61f, hf, 61t et 67f sont les parametres d'interpolations, calcules par 
variation de (149). Par exemple, pour 61t nous obtenons 

(160) 
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ou nous avons utilise que 8a1 = 8wA x at. 

En considerant que les deplacements virtuels b<ph et les rotations virtuelles 
8w" sont interpoles de la maniere isoparametrique par rapport a (150), 

(161) 

et. 

(162) 

par (159) nous pouvons obtenir une forme matricielle pour les deformations 
virtuelles comme 

(163) 

ou 

(164) 

et 

(165) 

(166) 

5.2. Linearisation coherente d'equations variationnelles discretes 

Pour les valeurs nodales independantes des deplacements virtuels 8~.p1 et des 
rotations virtuelles 8w1 , l'equation variationnelle discrete dans (158) conduit 
a un systeme d'equations algebriques non-lineaires. Si elles ont ete resolues par 
une methode iterative (e.g., voir [Zie91] ou [Bat95]), en employant une methode 
de Newton, on doit effectuer la linearisation coherente (voir [MH83], Ch. 4) afin 
d'obtenir une forme consistante de l'operateur tangent, et garantir un taux de 
convergence quadratique. 

On note que la realisation d'un taux de convergence quadratique de la 
methode de Newton, n'est pas la seule raison pour laquelle on a besoin de 
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l'operateur tangent coherent, et qu'un tel operateur soit aussi indispensable 
dans !'etude des problemes de stabilite et de bifurcation. 

La procedure de linearisation coherente depend directement du choix des 
parametres pour les rotations finies. Dans le cas ou on utilise une matrice 
orthogonale pour representer les grandes rotations, on peut aboutir a Ia forme 
linearisee suivante 

L[G(cph, Ah, 6cph, 6wh)] G(cph, A\ 6cph, 6wh) 

+ d~[G(cph +a 6.cph, exp(a 6.Wh)Ah' 6cph, 6wh)]la=D 

0 , (167) 

ou 6.cph et 6.wh sont, respectivement, les increments de deplacements et de 
rotations. Le premier terme du cote droit dans (167), donne lieu au vecteur 
residu, tandis que le second terme conduit a Ia matrice de rigidite tangente, 
qui peut etre ecrite comme 

d~ [G( cph +a 6.cph, exp(a 6. Wh)A h, 6cph, 6wh)]la=D 

1 { 67~C"',a 6.7~ + 6.67!q"' h} dA .(168) 
A" 

En considerant que le meme formalisme comme dans (163) s'applique au 
calcul de 6.7~ mais avec des deplacements et des rotations incrementaux rem
pla~ant les objets virtuels correspondants, nous obtenons 

(169) 

ou 

(170) 

tandis que iJ"' et Bw sont les memes que dans (165) et (166). Avec ces notations 
en main, nous pouvons ecrire le premier terme de Ia matrice de rigidite tangente 
comme 

Lh { 67~Ca,6 6.7~} dA = ( ~::) ·L,.. {[iJ<piJwf C[iJ<piJwl} dA ( ~::) , 

(171) 
qui represente sa partie dite materielle. Le second terme dans (168) conduit a 
Ia partie dite geometrique de Ia matrice de rigidite tangente. Pour obtenir Ia 
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forme explicite de ce terme, nous calculons d'abord 

(172) 

ou nous avons utilise l'identite vectorielle 

Le meme calcul est fait pour d'autres composantes de cisaillement et cela 
conduit finalement ala representation suivante des contributions des efforts de 
cisaillement a la matrice de rigidite geometrique. 

ou la forme explicite des matrices E et H peut facilement etre deduite (voir 
[SFR90] ou [Ibr95b]). 

Apres avoir calcule les increments de deplacements D..<ph et de rotations 
D..wh, nous devons actualiser leurs valeurs precedentes. L'actualisation des de
placements est additive, tandis que celle des rotations est multiplicative, accom
plie tant que l'orthogonalite de la matrice de rotation est preservee. Pour la 
representation des rotations finies par quaternions (voir section 2), le tableau 1, 
donne la demarche utilisee. 

En accord avec la discussion donnee dans la section 2, on peut aussi utiliser 
le vecteur de rotation pour parametriser les rotations finies. La procedure du 
calcul n'est plus la meme et l'operateur tangent change significatlvement par 
rapport a celui utilise pour les quaternions. Une discussion detaillee de toutes 
ces questions est presentee dans (Ibr95b]. Dans la suite, nous donnons seule
ment une description courte. En utilisant !'interpolation isoparametrique pour 
le vecteur de rotation 

(174) 

on peut directement calculer sa valeur pour chaque point d'approximation 
independante du cisaillement, qui peut etre utilisee dans (13) pour calculer di
rectement les valeurs correspondantes de la mat rice de rotation A A, le vecteur 
directeur ai et les deformations de cisaillement 11 dans (149). 

La deformation virtuelle de cisaillement au point A prend alors la forme 

(175) 

et une expression similaire peut etre obtenue pour les autres points de ci
saillement B,C et D (voir figure 17). Cela peut alors etre reecrit en notation 
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matricielle comme dans (163), mais avec une forme un peu plus lourde de la 
matrice Bw et avec no=< 80t,802,Mh,MJ4 >T rempla<;ant tiuw. 

La linearisation coherente est a present realisee suivant 

L[G('"'", e", 8,"'", tie" )J G( " e" 8 " tie") T T <p, ,1{), 

+ d~ [ G( <ph + a fl. <ph, e" + a fl.(}", ti<p", {j(}h)] L=O 
0 , (176) 

ou f1(} 11 est !'increment du vecteur de rotation. La matrice de rigidite tangente 
prends une forme beaucoup plus complexe (voir [Ibr95b]) que pour le choix 
precedent des parametres de rotation incrementale. Cependant, cela simplifie 
la procedure d'actualisation de rotation puisque les parametres des rotations 
sont directement additifs (voir tableau 2). 

• calculer les parametres de rotation incrementales 

• actualiser le vecteur rotation 

• calculer la matrice orthogonale correspondante 

• actualiser la rotation initiale 

Tableau 2. Actualisation additive de rotation au point A 

6. Exemples numeriques 

6.1. Problemes illustratifs sur les grandes rotations 

Nous commen<;ons par considerer trois problemes representatifs qui mettent 
en evidence la capacite de la formulation pour modeliser les coques subissant 
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de gran des rotations. U ne attention speciale est donnee pour demontrer Ia 
robustesse de nouveaux elements de coqucs. 

G.l.1. Enroulcment d 'unc poutre encastree 

Une coque initialement plate encastree a une extremite, est soumise a un 
moment de flexion a. I 'autre extremite. La solution exacte pour Ia configuration 
dcformee correspond a un cercle ( ou une partie du cercle), dont le rayon p est 
donne par Ia formule classique d 'Euler : 

M 
--n,-
p- - EI 

otl 111 est le moment applique. Nous supposons ( d 'apres [SFR90)) que Ia valeur 
de ce moment est M = 879.646, le module d'Young E = 21000, le coefficient de 
Poisson v = 0, Ia longueur l = 100, Ia largeur b = 1 et l'epaisseur h = 2, ce qui, 
en accord avec Ia formule d'Euler, correspond a l'enroulement de Ia coque et 
une rotation d'angle 360° de l'extremite libre. La solution elements finis pour 
dix elements de coque a quatre nreuds basee sur les deformations dans (77) a 
(79), correspond en effet a Ia valeur exacte de Ia rotation de l'extremite libre 
et elle donne !'allure deformee circulaire (voir figure 18). 

La solution elements finis obtenue pour le meme maillage, mais avec elements 
de coques employant les mesures de deformations dans (80) et (82), conduit a 
des valeurs un peu differentes de Ia rotation de l'extremite libre, donnee comme 
361.94° (voir [BR92)), bien que !'allure circulaire generale soit bien maintenue 
(voir [SFR90)). 

Le meme cantilever a ete mis dans l'etat de contrainte plane produit par 
une flexion dans le plan avec des moments tournant autour de Ia normale 
appliques a l'extremite libre (d'apres [Ibr94)). Pour Ia valeur correspondante 
du moment, nous calculons Ia forme circulaire deformee en deux pas de charges. 
Bien que Ia forme deformee generale soit tres bien representee, Ia valeur de Ia 
rotation de l'extremite libre n'est pas calculee avec Ia meme precision. Cela est 
du au fait que le moment n'est pas une charge consistante, ce qui introduit 
des perturbations locales. Cet effet, en accord avec le principe de St. Venant, 
diminue assez rapidement (voir figure 19). 

Le meme exemple est utilise comme test pour verifier Ia robustesse des 
elements. Seulement Ia premiere partie du test est repetee avec les nouvelles 
caracteristiques choisies et un maillage de trois elements d'apres [DB84]. Les 
resultats numeriques sont calcules aussi bien pour le maillage regulier que pour 
le maillage distordu (voir figure 20). 

Dans Ia figure 21, les resultats obtenus pour le maillage regulier sont com
pares avec Ia solution analytique exacte (voir [Ibr95b)) et aussi avec le resultat 
numerique de [DB84]. II est evident que nos resultats numeriques sont essen
tiellement exacts pour ce cas test, tandis que les resultats de [DB84] ont une 
deviation. On trouve Ia meme amelioration pour les resultats obtenus avec le 
maillage distordu (voir tableau 3). 
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Figure 18. Deformee pour l'enroulement d'une poutre encastree. Solution pour 
le modele plaque 

Figure 19. Deformee pour l'enroulement d'une poutre encastree. Solution pour 
le modele en contrainte plane 

maillage regulier 

\ I 
maillage distordu 

Figure 20. Poutre cantilever avec moment a l'extremite libre. Mail/age regulier 
et distordu a trois eliments 
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Resultat I Comp. Depl. Hor. Ver. Rot. 
Dvorkin et Bathe [1984] 0.813 3.849 37.8° 
lbrahimbegovic [1995] 1.154 4.287 43.4° 
Analytique 1.196 4.475 45.0° 

Tableau 3. Deplacement de l'extremite libre pour un mail/age distordu 
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Figure 21. Composantes de deplacement et rotation de l'extremite libre pour 
Ia poutre cantilever obtenues avec un mail/age regulier a trois elements 

En considerant que les deux elements coques, celui de [Ibr95b] et celui de 
[DB84], utilisent la meme approximation pour les deformations de cisaillement, 
cet ecart des resultats numeriques peut seulement provenir du type de formu
lation theorique que l'on utilise. 

6.1.2. Flexion dans le plan de Ia poutre : maillage distordu 

Ce probleme sert a illustrer les performances des interpolations speciales en 
membranes (mixtes-hybrides de [SFR90] et modes incompatibles de [IF93]) et 
leurs insensibilites a un maillage distordu. Une poutre cantilever est soumise 
a son extremite a une charge laterale. Nous utilisons premierement un mail
lage regulier et un maillage distordu a dix elements pour obtenir des solutions 
elements finis (voir figure 22). 

Les proprietes materielles utilisees pour ce calcul sont : module d'Young 
E = 120000, coefficient de Poisson v = 0 et force a l'extremite F = 100. Le 
cantilever est d'une unite de longueur, avec epaisseur et largeur egales h = b = 
0.1. 

Les configurations initiales et deformees, presentees sur la figure 22, in
diquent que les resultats sont essentiellement les memes pour les deux maillages 
et ne font pas preuve de sensibilite a la distorsion de maillage. 
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Figure 22. Configuration initiate et deformee utilisant des elements carres et 
arbitrairement deformes pour discretiser un prob/eme de flexion de poutre dans 
le plan 

6.1.3. Plaque sous forme d'anneau 

Cet exemple presente de grandes rotations, pour une plaque sous forme 
d'anneau ouvert, encastre a une extremite et a !'autre charge avec des charges 
verticales reparties uniformement p = 0.1. Les caracteristiques mecaniques 
choisies sont : module d'Young E = 2.1107 et coefficient de Poisson 11 = 0. 
La plaque a pour rayon interieur R; = 6, et pour rayon exterieur Ro = 10, et 
son epaisseur est h = 0.03. Cet exemple, propose par [BD92a] et, [BR92], est un 
tres bon test de la capacite des elements a tenir compte des grandes rotations. 

L'analyse est accomplie avec un maillage de 32 x 4 elements, pour la charge 
augmentee soixante fois par rapport a la charge initiale. Le resultat obtenu 
pour l'allure deformee finale est dessine sur la figure 23. Le diagramme charge
deplacement est presente sur Ia figure 24, ainsi que les resultats obtenus avec 
le meme nombre d'elements par [JF86], et les resultats de [BR92] obtenus avec 
un maillage compose de 16 X 2 elements de coque a seize nreuds. 

6.1.4. Taux de convergence pour Ia methode de Newton 

Dans ce travail, une attention considerable a ete apportee a fournir une rna
trice de rigidite tangente coherente. Puisque la methode de Newton est utilisee 
pour tous les exemples que nous avons resolu, un taux de convergence asymp
totiquement quadratique est en effet constate. Il est interessant de noter que 
les deux types de parametrisation des rotations finies, presentes en section 2, 
conduisent a des proprietes de convergence presque identiques. Les taux ty
piques de convergence pour ces exemples sont presentes dans les tableaux 4, 5 
et 6 suivants. 
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6.2. Flambement lineaire 

Figure 23. Configuration initiale et deformee d'une plaque en forme d'anneau 
soumise a un chargement vertical a son extremite libre 

No. d'iteration norme du residu norme d'energie 
0 2.221 X 101 1.028 X 10" 
1 1.301 X 104 7.855 X 104 

2 5.455 X 10° 6.061 X 10- 1 

3 1.886 X 10° 4.411 X 10-3 

4 6.869 X 10-3 5.193 X 10-6 

5 5.948 X 10-4 2.831 X 10- 10 

6 3.935 X 10- 10 3.963 X 10-20 

Tableau 4. Taux de convergence pour un cantilever enrou/e 

Nous presentons deux problemes de !'analyse classique de flambement. Dans 
!'analyse de la stabilite deux approches peuvent etre suivies: !'analyse classique 
en flambement dit lineaire dans le cas ou on trouve de petits deplacements en 
pre-flambement et !'analyse en flambement dit non-lineaire ou il faut tracer la 
reponse (en general) non-lineaire jusqu'au point de bifurcation et au-dela. 

Dans le premier cas, le probleme se conduit lineairement jusqu'au point de 
bifurcation. La rigidite geometrique est done une fonction lineaire du niveau de 
charge, ce qui conduit a une forme speciale de la matrice de rigidite tangente 

[K m I + >.Kg I ] tP = 0 · 
if>=iden if>=iden 

Cette derniere expression n'est que le probleme aux valeurs propres, dont 
la solution >. est la charge de bifurcation. 
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Figure 24. Diagramme de charge-deplacement pour Ia plaque en forme 
d 'anneau soumise a un chargement vertical a son extremite libre 

No. d'iteration norme du residu norme d'energie 
0 1.768 X 101 2.313 X 10° 
1 8.728 X 102 6.341 X 10° 
2 1.959 X 10° 1.189 X 10- 1 

3 3.984 X 10- 1 1.318 X 10-2 

4 6.032 X 10-3 8.773 X 10-7 

5 3.150 X 10-4 8.238 X 10-13 

6 4.902 X 10-ll 2.568 X 10-26 

Tableau 5. Taux de convergence pour un cantilever sous /'action d'une force 
a l 'extremite libre 

6.2.1. Charge dans le plan d'une plaque simplement appuyee 

Une plaque carree simplement appuyee est soumise aux bords a une charge 
compressive dans le plan. 

Les proprietes materielles utilisees dans !'analyse sont : module d'Young 
E = 10 X 106 et coefficient de Poisson v = 0.3. La longueur de chaque cote 
est a = 10, et l'epaisseur h = 0.1. Le modele est choisi et les conditions aux 
limites sont imposees en exploitant la symetrie du modele pour un quart de 
Ia plaque (voir figure 25). L'analyse en flambement lineaire est effectuee pour 
differents nombres d'elements dans un maillage regulier. Les resultats calcules 
pour Ia charge critique sont dessines sur Ia figure 26 et compares avec le resultat 
analytique (ncr = 47r2 D/a2 ). 

6.2.2. Cylindre en compression axiale 

Le flambement d'un cylindre en compression axiale est un probleme clas
sique, etudie dans Ia litterature par les methodes analytiques, experimentales et 
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No. d'itefation norme du residu norme d'energie 
0 2.451 X 101 6.286 X 101 

1 4.979 X 103 1.423 X 102 

2 4.378 X 101 1.188 x 10- 2 

3 3.431 X 101 3.084 x 10-3 

4 1.815 X 101 9.814 x 10-4 

5 2.695 X 10° 1.703 x 10-5 

6 6.854 x 10- 2 1.653 x 10-8 

7 1.290 x 10-4 5.092 x 10- 14 

8 3.363 x 1o-8 4.556 x 10-20 

Tableau 6. Taux de convergence pour Ia plaque cantilever en forme d'anneau 

numeriques. Il est deja bien connu que Ia charge de flambement soit largement 
insensible aux conditions aux limites au sommet (sauf pour les bords libres), 
pourvu que le cylindre soit suffisamment long, c'est-a-dire l/ R > 2, avec l la 
longueur et R le rayon de ce cylindre. La solution analytique est donnee par 

oil h est l'epaisseur de la coque cylindrique. 

D'autre part, pour des valeurs extremement petites du rapport l/ R, le 
comportement de la coque ressemble a celui d'un ensemble de petites bandes 
meridiennes, et la charge de flambement tend vers la formule classique d'Euler 
pour une colonne. Dans ce cas, les effets des conditions aux limites deviennent 
cruciaux, et la charge de flambement du cylindre avec des appuis simples sera 
beaucoup plus petite que celle du meme cylindre encastre. 

Dans les simulations numeriques de [SFR90], un cylindre mince (R/h ~ 400) 
est considere dans l'etude des effets qu'ont sur la charge critique, les differentes 
valeurs de If Ret les differentes conditions aux limites. Un maillage de 20 x 20 
elements a quatre nceuds est utilise pour modeliser un huitieme du cylindre, 
en utilisant les conditions de symetries appropriees. Les caracteristiques de 
Ia coque sont : module d'Young E = 567, coefficient de Poisson v = 0.3, le 
rayon du cylindre R = 100 et l'epaisseur h = 0.247. Les resultats obtenus pour 
la charge critique normee par la valeur classique de Per sont presentes sur la 
figure 27 pour plusieurs valeurs du rapport l/ R. 

Il est evident que ces simulations numeriques donnent la charge critique 
plus grande pour les cylindres courts encastres que pour les cylindres courts 
avec des appuis simples. Pour de longs cylindres, le resultat numerique pour 
les charges critiques, dans les deux cas, converge vers le resultat analytique. 
Par consequent, tous ces resultats sont en parfait accord avec le comportement 
classique des coques cylindriques, comme decrit precedemment. 
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Figure 25. Definition du prob/eme pour le fiambement d 'une plaque simple
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Figure 26. Resultats pour La charge de fiambement lineaire d 'une plaque carrie 
avec des appuis simples 

6.3. Flambement non-lineaire, claquement et post-flambement 

Quand les deplacements en pre-flambement ne sont pas petits, !'analyse du 
flambement lineaire ne s'applique plus, parce que les hypotheses fondamentales 
s'ecroulent. Dans ce cas, le chemin complet de deformations doit etre trace 
jusqu'a ce que le point limite ou le point de bifurcation soit detecte. En arrivant 
sur ce point, Ia rna trice de rigidite tangente K t devient singuW~re et le probleme 
suivant aux valeurs propres 

a A = 0 comme solution. Dans le calcul pratique, le point de singularite de 
Ia matrice de rigidite tangente est signale par un changement de signe de son 
determinant. 

Dans la suite, nous nous interessons aux calculs de flam bement non-lineaire 
et des reponses post-flambement des coques. 
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6.3.1. Analyse de post-fiambement d'un arc circulaire 

L'analyse de fl.ambement et post-fl.ambement d'un arc circulaire (voir fig
ure 28), avec un appui simple a une extremite et l'encastrement a }'autre, 
est effectuee pour une force verticale appliquee au milieu. Les caracteristiques 
choisies sont : module d'Young E = 9.6 x 107 , coefficient de Poisson v = 0, 
rayon R = 100, epaisseur h = 0.5, largeur b = 1 et angle central ¢ = 145°. 

~ p 

Figure 28. Arc circulaire avec force verticale appliquee au milieu une 
extremite simplement appuyee /'autre encastree 

Le resultat numerique pour la charge critique est obtenue comme 
Per = 904, pour un maillage de quarante elements de coques a quatre ll(l)Uds 
(voir figure 29), ce qui correspond bien ala solution de reference de [DS75], 
Pref = 897. Le diagramme charge-deplacement calcule pour le point ou Ia 
charge est appliquee, est dessine sur la figure 30 avec le resultat de reference. II 
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est evident qu'un tres bon accord de ces deux resultats est obtenu non seulement 
pour Ia valeur de Ia charge critique, mais aussi pour tout le diagramme charge
deplacement. 

Figure 29. Configuration initiate et deformee d'un arc circulaire soumis a une 
charge verticale au milieu 

Par Ia figure 30, il est egalement evident que de tres larges deplacements 
precedent l'etat critique. Ainsi, ce probleme doit etre traite comme un probleme 
de flambement non-lineaire. 
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F1gure 30. Dzagramme force-deplacement pour un arc czrculazre pour le pomt 
ou Ia charge est appliquee 

6.3.2. Claquement d'une coque cylindrique avec appuis simples 

Le probleme de !'analyse non-lineaire d'une coque cylindrique avec appuis 
simples (voir figure 31) est un autre exem.r;le de probleme de flambement non
lineaire. La coque peu profonde est soumise a une charge centrale, dont Ia valeur 
augmente, ce qui conduit, eventuellement, a un claquement de Ia coque et au 
renversement de sa courbure. 
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libre 

R 

Figure 31. Definition du prob/Cme de c/aquement d 'une coque cylindrique avec 
appuis simples 

Les caracteristiques choisies sont : module d'Young E = 3102.75N/mm2 , 

coefficient de Poisson v = 0.3, rayon de la coque R = 2540mm, longueur 
/ = 254mm, epaisseur h = 12.7mm et angle central () = O.lrad. Ce probleme 
est simule en utilisant un maillage de 4 X 4 elements a quatre nreuds sur un 
quart de la coque en appliquant des conditions de symetrie appropriees (voir 
deformee sur la figure 32). 

Figure 32. Configuration initiate et deformee de coque peu profonde 

Les diagrammes charge-deplacement obtenus pour les deux formulations de 
coque presentees dans la section 3, sont dessines sur la figure 33. 

L'analyse a ete effectuee par le contr6le en deplacements. La procedure de 
resolution se montre tres solide meme si l'on utilise de tres grands increments 
de deplacements. 

6.3.3. Analyse de post-jlambement d'une plaque plissee 

Une plaque plissee (figure 34) est un probleme representatif de beaucoup 
de cas pratiques oil on a besoin de traiter des coques dont la surface moyenne 
est non lisse. La theorie des coques avec rotation au tour de la normale [Ibr94] 
peut directement etre utilisee pour obtenir la solution de ce probleme. De plus, 
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Figure 33. Diagramme charge-diplacement pour un point central de coque peu 
profonde 

Figure 34. Plaque cantilever plissee 

la presence de rotation autour de la normale est tres importante pour coupler 
proprement des effets de flexion dans les ailes et de membrane dans l'ame. 

Les caracteristiques choisies sont : module d'Young E = 107 N f cm2 , coef
ficient de Poisson v = 0.333, longueur l = 36cm, largeur a = 2cm, hauteur 
b = 6cm et epaisseur h = 0.05cm. 

L'analyse est effectuee sous contr6le des deplacementsjusqu'a la valeur finale 
de 4 em. La deformee resultante est montree sur la figure 35 et le diagramme 
de charge-deplacement est dessine sur la figure 36. 

Il est interessant de noter que seulement l'aile superieure subit de grands 
deplacements lateraux, tandis que les deplacements dans l'aile inferieure restent 
plut6t petits. 



324 Revue europeenne des elements finis. Volume 6- no 3/1997 

7. Remarques finales 

Figure 35. Deformee finale d 'une plaque cantilever plissee 
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Figure 36. Diagramme de charge-deplacement pour la plaque cantilever plissee 

7.1. Aper~u de differents progd~s 

Dans cet article, nous avons attire !'attention seulement sur les tres recents 
progres en formulation et en implantation numerique concernant la theorie des 
coques, capables de manier les rotations finies. Plusieurs points meritent une 
attention particuliere : 

(i) La theorie classique des coques est reformulee afin de devenir capable de 
manier les rotations finies tridimensionnelles. Cette vertue particuliere 
est en contraste avec les developpements classiques sur ce sujet (e.g., 
voir [Bud68, Nag72, Rei74]), ou on utilise toujours une restriction sur la 
rotation (lineaire, second ordre, etc.). 

(ii) Une parametrisation optimale des rotations finies est etudiee en detail, 
avec l'examen de plusieurs possibilites. Une possibilite qui correspond 
a Ia theorie classique des coques, conduit a une representation a deux 
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parametres construite en exploitant !'equivalence entre la sphere unitee 
et un sous-groupe de tenseurs orthogonaux. Une autre possibilite qui 
fait intervenir Ia parametrisation intrinseque des rotations en termes de 
tenseur orthogonal, est utilisee pour construire une theorie non classique 
des coques avec Ia rotation autour de Ia normale. La parametrisation des 
rotations finies par tenseur orthogonal peut aussi etre remplacee par Ia 
parametrisation utilisant le vecteur de rotation. 

(iii) Plusieurs travaux recents ont ete proposes pour ameliorer !'interpolation 
elements finis pour les elements de coques. Meme si quelques-unes d'entre 
elles, telles que les interpolations hybrides-mixtes, methode de substitu
tion de deformation ou sous-integration avec stabilisation ont eu un succes 
considerable, les questions liees aux schemas d'interpolations optimales 
pour les coques n'ont pas ete definitivement traitees jusqu'a present. 
Ce qui a ete demontre, toutefois, est qu'une interpolation elements fi
nis bien performante peut etre rendue meme plus puissante si elle est 
placee dans une structure theorique rigoureuse, et quand !'attention est 
portee a preserver les aspects fondamentaux de Ia formulation theorique. 

Nous notons aussi qu'il est possible de simplifier Ia formulation theorique 
des coques en prenant en compte certains aspects de !'approximation 
elements finis subsequente ; un exemple evoque dans cet article est l'usage 
des bases cartesiennes locales. 

(iv) La procedure de linearisation coherente dans Ia theorie des coques geo
metriquement exacte est liee au choix des parametres adoptes pour les 
rotations finies tridimensionnelles. Dans le cas de parametrisation in
trinseque avec un tenseur orthogonal, Ia demarche de la linearisation 
consistante devient assez subtile puisque nous avons a traiter une variete 
differentielle (le groupe S0(3)) dans l'espace de configuration de la coque. 
Pour la parametrisation de rotation basee sur le vecteur de rotation, la 
linearisation coherente peut etre simplifiee par rapport au cas precedent, 
et elle peut etre accomplie par Ia derivee directionnelle. 

(v) La theorie de coque geometriquement exacte montre des performances re
haussees dans !'analyse de flambement et de post-flambement de coques, 
et une amelioration de la precision du resultat. 

(vi) Un sous-produit de ce travail est fourni en termes d'une theorie lineaire 
des coques, qui est obtenue simplement par Ia linearisation coherente de 
la theorie gouvernante non-lineaire sur Ia configuration de reference. En 
utilisant cette theorie lineaire avec le choix optimal des interpolations 
elements finis, on obtient d'excellents resultats dans tous les problemes 
tests standards. 
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7.2. Directions possibles pour les recherches futures 

Ce qui a ete largement recherche au cours des dix dernieres annees et 
presente dans cet article est, en essence, la version rotation finie de la theorie 
classique des coques ( ou surface de Cosserat avec un vecteur directeur) et sa 
modification qui peut supporter la troisieme composante de rotation. On a 
seulement considere le modele constitutif elastique lineaire. A tous ceux qui 
voudraient continuer ces recherches, nous pouvons indiquer plusieurs axes qui 
apparaissent dignes d'explorations futures : 

(i) En generalisant, dans le cadre de la cinematique non-lineaire, les equations 
constitutives de coque en efforts resultants aux autres cas, plus generaux 
que le cas elastique lineaire. Quelques travaux dans cette direction sont 
deja inities par [SK92] et, [CP92] sur le modele constitutif elastoplastique 
en efforts resultants, mais avec la limitation cruciale sur de petites defor
mations elastiques. Cette limitation est supprimee dans un recent travail 
de [IF94], qui considere le modele constitutif en efforts resultants pour 
des deformations finies elastoplastiques, base sur la decomposition mul
tiplicative du gradient de la deformation, oil aussi bien les deformations 
elastiques que les deformations plastiques peuvent etre grandes. Cela, 
cependant, a ete realise seulement pour la theorie des coques membra
niques, et il n'est en aucune maniere trivial de fournir une extension qui 
sera aussi valable pour les grandes deformations de flexion. 

(ii) Un autre modele constitutif en efforts resultants, qui tient compte de 
grandes deformations elastiques, a ete fourni pour les coques en caou
tchouc (e.g., voir [HC83] et, [SK92]). Dans ce cas on ne peut plus jus
tifier !'hypothese d'inextensibilite d'un vecteur directeur, et on devrait 
plutot tenir compte du changement dans l'epaisseur de la coque. Une 
consequence immediate de }'introduction d'un allongement en travers 
de l'epaisseur est une sensibilite numerique dans le cas limite de co
ques minces, qui se manifeste comme un phenomene de verrouillage. 
Ce probleme a ete deja aborde dans plusieurs travaux. Une strategie, 
preconisee par [HC83], est de differer l'actualisation de l'epaisseur a !'ite
ration suivante, ce qui simplifie }'implantation mais augmente le nom
bre d'iterations. [SK92] proposent une decomposition multiplicative du 
champ de vecteur directeur avec une actualisation exponentielle pour 
l'allongement en travers de l'epaisseur, strategie bien appropriee pour 
les cas limites de coques minces bien qu'elle augmente }'effort du cal
cui par rapport a la procedure d'actualisation standard. D'autre part, 
[BRR94] ont simplement ajoute les modes de deformations dans la direc
tion au travers de l'epaisseur, ce qui apparait etre suffisant pour alleger les 
phenomenes de verrouillage pertinents dans la procedure d'actualisation 
standard. 

Nous notons aussi que la cinematique enrichie de la coque, oil on tient 
compte de l'allongement en travers de l'epaisseur, est specialement bien 
adaptee a !'analyse des coques constituees de materiaux composites. Quel-
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ques-uns des recents travaux traitant de ce probleme sont : [RC85, DR90, 
BDS93, GWMW94, BBR94, MDK94] et, [GKW95], entre autres. 

(iii) Plus de travail est necessaire pour se munir d'interpolations elements 
finis robustes. Un domaine qui est certainement encore ftou concerne Ia 
recherche pour les elements coque a trois n<~uds de haute performance en 
rotation finie. Quelques tentatives dans cette direction sont representees 
par les travaux de [BN85], qui font confiance a une formulation corota
tionnelle, par les travaux de Felippa et de ses collaborateurs (e.g., voir 
[FM89] et les references en dedans) en fournissant des substitutions des 
interpolations elements finis pour un triangle et par le travail recent de 
[CLJ95]. 

De plus, meme pour un element coque a quatre nreuds qui est, comme 
montre dans cet article, deja assez bien perfectionne, il y a toujours 
quelques points faibles. Un exemple dans ce sens est !'oscillation de Ia 
force de cisaillement, qui apparait lorsque !'element prend une forme forte
ment irreguliere (voir [LSV93]). 

Les interpolations elements finis d'ordre plus eleve pour les elements co
ques en rotation finie n'ont pas ete beaucoup recherchees, bien qu'il ap
paraisse que !'on devrait etre capable de profiter des developpements 
precedents sur des sujets pertinents (voir [HW86, PS88, BWS89] et, 
[BB93]). 

(iv) L'analyse mathematique complete des espaces elements finis pour le pro
bleme de coque non-lineaire, n'est pas fournie jusqu'a present. Des resul
tats partiels qui sont tres utiles pour le traitement de cas speciaux (e.g. 
explication de verrouillage), sont donnes dans [BBF89], et [Ste94] pour 
les plaques, et [LP94] pour les coques en membrane. 

Un autre but important de !'analyse mathematique, est de fournir les 
estimations d'erreurs pour le probleme de coque non-lineaire, afin que le 
raffinement de maillage adaptatif puisse etre utilise d'une maniere plus 
rigoureuse. (Le profit de ceci est brievement illustre dans cet article pour 
les problemes de coque lineaire). Ce domaine de recherche semble etre 
fermement lie avec et devrait certainement profiter de Ia recherche menee 
sur une definition propre de probleme de coque non-lineaire par le moyen 
de !'analyse asymptotique de milieu continu tridimensionnel (e.g., voir 
[Cia91] et les references dedans). 

(v) L'analyse dynamique des coques est le cadre nature! pour beaucoup de 
problemes non-lineaires, notamment Ia dynamique des systemes multi
corps et le claquement de coques. L'obstacle principal pour aborder ce 
probleme, Ia dynamique du groupe des rotations finies, a deja ete enleve 
(e.g., voir [SK92]). Nous comptons, done, sur plus de travaux a suivre qui 
vont aborder la dynamique de coques, en rotations finies. 
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On peut se demander si la theorie des coques, do tee des fruits des recherches 
futures, perdra son identite distincte et fusionnera dans une theorie generale 
de milieu continu tridimensionnel, laissant cela aux estimateurs d'erreurs pour 
proposer quand c'est approprie de profiter des hypotheses pour les structures 
minces. Un travail tres recent de [OC19] indique qu'un tel objectif n'est pas 
necessairement tres loin a atteindre. Finalement, nous notons que le travaille 
plus recent sur la theorie des coques a ete motive par les developpements en 
mecanique numerique et que nous esperons que la communaute des mecaniciens 
numericiens continuera a nourrir de nouveaux developpements a venir. 
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