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RESUME. Notre objectif est d'etendre aux problemes avec fortes non-linearites les metlwdes 
asymptotiques numeriques qui avaient ete developpees en non lineaire geometrique. En 
plasticite, on rencontre des discontinuites de rigidite auquel cas, ['application de 
developpements asymptotiques semble difficile ou impossible. Nous montrons comment on 
peut appliquer des techniques de perturbation a des problemes regularises et discretises par 
elements finis. Nous considerons des regularisations, soit par une loi en puissance, soit par 
une loi de type hyperbolique. 

ABSTRACT. In this paper, we extend to strongly non-linear problems the symptotic-numerical 
methods, that have been previously developed in an elastic framework. Within plasticity, the 
tangent modulus may vary discontinuously, so the solution paths can not be represented in the 
form of series. In this paper, we present some application of perturbation techniques to 
problems regularised and discretized by finite element method. Regularisations using power 
law or hyperbolic type law are considered. 
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1. Introduction 

Les methodes asymptotiques numeriques (MAN) ont ete introduites pour le 
calcul non lineaire geometrique des structures elastiques [DP90] ; [ACDP93] ; 
[CDP94a]. Ces MAN appartiennent a la classe des methodes de perturbation, dont 
on trouvera une bibliographie dans [Nay73] ; [NP8l] ; [Dyk84] ; [Hin9l]. Le principe 
general des MAN consiste a chercher les branches de solutions sous forme de 
representation parametrique en series entieres. Ces methodes permettent la 
determination d'une partie d'une branche de solution en n'inversant qu'une seule 
matrice de rigidite. Pour en faire une methode numedque facile a utiliser, une 
methode de continuation automatique a ete developpee [CDP94b] ; [Coc94]. Ainsi la 
branche de solution est obtenue a l'aide d'une succession de representations 
analytiques sans aucune correction, a Ia difference des methodes classiques de 
prediction-correction ou la branche est deterrninee point par point avec des 
corrections a chaque etape. Apres de nombreux tests varies, nous avons constate 
que les MAN sont souvent plus rapides que les methodes iteratives classiques, mais 
aussi et surtout beaucoup plus faciles a utiliser. 

L'efficacite de ces methodes asymptotiques numeriques en analyse non lineaire 
geometrique est en partie due au fait que les non-linearites sont quadratiques en 
formulation mixte, c'est-a-dire lorsque l'inconnue est le couple deplacement
contrainte. Ceci permet d'obtenir une algebre simple pour le calcul des differents 
seconds membres. Avec une non-linearite physique, la premiere difficulte est 
!'existence d'un changement brutal de pente pour certaines lois de comportement 
plastique. Dans ce cas, la branche de solution ne peut admettre de representations 
sous forme de series entieres. La deuxieme difficulte est le fait que les non
linearites ne sont plus quadratiques, ce qui rend le calcul des seconds membres plus 
difficile et plus couteux. 

Dans cet article, nous appliquons les methodes asymptotiques numeriques aux 
problemes avec fortes non-linearites, en particulier nous traitons des problemes 
avec changement brutal de rigidite. Nous nous limitons ici a l'etude d'un exemple 
unidimensionnel et a des lois de type deformation totale. La loi de la plasticite 
parfaite sera regularisee, soit par une relation de type Osgood, soit par une fonction 
d'allure hyperbolique. 

2. Un probleme test 

Nous avons choisi un exemple qui peut etre traite avec une loi de comportement 
unidimensionnelle. 11 s'agit d'une poutre d'epaisseur b et de longueur L sous un 
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chargement vertical n!parti A.f, A etant un parametre de chargement scalaire. La 
poutre est sur appui simple a une extrernite et encastree a l'autre (Figure 1). 

• 2 

A.r 
t~~~~~~~J~~~~~~~~~~ 

0~----------------------------~~--~x 

-~ 
L 

Figure 1. Poutre sollicitee par une charge repartie Af 

On se place dans le cadre classique de Ia theorie des poutres en petites perturbations 
ou le tenseur des deformations est roouit a une composante, qui s'exprime en 
fonction des composantes u(x) et v(x) du vecteur deplacement de Ia ligne moyenne. 

e{x, y) = u'(x)- yv"(x) [1] 

La formulation variationnelle traduisant l'equilibre, s'ecrit alors 

f cr&dv -A J fovdr = o, V ou ,ov C.A. [2] 
v r 

ou C.A. est !'ensemble des deplacements cinematiquement adrnissibles. Dans le cas 
d'un comportement elastique parfaitement plastique, Ia contrainte et Ia deformation 
sont reliees par Ia relation suivante : 

{

cr = Ee 

laJ =cry 

si lei< ey 

si lei> ey 
[3] 

ou E est le module d'Young, cry et ey=cr.JE soot les lirnites du domaine d'elasticite. 
Notons qu'avec un modele de poutres plastiques, les deplacements u(x), v(x) ne soot 
fonctions que d'une seule variable alors que les contraintes soot definies sur le 
domaine bidimensionnel. De m6me, apres discretisation, on utilisera des elements 
unidimensionnels et un reseau bidimensionnel de points d'integration, ce qui est 
tout a fait classique. 
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Le probleme consiste a resoudre les equations [2] et [3]. Avec Ia Ioi de 
comportement [3], Ia branche de solutions n'est pas representable par des fonctions 
analytiques. Ainsi, !'utilisation de developpements asymptotiques n'est pas 
realisable sauf si on utilise des developpements des frontieres libres comme en 
flambage plastique [LP93]. On se propose dans ce qui suit de remplacer le probleme 
[2], [3] par un probleme regulier dont Ia branche de solution est analytique. Ceci 
nous autorise a chercher cette branche a l'aide de techniques de perturbation. Nous 
regularisons Ia loi de comportement [3] de deux manieres differentes. 

La premiere idee consiste a considerer une non-linearite homogene de degre n, 
n etant un entier nature! donne. La deformation et Ia contrainte soot alors reliees 
par une relation de type Ramberg-Osgood de Ia forme suivante : 

( ) cr(x,y) (cr(x,y))n 
E x,y =---+ ---

E <ro 
[4] 

oii cr0 est un parametre ayant Ia dimension d'une contrainte. Sur Ia figure 2, on a 
represente cette loi de comportement que l'on a comparee a Ia loi elastique 
parfaitement plastique. 

Loi regularisee 
100 

50 

E 
0~---+----~--~----~ 

0 0,005 0,01 0,015 0,02 

Figure 2. Regularisation par une loi de puissance E=2.1o5 Mpa, <ry=2.Hf2 

Mpa, cro=3.1 o2 Mpa et n= 11 

Pour une valeur de n impaire et assez grande, cette loi apparait comme une 
regularisation de Ia loi de comportement elastique parfaitement plastique [3], mais 
on voit qu'il faudrait choisir un entier n tres grand pour que Ia loi de Ramberg
Osgood soit proche de Ia plasticite parfaite. Toutefois une relation de type [4] 
permet de prendre en compte l'ecrouissage, le nombre n pouvant prendre des 
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valeurs tres vanees et pas forcement entieres [LC85]. II est done interessant 
d'etudier l'efficacite d'une methode numerique avec une loi de ce type. 

On peut aussi regulariser Ia loi de comportement [3] par une loi d'allure 
hyperbolique de Ia forme suivante : 

( cr(x, y)- &:(x, y)){ cr2(x, y)- cr;) = 11 Ecr(x, y) 

soit 

( ) 
cr(x,y) cr(x,y) 

E X, Y = ---+ 11--=---::;__-
E cr; - cr2 (x, y) 

[5] 

Sur Ia figure 3, on a represente Ia loi de comportement elastique parfaitement 
plastique et Ia loi regularisee [5]. 

(rp().Ol) 

(rp().l) 

E 
0 

0 0,005 0,01 O,Ql5 0,02 

Figure 3. Regularisation par une loi de type hyperbolique E=2.1o5 Mpa, 

cry=2.1o2 Mpa, 11=0.1 et 17=0.01 

La loi de comportement [5] apparait ainsi comme une bonne approximation de Ia 
loi de comportement elastique parfaitement plastique sans decharge de seuil 
I cr I =cry quand 11 tend vers zero. La loi regularisee est done tres fortement non 
lineaire pour 11 petit. Pour 11 plus grand, par exemple 11=0.1, Ia non-linearite est 
plus douce, mais Ia loi regularisee est alors plus eloignee de Ia loi ideale. On notera 
aussi que cette regularisation est beaucoup plus efficace que Ia loi puissance s'il 
s'agit de definir une loi reguliere et proche de Ia plasticite parfaite. 

Ainsi, au lieu de resoudre le probleme fortement non Iineaire [2], [3], on 
s'interesse aux solutions des problemes regularises [2], [4] ou [2], [5]. Notons que 
ces deux problemes restent fortement non lineaires si Ia valeur de n est assez 
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grande dans [4] ou si la valeur de 11 est assez petite dans [5]. On pn!sente dans les 
paragraphes suivants une methode asymptotique numerique pour calculer ces 
branches de solutions. 

3. Methode asymptotique numerique avec one loi en puissance 

3.1. Algorithme pour un pas de calcul 

II a ete demontre [CDP94a], que le choix du parametre de developpement a une 
importance sur l'efficacite de l'algorithme. Dans Ie cas d'une non-linearite forte, il 
faut essayer d'introduire un parametre qui prend en compte Ia structure du 
probleme. L'homogeneite de la partie non lineaire permet d'introduire un tel 
parametre comme cela avait ete remarque dans [DPB94]. Ce nouveau parametre 
note s apparait naturellement si on effectue le changement de variables suivant : 

U V - E 0' 
U=-,V=-,E=-,I:=-

A A A A 
S =An-I 

[6] 

[7] 

En effet, en utilisant ce changement de variables [6], les equations du probleme [2] 
et [4] s'ecrivent alors sous la forme suivante: 

I
f I:oedV = J f ov dr 
v r 

( )

n 
_I; I: I II 

e=-+s- =U-yV 
E O'o 

[8] 

Supposons que le probleme admet une solution connue notee (U0,V0, 

E 0,I:0,J..o). Nous cherchons alors les inconnues U, V, E , I: sous Ia forme d'une 
representation en series entieres par rapport au parametre "a" defini a partir de An-1 

de la fac;on suivante: 

U = U0 +aU1 +a2U2 +a3U3+ .. . 

V=Vo +aV1 +a2V2 +a3V3+ .. . 
- 2 3 e =Eo +ae1 +a e2 +a e3+ .. . [9] 

I:= I:o +al:t +a2I:2 +a3I:3+ .. . 
'\ n-1 
"" =so +a=s 



'ln-1 avec s0 = ~~. 0 
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En injectant les developpements [9] dans le probleme [8], on obtient une succession 
de problemes lineaires verifies par les nouvelles inconnues Ui, Vi, ~\• I:i 

Ordre 0 

Ordre p 

.It L L 

J J I:0oedxdy = J fOV dx 
-~0 0 

JtL 

J J I:P & dxdy = 0 
-~0 

[10] 

[11-a] 

[11-b] 

ou ~res est une grandeur qui depend des ordres inferieurs (p etant l'ordre de Ia 
serie) et Et est le module tangent qui depend de la solution initiate et qui est donne 
par: 

L'expression exacte de Ia quantite ep res peut etre obtenue assez facilement a 
l'aide d'un code de calcul symbolique, mais elle est assez complexe et on ne la 
reproduira pas ici. La complexite de l'expression de cette deformation residuelle 
peut rendre assez couteux le calcul de Ia solution asymptotique a des ordres eleves. 
On se lirnitera ici a l'ordre 6. 

Afin d'utiliser une methode d'elements finis en deplacement, nous substituons 
les lois de comportement [11-b] dans les equations d'equilibre [11-a]. Ainsi le 
probleme a l'ordre p s'ecrit : 
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.ltL .ltL 

J J E1 EP &dxdy = J J E1 E~es &dxdy 
-to -to 

Apres discretisation, on obtient les problemes lineaires suivants : 

Ordre 0 (seulement dans le cas oii s0 est nul) 

(KT]{V0 }={F} 

Ordre p 

[KT XvP} = {Fntp} 

oii [KT] est la matrice de rigidite globale, {VP} est le vecteur deplacement des 
points nodaux a l'ordre p, {F} est le vecteur force usuel et {FnlP} est le vecteur force 
a l'ordre p qui depend des ordres inferieurs. Dans le cas oii So n'est pas nul, le point 
de depart {V0 } devra etre defini a une etape precooente. 

Remarquons que tous ces problemes admettent la meme matrice de rigidite [KT] 
qui est assemblee et triangulee une fois pour toute lors d'un pas de calcul. Ces 
problemes sont resolus par une methode d'elements finis classique. 

3.2. Application 

La poutre a ete maillee avec des elements 1D a deux m~uds et trois degres de 
liberte par nreud (100 elements, 303 degres de liberte) avec une integration 2D (4 
points de Gauss en x et 7 points de Gauss en y). La poutre a une longueur L= Scm, 
une epaisseur b = O.lcm et Ia force est uniformement repartie : f = -1. 

Les resultats de ce calcul (figure 4) et de ceux qui suivront seront presentes, soit 
par une courbe de reponse, soit par une courbe residu. Une courbe de reponse 
represente une grandeur caracteristique de Ia solution en fonction du parametre de 
chargement A.. Dans cet article, cette grandeur sera toujours Ia deformation au point 
de coordonnees x = (~+199)U200, y = 1112 (~ = 0.861136311594053, 11 = 
0.949107912342759) qui est le point de Gauss (4 suivant x et 7 suivant y) le plus 
charge au niveau de l'encastrement. La solution de reference, notee N.R., a ete 
obtenue par la methode de Newton-Raphson a pas fixe. Une courbe residu 
represente, en fonction du parametre A., revolution du logarithme de la norme du 
vecteur residu d'equilibre. II est quasiment certain que le rayon de convergence de 

la serie est proche de ez0.6%o soit un peu avant la limite elastique du probleme non 
regularise. A l'examen de la courbe (E,A.), (figure 4-a), l'interet de calculer un grand 
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nombre de termes de Ia serie n'apparalt pas evident. Toutefois, Ia figure 4-b montre 
que Ia qualite de Ia solution a l'interieur du rayon de convergence augmente 
fortement avec l'ordre de troncature, ce qui est tres important lorsque l'on utilise 
une technique de continuation. La decroissance du residu d'equilibre est done un 
critere plus fiable que !'allure d'une courbe de reponse pour evaluer l'efficacite d'une 
methode asymptotique numerique, comme cela avait deja ete observe pour des 
problemes plus faiblement non lineaires [CDP94b]. Rappelons que cette branche de 

solutions jusque e=0.6%o a ete obtenue avec une seule inversion de matrice et 
quelques calculs de seconds membres, c'est-a-dire pour un cofit de calcul de l'ordre 
du cofit d'un pas avec l'algorithme de Newton modifie [ACDP93]. 

0,(XX)2 

Ordre 6 __., : A. 

logRRII 

-2 

4 

-6 

-8 

-10 t==:;:::::::::::~~~~.; 
0,()2 0,04 O,<Xi 0,08 0 0,02 0,04 O,<Xi 0,08 

(a) (b) 

Figure 4. Un pas MAN (a) Courbe de reponse (b) Courbe residu E=2.Jo5 Mpa, 
ao=3.Jo2 Mpa et n=l 1 

3.3. Algorithme de continuation 

Pour obtenir une plus grande partie de Ia branche de solution, il suffit 
d'appliquer Ia meme procedure pas a pas. Le principe est simple : apres avoir 
applique Ia MAN, on definit un nouveau point de depart V0 et A.0 sur Ia branche 
deja determinee, puis on applique de nouveau Ia MAN a partir de ce point. Le point 
crucial dans cette procedure de continuation est done de definir une valeur 
maximale du parametre de developpement am, ce qui determine le nouveau point 
de depart. Cette valeur maximale doit etre situee plus ou moins a l'interieur du 
rayoQ de convergence, selon Ia precision souhaitee et l'ordre de troncature. Une 
technique efficace a ete proposee pour determiner cette valeur maximale [Coc94]. 

Selon ce critere, Ia contribution du dernier terme de Ia serie doit etre assez petite 
devant !'increment de solution : 
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oil a est un nombre assez petit. En approchant le denominateur par lla V 111, on 
obtient alors une approximation de am qui donne le domaine de validite de 
!'approximation polynomiale. 

En pratique, ii suffit de calculer les normes des vecteurs des deplacements nodaux 
{ V 1 } et { V k} pour obtenir ~· ce qui requiert un temps de calcul insignifiant. 

3.4. Resultats et discussion 

On a applique cette procedure a l'exemple precedent avec les parametres 
suivants: ordre 6, a=l04 . La solution complete (2,25% de deformation au point le 
plus charge) a ete obtenue en 49 pas (figure 5), c'est-a-dire avec 49 decompositions 
de la matrice de rigidite. La figure 5 represente Ia deformation en fonction du 
parametre de chargement. 

0,02 

O,Q15 

O,Ql 

0,005 

0~-=~~--~--~~ 

0 0,05 0,1 0,15 0,2 

Figure 5. Continuation MAN 49 pas. Courbe de reponse E=2.105 Mpa, a0=3.J02 

Mpaetn=l 

Pour evaluer l'efficacite de cet algorithme asymptotique-numerique, nous avons 
compare ce resultat avec ceux obtenus par des methodes iteratives. Nous avons 
d'abord applique l'algorithme de Newton-Raphson a pas fixe avec un pilotage en 



Methodes asymptotiques numeriques 347 

longueur d'arc et en choisissant diverses longueurs de pas. Dans le meilleur des cas, 
Ia courbe de reponse presentee a Ia figure 5 est obtenue en 27 pas et 81 inversions 
de matrice, soit deux iterations en moyenne a chaque pas. En augmentant Ia 
longueur de pas, nous avons pu obtenir une dizaine de points solutions avec 40 
inversions de matrice, mais cet ensemble de points n'etait pas assez dense pour 
decrire precisement le debut de la courbe de reponse. Si on augmente encore Ia 
longueur de pas, l'algorithme ne converge plus. Ces chiffres peuvent paraltre 
eleves, mais ceci est dii a la forte non-linearite du probleme, en particulier a 
l'exposant n = 11 qui induit de fortes variations de rigidite. 

Nous avons, ensuite applique d'autres algorithmes de type prediction-correction, 
qui ont ete proposes dans [Bra95] ; [BDP97]. Ces algorithmes different de 
l'algorithme de Newton-Raphson sur deux points. Prernierement, le predicteur 
tangent est ameliore par la technique de projection presentee dans !'article 
[DPB94]. Deuxiemement, on definit une longueur de pas adaptative a partir de la 
valeur du residu le long de la courbe de prediction. A vee ces algorithmes, Ia courbe 
de reponse est generalement obtenue au prix d'une centaine d'inversions de 
matrices, mais dans un cas, nous avons pu effectuer le calcul avec 30 inversions de 
matrice. Neanmoins, ce tres bon resultat est exceptionnel et il a ete obtenu avec un 
algorithme qui ne semble pas tres robuste: d'une part l'algorithme a diverge quand 
on a augmente legerement la taille des pas, d'autre part les corrections ont ete faites 
par Ia methode de Newton modifiee, qui est generalement consideree comme peu 
fiable. 

La MAN donne done des resultats tout a fait convenables. Certes, un des 
algorithmes iteratifs a perrnis d'obtenir plus rapidement la courbe cherchee, mais il 
n'est probablement pas aussi robuste que Ia MAN, voir [CDP94-a] ; [CDP94-b] ; 
[Coc94]. De plus, l'algorithme asymptotique-numerique peut etre sensiblement 
ameliore. En effet, il est bien etabli que le meilleur ordre de troncature se situe 
souvent aux environs de 20 [CDP94-b]. Dans cet article, nous avons dii nous limiter 
a l'ordre 6, mais nous avons propose recemment une technique pour calculer des 
series jusqu'a des ordres eleves et avec une loi en puissance [PDB97]. Par ailleurs, 
nous verrons que !'utilisation des approximants de Pade peut ameliorer la longueur 
des pas. 

Dans cette discussion, nous avons considere que le critere d'efficacite est le 
nombre d'inversions de matrice, plutot que le temps CPU. En effet, il est bien etabli 
que le temps CPU est directement lie au nombre d'inversions de matrice des que le 
nombre de degres de liberte depasse quelques rnilliers [ACDP93] ; [CDP94-b]. 
Lorsque le nombre de degres de liberte est beaucoup plus petit comme dans 
l'exemple presente ici, le temps CPU depend aussi du temps de calcul des seconds 
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membres, ce qui influe sur l'efficacite relative de divers algorithmes. Dans notre 
etude, le nombre d'inversions de matrice est done un critere plus significatif que le 
temps CPU, si on vise des applications avec un assez grand nombre de degres de 
liberte. 

4. Methode asymptotique numerique avec one loi de type hyperbolique 

4.1. L 'algorithme 

Dans ce paragraphe, nous regularisons le comportement [3] par la loi [5] qui est 
d'allure hyperbolique. Cette equation presente l'avantage d'etre cubique par rapport 
aux inconnues (E,O), ce qui permet de faire simplement des developpements 
asymptotiques jusqu'a des ordres eleves. Le probleme variationnel a resoudre s'ecrit 
alors sous la forme suivante : 

.It L L 

J I cr 8E dxdy = If 8V dx 
-~0 0 [12] 

On suppose que le probleme admet une solution connue notee (u0,cr0.f::o.A.0). 

Pour une valeur de 11 fixee, nous calculons la solution du probleme non lineaire 
[12] en cherchant les inconnues a !'aide d'une representation parametrique. Plus 
exactement, Ies inconnues u, cr, E et A. seront representees dans ce cas par des series 
entieres par rapport a un parametre "a" de la facron suivante: 

{

U = U0 +aU1 +a2U2 +a3U3 + .. . 

A.=A.o +aA.1 +a2A.2 +a3A.3+ .. . 
[13] 

ou U est le vecteur representant les inconnues (u, cr, E). 11 reste a preciser le 
parametre de developpement "a". Trois choix sont possibles. On peut identifier "a" 
a !'increment de chargement A. - '-o ou, a la projection de !'increment du 
deplacement u - Do sur le vecteur ul ou, a la projection des increments (u • Do· A. -
A.0) sur le vecteur tangent ( u1, A.1 ), Ia projection etant prise au sens du produit 
scalaire ordinaire. 



a= A.-A.o 

a=(u-u0 ,u1) 

a= (u-u0 ,ut)+(A.-A.o)A.I 
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En injectant une de ces definitions dans Ies developpements asymptotiques et en 
identifiant terme a terme suivant les puissances du parametre "a", on obtient une 
succession d'equations scalaires verifiees par Ies A.P. Ensuite, !'utilisation des 
developpements [13] ramene le probleme non lineaire [12] a une succession de 
problemes lineaires. En introduisant Ies notations suivantes, on obtient dans le cas 
du troisieme choix du parametre a : 

ordre 1 
.l!.L L 

J J cr 1 & dxdy = A.d f oV dx 
---}0 0 

cr1 = E 1e1 [14] 

( u, 'u,) +A.~ = 1 

ordre p 
.b. L L 

J JcrP& dxdy=A.PJfoV dx 
[15-a] 

-10 0 

(Eeo- cro) [(~ 2cr.cr ·]+ cr2] 
E L I p-1 .1!. 

n i=l 2 

[15-b] 

[(

p-t-1 l l _, (Eek -crd - 2 -I E }:2crpp-k-j +crp-k 
k=l n j=l 2 

[15-c] 

Notons que tous ces problemes Iineaires ont le meme operateur tangent. Afin 
d'utiliser une methode classique d'elements finis, nous transformons ces problemes 
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en des problemes en deplacement en reinjectant Ia relation de comportement [15-b] 
dans les equations d'equilibre [15-a], cornme dans le cas precedent. 

4.2. Application 

L'efficacite de l'algorithme est etudiee de Ia meme maniere qu'au paragraphe 3, 
c'est-a-dire en analysant des courbes de reponse, des courbes de residu et en 
evaluant le nombre d'inversions necessaire pour calculer une courbe donnee. Les 
donnees geometriques sont b = 0.1cm, L = Scm et Ies donnees materielles sont 
presentees sur Ia figure 3 et f = -1. On represente sur les figures 6-a, 7-a Ies 
courbes de reponse obtenues avec des troncatures des series [13] aux ordres 5, 9 et 
19 pour Ies valeurs de 11=0.1 et 11=0.01. Sur ces figures, nous pouvons voir qu'avec 
une seule decomposition de Ia matrice de rigidite tangente, nous sommes capables 

de calculer en un seul pas Ia branche solution jusqu'a une deformation ez1 %o pour 

Ia Ioi fortement non Iineaire (11=0.01) et e:::::2%o pour Ia Ioi faiblement non Iineaire 
(11=0.1 ). La solution asymptotique numerique semble coi:ncider parfaitement avec Ia 
solution de reference pour des valeurs du parametre "a" inferieures au rayon de 
convergence de cette serie. Au-dela de ce rayon, Ia serie polynorniale tronquee 
diverge. Pour une vision tres fine de Ia qualite des solutions asymptotiques, on 
represente !'evolution du logarithme decimal de Ia norme du vecteur residu en 
fonction du parametre de chargement sur les figures 6-b et 7 -b. On constate qu'il 
est interessant de pousser les developpements jusqu'a un ordre eleve (environ 20) 
pour ameliorer Ia qualite de Ia solution a l'interieur du rayon de convergence, ce qui 
est en accord avec les resultats obtenus en elasticite [ACDP93 ] ; [CDP94-b ] ; 
[Coc94 ] ; [Naj97]. 

E 
0,004 r-----------+h 

0,003 

0,002 

-8 
0,())1 ...... -10 

A. 
-12 

0,05 0,1 0,15 0 0,05 0,1 0,15 

(a) (b) 

Figure 6. Un pas MAN (a) Courbe de reponse (b) Courbe residu E=2.J0S Mpa, 
Uy=2.Hf2 Mpa et 1]=0.1 
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0, logll 

-2 
0,0015 

-4 

0,001 -6 

-8 
0,0005 

-10 
A. 

-12 
0,05 0,1 0,15 0 0,05 0,1 0,15 

(a) (b) 

Figure 7. Un pas MAN (a) Courbe de reponse (b) Courbe residu E=2.lrP Mpa, 
ay=2.Ufl Mpa et ry=O.OJ 

D'autres calculs ont ete effectues avec une loi plus eloignee de Ia plasticite 
parfaite (11=1). Dans ce cas, le rayon de convergence est beaucoup plus grand. C'est 
done Ia non-linearite forte qui rend ce calcul delicat en diminuant le rayon de 
convergence des series. 

Pour obtenir une plus grande partie de Ia branche de solution, nous appliquons 
Ia procedure pas a pas qui a ete rappelee precooemment, avec les parametres 
suivants : ordre 23, a=I0-5 et pour deux valeurs du parametre de regularisation 11· 
Par exemple, si l'on effectue sept pas, Ia courbe de reponse est obtenue jusqu'a une 

deformation £::::=22% pour le probleme assez faiblement non lineaire (11=0.1) (figure 

8-a) et jusqu'a une deformation £::::=4.2% pour le probleme fortement non lineaire 
(11=0.01) sil'on effectue neuf pas (figure 8-b). Bien entendu, un autre modele serait 
necessaire dans le cas des grandes deformations. Cette procedure numerique semble 
done beaucoup plus efficace que dans le cas de Ia loi puissance, ce qui est en partie 
du a Ia possibilite de calculer un grand nombre de termes. II est egalement probable 
que les rayons de convergence des series soient plus petits dans le cas des lois 
puissances. 



352 Revue europeenne des elements finis. Volume 6- no 3/1997 

E f. 

0,2 
0,(}1. 

0,15 
0,03 

0,1 0,()2 

0,05 0,01 

'A A. 
0 0 

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 

(a) (b) 

Figure 8. MAN Continuation Courbe de reponse (a) 17=0.1, 7 pas (b) 17=0.01, 9 
pas. E=2.1o5 Mpa, ay=2.1()2 Mpa 

5. MAN et approximants de Pade avec Ia loi de type hyperbolique 

Pour essayer d'ameliorer le rayon de convergence de Ia representation 
polynomiale [13], on peut utiliser Ia technique des approximants de Pade [BG81]; 
[Pad1892]. Nous les utilisons sous Ia forme presentee dans [Naj97], qui est differente 
de celle qui avait ete initialement introduite [CDP94a]. La procedure est Ia suivante: 

1. A partir des vecteurs Ui, on construit une base orthogonale Ui * par Ia methode 
classique de Gram-Schmidt. 

i 

ui = 'Laiku; 
k=2 

pour i ~ 2, avec 

Les coefficients ex;i sont donnes par : 

i>j [16] 
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2. On reecrit Ia serie U(a) dans Ia base orthogonale Ut, ce qui fait apparaitre n-2 
polynomes Ma) : 

n-1 k * 
U-U0 =aU 1 +:La fk(a)Uk 

k=2 

n-1 . k 
fk(a)= :La•- aki 

i=k 

3. On remplace ces polynomes par des approximants de Pade, ayant tousle meme 
denominateur L\=l+ad1+ ... +an-2d0 _2 : 

n-k-1 
L bk jai 
j=O 

gk (a)= n-2 pour k=2, ..... , n-1 

1+ :Laidi 
j=l 

Les coefficients de Ia fraction gk(a) sont calcules suivant le meme principe qu'avec 
des approximants de Pade classiques [BG81] : on choisit ces coefficients en sorte 
que les fonctions fk(a) et gt(a) soient asymptotiquement equivalentes pour a petit. 

Cette identification permet de determiner Ies b\ en fonction des di et des <Xii· Dans 
Ia programmation de l'algorithme, nous n'aurons pas besoin des coefficients bk; , 
mais seulement des coefficients du denominateur, qui sont donnes par : 

[17] 

Apres quelques rearrangements, on obtient le vecteur U(a) sous une nouvelle 
representation, qui ne fait intervenir que les vecteurs U; et les coefficients d; : 

U( ) U U 2U (.t:\2) n-2 (L\n-2) n-1 (.t:\n-1) a = 0 +a 1 +a 2 --;:;:+ ... +a Un-2 T +a Un-1 7 

oil 
n-2 

l\ = 1+ :Lakdk 
k=l 

et 
n-i-1 

.t:\; = 1+ L akdk 
k=l 

[18] 

[19] 
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De Ia meme fa~on, on obtient une nouvelle representation pour le parametre de 
chargement A.(a). 

, , , 2, (A2) n-2, (An-2) n-h (An-I) ~~.(a)= ~~. 0 +a~~. 1 +a ~~. 2 --;;: + ... +a ~~.n_2 ----;:--- +a ~~.n-l -----;;:- [20] 

Sur Ia figure 9, respectivement pour TJ=l, 0.1, 0.01, on represente Ia courbe de 
n!ponse obtenue par Ia representation polynomiale a l'ordre 23 et par Ia 
representation fractionnelle correspondante. Ainsi, comme pour les problemes non 
lineaires geometriques [CDP94a], [Naj97], Ia technique des approximants de Pade 
peut ameliorer le domaine de validite de Ia representation surtout lorsque le 
parametre 11 est assez grand. 
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0,3 O,Ql 
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0,005 
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0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,05 0,1 0,15 0,2 

(a) (b) 

E 
0, 

N.R 
___.. 

0,0015 

0,001 

0,0005 

0 
0 0,05 0,1 0,15 0,2 

(c) 

Figure 9. Un pas MAN +Pade Courbe de reponse (a) 1J=l (b) 1J=O.J (c) 17=0.01. 
E=2.J05 Mpa, Gy=2.102 Mpa 
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A l'heure actuelle, nous n'avons pas developpe de methode de continuation 
fiable et basee sur Ia representation par fraction rationnelle. 

6. Conclusion 

Dans ce travail nous avons montre comment traiter par Ia Methode 
Asymptotique Numerique des problemes oii le comportement physique presente un 
changement brutal de rigidite. Deux regularisations du comportement parfaitement 
plastique ont ete presentees : regularisation par des lois en puissance de type 
Ramberg-Osgood et regularisation par des lois de type hyperbolique. 

Cont~airement a nos prejuges initiaux, Ia methode de continuation basee sur Ies 
series semble efficace a condition de pousser les developpements a des ordres 
eleves, comme en elasticite. Nous n'avons passu introduire ici ces developpements 
d'ordre eleve que pour Ia loi de comportement hyperbolique, mais il existe des 
moyens d'ecrire des lois <J(£) assez complexes et qui restent compatibles avec 
]'utilisation de developpements asymptotiques [PDB97]. La qualite des resultats 
obtenus au paragraphe 4 incite a poursuivre dans cette voie. 

Certes, ces MAN sont d'autant plus efficaces que Ia loi de comportement est 
reguliere et Ia presence d'une pente fortement variable (Tt petit, voir paragraphe 4) 
fait augmenter le nombre de pas de calcul, ce qui est bien naturel. Cette restriction 
n'est toutefois pas considerable parce que les lois de comportement plastiques sont 
souvent plus regulieres que celles considerees dans cet article et que l'algorithme 
reste efficace pour des lois proches de Ia plasticite parfaite. 

Les resultats obtenus ici montrent que Ia MAN peut etre appliquee pour les 
problemes presentant de fortes non-linearites. Des etudes sur le contact, Ia 
viscoplasticite et Ies coques en grandes rotations sont en cours. Notons egalement 
qu'une variante a ete proposee pour ]'etude des grandes rotations des coques, qui 
pourrait permettre de traiter des problemes avec fortes non-linearites [Amm96]. 

La methode de continuation du paragraphe 4 avait ete introduite par [Coc94] et 
c'est celle que nous avons valide ici. Elle peut toutefois etre amelioree, par exemple 
en utilisant des approximants de Pade (voir [Naj97] pour une etude systematique). 
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