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RESUME. Toute methode d'optimisation de formes necessite un calcul rigoureux de sensibilites. 
La methode que nous avons developpee repose sur une differentiation des equations locales 
du probleme etudii. Elle permet de construire un probleme associe dont les solutions sont des 
sensibilites recherchees. Elle est ici presentee sur un probleme simple appete « probleme 
modele », puis illustree pour un probleme de Dirichlet resolu dans un domaine ellipsoille. La 
methode d'analyse de sensibilite locale proposee permet alors de calculer Ia sensibilite de Ia 
solution de ce probleme a une perturbation de Ia frontiere de I' ellipse. La confrontation des 
sensibilites obtenues analytiquement et numeriquement permet d'illustrer Ia validite et Ia 
precision de Ia methode proposee. 

ABSTRACT. Shape optimization needs rigorous calculs of sensibilities. Our local sensibility 
analysis is based on a differentiation of the local equations of the studied problem. This 
method allows to construct an associated problem, of which solutions are the researched 
sensibilities. This method is here explained with a simpled problem called << model problem », 

and then applied on a Dirichlet problem in an ellipsoill domain. When the ellipsoill boundary 
is perturbed, sensibilities of theses solutions are calculated analytically and numerically by 
finite element method. Confrontation of both results shows the validity and accuracy of the 
proposed local analysis sensibility method. 
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1. Introduction 

Ce travail entre dans le cadre des etudes sur 1 'optimisation de forme. Cette 
derniere necessite le choix de parametres de conceptionp [ZHA93], d'un critere C a 
respecter et d'un algorithme d'optimisation adapte au probleme de conception 
etudie [HAF93]. Ce dernier reposera sur des evaluations precises du gradient du 
critere C par rapport aux parametres de conception p choisis. Pour un probleme de 
mecanique des milieux continus par exemple, pose dans un domaine .OP et de couple 
solution ( ii, u) , si le critere retenu est 1' energie de deformation, la fonction objectif 
c a optimiser s' ecrira : 

C(p) = fffop cr(x; p): &[ii(x; p)]d.Q P 

oil ii ( i; p) est le champ de deplacements, 

u(i;p) le tenseur des contraintes et, 

s[ii (i ;p)] le tenseur des deformations linearise: e(ii) = t[Vii+t(Vu)] 

Optimiser cette fonction objectif necessite le calcul de son gradient par rapport 
aux variables de conception p choisies. Ce dernier s' exprime par : 

dC = JH {Oo- (i;p):e[ii(i;p)]+u(i;p):e[a; (i;p)]}dnp 
dp Qp iP iP 

+ ff~p u(i;p):e[ii(i;p)friidf'P 

oil - a; et 8cr mesurent la sensibilite du couple ( ii, u) solution du probleme 
iP tP 

pose a une fluctuation d'un parametre p ' 

vr caracterise le transport de la frontiere an du domaine n (notee r) 
p p p 

dil a cette meme fluctuation du parametre p. 

dC 
L'evaluation du gradient du critere - , et la mise en reuvre d'un algorithme 

dp 

ai Oo- --
d' optimisation, repose done sur un calcul precis des quantites ijJ , ijJ et V r. n . 

Seule la composante normale de Vr est definie de maniere unique [ORT93], la 

composante tangentielle dependant de la parametrisation choisie ; cette composante 

normale est notee 1t : 1t = v [" a . 
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Ob-
Le calcul des sensibilites et 

iP 
peut etre conduit suivant differentes 

methodes, a savoir par : 

- quotients differentiels: 

Ce principe d'evaluation des sensibilites consiste a calculer numeriquement les 
champs il ( x, p) et a- ( x, p) pour deux jeux de parametres successifs, par 

exemple p et p + op (differences finies decentrees). Les sensibilites recherchees 
s'ecnvent alors: 

a;(x )= u(x,p+8p)-il(x,p) 
iP ,p 8p 

et 

Ob-(x ) = u(x,p+/jl)-u(x,p) 
iP ,p (jJ 

L'inconvenient de cette methode est qu'elle oblige a un transfert des valeurs 
nodales, les champs solution etant nnmeriquement obtenus en des nreuds et points 
d'interpolation differents pour les deux maillages des domaines n (initial) et 

p 

al p+op (perturbe). De surcroit, dans le cas de problemes non lineaires, les quotients 

differentiels soot numeriquement coiiteux. 

- sensibilite analytique globale : 

Cette methode repose sur Ia formulation globale du probleme etudie, ou 
formulation variationnelle. La derivation de cette formulation par rapport a une 
variable de conception p donne une nouvelle formulation variationnelle en fonction 
des sensibilites inconnues. La resolution de cette formulation variationnelle derivee 
donne une evaluation des sensibilites recherchees [PIR84]. 

- sensibilite semi-analytique : 

Cette methode est egalement fondee sur Ia formulation variationnelle du 
probleme initial qui est ensuite discretisee. Le calcul des sensibilites est alors 
develop¢ sur cette formulation variationnelle discretisee. La resolution de Ia 
nouvelle formulation discrete obtenue donne une evaluation nnmerique des 
sensibilites recherchees [BRA86], (FOU94]. 

- sensibilite analytique locale : 

II s'agit de Ia demarche que nous avons developpee. Travaillant sur Ia 
formulation locale du probleme initial [BAD95], nous avons recherche de quel 
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ai ih 
nouveau proOleme (equations locales) etaient solutions les sensibilites - et -

tP tP 
recherchees [ORT93]. 

Cette methode est, dans une premiere partie, expliquee sur un probleme modele, 
puis, dans une seconde partie, illustree sur un exemple. 

2. Analyse de sensibilite locale : modele 

La methode d'analyse de sensibilite locale developpee est ici appliquee a un 
probleme simple ; le probleme modele (P m) bidimensionnel etudie est le suivant : 

-OCT; f dans np 
aci 

(Pm) 
m 

dans np 0"; 
Oc; 

CT;n; g sur mp 

Ce probleme modele (P m) est formule en fonction de deux inconnues scalaire u et 

vectorielle D-. (Pm) comporte une equation d'equilibre, une loi de comportement, et 
une condition de bord. 

La perturbation de chacune des equations locales de (Pm), due a une fluctuation d'un 
parametre de conception p de la frontiere, se determine di:fferemment dans n et 

p 

sur 80 . En effet : 
p 

0 Dans n 'les variables d'espace X et le parametre p sont independants : 
p 

Figure 1. Sensibilite dans /e domaine QP 
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c'est-a-dire qu'il est possible de modifier la frontiere an sans modifier les 
p 

coordonnees x d'un point interne dans np (comme pour le cas d'un marquage sur 

une boule de petanque, par exemple). La modification des equations de (Pm) dans le 
domaine np est alors independante de leurs sensibilites aux variables d'espace. 11 

a, 
suffit de les deriver partiellement par rapport au parametre p. Notant: w = cp et 

ocr. 
L:; = cP les sensibilites recherchees, on montre que: 

- la premiere equation de (Pm) se !!"ansforme en une nouvelle equation d'equilibre 

portant sur la nouvelle inconnue L: : 
a:i b'f --- --
&; tP 

- la seconde equation de (P m) se transforme en une loi de comportement reliant les 

nouvelles inconnues L: et w : 

L = a.v dans np 
I a 

I 

0 Sur an , les variables d'espace X et le parametre p ne sont pas 
p 

independants : 

an 
p 

Figure 2. Sensibilite sur le bord an 
p 

c'est-a-dire qu'il est impossible de modifier la frontiere an sans modifier les 
p 

coordonnees x d'un point de an . La modification de la derniere equation de (Pm) 
p 

fait alors intervenir des termes representant la sensibilite des inconnues par rapport 
au parametre p, mais egalement des termes dus au transport de la frontiere an : 

p 
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sensibilite par 
rapport ap 

transport de 
an 

p 

L'utilisation des definitions et transformations etablies dans le cas bidimensionnel 
[ORT94]: 

di(s) _ 
--= Jr'(s)n(s) 

dp 

dii -- = -Jr'(s)r(s) 
dp 

b'o-_ d 00'_ 
-n= ivo---r a, 8s 

permet de montrer que la troisieme equation de (P m) se transforme en une nouvelle 
condition aux limites, pour laquelle il est possible de donner un sens a chaque 
terme: 

dg 8 
'Ljnj = dp +Jr(s)[f +c(s)g]+ 8s[7l'Ojr;] sur mp 

ou c(s) designe la courbure de la frontiere an . 
p 

Ainsi, lors d'une modification de la frontiere an du domaine n ' les sensibilites 
p p 

des solutions u et a du probleme (P m) : 

- Oo-j = f dans np 
aj 

(Pm) 
at 

dans np 0"; 
aj 

o-;n; g sur mp 

sont mesurees par les fonctions w et '£, solutions d'un autre probleme, associe a 
(P m) et note (P' m) : 
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- a:i iJf dans Qp 
&; iP 

(P~) L:i 
av 

dans Qp 
&i 

L:;n; 
dg 0 

mp = - + 1r(s)[j + c(s)g] +-[1Z"O";'z·J sur 
dp a, 

(P' m) est fonction des deux seules inconnues scalaire w et vectorielle f , IT etant 
connu car determine par la resolution prealable (analytique ou numerique) de (Pm). 
(P' m) est un probleme lineaire pose dans le meme domaine Q que le probleme 

p 

initial (Pm). Sa resolution est analytique ou numerique (cf. § 3). 

L'avantage de ce probleme modele (Pm), outre celui d'exposer simplement la 
methodologie developpee, est d'en permettre sa validation. En effet, nos resultats 
[ORT94] sont confirmes par des travaux d'analyse de sensibilite analytique globale 
deja etablis [PIR84]. 

Cette methode d'analyse de sensibilite locale est illustree sur un exemple dans le 
paragraphe suivant. 

3. Analyse de sensibilite locale : validation 

La methodologie proposee est ici illustree sur un exemple presentant une 
solution analytique. II s'agit d'un probleme de Dirichlet pose dans un domaine 
ellipsoide. Ce probleme presentant une solution analytique, il permet de valider, 
dans un premier temps, les calculs analytiques de sensibilites et, dans un second 
temps, les resultats numeriques obtenus par un calcul par elements finis. 

3.1. Prohleme de I' ellipse 

Soit Q le domaine bidimensionnel occupe par cette ellipse dans le plan 
( 0, x1, x2) , et an sa frontiere, comme indique sur la figure ci -dessous : 

Figure 3. Ellipse 
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La frontiere en est definie par I' equation : 

[1] 

oil a et b designent les demi longueurs aux axes de I' ellipse. 

Soit 8( xi) une fonction scalaire definie sur le domaine Q par le probleme en 

Laplacien suivant : 

(P){/18 = -2 dans 0 
B = 0 sur en 

[2a] 

[2b] 

Le probleme (P) peut avoir differentes ongmes mecaniques. Ainsi, le champ 
solution () peut s'interpreter comme le potentiel des contraintes associe a un arbre 
cylindrique de section elliptique en torsion [DUV90]. Ce champ pent egalement etre 
considere comme un champ de temperature ; il est alors la solution d'un probleme 
de diffusion thermique dans un milieu homogene isotrope. 

En procedant a un changement de variable faisant intervenir le produit s et le 

rapport p des demi-axes : s = a.b et 

I' equation [ 1] de Ia frontiere de I' ellipse s' ecrit alors : 

[3] 

oil les variables de conception s et p gouvernent Ia geometrie de 1' ellipse : s controle 
son aire et p son allongement. 
La solution de ce probleme (P) est recherchee sous la forme [DUV90] : 

B(x,.) = Kf(x,.) = Kf(x~ +p2 x2
2 -sp) [4] 

oil K est nne constante a determiner. Cette fonction 8( xi) verifie alors Ia condition 
de bord [2b]. La constante K est determinee en injectant !'expression [4] dans 

l'equation [2a] ; la solution B(x,.) du probleme (P) s'exprime alors en fonction de 

s et p suivant : 

[5] 
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3.2. Analyse de sensibilite locale 

Pour etudier la sensibilite du champ 8(x;) par rapport a l'une des variables de 
conception de 1 'ellipse, choisissons p, le rapport des genera trices, comme parametre. 
L' objectif est de mesurer la sensibilite de la solution 8( X;) [ 5] lorsque ce parametre 

est perturbe d'une quantite infinitesimale t5p. Cette sensibilite par rapport au 
parametre p , est mesuree a 1' aide de la derivee partielle de 8( X;) definie par : 

OO(x;,p) 

Op 

OO(x;,p) 
Elle sera dans la suite notee w(xi,p) : w(x;,P) = Op . 

[6] 

La methode d'analyse de sensibilite locale decrite precedemment (cf. § 2) permet 
d'etablir que w est solution du probleme (P') ci-dessous, associe au probleme (P) 
initial : 

{

Llw = 
(P') w = 

dans 

sur 
[7a] 

[7b] 

ou 1t est la composante normale de la vitesse de deplacement de la frontiere de 
!'ellipse engendree par la perturbation du parametre p. Dans le cas de !'ellipse, 
I' equation de la frontiere [3] permet d'ecrire [ORT93, GH095] : 

[8] 

En rempla9ant dans [7b] le terme ;rni O()(xi,p) par sa valeur, calculee a partir 
acj 

des expressions analytiques de 1r [8] et de B(xi'p) [6] solution connue du 

probleme initial (P), le probleme (P') s'enonce alors: 

0 
2p2 x22- sp 

p(l + p2) 

dans n 
sur en 

[9a] 

[9b] 
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La solution w(x;,p) de ce probleme (P') est construite de la meme fa~on que celle 

du probleme (P). Par consequent, la solution w(x;.p) de (P') est donnee par 

!'expression ci-dessous : 

[10] 

II est facile de verifier que w(x; ,p) defini par I' equation [10] est la derivee 

partielle par rapport au parametre p de B(x;.p) donnee par l'equation [5]. Cette 

confrontation illustre la validite de la methode d'analyse de sensibilite locale 
proposee: elle permet done bien de calculer la sensibilite d'une solution d'un 
probleme initial (P) comme solution d'un probleme lineaire associe (P'), obtenu en 
etudiant successivement les sensibilites de chacune des equations locales de (P). 

3.3. Application numerique 

L'objectif est ici de tester la mise en ceuvre numerique de la methode d'analyse 
de sensibilite locale proposee sur le probleme de 1' ellipse presente au paragraphe 
precedent. Le champ solution et sa sensibilite, calcules analytiquement, sont done 
compares a ceux resultant des calculs numeriques par elements finis obtenus avec le 
code de calcul MoDULEF. Les donnees du probleme (P') dependant de la solution (} 
du probleme (P), il faut done tout d'abord resoudre le probleme initial {P), puis le 
probleme de sensibilite associe (P') en y reportant les valeurs determinees 
precedemment pour 0. 

Le domaine de l'ellipse est discretise avec des elements finis triangulaires de 
degre 2 (P2 

- Lagrange). Les donnees geometriques sont les suivantes : a = 2 et 
b = 1, soit s = p = 2 . En raison des conditions de double symetries, seulle quart 
superieur de l'ellipse est maille. Les conditions de symetries sur les bords 
rx ( 0 :::; X :::; a,y = 0) et ry (X = 0, 0 :::; y :::; b) sont equivalentes, pour un 

probleme de thermique, a des conditions aux limites de flux nul. 

Le champ solution et sa sensibilite (8num, Wnum) obtenus numeriquement sont ci
apres compares avec le champ analytique et sa sensibilite (Sana, wana). 

Les resultats numeriques et analytiques coincident pour le calcul du champ 
initial (} . La figure 4 compare les resultats numeriques aux valeurs analytiques sur 
les deux axes de symetrie rx ( 0:::; X:::; a,y = 0) ·(fig. 4a) et 

ry (X = 0, 0:::; y :::; b) (fig. 4b). La precision des resultats obtenus permet de 

valider le choix de la discretisation. 
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Figure 4. Comparaison entre Ia solution numerique Bnum et Ia solution 
analytique Bana 

iJ() 
Connaissant 0, solution du probleme initial {P), Ia quantite - n; sur le bord 

aci 
oil de I' ellipse est evaluee en calculant, en chaque nreud, Ia moyenne des valeurs 
determinees sur les elements voisins (lissage). Le probleme de sensibilite (P') est 
alors resolu sur le meme maillage que celui utilise pour le probleme initial (P) 
[GH095). 
La figure 5 montre que pour le calcul des sensibilites, les valeurs numeriques Wnum 

coincident egalement parfaitement avec les valeurs analytiques wana calculees sur les 
frontieres rx (fig. 5c) et ry (fig. 5d). Des calculs numeriques par quotients 

differentiels wd;r redonnent les memes sensibilites. 

Figure 5. Comparaison entre Ia sensibi/ite numerique Wnum et Ia sensibilite 
ana/ytique Wana 
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Ces confrontations Wnum I ll'ana ct W11um I wdif permettent done de valider Ia mise en 
reuvre numerique de Ia methode d'analyse de sensibilite locale proposee. 

Cet exemple illustre bien Ia validite de Ia methodologie d'analyse de sensibilite 
locale developpee : les sensibilites des solutions d'un probleme initial (P), dans un 
domaine parametre n donne, a une fluctuation d'une variable de conception de ce 
domaine, sont solutions d'un probleme lineaire associe (P'), obtenu en etudiant les 
sensibilites de chacune des equations locales de (P) a cette meme fluctuation de 
parametre. 

4. Conclusion 

L'objectif de !'analyse de sensibilite locale presentee est de determiner 
!'influence de parametres de conception geometriques sur Ia solution d'un probleme 
etudie. La methode d'analyse de sensibilite locale que nous avons developpee 
permet de construire le probleme note (P'), associe au probleme initial (P), dont les 
solutions sont les sensibilites recherchees. 

Les avantages de cette analyse de sensibilite locale sont les suivants : 

- que! que soit le probleme initial (P), le probleme associe (P') est toujours un 
probleme lineaire. Cette methode se revele done etre particulierement avantageuse 
lorsqu'il est necessaire de determiner les sensibilites de solutions d'un probleme 
initial (P) non lineaire (elle a ainsi ete appliquee pour etudier Ia sensibilite d'une 
passe de forgeage a une modification d'outil [GH096]); 

cette analyse permet de calculer directement les sensibilites recherchees ; en 
particulier, pour les problemes de mecanique des milieux continus, elle permet de 
determiner les sensibilites des champs de contraintes, parallelement a celles des 
champs de deplacements. 

Cette methode d'analyse de sensibilite locale a ete validee pour differents 
problemes, simples presentant des solutions explicites : ecrasement d'un lopin 
axisymetrique, cylindre sous pression [GH095, GH096] ; ou plus complexes 
necessitant une resolution numerique par elements finis ou elements de frontiere : 
ecrasement de lopin avec contact unilateral outil-matiere [ORT97], comportement 
equivalent de materiaux composites, forgeage avec contact collant, avec frottement 
lineaire et frottement non lineaire [GH095, GH096]. 
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