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RESUME. Cet article concerne La presentation et La comparaison de difjerents modeles de 
plasticite des pout res 3D. La methode de plastification progressive est basee sur les equations 
de plasticite en contraintes ; Ia methode de plastijication globale est basee sur les equations 
de plasticite en efforts resultants. L'integration de Ia plasticite est effectuee avec differents 
schemas explicites ou implicites. La loi integree (Iota/e) de Hencky est egalement utilisee. La 
comparaison des deux types de plastifications (progressive et globale) combinee avec 
differents schbnas d'integration fait /'objet de cet article. Les resultats numeriques de nos 
modeles poutres e/asto-plastiques sont compares aux resultats de modeles coques et 
experime/1/aux. Cette comparaison montre l'efficacite et La performance de chaque modele. 

ABSTRACT. This paper concerns the presentation and the comparaison of different methods of 
plasticity of 3D beam structures. The method of progressive plastification is based on the 
plasticity equations in termes of stresses ; the method of global plastification is based on the 
plasticity equations in termes of internal forces. The integration of plasticity is carried out 
with different explicit or implicit schemes. The integrated (total) constitutive law based on the 
deformation theory of plasticity is also used. The comparaison of the two types of 
plastification (progressive and global) combined with different integration schemes is the 
objectif of this paper. The numerical results of our e/asto-plastic beam model are compared 
with the results of shell models and experiments. This comparaison shows the efficiency and 
performance of each modele. 
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l. Introduction 

Les structures metalliques ont souvent un comportement elasto-plastique. La 
plasticite peut apparaitre avant ou apres le flambement (non Iinearite geometrique) 
selon Ia rigidite de Ia structure. La plastification des barres a des repercussions sur Ia 
tenue mecanique et les non Iinearites qui en decoulent doivent etre prises en compte 
dans Ia simulation du comportement de Ia structure. 

Etant donnee Ia necessite de produire des outils efficaces pour etudier Ia 
simulation de Ia ruine plastique, les travaux de recherche sont nombreux dans ce 
domaine. Dans le cadre d'etudes de structures-poutres 3D, ces travaux peuvent etre 
classes dans trois categories : 

(I) modeles de poutres elasto-plastiques, [ARG 82], [CHE 77], [GJE 81], [OWE 
80], [SHA 94]. [GEN 93]. [CRI 91]. [WUN 86], [MEE 90], [POW 86], [TOI 93], 
[ALB 92], [CON 90], [OUR 89], [CUO 87]. .... 

(2) integration de Ia loi de comportement elasto-plastique, [HAL 87]. [GUO 87], 
[LEM 88], [OWE 80], [SIM 86], [SIM 93], [SHA 94]. [ZIE 91], [DOD 87], [CRI 
79], [CRI 91]. [GRA 92]. [IBR 94], [MAR 94], [SCH 79], .... 

(3) criteres de plasticite en efforts generalises, [CHE 77], [CON 90]. [GEN 93]. 
[KIT 91], [ORB 82]. [SHA 94]. .... 

De bons ouvrages sont disponibles pour Ia theorie des poutres 3D [BAT 90]. 
[CHE 77]. [GJE 81 ], ... et sur Ia formulation elasto-plastique [CHE 77], [CRI 91]. 
[GJE 81], [HAL 87]. [LEM 88], [OWE 80], [ZIE 91 ], [KHA 95]. .... 

La modelisation de poutres elasto-plastiques s'effectue par deux approches 
differentes : (i) Ia description des equations de plasticite en fonction de composantes 
de contraintes (Ia methode locale) ; (ii) Ia representation en efforts internes en 
fonction de resultantes de contraintes dans Ia section de poutre (Ia methode globale). 

La premiere approche, basee sur Ies equations de milieux continus, a l'avantage 
d'etre generale et precise pour toute section de poutre. Cependant, du point de vue 
numerique, elle coOte tres chere car un nombre important de points d'integration est 
necessaire. La deuxieme approche est plus economique mais sa validite depend 
directement du choix du critere de plasticite en efforts generalises. En effet, 
!'expression du critere de plasticite en efforts generalises n'est pas unique. Son 
expression depend de Ia geometric de Ia section et des efforts resultants pris en 
compte dans le modele. Par consequent, de differentes approximations ont ete 
proposees dans Ia Iitterature. Plusieurs auteurs ont considere que Ia plastification 
totale apparait sous !'action de !'effort normal et des moments de flexion et de 
torsion [CHE 77], [KIT 91], [ORB 82], [TOI 93], [MEE 90], [POW 86], [ALB 92]. 
D'autres auteurs ont introduit egalement Ia contribution des efforts tranchants ou le 
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bimomcnt dans Ia plastification de Ia section [OWE 80], [CON 90], [ARG 82], 
[GEN 93]. Cependant Ia validitc de ces derniers criteres n'est toujours pas tres claire 
car ces travaux sont gencralement faits pour une section de poutre particuliere. II est 
interessant de noter que meme Ia prise en compte du moment de torsion dans le 
critere est toujours un probleme ouvert [CHE 77], [GJE 81], [OUR 89]. 

L'expression des criteres precis en efforts globaux a fait !'objet de plusieurs 
travaux de recherche. Dans le cas de sections pleines, !'expression de Ia surface 
d'ecoulement peut etre obtenue par des methodes analytiques [CHE 77] ou Ia 
section est divisee par des zones plastiques. Dans le cas des poutres a parois minces, 
les methodes analytiques peuvent devenir tres compliquees en raison de !'existence 
de nombreux types de distributions de zones plastiques. Des methodes numeriques 
ont etc proposees dans [CEN 77], [KIT 91], et [SHA 94] permettant d'obtenir les 
courbes d'interaction n!elles des efforts internes en etat plastique. Dans [KIT 91], les 
auteurs ont ensuite etabli des equations mathematiques pour representer ces courbes 
numeriques. Malgre Ies efforts faits, !'expression de ce genre de criteres est difficile 
a utiliser dans Ia pratique mais ils peuvent etre utiles pour !'analyse de post
traitement afin de valider les resultats numeriques. 

La methode de plastification locale permet de tenir compte de !'evolution de Ia 
plasticite dans Ia section, d'une maniere naturelle. Le critere de plasticite de Von 
Mises peut etre directement utilise. L'ecrouissage et les contraintes residuelles 
peuvent etre envisages dans le modele sans beaucoup de difficulte. Cependant, cette 
methode est penalisee par le coGt de stockage massif des parametres au cours de 
resolution numerique. Le choix de Ia methode de plastification est done judicieux. 
Dans cet article un de nos objectifs est de mettre en evidence les avantages et les 
inconvenients de chaque methode en traitant quelques exemples. 

Plusieurs schemas d'integration ont etc mis au point pour ecrire les equations de 
plasticite sous une forme incrementale. Globalement, les schemas de type Euler 
explicite ont ete developpes et ameliores dans les travaux precedents. Les schemas 
implicites et semi-implicites ont ete developpes et utilises dans les travaux plus 
recents [SIM 86], [SIM 93], [IBR 94], [SHA 94], [DOD 87], [GRA 92]. Cependant, 
ces schemas sont souvent combines avec le critere de Von Mises et rarement utilises 
pour un critere global. D'autre part, des lois totales comme celle de Hencky peuvent 
egalement etre utilisees dans !'analyse de poutres elasto-plastiques avec Ia methode 
de plastification locale. 

Dans cet article, differents schemas d'integration sont compares pour montrer 
leurs efficacite et precision. La methode de plastification locale (progressive) 
utilisant le critere de Von Mises est combinee soit avec un schema direct de Ia Ioi 
totale de Hencky-Mises, soit avec un schema implicite et une loi incrementale. La 
methode de plastification globale est combinee avec un schema explicite ou 
implicite et un critere de plasticite globale. Plusieurs criteres globaux sont testes et 
compares. La confrontation des resultats numeriques aux mesures experimentales 
pour un exemple industriel permet aux lecteurs d'avoir une vue globale sur 
!'ensemble des modeles de poutrcs 3D elasto-plastiques. 
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2. Formulation FLAI pour Ia non linearite geometrique 

II existe plusieurs types de formulations lagrangiennes pour tenir compte des 
grands deplacements et grandes rotations dans I'analyse non lineaire des structures 
minces. Ces formulations sont classees selon le choix de Ia reference dans 
!'evaluation des deformations et des contraintes : 

- Formulation Lagrangienne Totale (FLT) : Ia reference est Ia configuration 
initiate C0 (fig. 2), 

-Formulation Lagrangienne Actualisee a chaque Pas (FLAP) : Ia reference est Ia 
derniere configuration connue C 1 en etat d'equilibre au debut du pas de chargement, 

- Formulation Lagrangienne Actualisee a chaque Iteration (FLAI) : Ia reference 
est Ia derniere configuration connue Ci a !'iteration i. 

Pour obtenir des resultats valables en grands deplacements et grandes rotations, 
Ia FL T exige une formulation valable pour les rotations finies [ALM 95] afin de 
calculer correctement les deformations dans Ci mais mesurees par rapport a Ia 
reference eloignee C0 . La FLAP permet certaines simplifications mais !'increment 
du chargement doit rester suffisamment petit pour respecter )'hypothese de 
deplacements (rotations) moderes. Quant a Ia FLAI, Ia formulation est simplifiee et 
les contraintes de Cauchy peuvent etre utilisees [BAT 88], [GUO 87], [SHA 94]. 
Cette derniere formulation est utilisee dans ce travail et nous I'expliquons 
brievement dans cette section. 

Considerons le mouvement d'un element de poutre 3D au cours de Ia 

deformation (fig. 1). En prenant Ia configuration ci comme reference (FLAI), 
!'expression du principe des travaux virtuels (PTV) en etat d'equilibre recherche C2 

s'ecrit : 

ou <u•> represente les deplacements virtuels cinematiquement admissibles, <E•> 
les deformations virtue lies de Green-Lagrange, {52 } les contraintes de Piola
Kirchhoff de second espece (PK2) dans Ia configuration C2. 

Supposons que Ia configuration courante Ci (connue mais non equilibree) est une 

estimation de C2, on cherche { t.u} pour atteindre l'etat d'equilibre C2 en considerant 

un developpement limite aux termes lineaires : 

[2] 

avec: 

[3] 
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Figure 2. Mouvement d'un element de poutre 3D au cow·s de la deformation 
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[4] 

Le terme associe aux charges suiveuses disparalt dans le cas des charges mortes 

<{ti} =0). D'autres simplifications peuvent etre envisagees car Ia configuration 

consideree est celle de reference (Ci) : 

{s;}={d} , (E')~(e*) 

(E') {t1s} ~(e*) [Hep] {fie} 

[5] 

ou (e *) represente Ia partie lineaire des deformations virtuelles de Green-Lagrange, 

(cri) les contraintes de Cauchy en Ci, [Heplla matrice elasto-plastique. Nous obtenons 

ainsi le systeme d'equations non lineaires suivant que nous pouvons resoudre par Ia 
methode de Newton-Raphson: 

[6] 

ou [Hepl est Ia matrice elasto-plastique. 

3. Element de poutres 3D a sections quelconques 

Nous etablissons un repere local dans chaque element de poutre en prenant I'axe 
x comme J'axe neutre et deux axes principaux d'inertie comme Ies axes y et z. Le 
decouplage des effets de membrane, flexion et torsion est possible en elasticite 
lorsque !'effort normal N, est defini au centre de gravite 0 et les autres efforts sont 

definis au centre de torsion C. Le champ de deplacements d'un point quelconque est 
obtenu en superposant les contributions de differents effets [BAT 90] : 

membrane 
flexion 

autourde y 

flexion 
autourde z 

[7] 
torsion 
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ou 8y = -w,, , 8z = v,, dans le cas du modele de flexion d'Euler-Bernoulli ; Yc· Zc 
sont les coordonnees du centre de torsion C; u0 le deplacement du point 0 suivant x 

et v, w les deplacements du point C suivant y, z ; 8,, 8y, 8z les rotations autour de 

x, y, z ; 8,,, le taux de torsion associe au gauchissement de Ia section ; co (y,z) Ia 

fonction de gauchissement pour les sections pleines ou pour les sections a parois 
minces et ouvertes. 

La formulation FLAI permet d'utiliser ce champ de deplacements lineaire pour 
traiter les problemes de grands deplacements, puisque Ia configuration de reference 
de Ia FLAI est tres proche (voire confondue) de Ia configuration etudiee. 

Les expressions des deformations (r:), {t~.r.} et {t~. E'} soot obtenues avec 

!'equation [7]. Nous substituons ensuite ces expressions dans [6] et effectuons 
!'integration sur les sections des poutres pour un materiau elastique : 

L r (\e')[cc]{LI.e}+(L')[R]{LI.L})dx 
c 

= ~ r (u') {~} dx-~ r (e') {N} dx 

[8] 

avec: 

[ Ce] = diag. [ EA GJ Ely Elz EIJ 

0 -Tz Ty -(TyYc+Tzzc) 

-Tz Nx 0 (zcNx-My) 
[R] = 

Ty 0 Nx -(Mz+Y cNx) 
[9] 

-(TyYc+Tzzc) (zcNx-My) -(Mz+YcNx) Mcr 

ou lw est le moment d'inertie sectoriel, Mw le bimoment associe au gauchissement 
et Ma l'effet de Wagner [CHE 77] : 
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[ 10] 

[II] 

Nous considerons une approximation lineaire pour u0 et des approximations 

cubiques de type Hermite pour v, w et Sx dans [8]. Nous definissons ainsi un 
element de poutre a 7 ddl par noeud [BAT 90] : 

( *)(******* ) un = ( u0 ,v ,w ,ex.ey,ez.ex,x )nd, nd = 1,2 

(avec ey =- w,x et ez = v.x ) 
[12] 

L (u~)([k]+[kcr]){~un}= L (u~)({fext}-{~nt}) 
e e 

[ 13] 

ou [k], [ kcr] sont les matrices de rigidite et de contraintes initiates elementaires, 

{ fext} et { fint} sont les vecteurs des forces externes et internes evalues dans Ia 

configuration Ci. 
Apres assemblage, nous obtenons un systeme d'equations non lineaires global de 

type Newton-Raphson : 

[ 14] 

Le systeme ci-dessus donne l'accroissement des deplacements d'une iteration 

{~ui} dans un pas de chargement. Pour obtenir les deformations cumulees { M:} 

(et puis les efforts) des le debut du pas, on peut cumuler les deplacements {~ui} 

d'abord ( {~U} = L {~ui}) et ca1culer ensuite les deformations de Green-Lagrange 

du pas { E (~ u)} avec { ~U} cumule. Dans Ia formulation FLAI, nous procedons 

d'une fac;:on plus efficace et precise : nous calculons les deformations lineaires d'une 

iteration { Ei (~ui)} avec le petit accroissement {~ui} d'abord et nous cumulons 

en suite ces deformations pour obtenir les deformations du pas ( { ~E} = L { ~Ei} ). 
L'integration elasto-plastique s'effectue sur l'accroissement des deformations d'un 

pas { ~E} pour eviter Ia fausse decharge au cours d'iterations d'equilibre. 



Comparaison des algorithmes de plasticite 143 

4. Algorithmes d'integration plastique 

Dans !'analyse elasto-plastique des structures, nous avons les integrations en 
temps et en espace. Nous presentons dans cette section les methodes de 
plastification progressive et globalc (integration spatiale) combinees avec les 
algorithmes implicite, explicite ou direct (integration temporelle). 

Dans Ia methode de plastification progressive, on tient compte de !'evolution de 
Ia plastification dans Ia section. L'integration numerique de Lobalto est adoptee pour 
avoir des points d'integration sur les peaux exterieures ou Ia plastification 
commence. Le critere de plasticite est verifie a tous les points d'integration. Cette 
methode est generale, precise et permet de prendre en compte l'ecrouissage et les 
contraintes residuelles. Neanmoins elle est penalisee par un stockage et un cout de 
calcul importants. Cette methode d'integration par couche est combinee avec 
l'algorithme implicite ou l'algorithme direct (hypothese de Hencky [LEM 88]). 

Quant a Ia methode de plastification globale, on admet !'hypothese qu'une 
section de Ia poutre est soit elastique, soit entierement plastique. Le critere de 
plasticite depend uniquement des efforts resultants. Cette hypothese permet de 
calculer Ia matrice elasto-plastique et les efforts resultants plastiquement 
admissibles en variables globales sans integration dans Ia section. La methode est 
combinec avec l'algorithme implicite ou explicite. 

Toutefois, dans Ia realite, Ia plastification est progressive dans Ia section. La 
plastification globale est tres efficace mais elle conrere a Ia structure une rigidite un 
peu plus importante pendant Ia plastification reelle. Par consequent, dans le cas 
d'instabilite plastique, les charges ultimes calculees par cette methode peuvent etre 
surevaluees. D'autre part, Ia formulation du critere de plasticite en efforts 
generalises est delicate. 

4.1. Methode de plastification progressive 

Dans !'analyse elasto-plastique, !'integration sur Ia section de !'equation [6] 
permet d'obtenir Ia meme expression que !'equation [8] sauf que : 

- Ia matrice elastique [Cel est remplacee par Ia matrice elasto-plastique [Cepl. 

- les efforts resultants {N} doivent etre plastiquement admissibles. 

L'integration numerique sur Ia section est adoptee pour calculer [Cepl et { N}. 

4.1.1. Matrice elasto-plastiquelefforts resultants 

L'integration plastique sur Ia section s'effectue de Ia fa~on suivante : a chaque 
point d'integration, nous verifions le critere de plasticite, calculons les contraintes 
plastiquement admissibles et Ia loi constitutive et puis nous effectuons !'integration 
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numerique sur Ia section pour obtenir des efforts resultants et Ia matrice elasto
plastique correspondante. 

Dans le cas des poutres minces, les deformations de cisaillement transversal 
dues aux efforts tranchants sont negligees selon !'hypothese d'Euler-Bernoulli. 
Quant a celles de torsion, il est plus commode d'utiliser leur resultante dans 
!'equation [6] : 

[ 15] 

avec . J. 2 • 2 • J '2 '2 
O'T = 0' xy + 0' X7. f1- = Exy + Exz 

Le taux des deformations peut etre obtenu avec le champ de dep1acements [7] : 

[ 16] 

avec 

Nous avons !'equation de Prandtl-Reuss et le critere de Von Mises suivants : 

(Prandtl-Reuss) [17] 

( 
2 2)

112 
- -p F= O'x+30'T -0'(£ )=0 (Von Mises) [ 18] 

da - -r 
ou Ep = ---:p est le module p1astique ou Ia pente de Ia courbe cr- £ ( obtenue avec 

d£ 
J'essai de traction uniaxiale 0- E ). 

Nous obtenons ainsi !'equation constitutive : 

[ 19] 

avec: 
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En substituant [Hepl ci-dessus dans !'equation [6]. nous pouvons definir Ia 

matrice de rigidite [k] comme pour le cas elastique [8] : 

avec: 

Sym. 

by 

cY. 
z -y 

b y z - b y y b y (l)c 

z2 - y z z (l)c 

l - Y (l)c 

(1)2 
c 

ou [Cepl est Ia matrice elasto-plastique associee aux deformations generalisees. 

[20] 

Le taux (ou l'accroissement) des efforts resultants utilise dans Ia matrice [R] 
(equation [9]) est calcule par !'integration des contraintes dans Ia section : 

[21] 

4.1.2. Algorithme de plasticite implicite 

Un algorithme de plasticite implicite a ete propose pour les problemes de 
contraintes planes [SIM 86]. En nous inspirant de ce travail, nous obtenons un 
algorithme implicite simple et efficace pour !'element de poutres 3D avec le modele 
de plastification progressive. 

Pour calculer les contraintes plastiquement admissibles verifiant le critere de 
plasticite, nous exprimons le critere en fonction du multiplicateur plastique A et 



146 Revue europeenne des elements finis. Volume 6- no 211997 

effectuons une recherche unidimensionnelle de A. tel que le critere de plasticite soit 
nul. 

Le critere deMises peut etre reecrit comme suit: 

[22] 

avec 

ou creq est Ia contrainte equivalente, cr (EP) (Ia courbe de l'essai uniaxial). La loi de 

normalite permet de definir Ia vitesse de Ia deformation plastique equivalente £P en 

fonction de A : 

{ £P} = {~~}=A~= A [P] { cr} (loi de normalite) £t a {cr} 
[23] 

£P=( {f:P}(Pr1 {f:P} r/2 =A( {cr}T[P]{cr} r2 
=Acreq [24) 

La decomposition des deformations et !'equation [21) pem1ettent d'exprimer Ia 

vitesse des contraintes { cr} en A : 

[25] 

L'algorithme implicite est formule sous une forme incrementale. Soient { cr0} et 

£g les contraintes et Ia deformation plastique equivalente connues au debut d'un 

pas, { t.e} l'accroissement des deformations du pas, 0 <a~ I le parametre de 

l'algorithme semi-implicite, alors les contraintes recherchees a !'iteration i {cri(t.A)} 

peuvent etre obtenues de !'equation [25] : 

[26) 

avec: 

[27] 
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ou encore: 

La deformation plastique equivalente peut s'exprimer aussi en fonction de t,A. 

selon !'equation [24] : 

[29] 

Ainsi le critere de plasticite <jl (equation [22]) devient une fonction de t,')... La 

methode de Newton-Raphson permet de trouver t,A. verifiant le critere de plasticite. 

L'organigramme de l'algorithme implicite est presente ci-dessous : 

{cro}· £g, a, {t,c} connus; precision e = 0.000 I 

_Boucle pour trouver t,').. tel que $ ( t,A.) = 0 

( [1]-t,A.(I-a)[He)[P] ){cr0}+[He]{t,c} 

{cri}= [I]+Ma[He)[P] (contraintesal'iterationi) 

{ cra} = ( 1 -a) { cr0} +a { cri} (contraintes moyennes) 

£f = £g + t,A. ( { crar [P] {cra} r2 
(deformation plastiqueequivatente) 

a= a (£F) (limite elastique due a l'ecrouissage) 

<ll = ~ { crir [P] { cri}- ~ a2 
( ef) (critere de plasticite) 

Si I <PI <e 

<ll'(t,A.)= <P(t,'A+e)-<P(t,A.) 
e 

t,')..:t,A.- <P(t,A.) 
<jl' (t,A.) 

=> fin 

( deri vee de <jl par rapport a !:,')..) 

(correction de t,A. par N-R) 

( { cri} plastiquementadmissible) 
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A Ia convergence, 6./-..., {cri}, £P, [Hep] sont obtenus. L'integration sur Ia 

section permet de calculer Ia matrice elasto-plastique [cep] (eq. [20]) et les efforts 

resultants. Notons que !'integration de plasticite s'effectue sur un pas (deformations 

cumulees depuis le debut du pas : {!lt:} = L {!lei} ) et non pas sur une iteration 

afin d'eviter le probleme de fausses decharges elastiques causees par les iterations 
d'equilibre. 

4.1.3. Algorithme de plasticite direct 

Dans l'algorithme direct, Ia loi integree de Hencky [KHA 95], [LEM 88] 
(deformation theory of plasticity) est adoptee pour eviler )'integration plastique 
temporelle. Un chargement est dit radial si le tenseur des contraintes en tout point 

{o(x,t)} est proportionnel a un tenseur {o(x.to)} independant du temps, le facteur 

etant une fonction monotone du temps ex{ t) telle que : 

{cr(x,t)}=a(t){ cr(x.t0)} [30] 

Au cours du chargement, les directions principales des contraintes sont variables 
en chaque point, mais independantes du temps. Nous avons ainsi les relations 
suivantes pour le vecteur de contraintes et Ia contrainte equivalente a !'instant t : 

[31] 

Cela nous permet d'integrer directement le taux de deformations plastiques. En 
utilisant les equations [23], [24], [31], nous avons: 

[32] 

ou encore: 

[33] 

ou E 5 est le module secant de Ia courbe cr-£. 
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En fin, Ia loi de comportement elasto-plastique de Ia poutre sous une forme totale 
est obtenue : 

0 

0 

Es 
3- (1- 2v)

E 

[34] 

L'hypothese du chargement radial est discutable dans Ia realite, cependant elle 
permet d'obtenir des resultats relativement bons sans effectuer !'integration 
plastique. 

4.2. Methode de plasti.fication globale 

Dans les methodes de plastification globale, Ia section de Ia poutre est supposee 
elastique ou entierement plastique. Les criteres de plasticite s'expriment en efforts 
resultants. 11 n'y a pas d'integration sur Ia section. Cela permet d'economiser 
considerablement l'espace memoire et le temps de calcul. Cependant, Ia precision de 
ces methodes depend fortement de Ia validite du critere de plasticite et du type de 
plastification etudie (membrane ou flexion dominant). 

4. 2.1. Critere de plasticite en efforts resultants 

Le critere de plasticite en efforts resultants est un critere global de Ia section. II 
varie en fonction des efforts choisis et de Ia geometrie de Ia section. II est 
impossible d'obtenir un critere general convenable a toutes sortes de sections, en 
tenant compte de tous les 7 efforts resultants. Nous citons ici deux criteres 
approximatifs proposes dans [ARG 82] : 

avec 
M 

m =-Y 
Y MP 

y 

[35] 

[36] 
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ou Nxp• Mw Myp• Mzp sont les efforts resultants en etat limite plastique. 

Nous considerons ici les materiaux a ecrouissage isotrope. Ainsi, nous pouvons 
reecrire ces criteres en fonction de l't.~tat d'ecrouissage : 

[37] 

[38] 

ou A est Ia section, Wxp•Wyp•Wzp sont les modules plastiques de torsion et flexion. 

D'autres criteres ont ete proposes pour des sections particulieres : des sections 
rectangulaires [CHE 77], des sections I [ORB 82], des cornieres [KIT 91]. Ces 
criteres sont obtenus pour des cas particuliers, ils sont done plus precis mais moins 
generaux. Nous notons que certains lissages sur Ia surface d'ecoulement (definie par 
le critere de plasticite) sont necessaires pour faciliter !'integration plastique. 

4.2.2. Matrice elasto-plastique associee aux efforts resultants 

Dans !'analyse elasto-plastique, Ia matrice elastique [Cel (eq. [8]) est remplacee 
par Ia matrice elasto-plastique [Cepl· Pour definir Ia matrice [CepL nous utilisons Ie 

critere de plasticite, Ia loi de normalite et !'hypothese de decomposition des 
deformations tous associes aux deformations et efforts generalises : 

F({M}.K)=o; avec K=(cr){£P}=cr£P 

{ep} = ~ {F·~} 

{e} = {ee} + {ep} 

ou K est le travail plastique et { M} le vecteur des efforts resultants. 
En utilisant les equations [ 40] et [ 4l]la loi elastique s'ecrit : 

{M} = [c] ( {e}- ~{F.~}) 

[39] 

[40] 

[41] 

[42] 

Au cours de Ia plastification, le critere et sa derivee doivent rester nuls. Nous 
avons: 
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Les relations [42] et [43] permettent d'obtenir le multiplicateur plastique ~ 

~= <F,M>[Ce){e} 
Jl+ <F,~> [ce) {F·~} 

[44] 

ou Jl=-* F,K K est Ia pente d'ecrouissage independante de ~ et peut etre calculee 

avec [39] et [ 40]: 

Jl =- ~ ( F,cr _ d~P) ( (M) ~ {F,M} I A) 
1'. <Jd£ 

=- :~ F,a <M> {F·~} 
[45] 

Substituons [44] dans [42], nous obtenons Ia loi contitutive et Ia matrice elasto
plastique: 

{M} = [cep] {e} [46] 

avec 

[cep)=[Ce)([r] {F.M}(F.M)[ce) ) 
-'l+ (F.M) [Ce){F.M} 

Nous notons que Ia formule obtenue ci-dessus est similaire a !'equation de 
Prandtl-Reuss [17]. 

4.2.3. Algorithme explicite de rabattement 

Considerons un etat elastique A dans un espace des efforts resultants N, M (fig. 
3). Cet etat peut depasser Ia surface d'ecoulement (F=O) a cause d'un calcul elastique 

( {~e} de A a C). La partie BC represente les efforts plastiquement inadmissibles 

et doit etre rabattue sur Ia surface d'ecoulement pour verifier le critere de plasticite 
(F=O). 

En utilisant Ia methode de Newton-Raphson, nous calculons d'abord le facteur 
de separation r (0~ r ~ I) satisfaisant le critere de plasticite tel que : 
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r=O r =I 
M ... : 

0 N 

Figure 3. Separation des efforts plastiquement inadmissibles 

M 

0 N 

Figure 4. Methode de fa normale moyenne 
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Nous decoupons ensuite Ia partie BC en nombreux sous-pas et cherchons Ia 
direction de rabattement de chaque sous-pas avec Ia methode de "normale 
moyenne". Considerons un sous-pas a rabattre sur Ia surface d'ecoulement (BC' dans 

fig. 4). Le premier rabattement suivant Ia normale ~B donne l'etat D situe sur une 

nouvelle surface a cause de I'ecrouissage. La meilleure direction de rabattement 

pour BC' n'est ni ~B ni ~D . Elle est plutot Ia moyenne de toutes les normales entre 

Bet D ou Ia normale ~s situee au milieu de BD. Selon les equations [42] et [44], 

nous pouvons calculer !'increment des efforts du premier rabattement : 

[48] 

avec 

(m : nombre de sou s-pas) [49] 

Ainsi, Ia direction de Ia normale moyenne est definie par : 

[50] 

Le deuxieme rabattement permet d'obtenir un meilleur increment des efforts 

plastiquement admissibles {LlM}
8

E, (on remplace l'indice BD par BEet B parS 

dans [48] et [49]). 
On note que Ia precision de !'integration plastique depend fortement de Ia 

direction de rabattement par rapport a Ia surface d'ecoulement : une direction quasi
tangentielle a Ia surface va introduire de grosses erreurs ; Ia forte non linearite du 
critere peut rendre le rabattement difficile. En general, Ia methode de normale 
moyenne permet d'obtenir de bons resultats si un nombre suffisant de sous-pas est 
utilise. Ce nombre peut etre determine par Ia formule empirique suivante : 

m =Integer (
F (M0 + LlMe)l 

C cre 
[51] 
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ou cre est Ia limite elastique etC un coefficient numerique (nous prenons C=0.05 ou 

m=40). 

4.2.4. Algorithme implicite en efforts resultants 

L'algorithme explicite de rabattement (§ 4.2.3) exige de nombreux sous-pas pour 
assurer Ia precision du rabattement. L'algorithme implicite en efforts resultants 
(plastification globale) presente ci-desous est plus efficace et precis. Cet algorithme 
est formule d'une maniere similaire a celle de l'algorithme implicite en contraintes 
(plastification progressive). Nous reecrivons le critere [37] sous une forme 
quadratique comme !'equation [22] : 

[52] 

A partir de !'equation [ 42] no us obtenons une expression explicite de { M;} (a 

!'iteration i) sous une forme incrementale en fonction de !'J.f... comme les equations 

[26]. [27] et [28] : 

[53] 

[54] 

([r]- (I -a) !1./... [ce][PM]) {Mo} + [ce]{ !'J.e} 
{Mi} = [r] + !'J.t...a[ce][PM] [55] 

L'autre critere [38] ne peut pas etre ecrit sous une forme quadratique comme 

[52] et cela rend Ia derivee {F.~} tres complexe. Done nous ne pouvons obtenir 

qu'une expression implicite de {Mi} en fonction de !'J.f... 

[56] 

De toute maniere, ces deux criteres peuvent toujours etre exprimes en fonction 

de !'J.f... (explicitement ou implicitement), et nous cherchons !1./... tel que F (!1."-) = 0 

avec un processus de Newton-Raphson. 
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L'organigramme de l'algorithme implicite en efforts resultants est ecrit en 
s'inspirant de celui presente dans § 4.1.2. 

{ M0 }· W8, a, { M} conn us ; precision e = 0.000 1 

_Boucle de l'algorithme implicite 

([1]- (I -a) !11- [ce)[Po]) {Mo} + [ce] {lle} 
{Mi} = [I]+ llt-a[ce][Po] (efforts a !'iteration i) 

{Ma}=(l-a){Mo}+a{Mi} 

wr = w6 + llAA (Mi) {F.Mi} 
p -

wi =>cri 

F = F ( ll A, cri, {Mip 

F 
__ F(lll-+e)-F(llt-) 

SiiFI>e 
e 

F (!11-) 
llA=lli---

F (!11-) 

5. Resultats numeriques 

(efforts moyens) 

(travail plastique cumule) 

( etat d'ecrouissage) 

(critere de plasticite) 

(derivee de F par rapport a lll-) 
(correction de !lA par N-R) 

C{Mi} plastiquementadmissible) 

Deux exemples sont presentes ci-dessous pour comparer Ia precision et 
l'efficacite de differents algorithmes de plasticite et confronter nos resultats avec 
d'autres resultats numeriques et experimentaux. 

5.1. Corniere en compression excentrie 

Le probleme a ete etudie par plusieurs chercheurs [JAA 87], [SHA 94]. II s'agit 
d'une corniere soumise a deux forces de compression axiales (fig. 5). Les 
excentricites de Ia charge, du support et du centre de torsion par rapport au centre de 
gravite, provoquent un flambement elasto-plastique avec un couplage flexion
torsion. Ce probleme est considere comme un test severe pour !es modeles 
d'elements finis de poutres ainsi que ceux de coques. 

Un maillage de 128 elements de coque quadrilateraux a etc utilise par Jaamei· 
[JAA 87). Nous utilisons un maillage de 10 elements de poutre egaux. Nous 
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z ~ 
\ 
\ 

~~~~-;--------------------------~ 
~--------------------1-0)--.-. -------------------~ 

Conditions aux limites: 

Au ncrud Ci) 

Auncrud G: 

A= 3,027 in 2 

I,= 11,837 in 4 

I,= 2,959 in 4 

J = 0,09855 in 4 

Iw= 0,1927 in 6 

~Y = 10,094 in 5 

~,=~w=O 

E = 29000 ksi 

\' = 0,3 

A 
UA = v A= IV A= ex = 0 

vA=wA=8.~=0 

Figure 5. Corniere soumise aux charges excentrees 

cr 

cre =50 ..... . 

Figure 6. Courhe d'ecrouissage du materiau de Ia comiere 
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A ""'y 

60 

50 

40 

30 Modele coque [J 11 ( 128 elts ) 

--a- Plaslilicat10n progressive ( implicite ) 

Plastilication progressive ( loi de Hencky ) 

Plastilication globale ( rabatlemenl ou implicite ) 

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 

Dcplaccmcnt transversal Y (inch) 

Figure 7. Comportement elasto-plastique de Ia corniere soumise aux charges 
excentrees 

Methodes de plastitication 
Nb. de points 

Nb. de mots Temps CPU* Temps CPU* 
de Gauss par moyen I iteration 
element reels utilises ( Secondes) 

( Secondes) 

Hencky 3 X 27 41372 139.79 0.879 

Progressive 
Implicitc 3 X 27 41372 115.78 1.124 

Rabattement 3 2520 35.51 0.348 
Globale 

Implicite 3 2520 23.75 0.270 

*Sur une station de travail VAX 3100-73 

Tableau 1. Comparaison de l'ejficacite des quatre algorithmes de plasticite pour Ia 
corniere en compression 
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constatons que nos n!sultats sont en tres bon accord avec ceux du modele de coque 
(fig. 7). Cela montre que !'hypothese de Ia section indeformable reste valable au 
cours de deformation pour Ia corniere. D'autre part, l'ecart entre les resultats des 
methodes de plastification globale et progressive confirme que Ia methode globale 
surestime Ia capacite de charge a cause de !'hypothese de plasti fication saturee. 
L'efficacite des deux methodes (globale et progressive) combinees avec differents 
algorithmes est comparee dans Ie tableau I. Nous constatons que Ia methode 
progressive necessite un espace memoire et un temps de calcul importants a cause 
de !'integration des contraintes sur Ia section. L'algorithme direct de Hencky 
consomme mains de temps de calcul a chaque iteration mais il exige de petits pas de 
chargement par rapport a l'algorithme implicite. Quant a Ia methode de plastification 
globale, I'algorithme implicite est plus rapide que l'algorithme de rabattement. 

5.2. Ruine d'une console en treillis 

Une console de py16ne a haute tension a ete con~ue et realisee par l'EDF pour 
une etude experimentale sur son comportement jusqu'a Ia ruine. Les resultats des 
essais servent a valider notre modele d'elements finis et a evaluer differents 
algorithmes de plasticite. 

La structure-test est composee de quatre membrures et de six barres en corniere 
(fig. 8). L'assemblage se fait avec les boulons. La console est fixee a l'extremite 
droite et soumise a une force verticale au nez a gauche. La courbe d'ecrouissage du 
materiau est presentee dans Ia figure 9. Les excentricites du centre de torsion et des 
points d'assemblage dans les membrures et les barres sont prises en compte dans 
notre modele. 

La console est discretisee en 72 elements de poutre 30. Quatre calculs ont ete 
effectues. La methode de plastification globale combinee avec I'algorithme implicite 
ou celui de rabattement, et Ia methode de plastification progressive combinee avec 
les algorithmes direct ou implicite ont ete utilisees. Les resultats numeriques sont 
compares aux mesures ex peri mentales (fig. I 0). Etant donne que Ia console est 
assez rigide, Ia plasticite joue un role dominant sur Ia ruine et le comportement non 
Iineaire apparait a cause de Ia plastification des deux membrures en compression. La 
comparaison montre que Ia charge ultime de Ia console est bien estimee par les 
quatre modeles de plasticite et qu'elle est en tres bon accord avec Ia charge ultime 
experimcntale. La difference de Ia rigidite entre les resultats numeriques et 
experimentaux avant Ia charge ultime est attribuable aux jeux, a Ia plastification 
locale autour des boulons, et aux appuis non parfaitement rigides dans les essais qui 
ne sont pas pris en compte dans les modeles numeriques. Par ailleurs, Ia methode de 
plastification progressive estime une rigidite plus forte pour Ia structure, car 
!'integration s'effectue sur une section un peu plus grande en negligeant les arrondis 
aux coins des cornieres. Les comportements post-flambement sont differents selon 
le modele utilise. Les resultats des methodes globales sont influences par le choix 



Comparaison des algorithmcs de plasticite 159 
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zo 

Figure 8. Plans de Ia structure-test 
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N' 
E 

40 

~ 30 z 
~ 
b 

20 

10 

1--<>-- Courbe d'ecrouissage 

0~~--~--~-L--~~k-~--~~---L--~~--~~ 

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 
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Figure 9. Courbe de l'essai uniaxial du materiau de La structure-test 

z 
~ 
~ 40 
o.c ... 
;: 
0 

30 

20 

~F 

0,35 

1. Plas. globale ( rabattemenl au implicite ) 

2. Plas. progressive ( implicite ) 

1 0 3. Plas. progressive ( Hencky ) 

----c- 4. Resultats experimentaux 

0~--~----~--.---~-.--~--.---~-.--~--.---~-.--~--.---~--r 

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1.50 1,75 2,00 2,25 

Uy (em) 

Figure 10. Comparaison des resultats obtenus par quatre algorithmes de plasticite 
avec des mesures experimentales 
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du critere de plasticite (voir [Sha 94] pour les details). Enfin, Ia difference entre Ies 
courbes 2 et 3 provient des hypotheses simplificatrice de Hencky. 

L'efficacite des quatre algorithmes de plasticite est comparee dans Ie tableau 2. 
Nous constatons a nouveau que Ia methode de plastification progressive est 
penalisee par l'espace memoire et le temps de calcul. Elle necessite 11-12 fois plus 
d'espace memoire et de temps de calcul. 

Nb. de points 
Nb. de mots Temps CPU* Temps CPU* 

Methodes de plastification de Gauss par 
reels utilises ( Secondes) moyen I iteration 

element ( Secondes) 

Hencky 3 X 27 282702 475 1.64 

Progressive 
Implicite 3 X 27 282702 782 1.92 

Rabattement 3 25158 148 0.494 
Globale 

Implicite 3 25158 65 0.394 

* Sur une station de travail VAX 4000 

Tableau 2. Comparaison de l'efficacite des quatre algorithmes de plasticite pour la 
structure-test 

6. Conclusion 

Un modele d'elements finis de poutre pour !'analyse non Iineaire est presente. La 
non linearite geometrique est prise en compte en considerant une Formulation 
Lagrangienne Actualisee a chaque Iteration (FLAI). Quatre algorithmes de plasticite 
sont etudies et evalues : Ia methode de plastification globale avec l'algorithme 
implicite ou celui de rabattement, Ia methode de plastification progressive avec les 
algorithmes direct ou implicite. La comparaison des resultats numeriques montre 
que Ia methode progressive a l'avantage d'etre precise si elle est combinee avec un 
algorithme implicite. Cependant, cette methode necessite un espace memoire et un 
temps de calcul tres cleves qui penalisent son utilisation dans )'analyse des structures 
de grande taille. La methode globale avec un algorithme implicite permet de 
diminuer considerablement l'espace memoire et le coGt du calcul mais beaucoup 
d'efforts sont encore necessaires afin d'obtenir des criteres de plasticite en efforts 
resultants convenables pour differentes sections de poutres. 
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