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RESUME. Nous presentons dans cet article une etude comparative des effets de Iaforce et de Ia 
masse mobiles sur le comportement dynamique des poutres. Nous presentons une nouvelle 
approche appelee approche semi-analytique des vibrations des poutres sous les effets des 
masses mobiles, pour les problemes de poutres continues ou ponts multi-travees, en utilisant 
Ia methode de Ia matrice de rigidite dynamique exacte. Une approche par elements finis pour 
les problhnes de structures (pants) sollicitees par des forces et masses mobiles est egalement 
presentee. De plus, les resultats obtenus mont rent que pour des cas de vitesses importantes et 
des rapports import ants de Ia masse mobile sur La masse to tale de Ia poutre (cas des pants 
rails pour trains a grandes vitesses), Ia reponse des structures sous masses mobiles doit etre 
prise en compte a cause des effets significatifs d'inertie qui sont negliges dans le modele des 
forces mobiles. 

ABSTRACT. In this work, a comparative study between the effects of moving force and the 
moving mass on the dynamic beheviour of beams is presented. A new semi-analytical 
approach of beam vibrations under the effect of moving masses for the problems of 
continuous beams or multi-span bridges using the exact dynamic stiffness matrix method is 
presented. We also present, finite element approach on structural problem (bridges) under 
mobile forces and masses. Moreover, in this study, we demonstrate that in the case of high 
mass speed and high ratio between the moving mass and the mass of the beam (case of fast 
train railway bridges), the structural response under moving masses must be taken into 
account because of their significant effects which are neglected in moving force models. 

MOTS-CLES: elbnents finis, force mobile, masse mobile, mat rice de rigidite dynamique, pont. 
KEY WORDS: finite element, moving force, moving mass, dynamic stiffness matrix, bridge. 
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1. Introduction 

Le probleme du comportement dynamique des structures soumises a des charges 
mobiles a toujours suscite un interet special tant dans les domaines du genie civil et 
mecanique que dans les domaines naval et aeronautique. L'evolution et Ia diversite 
des modes et materiaux de construction des ponts et Ia tendancc vers une utilisation 
courante de vehicules plus rapides et plus lourds incitent a une revision des 
differents codes et methodes de calcul et a une selection de nouveaux criteres 
limitant les effets nocifs pouvant etre causes aces structures. 

Dans le contexte actuel du transport rapide et des ouvrages legers, les 
sollicitations exercees par les charges circulant a grande vitesse contiennent un large 
spectre de frequences. II est ainsi important de developper des modeles de vibration 
des ponts qui soient precis et efficaces pour le calcul de frequences elevees et qui 
repondent aux exigences economiques et informatiques de Ia majorite des bureaux 
d'etudes (logiciels de calcul pour des ordinateurs personnels). Une evaluation precise 
des frequences de vibration est essentielle pour l't~tude du comportement dynamique 
d'une structure a excitation proche de Ia resonance. 

La vibration libre d'une structure est representee, avec Ia methode des elements 
finis classique, par un probleme lineaire de valeurs propres [CLO 93]. On utilise des 
fonctions de forme polynomiale qui conduisent a une matrice de masse et une 
matrice de rigidite. Pour une evaluation precise des frequences elevees, il est 
necessaire d'utiliser beaucoup d'elements pour chaque membrure ou poutre. La 
precision depend ainsi de Ia finesse du maillage. Si on choisit des fonctions de forme 
qui representent Ia solution d'un probleme de vibration libre pour chaque element, Ia 
formulation elements finis conduit a une matrice unique exacte appelee matrice de 
rigidite dynamique [WIT 71] [FRI 83] [BAN 89]. Le comportement dynamique 
d'une structure est alors dCfini par un probleme non lineaire de valeurs propres. La 
matrice de rigidite dynamique est une fonction non lineaire de Ia frequence. Cette 
formulation fournie des valeurs exactes pour tous les modeles de vibration et cela 
avec un seul element fini pour chaque membrure [HEN 97]. Le principe de base de 
cette methode consiste a modeliser une structure composee de poutres par des 
elements finis exacts de poutres avec une distribution continue de Ia masse et de Ia 
rigidite et qui auront un nombre infini de degre de liberte, done un nombre infini de 
frequences naturelles [WIT 71]. 

Nous presentons dans les sections suivantes Ia methode de rigidite dynamique 
exacte (M.R.D) [WIT 71] [HAY 81] [HEN 94] [HOO 94] [HEN 97], sui vie par 
!'etude du comportement dynamique des poutres continues sollicitees par des forces 
et masses mobiles [AYE 50] [FRY 72] [HAY 81] [CHA 94]. Lcs solutions sont 
presentees sous forme d'elements finis dynamiques exactes (M.R.D) [HEN 96] et 
sous forme d'elements finis classiques generaux [FEN 62] [LIN 90] [FAF 93] 
[HEN 95]. L'influence de Ia masse mobile sur Ia reponse dynamique est etudiee par 
une nouvelle approche appelee approche semi-analytique [HEN 95] et [HEN 96b]. 
La resolution du systeme est obtenue par !'integration directe pas a pas en utilisant Ia 
methode de Newmark-J3. Le probleme de poutres continues sous forces mobiles est 
etudie par une approche exacte en introduisant une methode de resolution tres 
efficace basee sur Ia technique modale frequentielle utilisant l'algorithme FFT 
[COO 65] [HUM 93] [HEN 95]. 



Dynamique des charges mobiles 167 

2. Matrice de rigidite dynamique exacte 

Dans cette etude, les poutres continues sont modelisees en se basant sur 
!'hypothese de Bernoulli-Euler (Figure 1), [WIT 71] [HOW 79] [HEN 97]. 
L'equation du mouvement des vibrations libres de Ia poutre est donnee par : 

EI w uxx + mtw tt = 0 " , 
[I] 

fJ2 

8/ 
w2 

wl 
ElL 

X 

Figure 1. Element de poutre en flexion avec forces et deplacements aux extremites 

Posons w(x,t)=w(x) eiwt (8w(x,t)=&ii(x) eiwt). En substituant w dans !'equation 
[I], on obtient : 

EI (w(x),xx.xx- a 4w(x) )= 0 [2] 

2 
a4= m~~ ; (£/ et mt sont constants par element) 

La solution exacte de )'equation differentielle [2] est donnee par : 

w(x)= <P(a,x )>{c) [3] 

avec <P( a,x )> = < co sax sin ax cosh ax sinh ax > [4] 

Les coefficients Ci sont obtenues en fonction des Wi par 

[5] 

De meme, le deplacement w(x) s'obticnt de [3] et [5] : 

w(x) = <N(a,x)>{wn} [6] 

avec <N(a,x )>= <P(a,x )>[P11rl [7] 

La discretisation par elements finis est obtenue avec une approximation 
infiniment continue pour w et 8w : 



168 Revue europcenne des elements finis. Volume 6- no 2/1997 

w(x) = L N;(x,a)w; ; 8w(x) = L N;(x,a)8w; [8] 
i=l,4 i=l.4 

avec 
w1= w(x=O); w2 = e(x=O) =-wjx=O); w3= w(x=L); w4= e(x=L) =-wjx=L) 

L'expression discretisce pour we est [HEN 97] : I T, \ 

W' =(Ow.)[ kd( ro')]( Wn} = (Own)\ :: I [9] 

avec 
T(x)= -Elw,xxx ; M(x)= -Elw,xx 

et T J=T(x=O); T2=-T(x=L); M[=M(x=O); M2=-M(x=L) [10] 

On obtient: 

I TI -NI,xxx(O) -N2,xxx(O) -NJ.xxx(O) -N4,xxx(O) 

1::\ MI 
=El 

-NI,.u(O) -N2..u(O) -NJ..u(O) -N4..u(O) 

\ 
T2 NI,xxx(L) N2,xxx(L) NJ.xxx(L) N4_m(L) \:I M2 NI,.u(L) N2..u(L) NJ..u(L) N4.xx(L) 

[ 11] 

<Tl M1 T2 M2 >T=[kd (w2)]{wn } 

[I 2] 

Apres assemblage de toutes les matrices clcmentaires de chaque membrure 
(travee) donnee par [I l] de la meme fa~on qu'avec Ia methode des elements finis et 
apres !'elimination des !ignes et colonnes correspondants aux conditions aux limites, 
!'equation frequentielle des vibrations libres des poutres continues devicnt : 

[Kd(W)] {Xn} = 0, done IKJ = 0 [ 13] 

L'annexe I donne les terrnes de Ia matrice [Kd(ro2)] 
Le developpement de ce determinant donne une equation transcendante en w, 

difficile a resoudre analytiquement. L'algorithme de Wittrick et Williams [WIT 71] 
est une methode efficace pour trouver les frequences exactes non amorties W11 qui 
reprcsentent les zeros de !'equation [13] [HEN 94] et [HEN 97]. 

A chaque frequence w de Ia structure correspond un mode propre dcfini par 
[HEN 94] et [HEN 97]: 
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ou </>jr (x,.)= L N;( apr) </>j: [15] 

i=l,4 

ou </>jr est le j ieme mode propre de Ia travee r (voir figure 2). Pour Ia structure 
globale, le jieme mode pro pre de toute Ia structure est donne par : 

<Pj (X,.) = </>jr (x,.) avec: X,.= L l; + x,. 
i=l ,r-1 

3. Reponse dynamique dans le domaine des frequences 

Dans le cas d'une excitation induite par plusieurs forces mobiles, le chargement 
global P(x,t) qui s'exerce sur Ia structure illustree a Ia figure 2 est donnee par: 

nc 

P(x,t) = L 8 (x- xi)F; [16] 

i=l 

ou 8 ( X - Xk ) est Ia fonction de Dirac a Ia position x = x k avec par exemple en 

x=x;, P(x;,t)=8(x; -x; )F; =F; 

L'ecriture faible du travail virtue! des vibrations transversales des poutres est 

donnee par ('v'8w): 

ou nc est le nombre de charges presentes sur Ia structure a !'instant t. La sollicitation 
F; peut etre donnee sous Ia forme generale suivante: F; = F; o+ Fii sin(.Q; t+C/J;) 

La representation de !'equation [ 17] dans l'espace modal conduit a une ecriture 
decouplee des equations modales. Pour chaque element, Ia representation modale du 
deplacement transversal est : 

ou l/Jj/ est le deplacement nodal du ncrud i attache a Ia travee (element) r, 
correspondant au mode j. 
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Figure 2. Pont a Multi-travees - n pout res continues 

En utilisant les equations [ 16], [18 ] et les proprietes d'orthogonalite des modes 
[HEN 97], I'equation se reecrit dans Ia base modale : 

f
L lie 

yj(t) + 2~jWj Yj + wfyj = L1jr <l>j L 8 (x- Xi )Fi dx 
i=l 

) 

[19] 

avec L1jr = 1 / (mlr .Mj 
2

} [20] 

et J' (<I>Jl dx = M} = I, ~Aj; + Bj; +Cj; -Dj;)) 
r= I ,ntravee 

[21] 

ou lr est Ia longueur de Ia travee ret L ="i..lr est Ia longueur totale de Ia structure. 
Le deplacement transversal de Ia travee (element) r en x,. (coordonnee locale) est 
donne par: 

nmode 

W (Xr,t) = L t/Jjr (x,.) yj(t) 
j=l 

[22] 

w(xr.t) est Ia fleche transversal de Ia travee r en xr (position locale sur Ia travee r). 
Le developpement du second terme de )'equation [ 19] donne )'expression du 

chargement generalise Pj(t) du mode j, )'equation [23]. 
La solution de l'equation [19] peut etre facilement obtenue en transformant cette 

derniere dans l'espace frequentiel en utilisant Ia procedure des transformees de 
Fourier rapides (FFT) [COO 65], [HUM 93], [HEN 95], [HEN 97]. La prise en 
compte des conditions initiales est presentee en detail dans [HEN 97]. 
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J

L llc ntravee (JL" llc ) 

L1jr <I>j I 8 (x- Xi )Fidx = L1jr I ¢Jp I 8 (x- Xi )Fi dx 
i=l p=l 1=1 

() 

llc 
= L1Jr I <I>j(xi) Fi =pj(t) 

i=l 

[23] 

4. Vibration des poutres sollicitees par des masses mobiles 

Dans Ia plupart des cas pratiques, Ia force mobile utilisce est due aux effets de Ia 
gravitation des masses mobiles (F=m g ). Dans le cas ou Ia masse mobile est petite, 
comparee a Ia masse de Ia poutre, Ia solution obtenue sous I'effet de Ia force F=111 g 
est approximativement correcte par rapport a Ia solution obtenue avec Ia masse 
mobile. Dans le cas contraire, )'etude du comportement du pont sous Ia sollicitation 
de Ia masse mobile est imperative, vu Ia presence des effets d'inertie de Ia masse 
mobile qui s'additionnent a ceux de Ia charge morte. En general les forces causees 
par les masses mobiles sont les forces d'inertie (gravitation) verticales, les forces de 
friction et de freinage longitudinales, les force centrifuges (ponts courbes). Dans 
notre etude on considere les poutres droites continues ou les seules forces presentent 
sont les forces verticales. D'apres Ia figure 3, Ia force exercee par Ia masse mobile 
sur Ia poutre est [TIN 74] : 

P (x,t) = -8 (x -X]) m (g +w) [24] 

oil west l'acceleration de Ia poutre au point de contact A (en x=xJ) entre Ia masse 
mobile et Ia poutre. On applique Ia methode modale de Ia meme fa~on que pour le 
cas de Ia force mobile, en utilisant I'cquation [22]. En multipliant )'equation [24] 
par cJ> j et en l'integrant de 0 a L par rapport a X, on obtient, le chargement 
generalise (modal) du mode j: 

L 

Pj (t) ~-f <l>j ii (x- XI) m (g +W)dx [25[ 

[26] 

Le deplacement, vitesse et acceleration du point du contact sur Ia travee s 
s'obtiennent de Ia fa~on suivante : 
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nmode 

W = I l/>js(Xs) Yj , ou I = I pour fin de simplification [27] 
j j j=l 

[28] 

j J 

w = w ,XX X 2 + 2 w ,xt X + w ,X X + w ,II 
[29] 

j j 

+I l/>js (xs) Yj 
j 

Figure 3. Poutres continues traversees par une masse mobile : cas general 

Si nous rempla'<ons !'equation [29] dans [26], nous obtenons : 

p j (t) = -m g l/>js (xs) - F (y ,y, y,xs) [30] 
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F(y;j ,ji ,X5 ) = { m ¢Js(X5 )( X 2(¢.u )s {y )+ 
[31] 

2x(¢.r: )s {y) +x(¢,x )s {y )+(¢ )s {y))} 

A vee cette derniere equation, I' equation modale [ 19] est de Ia forme : 

yj + 2~jWj Yj+Wj 
2 
Y) = L1jr { - mg </J)s (X5 ) - F (y, y, )i, X5 )) [32] 

yj + L1j,m </J)s (¢ )s {Y} +2~jWj Yj+ 2L1jrX m </J)s (¢.r: )s {y )+w]yJ+ 
[33] 

ou (¢ )s , (¢ ,x )s et (¢.xx )s sont evalues en x = x5 . 

L'equation [33] est valide pour la travee r et represente N equations couplees, ou 
N est le nombre de modes necessaire pour representer Ia reponse de Ia poutre. Ce 
systeme d'equations peut etre mis sous une forme matricielle, afin de ]'adapter 
facilement aux resolutions numeriques standars. 

Ji1 

B.3(1,N} }i2 
1+8.3(1.1) 8.3(1,2) 

8.3(2. 1) 1 +8.3(2,2) 

83(1.}) 

+ 
8.JU.1l 1 +B.Ju.n Yj 

8.J(N.1) 1+83(N,N) 

YN 

2S!Wi+81(1.1) 81{1,2) 81(1.}) 81(1,N} 
81(2.1) 2S2W2+81(2.2l 

81U.1) 

81(N,1) 
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w21+8;>(1.1) &,>(1.2) &,>(1./) &,>(1.N) 

8;>(2.,) w22+8;>(2.2) 

+ 
8;>U.1) 

8;>(N.1) 

83 (i , j ) = L1;r l1l 1/J is(Xs ) 1/Jjs(Xs ) 

Bt (i ,j) = 2L1;r 111 V 1/J is(Xs) 1/Ji, .x(Xs) 

Bz ( i , j ) = L1;r m ¢ is(Xs ) ( V 
2¢ js ,xx(Xs ) + V,r 1/Jjs.x(Xs ) ) 

Y1 
Y2 Ll2,-¢2 

I 
Ll!r/>1 \ 

Yi =- mg LIJI¢! 

LNr/>N I YN 

[34] 

[35] 

ou v = x est Ia vitesse du chargement. Sous une forme compacte, !'equation [34] 
s'ecrit : 

[ M * ]{.y } + [ C *] {y } + [ K *] {y } = { F *} [36] 

Le systeme [36] est un couplage deN equations differentielles. Une strategic de 
resolution numerique de type Newmark-,8 ou Runge Kutta d'ordre 4 est utilisee pour 
obtenir Ia solution. Ainsi, cette approche pour modeliser Ia sollicitation des poutres 
continues sous masses mobiles peut etre qualifiee de semi-analytique puisque 
!'equation [36] est obtenue d'une fac;;on analytique et que nous utilisons une 
technique numerique pour integrer ce systeme d'equations. 

Si Ia vitesse v de passage de Ia masse n'est pas tres importante, !'equation [34] 
devient (en supposant que (C =0)), pour une seule travce simple !'equation [37]. 
C'est Ia formulation qui est donnee par plusieurs auteurs dont, entre autres, [BIG 
64]. L'utilisation de !'equation [37] peut cependant induire des erreurs importantes 
pour Ies cas des masses importantes a grande vitesse (cas des ponts rails pour les 
trains a grande vitesse). 

2 
1+.1,,m¢1 .1,,mcp11/12 .1,, mcp, lPN Y1 

2 
L12,mi/12cp1 1+L12,mi/12 h 

+ 
Yi 

2 
1+L1N1mcpN YN 



5. Probleme de charges mobiles: approche par elements finis 

5.1. Probleme de forces mobiles 

L'equation d'equilibre dynamique d'une poutre modelisee par elements finis est 
donnee par: 

[M]{u }+[C]{u }+[K]{u }={F(x,t)}+{Fexr} [38] 

ou [M], [C] et [K] sont respectivement les matrices de masse, d'amortissement et de 
rigidite de Ia structure ; { F ( x, t)} represente le vecteur associe aux forces mobiles ; 
{ F extl est le vecteur des forces exterieures autres que les forces mobiles 
(sismiques, fixes, vent, poids propre, etc ... ). Le vecteur { F(x,t)}, est estime par: 

llc 

{F (x,t)} = I (N )[ Fk(t) [39] 

k=l 

ou nc est le nombre de charges presentes a l'instant tet Fk(t) peut etre de Ia forme 
generale : Fk (t) = Fok +FJk sin(f2kt), avec l'indice k representant le numero de Ia 
force mobile. Lc vecteur < N >T, represente les fonctions de forme evaluees a Ia 
position de Ia force a x=vt si Ia vitesse vest constante ( ou Xk = Xk (t) dans le cas 
d'une vitesse non constante). Dans l'espace modal, I'equation [38] s'ecrit: 

YJ + 2~) Wj yj + m}yJ = { f/Jj f { {F (x,t)} + {Fexr}) 
[40] 

llc 

=I pj +p/ =pj 
k=l 

Le vecteur < N >T ne conticnt que quelques termes non nuls correspondant aux 
nreuds des elements sur lesquels les forces mobiles sont situees. Ccla revient a 
calculer les forces nodales a chaque instant (voir figures 4). 
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F(t) 
I 

i i j 
1--o-L-u --o---- · · o 
I e 

Figure 4. Distribution de Ia charge mobile sur les 1uruds voisins d'un element de 
poutre Q 2 lla?UdS 

Prenons l'exemple d'un element de poutre a 2 nrruds et 2 d.d.l par nrrud (figure 4) ; 
son vecteur force elementaire est : 

et les Ni (i = 1,4 ) sont evaluees au point A. Le vecteur { F } e est stocke dans le 
vecteur des forces globales {F(x,t) } et se decale dans celui-ci avec Ia position de Ia 

e -I 

force a chaque instant. Le vecteur {Ne} est evalue a Ia position X =x(t) -I h 
k =I 

ou lk est Ia longueur de !'element k (voir figure 5). 

F(t) 

O-j ~ D 1,~01,./ ~j ( 

Lr II ~,._____-~ .... X ' 
v X-x(t) ~ 

Figure 5. Representation de Ia longueur locale parcourue par Iaforce mobile F(t) 

On resout !'equation [38] en utilisant, soit le schema d'integration numerique de 
Newmark-/3 pour une integration complete, soit Ia methode de superposition modale, 
(equation [ 40]) . 

Dans l'espace modal, nous utilisons !'approche frequentielle avec l'algorithme 
FFf pour obtenir Ia solution d'une maniere efficace [HEN 95] [HUM 93]. 

6.2. Probleme de masses mobiles 

La modelisation du probleme de masse mobile est similairc a celle de Ia force 
mobile presentee auparavant : 

[M]{u }+[C]{u}+[K]{u}={F(x,t)} [41] 
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A vee Ia methode des elements finis, Ia force produite par Ia masse mobile est 
representee par: 

{F(x,t)}=-{N }m(g+w) 

Le deplacement w au point de contact A est represente par : 

NN 
w= L Niw/ 

i=l 

ou NN est le nombre de nccuds de !'element. 

[42] 

[43] 

Par Ia suite, par simplicite d'ecriture, on prend w = we et on prend Ia vitesse du 

chargement v=X. La vitesse et !'acceleration du point de contact masse-structure sont 
alors donnees par : 

w = w ,x x,1 + w,1 = (N ,x ){ w }v + (NX w,1 } [44] 

w = (N,x.x ) {w }v2 + 2 (N,x ){w,1 }v + (N,x) (w }v,1 + (N) {w,11 } [45] 

j 

r 
~0 

Figure 6. Calcul du deplacement w au point de contact pont-masse mobile pour 
un element de poutre a 2 nreuds 

La representation de {we } dans l'espace modal est don nee par : 

{we}=[¢]{y} [46] 

~=(N.xx)[~J {y}v 2 +2(N.x)[~]{y}v+(N)[~]{);}+(N.x)[~]{y}v.1 [47] 

ou [ ~ ] est Ia matrice des vecteurs propres dont les composantes non nulles 

correspondent aux directions des composantes de {we }. L'analyse modale nous 
permet d'ecrire !'equation [ 41], sous Ia fonne suivante : 
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[48] 

{N} est le vecteur des fonctions de forme fonction du temps, calcule a Ia position de 
Ia masse mobile. En remplac;ant le chargement generalise du mode j, p j et 
!'acceleration don nee par [ 47] dans !'equation [ 48], on obtient : 

Yi + m { ¢J f {NXN)[4JJ {);} + 2~j Wj Yi +2m v { ¢J f{N} (N.<) [4}] {y} +W/yj 

+ m V 
2 

{ 1/>i f { N XN.xx) [ 4}] { Y} + m v.r { 1/>i f { N} (N.t) [ ¢J { Y} = -{ 1/>i f { N} mg 

Posons: 

m [rpy {N} (N)[;fJ) = [BJ] 

2nzv[ ¢ Y {N} (N.x) [4J)= [81] 

m(v 2[¢Y{N}(N.xx) [4J]+v.r [¢Y{N}(N.x) [4J))=[B2J 

Le couplage des equations modales [49] donne !'equation [51]. 

1+8:3(1,1) 8:3(1,2) 8:3(1,]) 8:3(1,1\/) 

1~\. 8:3(2,1) 1+8:3(2,2) 

8:3U.1l 1+8:3u.n 

\:1 8:3(N.1) 1+8:3(N.N) 

[49] 

[50] 

2~1101+81(1,1) 81(1,2) 81(1.11 81(1,1\/) 1~\ 81(2,1) 2~2W2+81 (2.2) 

\J 81u.1) 2~jWj+81U.J) 

81(N.1) 2~NWN+81(N.IV) 

w21+B2(1.1) B2(1,2) 82(1.]) B2(1.1V) 
Y1 (¢1) 

B2(2,1) w22+B2(2.2) Y2 (¢2) 

Yi =-mg (.PJ) (N) 
B2U.1) Wlj+B2U.Jl 

YN (.PrJ, 
B2(N,1) WlN+B2(N,IV) 

[51] 
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ce qui se ramene a : 

[M*] {y} + [c*] {y} + [K*] {y} = {F*(t)} [52] 

Le systeme d 'equations [52] est resolu par Je schema implicite de Newmark-/3. 

7. Exemples numeriques 

Le but de cet article est de mettre en evidence Ia difference et les effets 
d'inertie de Ia masse mobile par rapport a Ia force mobile. Dans un premier cas, nous 
presentons un exemple pour permettre de comparer les resultats obtenus par chacune 
des deux approches (elements finis dynamique et elements finis standards). Le 
deuxieme exemple est une etude comparative entre Ia masse mobile et Ia force 
mobiles en fonction de quelques parametres physiques. 

7.1. Poutre continue a cinq travees sousforce et masse mobiles 

C'est un exemple comparatif entre les deux approches, elements finis 
dynamique (semi-analytique) et elements finis standards. II s'agit d'une poutre 
continue a cinq travees de sections non constantes sur appuis simples [Y AN 95](voir 
figure 7), les differentes proprietes pour chaque travee sont donnees sur Ia figure 7. 
Pour le modele semi-analytique, Ia poutre continue est modelisee par 5 elements de 
poutres et 6 nceuds (un nceud a chaque appui), alors que pour le modele elements 
finis nous avons utilise le meme modele que celui de Ia reference [Y AN 95], soit 21 
elements de poutres (Euler-Bernoulli) et 22 nceuds (figure 7). 

Les 5 premieres frequences naturelles calculees pour ctudier le probleme 
dynamique sont presentees a Ia table 1. Le modele semi-analytique avec Ia rigidite 
dynamique exacte est meilleur que le modele elements finis si le maillage de ce 
dernier n'est pas fin. 

etude WJ (1)2 WJ W4 ws 

elements finis 173.2 221.25 261.30 309.80 384.95 

semi-analytique 173.14 231.15 261.16 309.54 383.39 

Tablel. Les cinq premieres frequences naturelles (radls) pour le cas de Ia poutre 
multi-travees de Ia figure 7 
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El;= 114.6lxl03; 342.77x103; 264.22xl04;108.18xl04; 165.136xl03[N.m2] 

I;= 1.83; 2.438; 3.048; 2.743; 2.1336 [m] 

m1;= 0.48; 1.081; 3.00; 1.922; 0.75 [kg/m] 

F=- 89 KN , m=Fig=9072.3 kg 
v=24.4 m/s 

Figure 7. Poutre multi-travees sur appuis simples sous force (ou masse) mobile, 
avec les donnees du probleme [Y AN 95] 

Les figures 8 a 11 representent le rapport de Ia fleche dynamique sur Ia fleche 
statique maximale au point c (milieu de Ia travee centrale). 

La figure 8 represente le cas d'une seule force mobile d'amplitude F=89KN qui 
traverse Ia poutre avec une vitesse v=24.4 m/s. Les deux modeles (E.F et semi­
analytique) donnent quasiment Ia meme reponse. La figure 9 represente le meme 
cas que le precedant, sauf que Ia charge est une masse mobile m=F/g; les memes 
remarques que le cas precedant sont relevees et les deux modeles donnent aussi Ie 
meme resultat. 

La figure 10 represente le cas de deux forces mobiles circulants dans des sens 
opposes a vitesses constantes et egales ( v=24.4 m/s) et I' amplitude de chaque force 
est F=89KN. La figure 11 represente le meme cas sauf que nous remplac;ons les 
forces mobiles par des masses mobiles d'intensites egalcs (m=F/g). Surles figures 
10 et 11, no us remarquons que les deux modeles E.F et semi-analytique donnent 
aussi pour ce cas des reponses tres similaires. 
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statique 
0 elements finis 

--- semi analytiquc 

0,6 0,8 

Figure 8. Reponse dynamique normalisee au point c, pour le cas d'une seule force 
mobile circulant de la gauche vers La droite avec une vitesse v=24.4 mls 
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Figure 9. Reponse dynamique normalisee au point c, pour le cas d'une seule masse 
mobile circulant de La gauche vers La droite avec une vitesse v=24.4 m/s 
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Figure 10. Reponse dynamique normalisee au point c, pour le cas de deux forces 
mobiles circulants dans des sens opposes avec une vitesse v=24.4 m/s 
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Figure 11. Reponse dynamique normalisee au point c, pour le cas de deux masses 
mobiles circulants dans des sens opposes avec une vitesse v=24.4 m/s 

En general d'apres les formulations des deux approches il est previsible que les 
deux methodes donnent les memes resultats si et seuleument si le modele par 
elements finis donne les bons modes et frequences propres (c'est a dire que le 
modele elements finis necessite un maillage plus fin) 
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7.2. Poutre sur appuis simples sous force et masse mobiles 

Une etude comparative est faite pour distinguer les effets importants de Ia masse 
mobile en fonction de Ia vitesse et du rapport de Ia masse mobile sur Ia masse de Ia 
poutre (pont) notee am . 

Dans cette exemple nous etudierons le comportement dynamique d'une poutre 
mince non amortie sur appuis simples (figure 12), sous les sollicitations de force et 
de masses mobiles a vitesse constante. On examine trois cas du rapport de Ia masse 
mobile m sur Ia masse de Ia poutre mp : 

I. am =mlmp= 1.0; 2. am =mlmp = 0.5; 3. a111 =mlnzp = 0.2 

Les objectifs sont d'etudier des degres de contribution et de participation des 
matrices [B 1] et [B2] definies aux equations [34] et [35] et de com parer les effets de 
Ia masse et de Ia force mobiles en fonction de Ia vitesse et du rapport am . 

La pulsation analytique est donnee par: Wj = Un )2 
. ~ ; TJ = 0.13 s 
~ nzt L 

4 

La solution analytique du deplacement w (pour Ie probleme de Ia force mobile) est 
[HUM 90]: 

= sin (j nvt) 
w(x,t)= 2F ~ L {sin (Qj t)- Qj sin (Wj t)}, Qj =j 7Cv et O:S:t :S:Liv L 

mtL.L...J (wj-!1/) Wj L 
j=l 

a tleche statique au point c (force appliquee au point c) est Wst = FL3 148£1 
Dans cet exemple, on a utilise une analyse modale avec les 10 premiers modes. La 
poutre est consideree comme etant initialement au repos. 

Donnees du probleme [CHA 94a] 
L = 25m ; g = 9.81 mls2 ; Ill[= 5.96 x/01 kg!m; A = 2.384 m 2 ; I = 2.222 m 4 ; 

E=2.5xJOIDN 1m2 : mp = 149000 kg . 

Chargemobile:F=-mg;.Imlmp=l.O; 2. m/mp=0.5; 3·m/mp=0.2. 

Figure 12. Poutre sur appuis simples (avec les donnees du probeme) 
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La methode de resolution numerique utilisee pour le probleme de masse mobile 
est celle de Newmark-J). Elle est inconditionnellement stable. Le pas de temps L1t a 
ete fixe a 0.13. w-3 s et pour le probleme de force mobile, on a utilise Ia methode 
modale frequentielle FFf. Pour eviter le phenomene d'aliasing [HEN 95], on prend 
L1~(1/2fs) oufs est Ia plus grande frequence presente dans le signal. Dans notre cas, 
fs=fw =I /(0.13x I 00) et L1t~0.65. w-3s. Les differentes vitesses de passage utilisees 
pour les etudes comparatives sont: 
1. VJ=20m/s 2. V2=40m/s. 3. VJ=60m!s. 4. v4=J00m/s 

La position relative de Ia masse mobile (force mobile) sur Ia poutre est notee x/L. 
Dans Ia legende des figures 13 a 17, Bi=O signifie que Ia matrice Bi est negligee 
alors que Bi;eO signifie que Ia matrice Bi est prise en compte dans Ia reponse 
dynamique. 

La figure 13 represente Ia reponse dynamique au centre de Ia poutre pour le cas 
d'une masse mobile avec am =1.0, circulant a 60 m/s (216 Km/h), et les figure 14 a 
17 pour le cas d'une masse mobile am =0.5, circulant respectivement a des vitesses 
de 20, 40, 60 et 100 m/s (72, 144, 216 et 360 Km/h). Ces figures illustrent l'effet de 
Ia prise en compte ou non des matrices [Bl] et [B2]. La solution "exacte" correspond 
au cas ou [B !];eO et [B2];e0 
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Figure 13. Influence des matrices Bl et B2 sur Ia reponse dynamique sous l'effet de 
La masse mobile avec am =1.0 et v=60 mls 
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- · e- · · 81 =0- 82=0 
-a-81=0- 82 t:-
____._ 81 t:-0- 82=0 
--tr- 81t:-O- 82 t:-

0,4 0,6 

x/L 

0,8 1 

Figure 14. Influence des matrices 81 et 82 sur Ia reponse dynamique sous l'effet de 
Ia masse mobile avec am =0.5 et v=20 mls 
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Figure 15. Influence des matrices 81 et 82 sur Ia reponse dynamique sous l'effet de 
Ia masse mobile avec am =0.5 et v=40 m/s 
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Figure 16. Influence des matrices Bl et B2 sur Ia reponse dynamique sous l'effet de 
Ia masse mobile avec am =0.5 et v=60 mls 
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Figure 17. Influence des matrices Bl et B2 sur Ia reponse dynamique sous l'effet de 
Ia masse mobile avec am =0.5 et v=JOO m/s 
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Les effets et Ia participation des matrices [B I] et [82] sur Ia reponsc dynamiquc 
we sont visiblement importants dans le cas des grandcs vitesscs ( Tjlr :2':0.2 ou v 
>20m/s) et aussi quand le rapport a 111 augmcnte (a 111 :2':0.5). Done pour des rapports 
am importants et pour des vitesses moins importantes on peut prendre directcment Ia 
formulation [37] proposec par [BIG 64] pour traitcr les problemes des poutres sous 
masses mobiles. 

La matrice [B I] represente une matrice d'amortissement additionnelle 
(amortissement numerique). Sa presence est plus importante que Ia matrice 82 
surtout dans les problemes a grandes vitesses (figures 16 et 17). On remarque aussi 
que les contributions des matrices B I et 82 modifient Ia position des maxima des 
fleches dynamiques. 

Afin de quantifier l'importance d'utiliser un modele de masse mobile par rapport 
au modele de type force mobile, nous avons etudie Ia meme structure avec differents 
rapport de masses Cl.m circulant a differentes vitesses. 

La figure 18 illustre Ia reponse au centre de Ia poutre pour un rapport de masses 
Cl.m = 1.0 circulant a 60 m/s. Les figures 19 a 22 representent les resultats pour 
Cl.m=0.5 avec des vitesses 20, 40, 60 et 100 m/s respectivement et celles de 23 et 24 
representent les resultats pour un rapport am =0.2 et des vitesses de 40 et 60 m/s. 
Finalement, Ia figure 25 donne les resultats de Ia force de contact relative a Ia charge 
statique pour une masse mobile circulant a 40 m/s et pour deux rapport de Cl.m qui 
sont respectivement 0.2 et 1.0. Ces resultats ont ete obtenus avec les dix premiers 
modes. 
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Figure 18. La reponse dynamique sous les sollicitations de Ia masse mobile et de Ia 
force mobile avec am =1.0 et v=60 m/s 
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Figure 19. La reponse dynamique sous les sollicitations de Ia masse mobile et de la 

force mobile avec am =0.5 et v=20 m/s 
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Figure 20. La reponse dynamique sous les sollicitations de la masse mobile et de Ia 

force mobile avec am =0.5 et v=40 mls 
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Figure 21. La reponse dynamique sous les sollicitations de Ia masse mobile et de Ia 
force mobile avec am =0.5 et v=60 mls 
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Figure 22. La reponse dynamique sous les sollicitations de Ia masse mobile et de Ia 
force mobile avec am =0.5 et v=/00 mls 
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Figure 23. La reponse dynamique sous les sollicitations de La masse mobile et de La 
force mobile avec am =0.2 et v=40 m/s 
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Figure 24. La reponse dynamique sous les sollicitations de La masse mobile et de La 
force mobile avec am =0.2 et v=60 mls 
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V=40 m/s • poutre sur appuis simple 
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Figure 25. Force de contact normalisee dans les cas am =0.2 et am =1.0 avec 
v=40mls. 

L'etude comparative a demontre que les reponses dynamiques provoquees 
respectivement par Ia force mobile et par Ia masse mobile ne sont pas forcement les 
memes, surtout pour les problemes de charges mobiles a grandes vitesses. Pour les 
problemes ou le rapport am 2?:0.5, Ia difference entre Ies reponses de Ia masse mobile 
et de Ia force mobile devient importante pour des vitesses telles que : 
T]IT=Tjv/L:::.0.2 (voir figures 18 a 22). Pour les problemes ou le rapport am< 0.5, 
Ia difference entre les reponses de Ia masse mobile et de Ia force mobile devient 
importante pour des vitesses telles que: T]IT=T]v/L:::.0.31 (voir figures 23 et 24). Si 
le rapport am < 0.5 avec une vitesse de parcours moins importante, le probleme de 
Ia masse mobile est reduit a un probleme de force mobile (car Ia solution est 
identique) puisque l'effet d'inertie de Ia masse mobile est negligeable (voir figure 
14). La figure 25 donne une explication au phenomene de )'interaction masse­
structure. Siam augmente (cas ou am =1.0), alors Ia difference entre les reponses de 
Ia force mobile et de Ia masse mobile sont forcement differentes car Ia force de 
contact normalisee est differente de 1.0. Quand le rapport am devient petit (cas ou 
a111 =0.2), Ia reponse dynamique due a Ia force mobile est similaire a celle due a Ia 
masse mobile car le rapport de Ia force normalisee devient pratiquement egale a 1.0. 
En general, I'erreur entre les maxima des fleches dynamiques obtenues dans le cas 
de Ia force mobile et de Ia masse mobile (voir les courbes 18 a 24) varie de 9% a 15 
% selon le rapport a111 et Ia vitesse de passage. Pour Ia conception des ouvrages 
d'art, une erreur de 15 % est importante et peut induire des consequences 
importantes. Done Ia prise en compte des effets de Ia masse mobile est conseillee 
pour des rapports am 2?:0.5 ainsi que pour des vitesses importantes dans le cas des 
ouvrages tels que les ponts rails pour les T.G.V. 
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8. Conclusion 

On a presente deux nouvelles approches d'analyses dynamiques des poutres 
continues (ponts) sous les forces et les masses mobiles par !'approche des matrices 
de rigidite dynamique. Celles-ci sont faciles a implementer sur les ordinateurs 
personnels pour traiter des problemes de ponts de degre de complexite plus ou 
moins eleve a une ou plusieurs charges mobiles par convoi. 

L'approche de Ia matrice de rigidite dynamique facilite beaucoup Ia tache dans le 
calcul des frequences et modes propres d'une maniere exacte, des structures a 
plusieurs poutres (ponts multi-travees, structures a treillis, portiques, etc.). 

Les resultats obtenus justifient Ia bonne implementation des algorithmes. Notons 
que cette approche peut etre appliquee aussi dans les cas des grues et dans le cas des 
ponts roulants, qui supportent des charges mobiles. 

En conclusion, on a remarque, que le comportement dynamique des poutres sous 
forces ou masses mobiles n'est pas le meme pour des rapports am ~0.2 et pour des 

vitesses importantes. Cela signifie qu'il faut prendre des precautions dans Ia 
modelisation des charges mobiles dans les ouvrages legers (ponts mixtes) afin 
d' a voir une meilleure prise en compte de tout les effets importants, selon Ia nature et 
Ia vitesse de Ia charge. 

Dans le cas de !'approche par elements finis, on peut obtenir les memes resultats 
que !'approche semi-analytique, si et seulement si les modes et frequences propres 
obtenus par E.F. sont exactes. Ce qui revient a mailler d'une fa~on tres raffinee Ia 
structure, alors que dans !'approche semi-analytique, on n' a pas besoin de mailler les 

travees, voir [HEN 94] et [H0094]. 
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Annexe 1. Matrice de rigidite dynamique 
Le developpement de !'equation 11 donne Ia matrice de rigidite dynamique 
elementaire suivante: 

Kd1,l Kd1.2 Kdu Kdu 

Sym. 

Kd2 .2 Kdv Kd2.4 

Kd3,3 Kd3.4 

avec : c = cosaL; s =sinaL; C = coshaL et S = sinhaL. 

Kdu= a 3L 3(Cs+Sc) Kch.,z= aL \Cs+Sc) 

Kd1,2= a 2L 3Ss Kch..F a 2L \C-c) 

Kd1,3= a 3L 3(s+S) Kch..4= aL 3(S-s) 

Kdt,4= a 2L \C-c) Kd:.,F a 3L \Cs+Sc) 

Kdt.4= aL 3(Cs+Sc) Kd:-_4= -a 2L 3Ss 

Annexe 2. Notations 

A Aire de Ia section du pont ( ou de Ia poutre) 

8 ( X - Xk ) Fonction de Dirac a Ia position X =X k 

d.d.l Degre de liberte 

Lit Pas de temps 

E Modules de Young 

<I>n , lf>nr Mode propre n de Ia structure continue complete et mode 
propre n de Ia travee r 



FFT 

Fk (t) 

l/>n (x) 

[<I>], <l> 

{F J* 
{F le 

{</>lm 
{F(x,t)} 

</> n,x (x) 

</> n,x x (x) 

g 

K *, M *. C * 
lr 

[K],[M],[C] 

L 

m 

mp 

<N,x> 

<N,xx> 

[ N] 

{N le 

{N lk 

Pn(t) 

mt 

TJ .fJ, WJ 

.. 
X 
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Fast Fourier Transform (Transformee de Fourier rapide) 

Intensite de Ia charge mobile k 

Vecteur propre (continu) correspondant au mode n 

Matrice modale des N vecteurs propres 

vecteur de chargement generalise 

Vecteur de chargements elementaire 

Vecteur propre nodal correspondant au mode m 

Vecteur associe aux forces mobiles 

Derivee par rapport a x du vecteur propre n 

Derivee seconde par rapport ax du vecteur propre n 

Gravite (= 9.81 rnJs2) 

Matrices de rigidite, de masse et d'amortissement generalisees 

Longueur de Ia travee r 

Matrices de rigidite, de masse et d'amortissement de Ia structure 

Longueur totale du pont (pont ou poutre) 

Masse mobile 

Masse dupont (ou poutre) 

Derivee de Ia fonction de forme par rapport a X 

Derivee seconde de Ia fonction de forme par rapport a x 

Matrice des fonctions de forme 

Vecteur elementaire des fonctions de forme 

Vecteur des fonctions de forme evalue a Ia position de contact 
de Ia charge mobile k et dupont (structure) 

chargement generalise du mode n 

Masse de Ia poutre par unite de longueur 

Periode, frequence et pulsation fondamentales 

Vecteur elementaire des deplacements w (de !'element e) 

Acceleration de Ia charge mobile (vehicule mobile) 

Deplacement, vitesse et acceleration generalises du mode m 

Rapport de Ia masse mobile sur Ia masse totale de Ia poutre 


