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RESUME. On présente ici un schéma Volumes Finis permettant de simuler des écoulements
diphasiques compressibles gaz-particules a ’aide d’un modéle bi-fluide. L’ algorithme
instationnaire est mis en ceuvre sur maillage non structuré. La technique a pas fractionnaires
utilisée permet de préserver le principe du maximum pour la variable taux de présence
volumique. Des cas tests bidimensionnels comportant des chocs et des détentes dans chaque
phase sont décrits.

ABSTRACT. A Finite-Volume scheme which enables to compute compressible gas-solid two-
phase flows using the two-fluid approach is presented herein. The time-dependent scheme is
implemented on unstructured meshes. The fractional step method is such that the maximum
principle for the volumetric fraction is fulfilled. Some two-dimensional test cases including
shocks and rarefaction waves within both phases are described.
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Introduction

On rencontre des écoulements diphasiques dans nombre d’applications indus-
trielles depuis 1'étude des moteurs & combustion (gaz-liquide), des centrales a
charbon (gaz-particules) jusqu’aux réacteurs nucléaires (eau-vapeur)... La pré-
diction de ces phénomeénes dépend de leur modélisation (Cf. [ISH 75]), du cadre
mathématique dans lequel s’inserent ces modéles et de la possibilité de les si-
muler par Poutil numérique. Il existe en fait de nombreux modeéles continus
proposés dans la littérature, et pas de modeéle consensuel a I’heure actuelle. La
premiere difficulté réside dans ce seul fait. La seconde est liée & ’absence de
résultats théoriques associés a ces modeéles mathématiques, hormis les travaux
décrits dans [RAV 95] et [SAI 95], oli les auteurs ont abordé la caractérisation
entropique et la résolution du probleme de Riemann associé & un modéle bi-
fluide a six équations censé décrire les évolutions d’un «spray». Enfin, il existe
de nombreuses difficultés numériques lorsqu’on désire simuler ces modéles, prin-
cipalement lées au fait que:

— (i) les systémes convectifs ne sont pas inconditionnellement hyperboliques
et ne posseédent pas de forme conservative ; les probléemes de Riemann sont
non solvables,

— (1i) les systémes mettent en compétition plusieurs échelles de temps, as-
sociées aux phénomenes de convection, de diffusion et de trainée, qui ne
sont pas du méme ordre de grandeur.

Ces modeéles ne s’inscrivent donc pas dans le cadre théorique des systémes
hyperboliques (Cf. notamment {LAX 57], {LAX 72], [SMO 83] et [GOD 92]
pour le cadre hyperbolique théorique}, et les méthodes de résolution classiques
volumes finis des systémes hyperboliques telles que les solveurs de Godunov
[GODU 59] ou de Roe [ROE 81] sont inadaptées pour ces systémes. En effet,
ils nécessitent, pour étre mis en ceuvre, de connaitre la solution du probleme
de Riemann exact unidimensionnel associé, pour le schéma de Godunov, ou au
moins les valeurs propres et les vecteurs propres analytiques de la matrice Jaco-
bienne ou d’une matrice linéarisée au sens de Roe, pour le schéma de Roe. Or,
il est indispensable de surmonter ces difficultés numériques, car la simulation
précise des phénomeénes mis en jeu constitue un des rares éléments de validation
a posteriori des modeéles mathématiques proposés. Quelques schémas ont été
proposés récemment pour une résolution correcte des systemes diphasiques bi-
fluides modélisant les évolutions d’un gaz chargé en goutelettes dans le cas dilué
(Cf. [SAI 92]), et d’écoulements de type eau-vapeur ([KUM 93] et [TOU 96]).
Ces derniers proposent de résoudre ce type de systéme par une linéarisation de
type Roe associée & des relations de Rankine-Hugoniot approchées du systéme
convectif non conservatif global. D’autre part, dans le cadre d’écoulements eau-
vapeur, une décomposition particuliére des termes de pression non conservatifs
et une résolution du systéme au moyen d’un schéma cinétique de type volumes



Volumes-Finis pour modéle gaz-solide 199

finis, ont été proposées dans [COQ 96]. Rappelons que le cadre théorique as-
socié aux problemes hyperboliques non linéaires en forme non conservative est
analysé dans {LEF 88], [LEF 92], [DAL 95] et [SAI 95]. On renvoie le lecteur &
[ECO 96] pour une revue de quelques techniques numériques récentes mises en
ceuvre dans le domaine des écoulements diphasiques.

La contribution qui est décrite dans cette note est essentiellement numérique
et concerne la modélisation des écoulements gaz-solide, pour pouvoir a terme
effectuer des simulations réalistes de lits fluidisés denses. Les schémas qui seront
mis en ceuvre seront spécifiques mais simples et ont trois objectifs privilégiés:

— (i) autoriser le calcul d’écoulements avec vitesses relatives élevées,
- (i) traiter correctement les effets de compressibilité,

— (ii1) permettre des calculs avec des taux de présence faibles a trés élevés.

Ce dernier point nécessitera d’examiner en détail les propriétés de positivité
de la masse volumique du gaz et du taux de présence volumique de phase.
C’est peut-étre ici que se situe ’apport principal de ce travail, ce dernier point
n’ayant curieusement pas été abordé dans la littérature dédiée.

On décrira tout d’abord le modéle d’écoulements diphasiques gaz-particules
a quatre équations (deux équations de conservation de masse et deux équations
de quantité de mouvement) que ’on retiendra ici, qui correspond au modéle
A de Gidaspow [GID 93], pages 150-151. Il est semblable & un des modéles
examinés dans le cadre gaz-goutelettes par Sainsaulieu [SAI 92] et [SAI 95]. Ce
systéme est un sous-systéme du modéle i cing équations décrit dans [BAL 95].1i
présente les mémes pathologies (hyperbolicité conditionnelle, forme non conser-
vative) ; de plus, son domaine d’hyperbolicité est identique, et, de fagon équi-
valente, le probleme du respect du principe du maximum reste posé.

On donnera une caractérisation entropique du modele, et on discutera les
conditions d’hyperbolicité et le respect a priori des conditions de positivité
des grandeurs ad hoc. La résolution numérique de ce systéme sur maillage
non-structuré devant autoriser des vitesses relatives entre phases élevées, un
fonctionnement en régime dilué ou dense, un traitement correct des disconti-
nuités et une rigoureuse conservation des masses partielles et de la quantité de
mouvement moyenne, on proposera une méthode de résolution volumes finis
basée sur une technique a pas fractionnaires. Rappelons que cette approche
a été précédemment testée dans le cadre conservatif hyperbolique monopha-
sique (Cf. [BAR 91], [BAR 92], [BUF 93a] et [BUF 93b]). On décrira ensuite
les solveurs de type Roe ou Godunov mis en ceuvre dans chaque étape. On pré-
sentera enfin des cas tests bidimensionnels non structurés de type tube & choc
diphasique, avec ou sans effets de trainée, puis des simulations d’écoulements
diphasiques dans une tuyeére.
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1. Modéle retenu et contexte

1.1. Présentation du modéle

On considere ci-dessous un modele a quatre équations pour la modélisation
des écoulements compressibles diphasiques de type gaz-solide en régime dilué
comme chargé. Ce modele bi-fluide Eulérien (modeéle A proposé par Gidas-
pow Cf. [GID 93], pages 150-151) comprend deux équations de conservation de
masse et deux équations de quantité de mouvement:

o}
a(al p1)+Vi{arpUy) = 0 (la)
0
aag+v.(ag Q_Z) = 0 (ll))
a
5(011 pnU)+Viap U, @Uy))+es VP+I+aip g
+V. (al §l> +Vi(iaipr<uy@ui>) = 0 (lo)
0 an I
—O'QQ-, +VQQ®Q +—VP—-:+O/Q
at( 2) (a2 U, 2) P pa g
+v<%§Q+VﬁQ<g®g>): 0 (1d)

L’indice 1 représente la phase gazeuse et 'indice 2 la phase des particules.
Les variables ay, pr et U, désignent respectivement les moyennes statistiques
locales de la fraction volumique, de la densité et du vecteur vitesse de la phase k.
La phase particulaire est supposée incompressible (ps constant) contrairement
a la phase gazeuse. Les fractions volumiques vérifient :

a] +as =1 (2)

La pression moyenne de ’écoulement P est supposée indépendante de 1’écou-
lement des particules. Elle est définie par une loi de pression de gaz:

P=P(p)=Kp} (3)

K est une constante positive; n représentera, dans cette note, 'indice adiaba-
tique du gaz v. Gidaspow retient, dans certaines configurations, la valeur n = 1
(isotherme en gaz parfait). g désigne le vecteur accélération de la pesanteur.
Le tenseur turbulent de la phase gazeuse < u} ® u} > est supposé nul. Si on
ne prend pas en compte ’éventuel caractére turbulent de I’écoulement porteur,
on considére par contre les effets collisionnels au sein de la phase particulaire :
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<ub®uh >i= P < g3 > b (4a)

ol < g2 >=< ¢ >0 (1 + g(a2)) h(az) (4b)

4 20 a0 1—%amur
avec log h(ag) = g (1 + Cc) s (1 - - ) (4C)

5 Umazr — 2 Qmaxr
5
Qo — 53Q&max
et glaz) = 2ay (1 - —= ) (1+4ec) (4d)
Amax

ec est une constante pour la prise en compte des collisions interparticulaires
non élastiques (0 < e, < 1), amar est le taux de compactage maximum des
particules supposées sphériques (que I’on prend en pratique égal 4 0.64), 3 vaut
2/3 dans une configuration tridimensionnelle et < g2 >¢ est une constante de
dimension (m.s~1)2. On renvoie a [BAL 95] et [GOL 96] pour une analyse fine
de ces phénomenes de pression intergranulaire; on détaille dans {COM 96b]
plusieurs lois pour g (2 étant déduite explicitement de g, en considérant une
forme intégrale de ’équation d’énergie interparticulaire) associées a différentes
propositions issues de la littérature (voir [GOL 96]). Ces lois sont telles que
< g3 > (az) est monotone croissante, < g2 > (a2 = amar) = 400 et <
g3 > (a2 = 0) = 0. Le modele considéré par Sainsaulieu [SAI 92], [SAI 95]
et [RAV 95], pour les écoulements dilués gaz-liquide, est tel que g(az) = 0
et h{ag) = 1. Le modeéle proposé par Saurel et al [SAU 94] ne prend pas en
compte les collisions intergranulaires (formellement: g(az) = 0 et h(as) = 0).
On utilisera, dans la suite du document, la notation suivante:

E(as) = f < ¢ >0 ol (1 + g(as)) h(as) (5)

I désigne le terme de transfert de quantité de mouvement interfacial ; on ne
considére pas les effets de masse ajoutée et d’histoire (hypothése classique dans
le cadre des écoulements gaz-particules) et les effets de trainée statique sont
modélisés comme suit (Cf. [BAL 95] et [GID 93]) :

I=-0yas KT U, (6)
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3Cq _ .
ngl aTE UL siay < 0.2
o Krp =
o ds <ag Re + 1.75) [|lU,]] sinon
d
avec Re= 011—2||Qr||
13!
24 o
—(140.15Re™") si Re < 1000
et Cy= Re

0.44 sinon

U, =U,— U, désigne la vitesse relative entre les deux phases. L’expression
de K provient de la modélisation de la trainée d’une sphére isolée si as < 0.2,
de laloi d’Ergun sinon. v représente la viscosité du gaz et ds le diameétre moyen
des particules, tous les deux étant supposés constants.

Les tenseurs visqueux ¥ sont modélisés de fagon classique, les coefficients
de viscosité 7, étant des constantes positives:

[CI )

L, = <VQ;¢ + ViU, - (V.LJ_,J.Q) (7)

Ce modele fermé «simple» a, entre autres, I'intérét de permettre le calcul
d’écoulements dilués ou denses en particules.
1.2. Quelques propriétés du systéme global
1.2.1.  Entropie du systéme

On donne ici un résultat analogue a celui publié par Sainsaulieu dans le cas
d’écoulements gaz-liquide dilués (Cf. [SAT 91]). On pose:

1 |
3 ¥Lp U4 1° + 3 X2 P2 IU,1I* + a2 p2 Ha(az) + ay pr Hi(py) (8a)

=
Il

1 o1 ,
301 UL U, + 5 02 P2 Us|I"Uy + P(p1) (a1 Uy + a2 Uy)
+ay pr Hi(p) Uy + a2 p2(Ha(az) + Z(a2)) U, (8b)

ol les fonctions Hi(p;) et Ho(aq) sont telles que:

pi Hi(pr) = P(p1) et a2 Hy(az) = E(az) (9)
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Soit le vecteur d’état W' = (a1 p1, @2, ay py Uy, az Usy). On peut vérifier
que le couple (n(W), F,,(W)) définit un couple entropie-flux d’entropie pour le
systeme (1). L’ entrople n(W) d’une solution réguliere W du systéme (1), avec
les lois de fermeture (2, 3, 4d, 5, 6, 7), vérifie:

0
3tn + V. _1:,, + V. (a1 U, ;1 + QQQQEZ) = é,,(ﬂ)
Le terme source én (W) s’écrit :

S,(W) = SL8, 1 (VU + V') + 8, ¢ (VL + VL) + LU — L)

On vérifie simplement que éﬂ (W) <0 dés lors que a3 € [0, 1]. On observera
le comportement numérique de P'inégalité d’entropie dans les zones de choc sur

une simulation numérique bidimensionnelle.
1.2.2.  Principe du marimum

On ne peut pas démontrer que ’on a préservation du principe du maximum
sur le systéme (1):

0 < ay < amaz (10)

Pour des solutions suffisamment réguliéres du systéme (1), on peut néanmoins
établir que:

0<az et 0<arp (11)
On revient sur ce point fondamental dans les propositions 2 et 3.

1.3. FEtude de I’hyperbolicité du systéme de convection

Le systeme de convection associé a (1), avec les lois de fermeture (2, 3, 4d,
5) s’écrit

ﬁ(al p1)+ Ve pr U)) = 0(i2a)

ot
4]
sar+ V(@ Uy) = 0(12b)
o)
prlerp L)+ Ve, Uy @Uy) +ar VP(pr) = 0 (12)
4] a3 -
g7 (a2 Un) + V(a2 Uy @ Uy) + . VP(p1) + V(a2 Z(a2)) = 0(12d)
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Ce systéme est donc non conservatif du fait de la présence du terme a V P{p;)
dans les équations de quantité de mouvement. Par contre, I’équation de quantité
de mouvement du mélange (a; p; U; + a2 pa U,) est, quant a elle, conserva-
tive. Rappelons que les modeles proposés par Saurel et al [SAU 94] et Gidaspow
[{GID 93] (modéle B, pages 150-151) sont conservatifs. Un inconvénient du mo-
dele B de Gidaspow est que les particules ne sont pas sensibles au gradient de
pression du gaz, ce qui conduit a des configurations non physiques lorsque la
densité des particules est relativement faible. Soit €2 I’espace des états admis-
sibles et d la dimension spatiale du probléme:

Q= {I_Me R 550, 0< as < a,,m}

On définit le vecteur unitaire n € IRY. On introduit les deux célérités suivantes
définies tant que W € Q:

¢ = (P(p1)) et ¢} = (a2 E(a)) (13)

Il est important de noter que tant que le principe du maximum (10) est véri-
fié, la célérité co est définie dans IR car la fonction =(ay) issue de ’équation (5)
est telle que (a2 =(a3))’ > 0. On ne peut obtenir ’expression analytique des
valeurs propres de la matrice Jacobienne associée au systéme (12). Cependant,
en étudiant le polynéme caratéristique associé, on obtient les conditions suffi-
santes d’hyperbolicité suivantes dans le cadre bi- ou tridimensionnel (en notant
U. =U,.n):

1

= — 4,
ni (W) 57 4 >0 (14a)
(W) = L (§+92—”1> >0 (14b)
B = 4 ¢} a1 p2

o 2 U \?
(W) = <;‘—g2—cg+1) (1 _ (T) ) ~1 >0 (14c)
2 P1 €Y 1

Chacune de ces conditions peut étre plus ou moins contraignante suivant
le type d’écoulement choisi, ici gaz-solide, suivant que ’on est dans un cadre
d’écoulement dense (¢; < ¢3) ou dilué (c3 < ¢1), avec des particules tres
lourdes (p2 3> p1) et une vitesse relative entre phases plus ou moins importante.
On ne peut, en outre, pas démontrer que la solution W (z,t) du systeme (12)
vérifie p; > 0,i=1,...,3, pour tout z € IR? et & tout instant t > 0.

Au voisinage des états physiques caractérisés par une vitesse relative nulle,
et dans un cadre bidimensionnel, on peut écrire la forme approchée suivante
des valeurs propres du systeme (12):
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Ar=UL, A=l
/\3y4 :UM:ECU/(X"')-{'O(ur)

/\5,6 :L{M :tc“/(X‘) +0(u,-)

en définissant la notation Uy = U,.n pour k = 1,2, M ou r, la vitesse U, =
%(Ql +U,) et, Xt et X~ les racines du polynéme bi-carré suivant :

2 2
P(X):Xz_(c_z+w) x4

2
2 2
1 P2 0y 51

Du fait que ’on n’a pas ’expression analytique des valeurs propres, le sys-
téme (12) est conditionnellement hyperbolique et le probléme de Riemann uni-
dimensionne] associé ne peut étre résolu pour des conditions initiales arbi-
traires.

Remarque 1 Si l’on se place dans un cadre de particules infiniment denses,
1.e. pp tend vers linfini, alors le terme %fVP(pl) peut étre négligé, le systéme
associ€ a la phase 2 pouvant s’identifier exactement au systéme d’Euler isentro-
pique. On se retrouve de plus dans un cadre inconditionnellement hyperbolique
(dés lors que P'(p1) et (a2 E(ag)) restent positifs) et le systéme admet en
dimension 2 les valeurs propres sutvantes :

/\1 :LI1 /\zzuz
/\3,4 =U F+ AS,G =Uy o

Remarque 2 Le probléme aux valeurs propres est mal conditionné tant dans le
cadre d’écoulements dilués, ot l'on a ¢y <« ¢y, que dans le cadre d’écoulements
denses, ¢1 & ca.

Remarque 3 Le modéle proposé dans [SAU 94], réservé & un cadre d’écoule-
ment trés dilué sans prise en compte des interactions particulaires ni des effets
de la pression moyenne de l’écoulement sur la phase dispersée, est un systéme
conservatif inconditionnellement hyperbolique. Le modéle B proposé par Gidas-
pow [GID 93], pour les écoulements denses ou dilués avec prise en compte des
interactions entre particules, est également un systéme conservatif incondition-
nellement hyperbolique.

1.4. Comparaison avec un modéle stmplifié

On s’intéressera également 3 un modele a trois équations. Ce modéle non
visqueux (n; = 72 = 0) est dérivé du modele (1) en réécrivant ce dernier en
fonction de la vitesse du mélange U s = (U, 4+ U,)/2 et de la vitesse relative
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U, = (Uy-U,). En sommant les deux équations de quantité de mouvement de
phase 1 et 2, on obtient une équation de quantité de mouvement du mélange.
On introduit également la masse volumique du mélange pyr = oy p; + as ps.
On fait alors I’hypothése que la vitesse relative entre les deux phases U, est
nulle; le systéeme, a deux équations de conservation de masse et une équation

de conservation de quantité de mouvement moyenne, avec les lois de fermeture
(2, 3, 4d, 5), s’écrit alors:

4]
a(al p1) + V.(a1p1Uy) = 0 (15a)

%ag + V.(a;) QM) =0 (15]))

J -
¢ (v Unt) + V(pns Ung ® Ung) + VP (p1) + V(ez p2 E(a2)) = —par g (15¢)

Ce n’est pas un sous-systéme de (1) pour U, = 0. Ce systeme conservatif, in-
variant par rotation, rentre dans le cadre classique des systemes hyperboliques.
Il admet, en dimension 2, les valeurs propres suivantes (en notant /ar = U,,.n):

/\1 :L(M—-é 2 2
A2z =Um oll é:\/plcl+ala2p202
A =Un+é a1 PM

Les champs associés aux ondes A; et A4 sont vraiment non linéaires et ceux
associés 4 Ay et A3 sont linéairement dégénérés (c; et ¢ étant définis dans
Iéquation (13)).

Proposition 1 (Cf. [COM 96b]} Le systéme (15) admet une caractérisation
entropique. Le probléme de Riemann unidimensionnel, dans la direction n, as-
socié au systéme (15) admet une unique solution entropique d densité p; po-
sitive et a tauzr de présence as € [0, @mar] dés lors que les conditions initiales
vérifient :

(Unm)p — Unm)e < X+ Xp (16)
avec
(Pn)- A
Xi:/ _Hab) de,i=G,D
[0}

a(l + ab)

ot a=pyeth= % et()g et ()p désignant respectivement létat de la

variable (.) @ gauche et & droite de la discontinuité initiale.
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L’étude du probleme de Riemann associé a ce systéme nous indique notam-
ment que : dans un champ vraiment non linéaire, la quantité a; p1 /@2 ne varie
pas, et qu’a la traversée d’un champ linéairement dégénéré la pression totale
Piot = P(p1) + g p2 Z(a2) ne varie pas. On observera dans la troisiéme partie
les résultats associés a la simulation de ce modéle et la comparaison avec ceux
issus du modele a quatre équations pour une expérience de type «tube a chocs».
Un modeéle similaire a été étudié dans [GAV 97].

2. Un schéma volumes finis & pas fractionnaires

La formulation Volumes-Finis permet naturellement d’effectuer des simula-
tions de lois de conservation sur des maillages non structurés. Dans le cadre
hyperbolique, les schémas numériques basés sur des techniques de décentre-
ment sont décrits et analysés dans [GOD 92], [GAL 92], [CHA 92], [CHA 93] et
[EYM 97], dans le cadre linéaire et non linéaire. Dans le cadre mixte convection-
diffusion, on dispose également de résultats de convergence d’un schéma Volumes-
Finis, sur maillage triangulaire régulier, pour une loi de conservation scalaire
(voir [HERB 95]). Les équations de bilan de masse de chaque phase et 1’équa-
tion de bilan de quantité de mouvement du mélange admettant une forme
conservative, on retient donc ce formalisime, et on détaillera la prise en compte
dans ce cadre des termes non conservatifs.

2.1. Principe de la méthode et propriétés

On ne considére ici que les effets dominants et on néglige les effets de diffusion.
On réécrit le systeme (1), avec les lois de fermeture (2, 3, 4d, 5, 6), sous forme
matricielle (avec la convention de sommation sur m) :

W+ (E7 (W) e + (EF (W)),m + AY . (W)(F5 (W), = S(W)  (17)

Ou W' = (al p1, oz, ay p1 Uy, @ U,) est le vecteur d’état, (F, + F,)™ (W)
le flux COI.lveCtlf s<.3]0n la m‘e"‘"e direction, A7 . (W).(£5 (W)) m les termes non
conservatifs associés a la m'*™¢ dimension et S(W) les termes source, trainée
statique / et gravité (la notation (), désigne la dérivée partielle par rapport a .).

Du fait de I'hyperbolicité conditionnelle et de la non conservativité du sys-
teme de convection associé, le cadre théorique des systémes hyperboliques ne
s’applique pas a ce dernier. Diverses propositions, s’appuyant sur la théorie de
résolution des systemes hyperboliques, ont été faites pour résoudre ce type de
systeme par Sainsaulieu [SAI 92], Toumi et Kumbaro [TOU 96] et [KUM 93]
notamment. On souhaite ici développer une méthode numérique instationnaire
qui autorise les simulations comportant de fortes vitesses relatives, de forts ou
de faibles taux de présence volumiques sur des maillages non structurés. Pour
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cela, on choisit de mettre en ccuvre une méthode a pas fractionnaires qui ré-
sout séparément d’une part le systéme convectif et les termes sources, mais qui
décompose également la partie convective en deux étapes:

— Convection:
Etape 1 W, + (EP W) m =
Etape 2 W, + (E3 (W) m + é}SC(W) (F5(W)m =0

— Prise en compte des termes sources :
Etape 3 W, =S(W)

Pour la détermination de FT'(W) et de F3' (W), on impose le respect des
critéres suivants:

préserver la forme «conservative»,

i

préserver I’hyperbolicité, i.e. que les deux sous-systéemes associés aux
étapes 1 et 2 n’aient pas des domaines d’hyperbolicité plus restreints
que celul associé au systéme (12),

t

préserver I'invariance par rotation,

— préserver la positivité des fractions massiques, et éventuellement, s’ily a
lieu, le principe du maximum (10).

Pour répondre & ce dernier critéere, on examinera la solution du probléme de
Riemann unidimensionnel associé & chaque étape de convection. Au vu de ces
critéres, la décomposition que 1’on propose (Cf. [HER 94] et [COM 96a}) est la

suivante :

— Etape 1, avec les lois de fermeture (4d, 5):

- Etape 2, avec les lois de fermeture (2, 3):

(a1 p1)e+ V(a1 pp Uy) =0 (19a)
(a2)e =0 (19b)

(Cll P1 U )t+a1 VP( 1) =0 (190)
(02 L)+ 2 9P() = 0 (194)
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Les termes non conservatifs sont regroupés dans I’étape 2. Dans I’étape 1, les
deux phases sont découplées, les équations sur la phase 2 pouvant étre exacte-
ment identifiées aux équations d’Euler isentropique. Le sous-systéme associé a
la deuxieme étape est partiellement découplé: on résout le systeme (19a-19c)
qui détermine la solution pour ay U, via I’équation (19d). On reconnait dans
(19a,19c), lorsque a; = 1, le sous-systéme de propagation accoustique classique
dans le cadre monophasique compressible.

Le systéme associé a I’étape 1 est inconditionnellement hyperbolique car
(a2 Z(a2)) est positif (tant que le principe du maximum (10) est respecté)
et admet en dimension 2 les valeurs propres suivantes (en notant Ux = Uy .n):

AIZO [l}IUQ—Cz
Ao =Ut po=Us
Az =2Uy p3 =Uz+co

On trouvera une étude détaillée du probleme de Riemann unidimensionnel
associé au sous-systéeme de phase 2 dans le rapport [COM 95a].

Proposition 2 Le probléme de Riemann unidimensionnel (selon la direction
associée a n) associé au systéme (18) admet une solution unique si:

Usp — Uz < (X(@2)) + (X(az))p (20)

(@2)i | [(z=(z))
avec (X(a2))i = / M de,i1=G, D

0 xr

ot (.)g et (.)p désignent respectivement l’état de la variable (.) a gauche et a
droite de la discontinuité nitiale.

On a les résultats suivants :

- les variables ) py et a5 restent positives,

- la positivité de (1 — ay) est assurée st g(az) est définie par Uezpres-
sion (4d) ou une ezpression de méme type (Cf. [GOL 96]) qui est telle
que glaz = amaz) = +00).

Si Uinégalité (20) n’est pas vérifiée, le vide de particules (ap = 0) apparait.

Le systéme associé a I’étape 2 est inconditionnellement hyperbolique (non
strict) et admet, en dimension 2, les valeurs propres suivantes :

Al=—c, AN=0, i=2,...,5, de=a01
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Il est non conservatif et on lui associe les relations de saut approchées sui-
vantes pour connecter les états de part et d’autre d’une discontinuité (Cf. [LEF 88],
[LEF 92}, [DAL 95] et [SAI 92] pour un cadre théorique) :

clavp] = oy pilh] (21a)
olay] = 0O (21b)
oclaiprth] = o1[P(p1)] (21c)
olaalle] = @ [P(p1)]/p2 (21d)

ou - désigne la moyenne arithmétique, [] le saut d’une variable & la tra-
versée d’une discontinuité et U, = U,.n ol n désigne le vecteur normal a la
discontinuité. On trouvera une étude détaillée du probléme de Riemann unidi-
mensionnel associé & ce systéme dans le rapport [HER 94].

Proposition 3 Pour les relations de saut décrites ci-dessus, le probléme de
Riemann unidimensionnel (selon la direction associée G n) associé au sys-
téme (19) admet une solution unique si (on retient ici la valeur n =v):

(a1 prUr)p — (1 prUr)g < 5 2 ((a1p1c1)e + (a1 p1c1)p) (22)

+1
et on a la préservation de la positivité de ay p;.
Si linégalité (22) n'est pas vérifide, le vide de gaz (p1 = 0) apparait.

Il est évident que le principe du maximum (10) pour la fraction volumique
est satisfait puisque a; est stationnaire dans cette étape. Sous 'hypothese
de la décomposition décrite ci-dessus, des relations de saut définies ci-dessus
et si g(ag) est telle que g(as = amqer) = +00, on a alors préservation du
principe du maximum (10) pour a2 et de la positivité de p; sur I’ensemble
des pas fractionnaires. Ceci ne permet toutefois pas d’affirmer que le principe
du maximum (10) est vérifié pour le systéme continu complet (17) (il faudrait
pour cela démontrer que ’algorithme global est convergent).

Remarque 4 Avant de détailler algorithme, il faut remarquer que le systéme
conservatif sutvant :

(23a
(23b
(23c
(23d

i
ol oo

(a1 p1),e + V(a1 p1 Uy)
(0’1),t

(p1 Uy)e +VP(p1)

(p2 Uy —pr Uy)

e e S

est équivalent au systéme (19) dans les zones réguliéres et admet les relations
de saut équivalentes a (21).
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On pourra donc, dans le cas unidimensionnel, préserver numériquement les
propriétés de positivité (p; > 0 et 0 < aa < amaz), en utilisant un solveur de
Godunov dans chaque pas fractionnaire, le systéme (19) étant réécrit sous la
forme (23).

2.2. Algorithme

Pour mettre en ceuvre cet algorithme de résolution en dimension 2 d’espace
(I’extension au cas tridimensionnel étant naturelle), on choisit un maillage bi-
dimensionnel non structuré composé de cellules de type INRIA construites a
partir d’une triangulation du domaine bidimensionnel de I’écoulement (Cf. fi-
gure 1). On décrit ci-dessous une formulation volumes finis des deux étapes de
convection et de I’étape de prise en compte des termes source de la méthode
a pas fractionnaires a partir de solveurs de Godunov, de Roe et de type Roe,
et on applique un schéma en temps d’ordre 1 de type Euler explicite de pas de
temps At.

Figure 1 -
Une cellule volume fini bidimensionnelle non structurée de type INRIA.

Soient C; une cellule du maillage, de volume |C;|, V(i) ’ensemble des cel-
lules ayant une frontiere commune avec C; et n;; le vecteur normal a l'inter-
face entre les cellules C; et Cj, extérieur & C; (n;; = —ny;), tel que ny; =
fac.,-ﬂdr‘/ fac.,- dl', interface 0Cy; entre les cellules Cj et C; étant un bi-

segment (Cf. figure 1). On calcule la valeur moyenne de W par cellule C; &
la n'®™e itération (temps physique t): W(z € Ci,t) = Wi. On a également
besoin de certaines valeurs de W a D'interface dC}; entre les cellules Cj et i,
on introduit alors les notations suivantes: [W];; = W, ~W, le saut de W a I'in-
terface, mj = W(W,;,W;) la moyenne au sens de Roe et 1_7_,-]- =(W;+W;)/2
la moyenne arithmétique. Les schémas sont détaillés dans [COM 95b].
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2.2.1. Etape |

Comme les systémes (18a,18c) et (18b,18d) sont découplés, on résout sépa-
rément les deux phases, le flux FT"(W) pouvant alors se décomposer en:

(FT (1 pr, 1 p1 Uy), ETy(02, g Qz))t

On choisit de mettre en ceuvre un schéma de Godunov (Cf. [GODU 59])
avec un flux décentré dépendant du signe de (I]l),-j pour résoudre le systéme
(18a,18c) associé & la phase gazeuse. On pose W' = (ay p1, a1 p1 U;) le vecteur
des variables d’état en dimension d. Le schéma s’écrit avec W} la valeur de W;
calculée au temps intermédiaire * :

n

* n At
Wi =W} - = 2 EW, Winy) (24)
JEV(i)

Le flux de Godunov ayant pour expression :

0 sl (gl)i.ﬂij <Oet (U,);j.n;; >0
F(W;, W, n;) = ¢ ZW;,n5;) st (Uh)i; >0
F(W;,n;) st (Un)i; <0
ou
d 0
E(W;,n,;) = Z(nm)ij ET (W) = (Uy)iong; ( a pU, )

m=1

avec n,, la m'*™® composante du vecteur n et (U1)i; = (U,)ij.1y; la vitesse
définie par:

(Ul)i' _ (\/alplgl)i + (\/0‘1 P1Q1)j
i (alpl)j

On décrit maintenant le schéma associé a la phase dispersée. On travaille avec
les variables W' = (a2, asU,) en dimension 2; on peut identifier le systéme
(18b,18d) avec le systéme de la dynamique des gaz isentropique. La simulation
de ce systéme a ’aide d’un schéma de Godunov a été présentée dans [COM 95a]
(pour un cadre dilué avec g(az) = 0). On présente ici la formulation utili-
sant un schéma de Roe. Le schéma s’écrit de fagon analogue a (24). Soient
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U=Un, FW,n)= 5% nm ETy et AW, 1) = T2, nm A™(W), ET
désignant le flux convectif dans la m'*™* direction spatiale et A™ la matrice ja-
cobienne associée. La matrice A est diagonalisable et admet les valeurs propres
i1, M2 et pz. L’expression des états moyens sur les interfaces ((Qz),-j, (€2)i),

satisfaisant aux critéres de Roe (Cf. [ROE 81]), est un résultat connu de la
dynamique des gaz isentropique:

(Vaa Us)i + (Va2 Us);
vV (a2)i +

(uE)ij = (Qz)ij -n;; avec (Qz)ij =

(é2)? _{ o2 E(O‘Z)]ij/[a?]ij si [‘12];'1' #0

A ((a2 Z(a2))); sinon

Quatre configurations d’écoulement sont envisageables, a savoir deux confi-
gurations supersoniques et deux subsoniques ; cependant en pratique on aura
fréquemment un comportement supersonique. On choisit donc un flux de Roe
décentré a gauche ou a droite suivant le signe de Us, & l'interface C;;, auquel on
rajoute un terme de correction de flux dans les cas subsoniques. Soient (f1);;,
(fi2)ij et (jis)ij, les valeurs propres prises en I'état moyen ((U,)ij, (€2)ij), le
flux s’écrit alors suivant la configuration dans laquelle on se trouve:

E(ﬂi,mj,ﬂij) =

et (ﬁ )u >0
f(I/VJ’ﬂij) 51 (113)11 <0
_ : . pm . (QQQ ) Ty
EWang) = 3l ETA0,) = ((catiom S cm )

et les matrices A1 et A~ sont définies & partir de A = PD P~ (avec P

la matrice des vecteurs propres a droite et D la matrice diagonale des valeurs
propres de A) de la fagon suivante:

1 ) -
At = {A+|A} AT =S {A- 4]}, |4l =2 |p 2!
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2.2.2. FEtape 2

Le systeme (19) est non conservatif en raison de la présence du gradient de
pression associé & P(p;}. On propose pour résoudre celui-ci un solveur de type
Roe a flux discontinu. Un schéma analogue a également été testé dans un cadre
de systémes hyperboliques non conservatifs issus de la turbulence compressible
(Cf. [HER 95] et {BRU 96]). On réécrit le systéme (19) sous forme matricielle

en dimension d:

0
0
a1 VP(p1)
a2 VP(p1)/p2

Il
<

W, + (5 (W))m +

ou, dans les zones réguliéres :

W,+B" (W)W, =0

=,

avec le vecteur des variables d’état: W' = (ay, a1 p1, a1 ;1 Uy, a2 U

propose le schéma explicite centré suivant :

At
G\, &6y Jocs
0 *
At / 0 de
IGil | Jo, | a1 VEP(p) =
az VP(p1)/p2

(26)
5). On

On géle le terme non conservatif «y sur la cellule C; et on prend la moyenne

centrée de P(p;) a 'interface 0Cj; :

fC (642 VP(pl) dl‘ = ak

fc VP(p1)dz = (ak); fac (p1)ndo

— Otk Z /(’C p1 ndO'—- (Otk) Z (P(pl))ijﬂij

JEV (i FEV (i)

Le flux de Roe a P'interface 8C;; étant défini comme suit :

FEOP (W, W,

7

(fz (W, n

o=

PN )

B (W, W), 0| W3y

(27)
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ol

0
d
.7‘- Z nm ij F Fm i) — (al P1 —U—l)i'ﬂij

(== Rle]

Soulignons que la matrice B(W, n) = Efn 1 m B™ (W) satisfait le critére de
Roe suivant :

0
0 “
[Zz(ﬂ, Q)]ij + a—l—[P(Pl)]ﬂ Q(E(W w, ) )[W_]u

@ [P(p1)]n/p2

La matrice B dans I’expression (27) prend ainsi en compte les termes conser-
vatifs et non conservatifs pour stabiliser le schéma. On peut également propo-
ser une autre méthode de résolution de ce systéme en considérant le systéme
«conservatif> (23) que ’on résout avec un solveur de Roe classique. Ces deux
algorithmes donnent des résultats identiques (Cf. [COM 95b)).

ij

Remarque 5 Les conditions auz limites d’entrée et de sortie sont traitées de
fagon similaire au domaine intérieur en décentrant le flur suivant que l’on est
dans une configuration subsonique ou supersonique. Pour les conditions auz
limites de paroi, on introduit une cellule fictive état miroir de la cellule qui a
une frontiére commune avec la paroi. On calcule le flur da la paroi a l'aide d’un
fluz de Roe (cas du double choc symétrique, accumulation de particules ou de
gaz) et avec un flur de Godunov en situation inverse (double détente symé-
trique, disparition de particules ou de gaz). On effectue si cela est nécessaire
des approzimations quand les invariants de Riemann ne sont pas primilivables
(cas de la pression intergranulaire). Cette formulation des conditions auz li-
mites de parot est essentielle pour assurer le respect du principe du mazimum
(10) du tauzr de présence. Le fluz calculé, de Godunov ou de Roe suivant la
- configuration, agit dans le sens physique de l’écoulement.

2.2.3. [Etape 3

Durant I’étape de résolution des termes source, seules les variables de quantité
de mouvement sont modifiées. Les termes sources sont discrétisés selon une
formulation volumes finis, en semi-implicitant le terme S(W), avec:

_w‘ = (a1 p1, a2, 1 p1 Uy, aZQz)

et Qt(m) = (Oa 0) —l— alplg) l/PZ - QZ.Q)
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Le schéma s’écrit alors:

0 0

Wi = W — At(ay s Kp):* 0 | -a o

- —(Qr)zi —(ip)i"g
(U )i pa (@2)i*g

Il faut noter que d’autres propositions ont été faites récemment [SAI 95] pour
traiter les termes source.

3. Tests numériques

Cet algorithme a tout d’abord été testé dans un cadre monophasique pur ne
comportant que du gaz (s = 0), ou que des particules (p; = 0) (Cf. [COM 95b]).

On présente quelques simulations numériques sur des maillages bidimension-
nels non structurés avec des cellules volumes finis de type INRIA. Les tests
qui vont suivre ont tous été réalisés avec les constantes physiques suivantes:
n=vy=7/5,K=10°Pa, =2, 2 <¢>=5m?s7% v; = 1075 m?s57},
p2 = 2500 kg.m ™3, a0 = 0.64, dy = 107* m, e, = 1 et g = 0. Dans tous les
cas, les effets visqueux sont négligés (71 = 172 = 0). Le pas de temps est adapté
en fonction d’une condition CFIL, basée sur les célérités d’ondes |Ur k|, k =1,
2, qui constituent une bonne approximation des ondes associées au systéme
de convection (12) quand py est grand devant p; (Cf. remarque 1). Tous les
calculs ont été réalisés sur station de travail HP9000-735. On consideérera tout
d’abord des cas tests de type «tube & chocs». Ces tests a priori unidimension-
nels sont eflectués en configuration bidimensionnelle. On présentera ensuite une
simulation d’écoulement diphasique compressible dans une tuyéere.

3.1. Simulations de type «tube a chocs» diphasiques

Le maillage étant non structuré, la solution numérique verra se développer des
effets bidimensionnels (transverses). Le maillage primal, constitué de triangles,
comporte 11 x 1000 nceuds sommets et présente une symétrie par rapport a la
droite y = 0 (voir la figure 2).

Les résultats sont tracés sur cet axe de symétrie. On a retenu des conditions
aux limites de type «paroi» en y = *A, de maniére & conserver le mieux
possible le caractére unidimensionnel de la solution. Ces cas tests de «tube a
choc» sont traités tout d’abord sans effets de trainée (I = 0). On présente
quelques résultats réalisés & partir des valeurs d’initialisation décrites dans le
tableau 1. Ces simulations ont été réalisées avec une CFL égale & 0.5.

Sur le test de la figure 3, sans effets de trainée, se développent quatre ondes:
deux ondes de choc (les 2- et 4-ondes) et deux ondes de détente (les 1- et 3-
ondes). Les ondes rapides (les 1- et 4-ondes) peuvent étre approximativement
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y
y=+A
B
8| ¥
=) X
= A
1 000 noeuds
Figure 2 -
Triangulation du domaine avant construction des cellules INRIA.
Fig. 3 et 4 Fi1g.5et 6
G D G D
p1 [kgem™3] | 1 0.3 1 1
as 0.5 0.6 0.5 0.5
Up [ms™!] |0 0 700 -700
Uz [ms™1 [0 0 5 -5

Tableau 1 - Conditions initiales des tests de type tube a choc diphasique,
ot les états «G» et «D» représentent les valeurs a gauche et a droite d’une
variable de part et d’autre de la discontinuité initiale qui est centrée en z = 0
par rapport au domaine et Uy désigne la vitesse selon z de la phase k.

assimilées aux ondes de phase 1 isolées (i.e. de vitesse U; & ¢;) et les ondes
lentes (les 2- et 3-ondes) aux ondes de phase 2 isolées (i.e. de vitesse U + ¢3).
On remarque d’ailleurs que ces deux derniéres sont tres difficiles & distinguer
quand ’énergie cinétique turbulente < g2 >q est plus faible. On note également
que la phase 1 perturbe peu les variables de phase 2 (voir les courbes associées
a ay et Us). On constate toutefois, en observant Us, un léger accroissement
de vitesse de phase 2 pour z € [—0.65,—0.3] (effet lié principalement au gra-
dient de pression P(p;) pondéré par as/p2); de méme, on enregistre un choc
de faible amplitude pour z = 0.73. La méme expérience numérique, réalisée a
I’aide du méme schéma dans un cadre réellement unidimensionnel permet de
vérifier que la légere sur-vitesse observée sur U; avant la 4-onde de choc est
due au maillage non structuré. Il en est de méme pour la perturbation de P’état
constant intermédiaire sur U, au voisinage de la 2-onde de choc pour z ~ —0.1.
Si on effectue une expérience monophasique pure ne comportant que des par-
ticules (p; = 0), en retenant les mémes conditions initiales pour a9 et Uy, on
obtient un écoulement pratiquement identique. L’effet inverse est évidemment
beaucoup plus net, si I’on observe les variables p; et U;. Pour s’en convaincre, il
suffit de réaliser une simulation analogue monophasique pure (a2 = 0, a; = 1)
en retenant les mémes conditions initiales pour p; et U;. Pour cette expérience,
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Cas test de tube a choc diphasique sans trainée.
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Cas test de tube a choc diphasique avec trainée et comparaison avec le modéle
a trois équations.
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Cas test de tube a choc diphasique comportant quatre ondes de choc sans trai-
née.
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Figure 6 -
Comportement de l'inégalité d’entropie —o(n] + [F] < 0 sur le cas test du tube
a choc diphasique comportant quatre ondes de choc.

le nombre de «<Mach» maximal, My = |Uk|/cx associé a la phase k, vaut 0.078
pour la phase 2 et 0.65 pour la phase 1.

On effectue maintenant (Cf. figure 4) le méme test en incluant les effets de
trainée modélisés dans I’équation (6). Pour ce régime dense en particules, la
trainée tend a annuler la vitesse relative, on compare ainsi les résultats de si-
mulation avec ceux issus d’une simulation du modéle & trois équations (15)
avec les lois de fermeture (2, 3, 4d, 5) (Cf. paragraphe 1.4.). La mise en ceuvre
du schéma de Godunov est a priori délicate pour le modeéle a trois équations,
du fait de la complexité des invariants de Riemann; de plus, on ne peut ex-
hiber de linéarisée de Roe simple dans ce cas. Gallouét a proposé récemment
des solveurs de Riemann simples & mettre en ceuvre lorsque le formalisme de
Roe atteint ses limites (Cf. [GAL 96b], [GAL 96a] et [MAS 96]). On choisit
donc de résoudre le systeme (15) a I’aide du solveur VFROE en variables ca-
ractéristiques (Cf. [BUF 96]) ; les simulations numériques de ce systéme nous
donnent des éléments de comparaison avec le systéme a quatre équations (17)
avec les lois de fermeture (2, 3, 4d, 5, 6). Sur les résultats de la simulation du
modele a trois équations, on observe sur les variables p; et @» une l-onde de
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choc (a travers laquelle p; et a2 croissent}, suivi d’une discontinuité de contact
puis d’une 3-onde de détente (a travers laquelle p; et @ croissent). On vérifie
bien que Py = P(p1) + a2 p2 Z(az) ne varie pas a la traversée de la disconti-
nuité de contact, et que le rapport des masses partielles aa/a; p1 ne varie ni
dans la 1-onde de choc ni dans la 3-onde de détente. Dans cette configuration
d’écoulement dense, ou les effets de trainée sont importants, on constate que,
qualitativement, le modele a quatre équations se comporte sensiblement comme
le modeéle a trois équations.

On considére enfin un cas test symétrique sans effets de trainée comportant
quatre ondes de choc (Cf. la figure 5). Les conditions initiales associées & ce cas
sont données dans le tableau 1. On observe une accumulation de particules au
centre du domaine avec préservation du principe du maximum sur la fraction
volumique: @y < apqa, = 0.64. Le maillage bidimensionnel étant non structuré,
on note que les résultats ne sont pas parfaitement symétriques.

On reprend le test précédent, mais avec la fonction Z(as) définie de la fagon
suivante:

Qaz
] — 22

Xmax

@2Z(a2) = B < g3 >0 (28)

Cette fonction =(az) présente les mémes caractéristiques que celle définie
dans ’équation (5), a savoir qu’elle modélise les écoulements denses Z(ap =
Qmaz) = +00; sa forme simplifiée permet d’exhiber la fonction Ha(ag) telle
qu’elle est définie dans ’équation (9). Sur la figure 6, on observe que Pinégalité
d’entropie —a[n] + [F,] < 0 est respectée au niveau des quatre ondes de choc
(o désigne la vitesse du choc).

3.2. Simulation d’un écoulement diphasique dans une tuyére

On observe maintenant la simulation numérique bidimensionnelle d’un écou-
lement diphasique dans une demi-tuyere, incluant les effets de trainée (sys-
teme (17) avec les lois de fermeture (2, 3, 4d, 5, 6). Le maillage associé est de
Pordre de 8500 nceuds. Le calcul est effectué avec une CFL égale a 0.3. Les
conditions initiales & I'intérieur de la tuyere et les conditions aux limites que
’on impose, sont détaillées dans le tableau 2.

L’axe de symétrie de la tuyére est représenté par des conditions aux limites de
symeétrie. On observe sur les figures 8 a 11 un historique des variables ag, py, U;
et Us. On remarque une trés importante accumulation de particules au niveau
de la paroi du convergent de la tuyére ainsi qu’au niveau de I’axe de symétrie
3 I’aval du col de la tuyére. Les valeurs maximales de la fraction volumique
(max(ay) = 0.627) sont trés proches du taux de compactage maximum amqy =
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Figure 7 -
Simulation d’écoulement dans une tuyére: en fonction du nombre d’itérations,
(a) évolution du pas de temps (en s.), (b) résidus de masse par phase.

C.1. Intérieur C.L. Entrée C.L. Sortie
n=1 a;=10" pr =11 g = 10~2 p1=1 az= 10-°
Uy=0 U;=0 Uy =200 U; =200 Uy=0 U;=0
V=0 V=0 w=20 Voa=0 i=0 V=0
Tableau 2 - Conditions initiales de la simulation d’écoulement diphasique

dans une tuyére. Les composantes horizontale et verticale de la vitesse U, =

(Uk, Vk)! de la phase k sont exprimées en m.s™! et la densité du gaz en kg.m™3.

0.64 mais le principe du maximum (10) n’est pas violé. A I’état stationnaire,
le maximum de as vaut 0.623 pour ce maillage. La figure 7 montre d’une part
I’évolution du pas de temps adapté au cours de la simulation, qui varie de
fagon conséquente jusqu’a ce que le gaz et les particules atteignent la sortie de
la tuyeére, et I’évolution des résidus de masse qui atteignent approximativement
10~* au bout de 30000 itérations et 10~% au bout de 120000 itérations. La tres
forte variation du pas de temps, aux alentours de la 2000¢™¢ itération, est liée
a la formation d’un «cluster» sur la paroi dans le convergent.

Remarque 6 Au cours du régime transitoire, aucune perte de positivité dis-
créte des variables ag, (1 — a3) et py n'a été enregistrée.

Remarque 7 Cette simulation met en évidence des vitesses relatives locale-
ment trés importantes (zone de proche paroi en début de divergent), ||U, ~
U,|l/¢1 pouvant atteindre I par endroits.

Cette derniere remarque montre bien qu’un modeéle 4 trois équations de
type (15) est totalement inadéquat dans ce cas.
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Conclusion

On a présenté ici un modele bi-fluide a quatre équations, pour la simulation
des écoulements compressibles diphasiques gaz-solide. Les principales proprié-
tés de ce systéme (domaine d’hyperbolicité, caractérisation entropique) ont été
rappelées. On a proposé un algorithme instationnaire de type Volumes-Finis,
basé sur une technique de splitting d’opérateurs, pour résoudre ce systéme
conditionnellement hyperbolique non conservatif. Le schéma utilise des tech-
niques de décentrement pour le calcul des effets convectifs. Notons que ce type
de schémas, avait été préalablement testé dans le cadre monophasique conser-
vatif (Cf. [BAR 91], [BAR 92], [BUF 93a], [BUF 93b]), et que cette approche
a également été analysée dans le cadre diphasique des écoulements pétroliers
(Cf. [MAS 97]). Le schéma répond aux exigences sus-citées : il autorise le cal-
cul d’écoulements présentant des discontinuités, des vitesses relatives élevées ;
de plus, il permet les calculs avec apparition du taux de compactage maximal
(formation de clusters) ; rappelons que la forme de la pression intergranulaire
est déterminante pour obtenir le principe du maximum (Cf. [COM 96b]). L’al-
gorithme est simple et peu cotteux, ce qui est essentiel dans un contexte in-
dustriel. L’extension & I’ordre 2 des schémas de convection, par le biais de la
technique MUSCL, est facile & mettre en ceuvre. Elle est particulierement inté-
ressante pour la phase des particules. L’algorithme a été implémenté dans un
code qui utilise des recouvrements Volumes-Finis non structurés de type INRIA,
ol les effets diffusifs sont pris en compte au moyen d’une formulation Eléments
Finis Galerkin P1. Le schéma est actuellement utilisé pour la prédiction de lits
fluidisés denses ; dans cette configuration d’écoulement, qui nécessite un algo-
rithme instationnaire, il est fondamental de respecter le principe du maximum
pour la variable taux de présence volumique. La méme méthode a pas frac-
tionnaires s’applique 4 la résolution du systéme a cing équations comprenant
I’équation d’évolution d’énergie turbulente relative & la phase des particules
(Cf. [BAL 95], [BOE 95] et [GOL 96]) pour des modéles plus complexes); ce
type de modéle est actuellement exploré. Dans ce cadre, les remarques concer-
nant le principe du maximum pour aj restent valables (Cf. [COM 97]). De
maniere générale, les résultats présentés dans cette note confirment I’'intérét de
I'utilisation des solveurs de Riemann (approchés) pour la simulation d’écoule-
ments diphasiques (Cf. [SAI 95]).

Nous remercions vivement Jean Fabre et Thierry Gallouét pour les encou-
ragements prodigués, et pour leurs nombreuses remarques qui nous ont permis
d’améliorer le manuscrit initial. Nous tenons également a remercier Georges
Balzer, Jean-Paul Chabard, Germain Pot et Olivier Sitmonin, pour leurs di-
verses contributions.



Volumes-Finis pour modctle gaz-solide 225

2 000 dt

4 000 dt

6 000 du

20 000 dt

005 0 0.05 0.1 005 02 025 03 035 04

o2
0.627
.0.200
0.178
0.156 \
0.133 W
Q:\:“\g\\%:‘le
0.111 N
P
0.089 fgé:‘?
0.067 T
I
0.044 i
0.022 '
0.000 0 0.025 0.05 0.075 0.1

Figure 8 -
Stmulation découlement dans une tuyére : fraction volumique des particules el
zoom du madlage pramal du convergent de la tuycre.
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Figure 9 -
Stmulation décowlement dans une tuycre - densilé du gaz.
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Figure 10 -
Sunulation d'écoulement dans une tuycre: Composante horizontale de la vilesse
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Figurce 11 -
Stmulation d'écoulement dans une tuycre : Composante horizontale de la vitesse
des particules.
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