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RESUME. On presence ici un schema Volumes Finis permettant de simuler des ecoulements 
diphasiques compressibles gaz-particules a !'aide d'un modele bi-fluide. L'algorithme 
instationnaire est mis en a:uvre sur mail/age non structure. La technique a pas fractionnaires 
utilisee permet de preserver le principe du maximum pour Ia variable raux de presence 
volwnique. Des cas tests bidimensionnels comportant des chocs et des detentes dans clmque 
phase sont decrits. 

ABSTRACT. A Finite- Volume scheme which enables to compute compressible gas-solid two
phase flows using the two-fluid approach is presented herein The time-dependent scheme is 
implemented on unstructured meshes. The fractional step method is such that the maximum 
principle for the volumetric fraction is fulfilled. Some two-dimensional test cases including 
shocks and rarefaction waves within both phases are described. 
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Introduction 

On rencontre des ecoulements diphasiques dans nombre d'applications indus
trielles depuis !'etude des moteurs a combustion (gaz-liquide)) des centrales a 
charbon (gaz-particules) jusqu'aux reacteurs nucleaires (eau-vapeur) ... La pre
diction de ces phenomenes depend de leur modelisation ( Cf. [ISH 75]), du cadre 
mathematique dans lequel s'inserent ces modeles et de Ia possibilite de les si
muler par l'outil numerique. II existe en fait de nombreux modeles continus 
proposes dans Ia Iitterature, et pas de modele consensuel a l'heure actuelle. La 
premiere difficulte reside dans ce seul fait. La seconde est liee a !'absence de 
resultats theoriques associes a ces modeles mathematiques, hormis les travaux 
decrits dans [RAV 95] et [SAl 95], ou les auteurs ont aborde Ia caracterisation 
entropique et Ia resolution du probleme de Riemann associe a un modele bi
fluide a six equations cense decrire les evolutions d'un <<spray». Enfin, il existe 
de nombreuses difficultes numeriques lorsqu'on desire simuler ces modeles, prin
cipalement liees au fait que: 

- (i) les systemes convectifs ne sont pas inconditionnellement hyperboliques 
et ne possedent pas de forme conservative; les problemes de Riemann sont 
non solvables, 

- (ii) les systemes mettent en competition plusieurs echelles de temps, as
sociees aux phenomenes de convection, de diffusion et de trainee, qui ne 
sont pas du meme ordre de grandeur. 

Ces modeles ne s'inscrivent done pas dans le cadre theorique des systemes 
hyperboliques ( Cf. notamment [LAX 57], [LAX 72], [SMO 83] et [GOD 92] 
pour le cadre hyperbolique theorique), et les methodes de resolution classiques 
volumes finis des systemes hyperboliques telles que les solveurs de Godunov 
[GODU 59] ou de Roe [ROE 81] sont inadaptees pour ces systemes. En effet, 
ils necessitent, pour etre mis en reuvre, de connaitre Ia solution du probleme 
de Riemann exact unidimensionnel associe, pour le schema de Godunov, ou au 
moins les valeurs pro pres et les vecteurs pro pres analytiques de Ia matrice J aco
bienne ou d'une matrice linearisee au sens de Roe, pour le schema de Roe. Or, 
il est indispensable de surmonter ces difficultes numeriques, car Ia simulation 
precise des phenomenes mis en jeu constitue un des rares elements de validation 
a posteriori des modeles mathematiques proposes. Quelques schemas ont ete 
proposes recemment pour une resolution correcte des systemes diphasiques bi
fluides modelisant les evolutions d'un gaz charge en goutelettes dans le cas dilue 
( Cf. [SAl 92]), et d'ecoulements de type eau-vapeur ([KUM 93] et [TOU 96]). 
Ces derniers proposent de resoudre ce type de systeme par une linearisation de 
type Roe associee a des relations de Rankine-Hugoniot approchees du systeme 
convectif non conservatif global. D'autre part, dans le cadre d'ecoulements eau
vapeur, une decomposition particuliere des termes de pression non conservatifs 
et une resolution du systeme au moyen d'un schema cinetique de type volumes 
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finis, ont ete proposees dans [COQ 96]. Rappelons que !e cadre theorique as
socie aux problemes hyperboliques non lineaires en forme non conservative est 
analyse dans [LEF 88], [LEF 92], [DAL 95] et [SAl 95]. On renvoie Ie Iecteur a 
[ECO 96] pour une revue de quelques techniques numeriques recentes mises en 
ceuvre dans le domaine des ecoulements diphasiques. 

La contribution qui est decrite dans cette note est essentiellement numerique 
et concerne Ia modelisation des ecoulements gaz-solide, pour pouvoir a terme 
effectuer des simulations realistes de !its ftuidises denses. Les schemas qui seront 
mis en ceuvre seront specifiques mais simples et ont trois objectifs privilegies: 

- (i) autoriser le calcul d'ecoulements avec vitesses relatives elevees, 

- (ii) traiter correctement les effets de compressibilite, 

- (iii) permettre des calculs avec des taux de presence faibles a tres eleves. 

Ce dernier point necessitera d'examiner en detailles proprietes de positivite 
de Ia masse volumique du gaz et du taux de presence volumique de phase. 
C'est peut-etre ici que se situe !'apport principal de ce travail, ce dernier point 
n'ayant curieusement pas ete aborde dans Ia litterature dediee. 

On decrira tout d'abord le modele d'ecoulements diphasiques gaz-particules 
a quatre equations (deux equations de conservation de masse et deux equations 
de quantite de mouvement) que !'on retiendra ici, qui correspond au modele 
A de Gidaspow [GID 93], pages 150-151. II est semblable a un des modeles 
examines dans le cadre gaz-goutelettes par Sainsaulieu [SAl 92] et [SAl 95]. Ce 
systeme est un sous-systeme du modele a cinq equations decrit dans [BAL 95]. II 
presente les memes pathologies (hyperbolicite conditionnelle, forme non conser
vative); de plus, son domaine d'hyperbolicite est identique, et, de fa<;on equi
valente, le probleme du respect du principe du maximum reste pose. 

On donnera une caracterisation entropique du modele, et on discutera les 
conditions d'hyperbolicite et le respect a priori des conditions de positivite 
des grandeurs ad hoc. La resolution numerique de ce systeme sur maillage 
non-structure devant autoriser des vitesses relatives entre phases elevees, un 
fonctionnement en regime dilue ou dense, un traitement correct des disconti
nuites et une rigoureuse conservation des masses partielles et de la quantite de 
mouvement moyenne, on proposera une methode de resolution volumes finis 
basee sur une technique a pas fractionnaires. Rappelons que cette approche 
a ete precedemment testee dans le cadre conservatif hyperbolique monopha
sique ( Cf. [BAR 91], [BAR 92], [BUF 93a] et [BUF 93b]). On decrira ensuite 
les solveurs de type Roe ou Godunov mis en ceuvre dans chaque etape. On pre
sentera enfin des cas tests bidimensionnels non structures de type tube a choc 
diphasique, avec ou sans effets de trainee, puis des simulations d'ecoulements 
diphasiques dans une tuyere. 
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1. Modele retenu et contexte 

1.1. Presentation du modele 

On considere ci-dessous un modele a quatre equations pour Ia modelisation 
des ecoulements compressibles diphasiques de type gaz-solide en regime diluc 
comme charge. Ce modele bi-fiuide Eulerien (modele A propose par Gidas
pow Cf. [GID 93], pages 150-151) comprend deux equations de conservation de 
masse et deux equations de quantite de mouvement: 

0 (la) 

0 ( 1 b) 

8 at (cq Pl u d + \7 .(a! PI u I ® u d +a! \7 p + L +a! PI [!_ 

+'V. (a1 ~~) + 'V.(a1 PI<.!!.;®.!!.;>) Q (lc) 

Q (1d) 

L'indice 1 represente Ia phase gazeuse et l'indice 2 Ia phase des particules. 
Les variables ak, Pk et U k designent respectivement les moyennes statistiques 
locales de Ia fraction volumique, de la densite et du vecteur vitesse de Ia phase k. 
La phase particulaire est supposee incompressible (p2 constant) contrairement 
a. Ia phase gazeuse. Les fractions volumiques verifient : 

(2) 

La pression moyenne de l'ecoulement Pest supposee independante de l 'ecou
lement des particules. Elle est definie par une loi de pression de gaz : 

P = P(p!) = Kp~ (3) 

J{ est une constante positive; n representera, dans cette note, l 'indice adiaba
tique du gaz 1- Gidaspow retient, dans certaines configurations, Ia valeur n = 1 
(isotherme en gaz parfait). g designe le vecteur acceleration de la pesanteur. 
Le tenseur turbulent de Ia phase gazeuse < .!!.~ ® .!!.~ > est suppose nul. Si on 
ne prend pas en compte l'eventuel caractere turbulent de l'ecoulement porteur, 
on considere par contre les effets collisionnels au sein de Ia phase particulaire: 
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oil (4b) 

avec 
4 2 

( 
~~ ) I-%<>mar CYmax ~~ 

logh(a2) = -
3 

(1 + ec) 
5 

_ 
2 

1- --
O'rnax O'max 

( 4c) 

g(a2) = 2 CY2 (1- ~)-%<>mar (1 + ec) 

O'rnax 
et (4d) 

ec est une constante pour Ia prise en compte des collisions interparticulaires 
non elastiques (0 < ec < 1), CYmax est le taux de COmpactage maximum des 
particules supposees spheriques (que l'on prend en pratique ega! a 0.64), f3 vaut 
2/3 dans une configuration tridimensionnelle et < q~ >o est une constante de 
dimension (m.s- 1 ) 2. On renvoie a [BAL 95) et [GOL 96) pour une analyse fine 
de ces phenomenes de pression intergranulaire; on detaille dans [COM 96b) 
plusieurs lois pour g (h Ctant deduite explicitement de g, en considerant une 
forme integrate de !'equation d'energie interparticulaire) associees a differentes 
propositions issues de Ia litterature (voir [GOL 96]). Ces lois sont telles que 
< q~ > (a2) est monotone croissante, < q~ > (a2 = CYmax) = +oo et < 
q~ > (a2 = 0) = 0. Le modele considere par Sainsaulieu [SAl 92), [SAl 95) 
et [RAV 95), pour les ecoulements dilues gaz-liquide, est tel que g(a2) = 0 
et h(a2) = 1. Le modele propose par Saurel et al [SAU 94) ne prend pas en 
compte les collisions intergranulaires (formellement: g( a2) = 0 et h( a 2 ) = 0). 
On utilisera, dans Ia suite du document, Ia notation suivante: 

(5) 

L designe le terme de transfert de quantite de mouvement interfacial; on nc 
considere pas les effets de masse ajou tee et d 'histoire (hypothese classique dans 
le cadre des ecoulements gaz-particules) et les effets de trainee statique sont 
modelises comme suit ( Cf. [BAL 9.5) et [GID 93]): 

(G) 
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ou Kr = 

avec Re = 

{ 

3 cd -2.711U II si a2 < 0.2 4J;Pl al -r 

Pt ( 150 ) at d
2 

a2Re + 1.75 IIUrll smon 

{ 

~(1 + 0.15 Re0
·
7

) siRe< 1000 
Re 

0.44 smon 

U r = !1._2 - U 1 designe Ia vitesse relative entre les deux phases. L'expression 
de Kr provient de Ia modelisation de Ia trainee d'une sphere isolee si a 2 < 0.2, 
de Ia loi d'Ergun sinon. v1 represente Ia viscosite du gaz et d2 le diametre moyen 
des particules, tous les deux etant supposes constants. 

Les tenseurs visqueux ~k sont modelises de fa<_<on classique, les coefficients 
de viscosite TJk etant des constantes positives: 

(7) 

Ce modele ferme «simple» a, entre autres, !'interet de permettre le calcul 
d'ecoulements dilues ou denses en particules. 

1.2. Quelques proprietes du systeme global 

1.2.1. Entmpie du systeme 

On donne ici un resultat analogue a celui publie par Sainsaulieu dans le cas 
d'ecoulements gaz-liquide dilues ( Cf. [SAl 91]). On pose: 

TJ 
1 ~ 1 12 2 a1 Pt IIU til-+ 2 a2 P2ll!1._2l + a2 P2 H2(a2) + a1 Pt lft(Pt) (Sa) 

~at Pl ll!l._tW!l._l + ~ a2 P2 II!1._2W!1._2 + P(pt) (at ul + a2 U2) 

+at Pt lft(pt) U 1 + a2 P2(H2(a2) + 3(a2)) U 2 (8b) 

ou les fonctions H 1(pt) et H 2 (a 2 ) sont telles que: 

(9) 
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Soit le vecteur d'etat wt = (o:1 p1, o:2, o:1 P1 U1, o:2 U2). On peut verifier 
que le couple (17(W), ~ (W)) definit un couple entropie-flux d'entropie pour le 
systeme (1). L'entropie 17(W) d'une solution n§guliere W du systeme (1), avec 
les lois de fermeture (2, 3, 4d, 5, 6, 7), verifie: 

f) 
at 1J + v.~ + v.(o:1 u1 ,g1 + a2 u2,g2) = ~!)(W) 

Le terme source ~'7 (W) s'ecrit: 

0:1 t 0:2 t ( 
~!)(W) = 2 ,g1 : ('VE£1 +'VEld+ 2 ,g2 : ('VE£2 + 'V U2) + L U2- Ud 

On verifie simplement que ~'l(W) :S: 0 des lors que o:2 E [0, 1]. On observera 

le comportement numerique de l'inegalite d'entropie dans les zones de choc sur 
une simulation numerique bidimensionnelle. 

1.2.2. Principe du maximum 

On ne peut pas demontrer que !'on a preservation du principe du maximum 
sur le systeme ( 1) : 

0 < 0:2 < O:max (10) 

Pour des solutions suffisamment regulieres du systeme ( 1), on peut neanmoins 
etablir que: 

(11) 

On revient sur ce point fondamental dans les propositions 2 et 3. 

1.3. Etude de l'hyperbolicite du systeme de convection 

Le systeme de convection associe a (1), avec les lois de fermeture (2, 3, 4d, 
5) s'ecrit: 

0 (12a) 

0 (12b) 

Q (12c) 

Q (12d) 
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Ce systeme est done non conservatif du fait de Ia presence du terme o:k \7 P(p1) 
dans les equations de quantite de mouvement. Par contre, )'equation de quantite 
de mouvement du melange (o:1 p1 !1_1 + o:2 P2 U 2) est, quant a elle, conserva
tive. Rappelons que les modeles proposes par Saurel et al [SAU 94) et Gidaspow 
[GID 93) (modele B, pages 150-151) sont conservatifs. Un inconvenient du mo
dele B de Gidaspow est que les particules ne sont pas sensibles au gradient de 
pression du gaz, ce qui conduit a des configurations non physiques lorsque Ia 
densite des particules est relativement faible. Soit n l'espace des etats admis
sibles et d Ia dimension spatiale du probleme: 

0 = {WE IR2
(d+IJ, Pl > 0, 0 < o:2 < o:max} 

On definit le vecteur unitaire Il E !Rd. On introduit les deux celerites suivantes 
definies tant que W E 0 : 

II est important de noter que tant que le principe du maximum (10) est veri
fie, Ia celerite c2 est definie dans 1R car Ia fonction 3( o:2) issue de !'equation ( 5) 
est telle que (a2 3(o:2))' > 0. On ne peut obtenir )'expression analytique des 
valeurs propres de Ia matrice Jacobienne associee au systeme (12). Cependant., 
en etudiant le polynome carateristique associe, on obtient les conditions suffi
santes d'hyperbolicite suivantes dans le cadre bi- ou tridimensionnel (en notant. 

Ur = !Ir ·'!l) : 

Jl!(W) = IUrl 
>0 (14a) ----

2 CJ 

JL2(W) = 1 ( c~ 0:2 P1) >0 ( 14b) --.,+--
4 C! O:J P2 

J1·3(W) = ( O:J P2 c~ + 1) ( 1 _ (Ur) 
2
) -1 >0 ( 14c) 

o:2 PI c1 c1 

Chacune de ces conditions peut etre plus ou moins cont.raignante suivant. 
le type d'ecoulement choisi, ici gaz-solide, suivant que !'on est dans un cadre 
d'ecoulement dense (c1 « c2 ) ou dilue (c2 « c!), avec des particules tres 
lourdes (p2 » p1 ) et une vitesse relative entre phases plus ou moins importante. 
On ne pent, en outre, pas demontrer que Ia solution W(.~. t) du systeme (12) 
verifie JL; > 0, i = 1, ... , 3, pour tout ;t E IRd eta tout instant t > 0. 

Au voisinage des etats physiques caracterises par une vitesse relative nulle, 
et dans un cadre bidimensionnel, on peut ecrire Ia forme approchee suivante 
des valeurs propres du systeme (12): 
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AJ,4 = UM ± Cj J(X+} + O(Ur) 

A5,6 = UM ± Cj v'{X=) + O(Ur) 

en detinissant Ia notation Uk = !1_;; ·!l pour k = 1, 2, M ou r, Ia vitesse !J..M = 
~(U 1 + U2 ) et, x+ et. x- les racines du polynome bi-cam~ suivant: 

Du fait que !'on n'a pas !'expression analytique des valeurs propres, le sys
teme (12) est conditionnellement hyperbolique et le probleme de Riemann uni
dimensionnel associe ne peut etre resolu pour des conditions initiales arbi
traires. 

Remarque 1 Si l'on se place dans un cadre de particules infiniment denses, 
i.e. p2 tend vers l 'infini, alors le terme 5!.l. 'V P(pl) peut etre neglige, le systeme 

P2 
associe a la phase 2 pouvant s 'identifier exactement au systeme d 'Euler isentro-
pique. On se retrouve de plus dans un cadre inconditiormellement hyperbolique 
(des lors que P'(pl) et (a 2 :=:(a2))' restent positifs) et le systeme admet en 
dimension 2 les valeurs propres suivantes: 

Aj = u1 

AJ,4 = u1 ± c1 

A2 = u2 

A5,6 = u2 ± c2 

Remarque 2 Le probleme aux valeurs propres est mal conditionne tant dans le 
cadre d 'ecoulements dilues, otl l 'on a c2 « c1 , que dans le cadre d 'ecoulements 
denses, c1 << c2. 

Remarque 3 Le modele propose dans {SA U 94}, reserve a un cadre d 'ecoule
ment tres dilue sans prise en compte des intemctions particulaires ni des effets 
de Ia pression moyenne de l 'ecoulement sur Ia phase dispersee, est un systbne 
conservatif inconditionnellement hyperbolique. Le modele B propose par Gidas
pow {GID 93}, pour les ecoulements denses au dilues avec prise en compte des 
inter·actions entre particules, est egalement un systeme conservatif incondition
nellement hyperbolique. 

1.4. Compamison avec un modele simplifie 

On s'interessera egalement a un modele a trois equations. Ce modele non 
visqueux (7)J = 7)2 = 0) est derive du modele (1) en reecrivant ce dernier en 
fonction de Ia vitesse du melange u M = (!1..1 + !1..2)/2 et de Ia vitesse relative 
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Ur = ( U 2 - U 1). En sommant les deux equations de quantite de mouvement de 
phase 1 et 2, on obtient une equation de quantite de mouvement du melange. 
On introduit egalement Ia masse volumique du melange PM = CX[ PI+ Q2 P2· 
On fait alors !'hypothese que Ia vitesse relative entre les deux phases U r est 
nulle; le systeme, a deux equations de conservation de masse et une equation 
de conservation de quantite de mouvement moyenne, avec les lois de fermeture 
(2, 3, 4d, 5), s'ecrit alors: 

a at (at pt) + 'V.(at PtU M) = 0 (15a) 

a at a2 + \7.(a2 U M) = 0 (15b) 

:t (Pllt U llf) + 'V.(pM U M 0 U M) + 'V P(pt) + 'V(a2 P2 3(a2)) = -pM !}_ (15c) 

Ce n'est pas un sous-systeme de (1) pour Ur = .Q. Ce systeme conservatif, in
variant par rotation, rentre dans le cadre classique des systemes hyperboliques. 
II admet, en dimension 2, les valeurs propres suivantes (en notant UM = U M ._rr): 

)q =UM- c 
>.2,3 = UM ou c = 
).4 = UM + c 

PI CI + Gt a2 P2 C~ 
Gt PM 

Les champs associes aux ondes >. 1 et >. 4 sont vraiment non lineaires et ceux 
associes a A2 et A3 sont Jineairement degeneres ( C[ et C2 etant definis dans 
I' eq nation ( 13)). 

Proposition 1 (Gf. {COM 96b}) Le systeme (15) admet tme caracterisation 
entmpique. Le probleme de Riemann unidimensionnel, dans Ia di1·ection _rr, as
socze au systeme ( 15) ad met une unique solution entropique a densite PI po
sitive et a taux de presence Q2 E [0, Gmax] des Iars que les conditions initiales 
verifient: 

(UM)n- (UM)c < Xc + Xn (lG) 

avec 

X
'. -l(pt), c(a, b) 
, - da, i = G, D 

0 a(1+ab) 

otl a = p1 et b = ~ et (. )c et (.) D designant respectivement l 'etat de la 
O't P1 

variable (.) a gauche et a droite de la discontinuite initiale. 
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L'etude du probleme de Riemann associe a ce systeme nous indique notam
ment que: dans un champ vraiment non lineaire, Ia quantite a 1 p1 ja2 ne varie 
pas, et qu'a Ia traversee d'un champ lineairement degenere Ia pression totale 
Ptot = P(pr) + a2 P2 3(a2) ne varie pas. On observera dans Ia troisieme partie 
les resultats associes a Ia simulation de ce modele et Ia comparaison avec ceux 
issus du modele a quatre equations pour une experience de type «tube a chocs». 
Un modele similaire a ete etudie dans [GAY 97]. 

2. Un schema volumes finis a pas fractionnaires 

La formulation Volumes-Finis permet naturellement d'effectuer des simula
tions de lois de conservation sur des maillages non structures. Dans le cadre 
hyperbolique, les schemas numeriques bases sur des techniques de decentre
ment sont decrits et analyses dans [GOD 92], [GAL 92], [CHA 92], [CHA 93] et 
[EYM 97], dans le cadre lineaire et non lineaire. Dans le cadre mixte convection
diffusion, on dispose egalement de resultats de convergence d 'un schema Volumes
Finis, sur maillage triangulaire regulier, pour une loi de conservation scalaire 
(voir [HERB 95]). Les equations de bilan de masse de chaque phase et !'equa
tion de bilan de quantite de mouvement du melange admettant une forme 
conservative, on retient done ce formalisme, et on detaillera Ia prise en compte 
dans ce cadre des termes non conservatifs. 

2.1. P1·incipe de la methode et proprietes 

On ne considere ici que les effets dominants et on neglige les effets de diffusion. 
On reecrit le systeme (1), avec les lois de fermeture (2, 3, 4d, 5, 6), sous forme 
matricielle (avec Ia convention de sommation sur m): 

w,t + (F7'(W)),m + CE;'(W)),m + 4~c(W).(~(W)),m = ~(W) (17) 

Ou W 1 = (ar Pr, a2, ar Pt U1 , a2 U2) est le vecteur d'etat, (F 1 +F2 )m(W) 
le flux convectif scion Ia mieme direction, 4~c(W).(~(W)),m les termes non 

conservatifs associes a Ia mieme dimension et ~(W) les termes source, trainee 
statique Let gravite (Ia notation () ,. designe Ia derivee partielle par rapport a.). 

Du fait de l'hyperbolicite conditionnelle et de Ia non conservativite du sys
temc de convection associe, le cadre theorique des systemes hyperboliques ne 
s'applique pas ace dernier. Diverscs propositions, s'appuyant sur Ia theorie de 
resolution des systemes hyperboliques, ont ete faites pour resoudre ce type de 
systeme par Sainsaulieu [SAl 92], Toumi et Kumbaro [TOU 96] et [KUM 93] 
notamment. On souhaite ici developper une methode numerique instationnaire 
qui autorise les simulations comportant de fortes vitesses relatives, de forts ou 
de faibles taux de presence volumiques sur des maillages non structures. Pour 
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cela, on choisit de mettre en ocuvre une methode a pas fractionnaires qui re
sout separement d'une part le systeme convectif et les termes sources, mais qui 
decompose egalement Ia partie convective en deux etapes: 

- Convection : 
Etape 1 w,t + (E~(W)),m = Q 
Etape 2 W + (Fm(W)) +Am (W).(Fm(W)) = 0 -,t -2 - ,m =NC - !.....3 - ,m -

- Prise en compte des termes sources : 
Etape 3 W,t = ~(W) 

Pour Ia determination de E~(W) et de E~'(W), on impose le respect des 
criteres suivants: 

- preserver Ia forme <<conservative>>, 

preserver l'hyperbolicite, i.e. que les deux sous-systemes associes aux 
etapes 1 et 2 n'aient pas des domaines d'hyperbolicite plus restreints 
que celui associe au systeme (12), 

- preserver l'invariance par rotation, 

- preserver Ia positivite des fractions massiques, et eventuellement, s'il y a 
lieu, le principe du maximum (10). 

Pour repondre ace dernier critere, on examinera Ia solution du probleme de 
Riemann unidimensionnel associe a chaque etape de convection. Au vu de ces 
criteres, Ia decomposition que !'on propose ( Cf. (HER 94] et (COM 96a]) est Ia 
suivante: 

- Etape 1, avec les lois de fermeture (4d, 5): 

(a! PI),t = 0 (18a) 

(a2),t + Y'.(a2 U2) = 0 (18b) 

(a! PI U d,t + V'.(a! PI U 1 ® !Ld = Q (18c) 

(a2 U 2),t + V'.(a2 !1._2 ® !1._2) + V'(a2 3(a2)) = Q (18d) 

- Etape 2, avec les lois de fermeture (2, 3): 

(a1 pi),t + Y'.(a1 PI Ud = 0 

(a2),t = 0 

(a! PI !l..d,t + a1 Y' P(pi) = Q_ 
a2 

(a2 !L2 ),t +- Y' P(pi) = Q 
P2 

(19a) 

( 19b) 

( 19c) 

( 19d) 
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Les termes non conservatifs sont regroupes dans l'etape 2. Dans l'etape 1, les 
deux phases sont decouplees, les equations sur Ia phase 2 pouvant etre exacte
ment identifiees aux equations d'Euler isentropique. Le sous-systeme associe a 
Ia deuxieme etape est partiellement decouple: on resout le systeme (19a-19c) 
qui determine Ia solution pour a 2 U 2 via !'equation (19d). On reconnait dans 
(19a,19c), lorsque a 1 = 1, le sous-systeme de propagation accoustique classique 
dans le cadre monophasique compressible. 

Le systeme associe a l'etape 1 est inconditionnellement hyperbolique car 
(a2 3(a2 ))' est positif (taut que le principe du maximum (10) est respecte) 
et ad met en dimension 2 les valeurs pro pres suivantes (en notant Uk = U k .n.) : 

,\1 = 0 
..\2 =U1 

..\3 = 2Ul 

Ill = Uz- Cz 

J.L2 = u2 
IL3 = u2 + c2 

On trouvera une etude detaillee du probleme de Riemann unidimensionnel 
associe au sous-systeme de phase 2 dans le rapport [COM 95a]. 

Proposition 2 Le probleme de Riemann unidimensionnel (selon Ia direction 
associee an.) associe au systeme {18) admet une solution unique si: 

(20) 

l (a,); J(x3(x))' . 
avec (X(a2 )); = dx, z = G, D 

0 X 

OU (.)G et (.)D designent respectivement ['etat de [a variable (.) a gauche eta 
dmite de la discontinuite initiate. 

On a les resultats suivants : 

- les variables a 1 Pl et a2 res tent positives, 

- Ia positivite de (1 - a 2 ) est assuree si g(a2 ) est definie par l'e~·pres
sion (4d) ou une exp1·ession de meme type (Cf. {COL 96}) qui est telle 
que g(a2 = G'max) = +oo). 

Si l'inegalite (20) n'est pas verifiee, le vide de particules (a 2 = 0) apparait. 

Le systeme associe a l'etape 2 est inconditionnellement hyperbolique (non 
strict) et admet, en dimension 2, les valeurs propres suivantes: 

.>.1 = -c1, .>.; = 0 , i = 2, ... , 5, .>.6 = c1 
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II est non conservatif et on lui associe les relations de saut approchees sui
vantes pour connecter les etats de part et d'autre d'une discontinuite ( Cf. [LEF 88), 
[LEF 92), [DAL 95] et [SAl 92] pour un cadre theorique): 

u [a1 pl] 

u [ad 
u [a1 Pl U1] 

u [a2 U2] 

[a1 Pl Ul] 
0 

a1 [P(pl)] 

0'2 [P(pl)] I P2 

(21a) 

(21b) 

(21c) 

(21d) 

ou -:- designe Ia moyenne arithmetique, [.] le saut d'une variable a Ia tra
versee d'une discontinuite et Uk = U k·!l ou !1. designe le vecteur normal a Ia 
discontinuite. On trouvera une etude detaillee du probleme de Riemann unidi
mensionnel associe a ce systeme dans le rapport [HER 94]. 

Proposition 3 Pour les relations de saul decrites ci-dessus, le probleme de 
Riemann unidimensionnel {selon La direction associee a !1.) associe au sys
teme ( 19) admet une solution unique si (on retient ici la valeur n = 1) : 

et on a [a preservation de la positivite de a 1 Pl· 
Si l'inegalite (22} n'est pas verifiee, le vide de gaz (p1 = 0} apparait. 

II est evident que le principe du maximum ( 10) pour Ia fraction volumique 
est satisfait puisque a 2 est stationnaire dans cette etape. So us I 'hypothese 
de Ia decomposition decrite ci-dessus, des relations de saut definies ci-dessus 
et si g(a2) est telle que g(a 2 = O'max) = +oo, on a alors preservation du 
principe du maximum (10) pour a 2 et de Ia positivite de p1 sur !'ensemble 
des pas fractionnaires. Ceci ne pennet toutefois pas d'affirmer que le principe 
du maximum (10) est verifie pour le systeme continu complet (17) (il faudrait 
pour cela demontrer que l'algorithme global est convergent). 

Remarque 4 Avant de detailler l'algorithme, il faut 1·emarquer que le systeme 
conse1·vatif suivant : 

(a1 pl),t + \l(a1 P1 U1) = 0 

(ad,t = 0 

(Pl U d,t + \7 P(pl) = Q 
(p2 !l2 - P1 !l1) ,t = Q 

(23a) 

(23b) 

(23c) 

(23d) 

est equivalent au systeme (19} dans les zones reguliercs et admet lcs relations 
de saul equivalentes a {21}. 
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On pourra done, dans le cas unidimensionnel, preserver numeriquement les 
proprietes de positivite (p1 > 0 et 0 < a 2 < O'max), en utilisant un solveur de 
Godunov dans chaque pas fractionnaire, le systeme (19) etant reecrit sous Ia 
forme (23). 

2.2. Algorithme 

Pour mettre en ceuvre cet algorithme de resolution en dimension 2 d'espace 
(l'extension au cas tridimensionnel etant naturelle), on choisit un maillage bi
dimensionnel non structure compose de cellules de type INRIA construites a 
partir d'une triangulation du domaine bidimensionnel de l'ecoulement ( Cf. fi
gure 1). On decrit ci-dessous une formulation volumes finis des deux etapes de 
convection et de l'etape de prise en compte des termes source de Ia methode 
a pas fractionnaires a partir de solveurs de Godunov, de Roe et de type Roe, 
et on applique un schema en temps d'ordre 1 de type Euler explicite de pas de 
temps flt. 

Figure 1-
Une cellule volume fini bidimensionnelle non structuree de type INRIA. 

Soient C; une cellule du maillage, de volume JC;J, V(i) !'ensemble des eel
Jules ayant une frontiere commune avec C; et !lij le vecteur normal a !'inter
face entre les cellules C; et Cj, exterieur a C; (!l;j = -!lj;), tel que !l;j = 
fac.j rrdr I fac.j dr, )'interface 8C;j entre les cellules C; et Cj etant un hi

segment ( Cf. figure 1). On calcule la valeur moyenne de W par cellule C; a 
la nieme iteration (temps physique t): W(f. E C;, t) = w;'. On a egalement 
besoin de certaines valeurs de W a !'interface 8C;j entre les cellules C; et Ci, 
on introduit alors les notations suivantes: (.!±:JiJ = Wj- W; le saut de W a !'in-

terface, J:tj = W(W;, Wj) Ia moyenne au sens de Roe et W;j = (W; + Wj)/2 
la moyenne arithmetique. Les schemas sont detailles dans (COM 95b). 
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2.2.1. Etape 1 

Comme les systemes (18a,18c) et (18b,18d) sont decouples, on resout sepa
rement les deux phases, le flux F;_"(W) pouvant alors se decomposer en: 

On choisit de mettre en reuvre un schema de Godunov ( Cf. (GODU 59]) 
avec un flux decentre dependant du signe de (Ul)ij pour resoudre le systeme 
(18a,18c) associe a Ia phase gazeuse. On pose wt = (o-1 Pl, o- 1 Pl U d le vecteur 
des variables d'etat en dimension d. Le schema s'ecrit avec Wi Ia valeur de W; 
calculee au temps intermediaire * : 

Le flux de Godunov ayant pour expression : 

ou 

si ( U t); ·.!.!.ij < 0 et (U dn:!.ii > 0 
si (Ul);j > 0 

si (Ul);j < 0 

F(W;,.!.!.;j) = t(nm)ii F~~l(W;) = ({Lt}; . .!.!.;j ( 
m=l 

(24) 

avec nm Ia mieme composante du vecteur .!.!. et (U1 )ij = (U1 )ij ·!l;j Ia vitesse 
defi.nie par : 

On decrit maintenant le schema associe a Ia phase dispersee. On travaille avec 
les variables wt = (o-2, 0"2 u 2) en dimension 2; on peut identifier le systeme 
(18b,18d) avec le systeme de Ia dynamique des gaz isentropique. La simulation 
de ce systeme a !'aide d'un schema de Godunov a ete presentee dans [COM 95a] 
(pour un cadre dilue avec g(o-2) = 0). On presente ici Ia formulation utili
sant un schema de Roe. Le schema s'ecrit de fac;on analogue a (24). Soient 
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U =U.n., F(W,n.) = 2:::~= 1 nmE~~2 et A(W,n.) = 2:::~= 1 nm,~f'(W), F'{',2 
designant le flux convectif dans Ia mieme direction spatiale et A.m Ia rna trice ja
cobienne associee. La matrice A est diagonalisable et admet I~ valeurs propres 

f.Ll, Jl2 et f.L3· L'expression des etats moyens sur les interfaces ((U2)ij, (c2)ij), 
satisfaisant aux criteres de Roe (Cf. [ROE 81]), est un resultat connu de Ia 
dynamique des gaz isentropique: 

Quatre configurations d'ecoulement sont envisageables, a savoir deux confi
gurations supersoniques et deux subsoniques; cependant en pratique on aura 
frequemment un comportement supersonique. On choisit done un flux de Roe 
decentre a gauche ou a droite suivant le signe de U2 , a I 'interface aCiJ, auquel on 
rajoute un terme de correction de flux dans les cas subsoniques. Soient (j1.1 )ij, 
(j1.2)ij et (j1. 3 )ij, les valeurs prop res prises en l'etat moyen ( ( U 2)ij, ( c2)ij), le 
flux s'ecrit alors suivant Ia configuration dans laquelle on se trouve: 

ou 

F(W;,!l.;j) + A-(lfr;j,!l.ij)· [W];i si (jl.!);i < 0 
et (j1.2)ij > 0 

et les matrices A+ etA- sont definies a partir de A = pvp_- 1 (avec p 
Ia matrice des vecteurs propres a droitc et D Ia matric;-diagonale des valeurs 
propres de A) de Ia fa<;on suivante: -
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2.2.2. Etape 2 

Le systeme (19) est non conservatif en raison de Ia presence du gradient de 
pression associe a P(pt). On propose pour resoudre celui-ci un solveur de type 
Roe a flux discontinu. Un schema analogue a egalement ete teste dans un cadre 
de systemes hyperboliques non conservatifs issus de Ia turbulence compressible 
( Cf. [HER 95] et [BRU 96]). On reecrit le systeme ( 1 9) so us forme matricielle 
en dimension d: 

W,t + (F~'(W)),m + ( a, 'J~(p.) ) = Q 
0'2 \7 P(pt) I P2 

ou, dans les zones regulieres: 

W,t + Bm(W).W,m = Q 

(25) 

(26) 

avec le vecteur des variables d'etat: W 1 = ( a1, a1 Pt, a1 Pt U 1 , a2 U 2). On 
propose le schema explicite centre suivant: 

w·· = w~ _, _, 

On gele le terme non conservatif O'k sur Ia cellule C; et on prend Ia moyenne 
centree de P(pt) a !'interface oC;i : 

= (ak)i L 1 . P(pl) ndcr = (ak)i L (P(pt))ij Ilij 
jEV(i) oC,j jEV(i) 

Le flux de Roe a !'interface oC;i etant defini comme suit: 

(27) 
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ou 

( 
0 

) d 
( n1 P1 U 1 );.:rrij 

F2(W;,!l;j) = L (nm)ij F;'(W;) = 
Q 

m=l 
Q 

Soulignons que Ia matrice mw, rr) = 2:.::~= 1 nm Bm(W) satisfait le critere de 
Roe suivant: - -

La matrice B dans !'expression (27) prend ainsi en compte les termes conser
vatifs et non conservatifs pour stabiliser le schema. On peut egalement propo
ser une autre methode de resolution de ce systeme en considerant le systeme 
<<conservatif>> (23) que !'on resout avec un solveur de Roe classique. Ces deux 
algorithmes donnent des resultats identiques ( Cf. (COM 95b]). 

Remarque 5 Les conditions aux limites d'entree et de sortie sont traitees de 
far;on similaire au domaine interieur en decentrant le flux suivant que l 'on est 
dans une configuration subsonique ou supersonique. Pour les conditions aux 
limites de paroi, on introduit une cellule fictive etat miroir de la cellule qui a 
une frontiere commune avec la paroi. On calcule le flux a La paroi a l'aide d'un 
flux de Roe (cas du double choc symetrique, accumulation de particules ou de 
gaz) et avec un flux de Godunov en situation inverse (double detente syme
trique, disparition de particules ou de gaz). On effectue si cela est necessaire 
des approximations quand les invariants de Riemann ne sont pas primitivables 
(cas de la pression intergranulaire). Cette formulation des conditions aux li
mites de paroi est essentielle pour assurer le respect du principe du maximum 
( 10) du taux de presence. Le flux calcule, de Godunov ou de Roe suivant La 

· configuration, agit dans le sens physique de l 'ecoulement. 

2.2.3. Etape 3 

Durant l'etape de resolution des termes source, seules les variables de quantite 
de mouvement sont modifiees. Les termes sources sont discretises selon une 
formulation volumes finis, en semi-implicitant le terme ~(W), avec: 



216 Revue europeenne des elements finis. Volume 6- no 2/1997 

Le schema s'ecrit alors: 

Txn•+l _ I"I** At( f- )** ( ..2...; - ..2...; - u CYJ Q-2 \T i 

0 
0 

-(U )n+l 
-r t 

(u )n+l; 
-r t P2 

II faut noter que d'autres propositions ont ete faites recemment [SAl 95) pour 
traiter les termes source. 

3. Tests nun11~riques 

Cet algorithme a tout d'abord ete teste dans un cadre monophasique pur ne 
comportantquedugaz (o-2 = O),ouquedesparticules (Pl = 0) (Cf. [COM 95b)). 

On presente quelques simulations numeriques sur des maillages bidimension
nels non structures avec des cellules volumes finis de type INRIA. Les tests 
qui vont suivre ont tous ete realises avec les constantes physiques suivantes: 
n - "' - 7/5 K - 105 Pa f3 - 2 2 < q2 > - 5 m 2 s- 2 v - 10-5 n1 2 s- 1 ·- , - , - , - 3, 3 2 o- · , 1 - ·· , 

P2 = 2500 kg.m- 3
, CYmax = 0.64, d2 = 10-4 m, ec = 1 et g = Q. Dans tous les 

cas, les effets visqueux sont negliges ( 771 = 772 = 0). Le pas de temps est ada pte 
en fonction d'une condition CFL basee sur les celerites d'ondes IUk ± Ck I, k = 1, 
2, qui constituent une bonne approximation des ondes associees au systeme 
de convection ( 12) quand p2 est grand devant Pl ( Cf. remarque 1). To us les 
calculs ont ete realises sur station de travail IIP9000-735. On considerera tout 
d'abord des cas tests de type <<tube a chocs>>. Ces tests a priori unidimension
nels sont effectues en configuration bidimensionnelle. On presentera ensuite unc 
simulation d'ecoulement diphasique compressible dans une tuyere. 

3.1. Simulations de type <<tube a chocs » diphasiques 

Le maillage etant non structure, Ia solution numerique verra se developper des 
effets bidimensionnels (transverses). Le maillage primal, constitue de triangles, 
comporte 11 x 1000 nceuds sommets et presente une symetrie par rapport a Ia 
droite y = 0 (voir Ia figure 2). 

Les resultats sont traces sur cet axe de symetrie. On a retenu des conditions 
aux limites de type <<paroi» en y = ±A, de maniere a conserver le mieux 
possible le caractere unidimensionnel de Ia solution. Ces cas tests de <<tube a 
choc» sont traites tout d'abord sans effets de trainee (L = 0). On presente 
quelques resultats realises a partir des valeurs d'initialisation decrites dans le 
tableau 1. Ces simulations ont ete realisees avec une CFL egale a 0.5. 

Sur le test de Ia figure 3, sans effets de trainee, se developpent quatre oncles: 
deux oncles de choc (les 2- et 4-oncles) et deux oncles de detente (les 1- et :~

ondes). Les ondes rapides (les 1- et 4-ondes) peuvent etre approximativement. 
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y 

I 000 noeuds 

Figure 2-
Triangulation du domaine avant const7·uction des cellules INRIA. 

I FIG. 3 et 4 
G I D 

II FIG.5et6 
G I D 

Pt [kg.m ·4 1 0.3 1 1 

0:2 0.5 0.6 0.5 0.5 
U1 [nLS- 1] 0 0 700 -700 
U2 [nLS- 1] 0 0 5 - 5 

Tableau 1 - Conditions initiates des tests de type tube a choc diphasique, 
ou les etats « G >> et "D >> representent les valeurs a gauche et a droite d 'une 
variable de pad et d 'autre de Ia discontinuite initiate qui est centree en x = 0 
par rapport au donwine el U k designe Ia vitesse seton x de Ia phase k. 

assimilees aux ondes de phase 1 isolees (i.e. de vitesse U1 ± c1) et les ondes 
lentes (les 2- et 3-ondes) aux ondes de phase 2 isolees (i.e. de vitesse u2 ± c2). 
On remarque d 'ailleurs que ces deux dernieres sont tres difficiles a distinguer 
quand l'energie cinetique turbulente < q~ >o est plus faible. On note egalement 
que Ia phase 1 perturbe peu les variables de phase 2 (voir les courbes associees 
a a 2 et U2 ). On constate toutefois, en observant U2 , un Ieger accroissement 
de vitesse de phase 2 pour x E [-0.65, -0.3] (effet lie principalement au gra
dient de pression P(pt) pondere par a 2/p2 ); de meme, on enregistre un choc 
de faible amplitude pour X = 0.73. La meme experience numerique, realisee a 
!'aide du meme schema dans un cadre reellement unidimensionnel permet de 
verifier que Ia Iegere sur-vitesse observee sur U1 avant Ia 4-onde de choc est 
due au maillage non structure. II en est de meme pour Ia perturbation de l'etat 
constant intermediaire sur U2 , au voisinage de Ia 2-onde de choc pour x ~ -0.1. 
Si on effectue une experience monophasique pure ne comportant que des par
ticules (P1 = 0), en retenant les memes conditions initiales pour az et U2 , on 
obtient un ecoulement pratiquement identique. L'effet inverse est evidemment 
beaucoup plus net, si !'on observe les variables p1 et U1. Pour s'en convaincre, il 
suffit de realiser une simulation analogue monophasique pure (a2 = 0, a 1 = 1) 
en retenant les memes conditions initiales pour p1 et U1 . Pour cette experience, 
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Figure 3-
Cas test de tube a choc diphasique sans trainee. 
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Figure 4-
Cas test de tube a choc diphasique avec trainee et comparaison avec le modele 
a trois equations. 
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Cas test de tube a choc diphasique comportant quatre andes de choc sans trai
nee. 
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Figure 6-
Comportement de l'inegalite d'entropie -u[77] + [F11 ] ~ 0 sur le cas test du tube 
a choc diphasique comportant quatre andes de choc. 

le nombre de «Mach» maximal, Mk = !Uki/ck associe a Ia phase k, vaut 0.078 
pour Ia phase 2 et 0.65 pour Ia phase 1. 

On effectue maintenant ( Cf. figure 4) le meme test en incluant les effets de 
trainee modelises dans !'equation (6). Pour ce regime dense en particules, Ia 
trainee tend a annuler Ia vitesse relative, on compare ainsi les resultats de si
mulation avec ceux issus d'une simulation du modele a trois equations (15) 
avec les lois de fermeture (2, 3, 4d, 5) ( Cf. paragraphe 1.4.). La mise en ceuvre 
du schema de Godunov est a priori delicate pour le modele a trois equations, 
du fait de Ia complexite des invariants de Riemann; de plus, on ne peut ex
hiber de linearisee de Roe simple dans ce cas. Gallouet a propose recemment 
des solveurs de Riemann simples a mettre en ceuvre lorsque le formalisme de 
Roe atteint ses limites ( Cf. [GAL 96b], [GAL 96a] et [MAS 96]). On choisit 
done de resoudre le systeme (15) a !'aide du solveur VFROE en variables ca
racteristiques ( Cf. [BUF 96]) ; les simulations numeriques de ce systeme nous 
donnent des elements de comparaison avec le systeme a quatre equations ( 17) 
avec les lois de fermeture (2, 3, 4d, 5, 6). Sur les resultats de Ia simulation du 
modele a trois equations, on observe sur les variables Pt et a2 une 1-onde de 
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choc (a travers laquelle p1 et a 2 croissent), suivi d'une discontinuite de contact 
puis d'une 3-onde de detente (a travers laquelle p1 et a 2 croissent). On verifie 
bien que Ptot = P(pr) + ctz P2 3(az) ne varie pas a Ia traversee de Ia disconti
nuite de contact, et que le rapport des masses partielles az/a 1 p1 ne varie ni 
dans Ia 1-onde de choc ni dans Ia 3-onde de detente. Dans cette configuration 
d'ecoulement dense, ou les effets de trainee sont importants, on constate que, 
qualitativement, le modele a quatre equations se com porte sensiblement comme 
le modele a trois equations. 

On considere enfin un cas test symetrique sans effets de trainee comportant 
quatre ondes de choc ( Cf. Ia figure 5). Les conditions initiales associees ace cas 
sont donnees dans le tableau 1. On observe une accumulation de particules au 
centre du domaine avec preservation du principe du maximum sur Ia fraction 
volumique: a 2 < a max = 0.64. Le maillage bidimensionnel etant non structure, 
on note que les resultats ne sont pas parfaitement symetriques. 

On reprend le test precedent, mais avec Ia fonction 3(a2 ) definie de Ia fa<;on 
suivante: 

(28) 

Cette fonction 3( a 2 ) presente les memes caracteristiques que celle definie 
dans !'equation (5), a savoir qu'elle modelise les ecoulements denses 3(az = 
ctmax) = +oo; sa forme simplifiee permet d'exhiber Ia fonction Hz(az) telle 
qu'elle est definie dans !'equation (9). Sur Ia figure 6, on observe que l'inegalite 
d'entropie -a-(77) + (F11 ) :::; 0 est respectee au niveau des quatre ondes de choc 
(a- designe Ia vitesse du choc). 

3.2. Simulation d 'un ecoulement diphasique dans une tuyere 

On observe maintenant Ia simulation numerique bidimensionnelle d'un ecou
lement diphasique dans une demi-tuyere, incluant les effets de trainee (sys
teme ( 17) avec les lois de fermeture (2, 3, 4d, 5, 6). Le maillage associe est de 
l'ordre de 8500 nreuds. Le calcul est effectue avec une CFL egale a 0.3. Les 
conditions initiales a l'interieur de Ia tuyere et les conditions aux limites que 
!'on impose, sont detaillees dans le tableau 2. 

L'axe de symetrie de Ia tuyere est represente par des conditions aux limites de 
symetrie. On observe sur les figures 8 a 11 un historique des variables az, Pt, U1 

et U2 . On remarque une tres importante accumulation de particules au niveau 
de Ia paroi du convergent de Ia tuyere ainsi qu'au niveau de !'axe de symetrie 
a l'aval du col de Ia tuyere. Les valeurs maximales de Ia fraction volumique 
(max(a 2 ) = 0.627) sont tres proches du taux de compactage maximum ctmax = 



Volumes-Finis pour modele gaz-solide 223 

(a) 
101 

(b) 

r 
10° 

4e-07 - 10-1 
10-2 
10-J 

3e-07 - 10-4 
\ 10-5 

~ 10-~ 

2e-07 f- - 10-7 
10-R 
10-9 

le-07 I 10-10 
0 10000 20000 0 50000 100000 

Figure 7-
Simulation d'ecoulement dans une tuyere: en fonction du nombre d'iterations, 

(a) evolution du pas de temps (en s-), (b) residus de masse par phase. 

C.L Interieur C.L. Entree C.L. Sortie 

Pt = 1 02 = 10-6 Pt = L1 02 = 10- 2 P1 = 1 02 = 10 -o 
Ut = 0 u2 = o Ut = 200 u2 = 200 Ut = 0 u2 = o 
Vt = 0 v2 = o v1 = o v2 = o Vt = 0 v2 = o 

Tableau 2 - Conditions initiates de La simulation d'ecoulement diphasique 
dans une tuyere. Les composantes horizontale et verticale de La vitesse !l_k = 
( Uk, Vk )t de Ia phase k sont exprimees en m. s- 1 et La densite du gaz en kg. m-3 . 

0.64 mais le principe du maximum (10) n'est pas viole. A l'etat stationnaire, 
le maximum de 02 vaut 0.623 pour ce maillage. La figure 7 montre d'une part 
!'evolution du pas de temps adapte au cours de Ia simulation, qui varie de 
fa<_<on consequente jusqu'a ce que le gaz et les particules atteignent Ia sortie de 
Ia tuyere, et !'evolution des residus de masse qui atteignent approximativement 
10-4 au bout de 30000 iterations et 10- 10 au bout de 120000 iterations. La tres 
forte variation du pas de temps, aux alentours de Ia 2000ieme iteration, est liee 
a Ia formation d 'un <<cluster>> sur Ia paroi dans le convergent. 

Remarque 6 Au cours du regime transitoire, aucune perte de positivite dis
crete des variables o2, (1 - o2) et Pt n'a etC enregistree. 

Remarque 7 Cette simulation met en evidence des vitesses relatives locale
ment tres importantes (zone de proche paroi en debut de divergent), II U 2 -

U 111/ c1 pouvant atteindre 1 par endroits. 

Cette derniere remarque montre bien qu'un modele a trois equations de 
type (15) est totalement inadequat dans ce cas. 
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Conclusion 

On a presente ici un modele bi-ftuide a quatre equations, pour Ia simulation 
des ecoulements compressibles diphasiques gaz-solide. Les principales proprie
tes de ce systeme (domaine d'hyperbolicite, caracterisation entropique) ont ete 
rappelees. On a propose un algorithme instationnaire de type Volumes-Finis, 
base sur une technique de splitting d'operateurs, pour resoudre ce systeme 
conditionnellement hyperbolique non conservatif. Le schema utilise des tech
niques de decentrement pour le calcul des effets convectifs. Notons que ce type 
de schemas, avait ete prealablement teste dans le cadre monophasique conser
vatif ( Cf. [BAR 91], [BAR 92], [BUF 93a], [BUF 93b]), et que cette approche 
a egalement ete analysee dans le cadre diphasique des ecoulements petroliers 
( Cf. [MAS 97]). Le schema repond aux exigences sus-citees: il autorise le cal
cui d'ecoulements presentant des discontinuites, des vitesses relatives elevees; 
de plus, il permet les calculs avec apparition du taux de compactage maximal 
(formation de clusters) ; rappelons que Ia forme de Ia pression intergranulaire 
est determinante pour obtenir le principe du maximum ( Cf. [COM 96b]). L'al
gorithme est simple et peu couteux, ce qui est essentiel dans un contexte in
dustriel. L'extension a l'ordre 2 des schemas de convection, par le biais de Ia 
technique MUSCL, est facile a mettre en reuvre. Elle est particulierement inte
ressante pour Ia phase des particules. L'algorithme a ete implemente dans un 
code qui utilise des recouvrements Volumes-Finis non structures de type INRIA, 
ou les effets diffusifs sont pris en compte au moyen d'une formulation Elements 
Finis Galerkin Pl. Le schema est actuellement utilise pour Ia prediction de !its 
ftuidises denses; dans cette configuration d'ecoulement, qui necessite un algo
rithme instationnaire, il est fondamental de respecter le principe du maximum 
pour Ia variable taux de presence volumique. La meme methode a pas frac
tionnaires s'applique a Ia resolution du systeme a cinq equations comprenant 
!'equation d'evolution d'energie turbulente relative a Ia phase des particules 
( Cf. [BAL 95], [BOE 95] et [GOL 96]) pour des modeles plus complexes); ce 
type de modele est actuellement explore. Dans ce cadre, les remarques concer
nant le principe du maximum pour 0:2 restent valables ( Cf. [COM 97]). De 
maniere generale, les resultats presentes dans cette note confirment I 'interet de 
!'utilisation des solveurs de Riemann (approches) pour Ia simulation d'ecoule
ments diphasiques ( Cf. [SAl 95]). 

Nous remercions vivement Jean Fabre et Thierry Gallouet pour· les encou
ragements prodigues, et pour lem·s nombreuses remarques qui nous ant pcrmis 
d'ameliorer le manuscrit initial. Nous tenons egalemcnt a remercie1· Georyes 
Balzer, Jean-Paul Chabard, Germain Pot et Olivier Simonin, pour leurs di
verses contributions. 
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