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RESUME. En optimisation de forme, l'utilisation de derivees d'ordre eleve permet d'obtenir a 
partir d'une seule analyse par elements finis une representation explicite de la fonction cout 
par son polynome de Taylor. La differentiation automatique foumit les derivees exactes du 
probleme discret, a un cout inferieur a celui d'une analyse par elements finis. Deux exemples 
industriels en elasticite lineaire illustrent la puissance de cette nouvelle methode. 

ABSTRACT. In shape optimization problems the use of higher order derivatives leads to an 
explicit Taylor's expansion of the cost function, obtained from only one finite element 
analysis. The automatic differentiation provides exact derivatives of the discrete problem and 
its additional cost is low with respect to the cost of a finite element analysis. Two industrial 
examples in linear elasticity show the interest of this new method. 
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1. Introduction 

La simulation numerique prend une place de plus en plus importante dans 
!'elaboration de produits industriels. Cette simulation a pour but de restituer 
le comportement physique de la structure etudiee ( elasticite, aerodynamique, 
electromagnetisme, ... ) . Cette structure est definie par ses parametres (geome
trie, propriete de materiaux, ... ). Curieusement, ce sont ces paramett·es, dont 
une valeur initiale a ete fournie a l'ordinateur, qui sont les vel·itables incon
nues du concepteur. II est done essentiel de quantifier au mieux !'influence des 
parametres de conception du produit. Le but de !'optimisation de forme est 
d'obtenir les meilleures performances du produit en choisissant une configura-
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tion optimale de ces parametres. Ce choix doit bien entendu etre effectue dans 
des delais compatibles avec les contraintes industrielles. 

Les performances de la structure etudiee sont mesurees par differents cri
teres: poids, rigidite, maximum des contraintes (cas des structures), modes 
propres, trainee (cas d'une aile d'avion), diagramme de rayonnement d'une an
tenne, ... Si l'on note x le jeu de parametres consideres, une approximation de 
l'etat U(x) est donnee par la resolution, tres coiiteuse en temps, d'une equation 
lineaire ou non-lineaire de la forme 

F(x, U(x)) = 0. (1) 

L'etat U(x) represente par exemple la deformation elastique de la structure, le 
champ rayonne par une antenne, l'ecoulement autour d'une aile d'avion. Chaque 
critere, ou fonction coiit, est alors de la forme 

j(x) = J(x, U(x)). (2) 

Les methodes classiques d'optimisation de forme utilisent en general des 
methodes de descente: a chaque iteration, la valeur d'une fonction objectif est 
diminuee. Le choix de la fonction objectif en fonction des different criteres, le 
choix du parametrage de la forme geometrique, ainsi que celui de la methode 
d'optimisation, peuvent s'averer assez delicats: certains criteres sont difficiles 
a definir (comme l'esthetique), les solutions obtenues peuvent s'averer en pra
tique irrealisables, des oscillations du bord du domaine a optimiser peuvent se 
produire. Ces methodes ont en commun le fait qu'a chaque iteration !'equation 
(1) doit etre resolue a nouveau pour une autre valeur des parametres X 0 Typi
quement, cela signifie qu'a chaque iteration on factorise une nouvelle matrice, 
operation qui represente l'essentiel du temps passe au cours de cette iteration. 
Dans le cas lineaire, cette matrice est tout simplement celle du systeme (1) qui 
s'ecrit alors A(x)U(x)- B(x) = 0. Dans le cas non-lineaire, cette matrice est 
celle obtenue par linearisation de !'equation (1). 

Or il s'avere qu'en general !'application x --t U(x) est analytique meme 
lorsque U(x) est une fonction irreguliere (cas d'une fissure chargee): U(x) peut 
done etre represente par sa serie de Taylor, ou en pratique approche par un 
polyn6me de Taylor. Se pose alors le probleme du calcul de la valeur en un 
point des derivees partielles d'une fonction de plusieurs variables pour des ordres 
de derivation qui peuvent etre eleves. Ce calcul des derivees peut etre fait "a 
la main", mais cela peut s'averer assez fastidieux. Une autre possibilite est 
d'utiliser la differentiation automatique (DA), qui, a partir d'un code evaluant 
une fonction f(x), engendre un nouveau code donnant la valeur de f(x) ainsi que 
de ses derivees successives f'(x), f"(x), · · ·,jusqua un ordre fixe par l'utilisateur. 

La methode que no us avons develop pee, Calcul Adaptatif et Derivees d 'Ordre 
Superieur, evite de recommencer la resolution de (1) pour chaque nouveau jeu 
de parametres. Son principe est tres simple: l'etat ayant ete evalue pour un 
premier jeu de parametres, la determination explicite d'un polyn6me de Taylor 
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a plusieurs variables pennet ensuite d'approcher Ia valeur de l'etat en un autre 
point. Les a vantages de cette approche sont multiples: 

- reduction importante des temps de calcul: en effet, le calcul des derivees de 
l'etat par rapport aux parametres fait appel a Ia resolution d'un systeme 
dont Ia matrice a deja ete factorisee pour resoudre ( 1). Or le rapport 
temps de factorisation 1 temps de resolution est pour Ies grands systemes 
de l'ordre de plusieurs centaines. Ainsi le calcul de quelques centaines de 
derivees partielles de l'etat par rapport aux parametres ne prend pas plus 
de temps qu'une iteration d'une methode de descente classique, 

- plus grande souplesse d'utilisation: lorsqu'il y a plusieurs criteres a opti
miser, il n'est pas toujours facile de determiner le poids a donner a chacun 
de ces criteres dans Ia fonction objectif qui pilote l'algorithme d'optimisa
tion. Si !'on dispose d'une representation polynomiale explicite de l'etat, il 
n'est pas alors forcement necessaire de definir une telle fonction objectif. 
L'evaluation des differents criteres est quasiment immediate, et le concep
teur peut observer en temps reel Ia reponse de sa structure pour toutes les 
variations des parametres a l'interieur d'un domaine de validite. II peut 
alors determiner les parametres optimaux par simple exploration de ce 
domaine, 

- parallelisation naturelle de Ia methode: a un ordre de derivation fixe, les 
calculs des differentes derivees partielles par rapport aux parametres sont 
totalement independants, et peuvent etre effectues en parallele, le degre 
de parallelisation croissant rapidement avec le nombre de parametres et 
l'ordre de derivation, 

- grande precision du calcul des derivees: pour des problemes lineaires, !'ex
perience numerique et Ia theorie [GuM 94) montrent que le calcul de l'etat 
obtenu par approximation polynomiale pour un nouveau jeu de parametres 
donne le meme resultat que le calcul direct de l'etat par resolution de (1) 
avec ces nouveaux parametres, 

- ouverture vers de nouvelles methodes d'optimisation globale: des resultats 
tres prometteurs ont ete obtenus dans un probleme de chimie quantique 
[MRP 95). 

Plusieurs problemes industriels ont ainsi ete resolus: 

- parametrisation du calcul dans des guides d'ondes 2D (pour Alcatel Es
pace) [GuM 95), 

- parametrisation de guides d'ondes 3D en collaboration avec France Tele
coin, 

- parametrisation de champs electrostatiques et magnetostatiques en colla
boration avec le Cedrat, 
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- parametrisation du champ electromagnetique calcule par equation inte
grate en collaboration avec Aerospatiale. 

Les trois premieres experiences ont donne lieu a trois logiciels industriels. Apres 
une etude de faisabilite concluante, la derniere experience est actuellement le 
support d'un projet europeen pour !'industrialisation de la methode (Projet 
Europeen EMCP2). 

Nous presentons dans cet article deux cas en elasticite lineaire 3D. Le cas 
non lineaire est plus delicat., mais des resultats tres satisfaisants ont ete obtenus 
par un des auteurs (F.Thevenon). 

Nous decrivons d'abord dans la section 2 la methode des derivees d'ordre 
superieur ainsi que sa mise en oeuvre. La section 3 est consacree a la differentia
tion automatique, outil essentiel pour realiser les calculs. Enfin nous presentons 
dans la section 4 deux exemples issus de l'industrie, sur lesquels a ete appliquee 
la methode des derivees d'ordre superieur. 

2. Les derivees d'ordre superieur 

Chaque evaluation d'un critere ou fonction cout j(x) = J(x, U(x)) conduit 
a une analyse par elements finis couteuse en temps. Les methodes modernes 
d'optimisation de forme [Cea 86] ont permis de reduire le nombre de ces analyses 
en utilisant les derivees premieres ou secondes [Fuj 86] de la fonction coiit par 
rapport a la geometrie. Mais ce n'est qu'en 1992 que deux des auteurs, mettant 
a profit la puissance des outils de la differentiation automatique, ont introduit 
les derivees d'ordre superieur, developpant a la fois une etude theorique et des 
applications industrielles ([GuM 92], [GuM 93]). 

Un certain nombre d'idees re<;ues avaient jusque la limite !'utilisation des 
derivees aux ordres 1 ou 2; les derivees d'ordre plus eleve apparaissaient comme 
couteuses, difficiles a calculer et d'utilisation pratique incertaine. 

Or d'une part les resultats de J .Morgenstern [Mor 85] et de V.Strassen [Str 
90] montrent que le calcul de derivees est peu couteux et peut etre realise a 
partir du code de calcul de la fonction en utilisant la differentiation automatique. 
D'autre part il a ete demontre [GuM 94] [Gui 94] que dans le cas de problemes 
lineaires, les derivees de la fonction coiit du probleme discret : 

- sont egales aux derivees discretisees de la fonction cout du probleme 
continu (nous appelons probleme continu le problerne issu des equations 
de la physique, et problerne discret celui issu de la discretisation du pro
bleme continu par la methode des elements finis). Ceci justifie !'utilisation 
de la differentiation automatique qui, bien entendu, ne peut traiter que le 
probleme discret, 

- peuvent etre calculees avec autant de precision que la fonction coiit elle
meme (i.e. avec le meme ordre d'erreur), 
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- permettent, a partir d'une seule analyse par elements finis, d'obtenir une 
tres bonne approximation de la fonction cout du probleme discret par son 
polyn6me de Taylor (car celle-ci est, dans une large classe de problemes, 
une fonction analytique par rapport aux donnees). 

Il se pose cependant le probleme du domaine de validite de la methode, lie au 
rayon de convergence de la serie de Taylor. Nous decrirons quelques techniques 
permettant d'agrandir ce domaine. 

2.1. Description de la methode 

La methode proposee est generale, mais on se contente de la presenter dans 
le cas lineaire. Dans le cas non lineaire, on applique les memes techniques aux 
equations linearisees du probleme. 

Soit x un parametre (geometrie, propriete de materiaux, ... ) et U(x) la so
lution de !'equation d'etat 

A(x)U(x) = B(x). (3) 

On suppose que pour resoudre cette equation, la matrice A(x) a ete factorisee. 
On peut alors tirer profit de cette factorisation de la maniere suivante : dans le 
systeme 

A(x + v)U(x + v) = B(x + v) 

correspondant a un nouveau parametre x +v, plut6t que de factoriser la matrice 
A(x + v), on se propose d'approcher la solution U(x + v) de ce systeme par son 
polyn6me de Taylor d'ordre m: 

U(x + v) ~ U(x) + U'(x)v + · · · + ~u(m)(x)vm. 
m. 

En effectuant une seule analyse, on connaitra la solution dans un voisinage du 
parametre initial X. L'analycite du probleme continu sous-jacent a l'equation 
(3) a ete mis en evidence pour toute une famille de problemes [Des 76], et 
celle du probleme discret X~ U(x) est immediate a partir du moment oil les 
applications x -t A(x) et x -t B(x) sont analytiques, ce qui est le cas dans la 
plupart des methodes de type elements finis ou differences finies. Nous renvoyons 
a [GuM 93], [GuM 94] pour les aspects theoriques et les estimations d'erreur. 

Le calcul des coefficients de Taylor est ensuite une simple application de la 
formule de Leibnitz: la premiere variation U'(x) de U(x) par rapport a X est 
donnee par la resolution du systeme 

A(x)U'(x) = B'(x)- A'(x)U(x), 

obtenu par derivation de l'equation (3). De meme, la derivee d'ordre m de U(x) 
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par rapport ax, notee u(m)(x), est la solution du systeme 

m 

A(x)u(m)(x) = B(m)(x)- L:C~1 A(i)(x)U(m-i)(x). (4) 
i=l 

On remarque que tous ces systemes sont formes a partir de la meme matrice 
A( X). Celle-ci ayant ete factorisee une fois pour toutes, les resolutions successives 
de ces systemes sont bien moins couteuses en temps de calcul que la factorisa
tion de Ia matrice elle-meme. Seuls les seconds membres varient d'un systeme 
a !'autre. Cela reste vrai s'il y a plusieurs parametres. Pour obtenir les seconds 
membres, il suffit de calculer les derivees successives de A(x) et de B(x) par 
rapport a X' soit a Ia main, ce qui est le plus efficace mais peut etre tres fasti
dieux, soit en utilisant Ia DA. Pratiquement, celle-ci est mise en oeuvre sur les 
matrices elementaires: Ia matrice A(x) est de la forme 

A(x) = I: Ax(x) 
KEIC 

ou chaque matrice elementaire Ax(x), relative a !'element K du maillage ele
ments finis IC, a au plus quelques dizaines d'elements non nuls. La DA est alors 
appliquee sur la routine de calcul de Ax(x), et fournit les derivees successives 
A}~l(x). II ne reste plus alors qu'a reassembler les matrices derivees 

A(m)(x) = I: A};)(x). 
KEIC 

La meme procedure est appliquee au calcul des derivees de B(x). 

2.2. Quelques proprietes de la methode 

Pour des perturbations raisonnables du parametre x, si no us comparons Ia 
solution obtenue par Ia formule de Taylor avec celle resultant d'un calcul direct, 
nous obtenons exactement le meme resultat, c'est a dire la meme representation 
binaire [GuM 94]. Ceci s'explique par les faits suivants: 

- Ia differentiation automatique calcule les derivees exactes du probleme 
discret, 

- le probleme discret est analytique. 

Pour ces raisons, les proprietes precedentes sont verifiees meme dans le cas ou 
!'on utilise des formules de quadrature pour calculer les coefficients des matrices 
elementaires AK et ceux du second membre B. On peut done aussi utiliser cette 
methode avec des elements finis de surface. 

Dans le cas de plusieurs parametres, Ia methode proposee est parallelisable. 
En effet, pour un ordre de derivation fixe m., les calculs des derivees croisees sont 
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en partie independants. Le degre de paral!elisme augmente rapidement avec le 
nombre de parametres et l'ordre de derivation. 

Cette methode est particulierement efficace pour les problemes de grande 
taille, car le rapport comptexite de ta factorisation 1 cornptexite de ta reso
lution d'un systeme factorise augmente avec la dimension du systeme. Don
nons un exemple: supposons que la matrice A(x) soit une matrice symetrique 
N 3 X N 3 provenant de la discretisation par elements finis d'un probleme pose SUl' 

le maillage quadrangulaire d'un domaine cubique, comportant N 3 = h-3 degres 
de liberte. La largeur de bande est de l'ordre de N 2 , et le coilt d'une factorisation 
de Cholesky est de l'ordre de N 7 /2 multiplications. Le coilt de la resolution des 
deux systemes triangulaires est de l'ordre de 2N5 multiplications. Le rapport 
factorisation I resolution est done de N 2 /4. Si on a par exemple N = 20 ele
ments par cote, ce qui represente une discretisation moderement fine, ce rapport 
est de 100, ce qui donne un net avantage a !'approximation de la solution par 
developpement de Taylor. 

2.3. Perturbation de maillage 

Pour definir une perturbation de maillage, on part d'une perturbation don
nee du bord du maillage. Celle-ci provient d'une variation des parametres qui 
definissent la geometrie (coordonnees des sommets s'il s'agit d'un polyedre, co
efficients de fonctions splines dans le cas general), variation demandee par l'uti
lisateur ou issue d'un calcul de gradient au cours d'une procedure d'optimisa
tion. II faut alors obtenir un prolongement de cette deformation a l'interieur 
du maillage. Couramment, un tel prolongement est obtenu par resolution d'un 
probleme d'elasticite avec deplacement impose sur le bord. Ceci revient a im
poser de la rigidite au maillage, et peut generer un maillage peu satisfaisant 
(ex.: triangles aplatis). Nous presentons dans ce paragraphe quelques criteres 
permettant de construire une perturbation de maillage adaptee a la methode 
des derivees d'ordre eleve. 

2.3.1. Dornaine de convergence de la serie de Taylor 

Nous notons ici X la table des coordonnees des noeuds du maillage initial. 
Un maillage perturbe a pour table X + Vx au Vx est une perturbation des 
coordonnees du maillage. Si l'on considere !'application t--+ A(X + tVx), on 
s'aper<;oit que cette application n'a de sens que sur uncertain intervalle [ -t 1 , t 2), 

t1, t2 > 0. En effet, pour de trap grandes valeurs de it!, les mailles finissent en 
general parse croiser, l'aire (ou le volume) de certains elements passe par zero, 
et comme cette aire figure au denominateur des matrices elementaires, on a une 
division par zero. La fonction t --+ A(X + tVx) est ainsi en general une fonction 
meromorphe, et son developpement en serie de Taylor a un rayon de convergence 
fini p(Vx ). 
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Or il est clair que ce rayon de convergence p(Vx) depend de la perturbation 
Vx. On a done interet a choisir les valeurs de Vx aux points interieurs du 
maillage de telle sorte que p(Vx) soit le plus grand possible. Ceci donne lieu a 
un probleme d'optimisation. On peut encore ameliorer le rayon de convergence 
de la serie de Taylor par "changement de variable" : au lieu de t -t A( X + t Vx), 
on considere une application de la forme t -t A(X + I:f=l tiVi). Dans la pratique, 
on choisit d=2. 

2.3.2. Erreur de discretisation par elernents finis 

Il a ete etabli dans [MuS 76] que la derivee par rapport au domaine dans 
une direction V ne depend que de la composante normale de V sur le bord du 
domaine. 

Cependant, il a ete prouve dans [Mas 87] qu'apres approximation par ele
ments finis, le calcul numerique de cette derivee depend fortement du comporte
ment de la perturbation a l'interieur du domaine. L'erreur entre la derivee d'une 
fonction cm1t et la derivee de son approximation fait directement intervenir la 
regularite de la perturbation du domaine. Pour etre plus precis, introduisons les 
notations suivantes: soit n le domaine, v une perturbation du domaine, i.e. le 
domaine perturbe n +vest l'ensemble des points X+ V(x) pour X En, et Vx 
l'ensemble des valeurs prises par V sur les noeuds. Soit n -t ](n) = J(n, u(st)) 
une fonction coiit derivable, l'etat u(st) etant la solution du probleme continu, 
X -t j(X) = J(X, U(X)) !'approximation de cette fonction cout, U(X) etant 
la solution du probleme continu discretise. Soit dn](s-2; V) la derivee dans la 
direction V de la fonction cout du probleme continu, et dxj(X; Vx) celle du 
probleme discret dans la direction Vx. On note h le pas de discretisation du 
maillage, et ll·llwm,=(n) la norme de l'espace de Sobolev wm,oo(n), ensemble 
des transfomations du domaine n qui possedent des derivees Lipschitziennes 
jusqu'a l'ordre m- 1. Nous avons obtenu le resultat suivant [Mas 87]: 

-: . k+k' 
ldnJ(S1; V)- dxJ(X; Vx )I :S: ch IIVIIwk'+t,oo(n)· (5) 

Ce resultat a lieu si l'on utilise des elements finis de type Lagrange de degre k 
et si V E Wk'+l,oo(n) pour uncertain k', 1 :S: k' :S: k. 

Cela veut dire que la regularite de la perturbation V intervient a deux ni
veaux dans !'estimation de l'erreur sur le calcul de la derivee: 

- par la norme de V: IIVIIwk'+t,oo(n), est une constante multiplicative de 
l'erreur; plus V est irreguliere, plus cette norme est grande, 

- dans l'ordre de l'erreur (via k'): l'ordre de l'erreur augmente avec le degre 
de regula.rite de v. 

Ces resulta.ts theoriques ont ete etendus au calcul de derivees d'ordre superieur 
et valides par des experiences numeriques [GuM 94]. 
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Pour ces raisons, l 'algorithme qui genere les maillages perturbes doit construire 
des deformations v le plus regulieres possible. 

2.3.3. Etude de stabilite 

Le calcul des derivees d'ordre eleve entraine la resolution successives de plu
sieurs systemes lineaires ( 4). A chaque resolution, des erreurs s'accumulent dans 
les seconds membres. A priori, le resultat final dependra done fortement du 
condit.ionnement de la matrice A. Or les resultats numeriques obtenus dans 
[GuM 94] ont montre une stabilite remarquable: la serie de Taylor calculee 
converge tellement bien vers le resultat d'un calcul direct qu'on obtient la m€hne 
representation binaire quand on derive jusqu'a l'ordre 50. Nous donnons ici une 
explication de ce comportement de la serie. 

Rappelons d'abord le resultat classique de stabilite pour la resolution d'un 
systeme lineaire AX = B. On suppose la matrice A symetrique definie positive, 
et on note (A.;, v;)f= 1 ses elements propres. Les valeurs propres sont rangees par 
ordre croissant. On a alors 

loXI An lc5BI w ~ ~w· 
ou oX est l'erreur provoquee par une perturbation oB de B: 

A(X +oX)= B+oB 

et 1·1 designe la norme usuelle de ~n. Si l'on examine la situation de plus pres, on 
se rend compte que l'erreur de resolution de AX = B depend en fait fortement 
de B. En effet, si le second membre s'ecrit B = I:t=l b;vi avec d < n, alors nous 
avons une estimation plus fine de l'erreur: 

(a partir de A oX= oB on obtient loXI::; >.\loBI, puis de X= I:t=l f.-v;, on 

deduit IXI2 = I:f=1 ~ ~ ~IBI 2 ). 
On obtient un resultat similaire lorsque les composantes de B selon ( Vj )i=d+l 

ne sont pas nulles mais restent petites. Si on decompose B = 2:::1=1 b;v; + 
I:7=d+l b;vi = Bo + B1 et si IB1I ~ o:IBI avec o: < 1, la majoration prece
dente devient 

_loX_I < --=A.=d =loBI 
lXI - A.1v'l- o:2 IBI · 

Ceci illustre le fait que la stabilite de la resolution d'un systeme lineaire 
depend de la "regularite" du second membre. Or les resolutions successives (4) 
font intervenir la perturbation V dans les seconds membres. On peut montrer 
que la decomposition de ces seconds membres dans la base des vecteurs propres 
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de A donne des composantes selon ( v;)i=d+l d'autant plus petites que la pertur
bation Vest reguW~re. La regularite de V intervenait dans !'estimation d'erreur 
(5), elle intervient done aussi au niveau de la stabilite des calculs. 

2.4. Gestion de la differentiation automatique 

Etant donne une fonction codee dans un langage donne, un logiciel de diffe
rentiation automatique genere un executable de calcul de ses derivees. 

Naturellement, le programme genere depend des donnees fournies a !'exe
cution. En general, la fonction f est analytique par morceaux. Le programme 
derive ne tiendra compte que de la branche analytique 1 ou la fonction a ete 
calculee ( cf. Figure 1) . 

f 

X 

FIG. 1 - Le prolongement analytique 

Considerons une fonction de classe Cd 

Etant donne xa, x1 , ... , Xd E !Rn, il est possible d'obtenir le developpement 

d d 

f(Ltix;) = l:tiy;. 
i=O i=O 

Le programme F engendre par differentiation automatique est destine a 
effectuer ce developpement. Il est appele avec les arguments 

F(x, y) 

ou x est l'entree x = (xo, x1, ... , Xd), et y la sortie y = (yo, y1 , ... , Yd)· 

Si x1 = x2 = ... = Xd = 0 alors le programme F donne !'evaluation de f au 
point xa. 
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Si x2 = x 3 = ... = Xd = 0, alors le programme donne le developpement de 
Taylor de f(xo + txl) = "£t=o tiy;. 

Dans notre cas, ceci s'applique au niveau des deformations de maillages a la 
fonction t--+ A(X + "£t=l tiV;) definie au paragraphe 2.3.1. 

La differentiation automatique permet ainsi de mettre en oeuvre facilement 
les criteres de qualite de maillages mentionnes au paragraphe precedent pour le 
calcul des derivees des matrices elementaires. 

2.5. Gestion des pammetres geometriques 

Si les aspects fondamentaux relatifs a la gestion de la geometrie sont aujour
d'hui bien maitrises, !'implantation de ces outils necessite beaucoup de savoir 
faire et de nombreuses annees de travail. Ceci est d'autant plus vrai lorsque l'on 
s'interesse ala parametrisation de la geometrie: une geometrie peut etre definie 
par un certain nombre de parametres qui peuvent etre lies par des relations 
mathematiques {des contraintes d'egalite). En general, on dispose d'au moins 
un parametre libre (independant) permettant de faire varier les autres. 

Le logiciel I - DEAS Master Se1·ies propose un environnement permet
tant de mettre a jour automatiquement la geometrie a partir de la donnee par 
l'utilisateur des parametres libres. 

L'utilisateur choisit ses parametres de conception et leur domaine de va
riation. Ces variations se traduisent par des modifications de la surface de la 
structure. Le logiciel Adomesh accede ala base de donnees via l'environnement 
Open Architecture pour obtenir: 

- les parametres et leur domaine de variation, 

- pour chaque valeur des parametres, la geometrie correspondante, 

- le maillage initial. 

A partir de ces informations, le logiciel Adomesh calcule les perturbations op
timales v; du maillage pour chaque nouvelle geometrie. 

3. La differentiation automatique (DA) 

Nous avons tous eu des difficultes pour calculer la primitive d'une fonction, 
alors que la derivation se fait d'une maniere relativement aisee en appliqua.nt 
les regles elementa.ires de derivation. 

Pa.radoxalement, la situation s'inverse lorsqu'il s'agit de calcul numerique. 
En effet, !'integration numerique est une operation stable alors que la deriva
tion numerique ne l'est pas. De plus l'algorithme de derivation depend (tres 
fortement) de parametres difficiles a estimer. 
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Or le calcul du gradient d'une fonction est d'une importance capitale pour 
les applications. Ces differents constats sont a l'origine de la differentiation au
tomatique. Un programme de calcul n'utilise que des operations elementaires 
(+, -, x, j, cos, sin, ... ). En un point donne, pour obtenir la valeur de la dif
ferentielle de la fonction definie par ce programme (en FORTRAN, C, ADA, 
... ) , il suffit d'evaluer la derivee exacte de chacune de ces operations au point 
courant. 

Contrairement aux methodes de differences finies, la valeur de la derivee 
ainsi calculee par DA est exacte aux erreurs d'arrondis pres. Par ailleurs, la DA 
est fondamentalement differente de la differentiation symbolique telle qu'on la 
trouve dans les codes de calcul formel: cette derniere, a partir de la connais
sance d'une representation par une formule mathematique de la fonction a de
river, donne une autre expression mathematique pour representer la derivee. 
La DA opere directement sur un programme complet, qu'elle transforme pour 
donner un nouveau programme qui calcule la fonction ainsi que ses derivees. Le 
processus de differentiation automatique peut etre represente par le schema: 

X p f(x) 

p.f ------~· ._I ____ A_n _____ ___,f----
pdiff.f 

X --~·._I ____ Pd_i_rr _____ ~~--- f(x), f' (x), ... 

FIG. 2 - La differentiation automatique 

La differentiation automatique peut etre utilisee dans de nombreux domaines 
du calcul numerique: 

- en optimisation pour le calcul du gradient et eventuellement du Hessien, 

- pour le calcul de !'application lineaire tangente afin de resoudre des pro-
blemes non lineaires, 

- pour }'etude de la stabilite d'un calcul numerique. 

L'etude de stabilite mesure, sans coG.t supplementaire, la sensibilite du re
sultat par rapport a toutes les variables intervenant dans son calcul ( ce qui peut 
permettre de reperer les operations deteriorant le plus la precision des calculs) ; 
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elle se fait en utilisant le mode inverse, dont l'autre interet principal est de cal
euler un gradient avec un rapport temps de calcul du gradient/temps de calcul 
de la fonction independant du nombre de variables. 

Nous developpons brievement ces differents points dans cette section en nous 
inspirant essentiellement du travail de J.C.Gilbert [GVM 91], auquel nous ren
voyons le lecteur pour plus de details. 

3.1. Fonctions definies par leur programme 

Soit la fonction 
f : JRn --t JRm 

x --t f(x) 

avec x = (x 1, ... , xn); les x; (i = 1, ... , n) sont appelees variables independantes, 
et un certain nombre de variables auxiliaires XnH, ... , XN appelees variables 
intermediaires sont introduites. 

3.1.1. Le modele simple 

Prenons par exemple le calcul de 

f(x) = cos(x1 + x2) + xs 
1 + x1 xs exp(x2) 

Il peut se decomposer en une succession d'operations elementaires: 

X4 := X1 + X2 

xs := cos(x4) 
X6 := X5 + X3 

X7 := X1 X X3 

xs := exp(x2) 
Xg := X7 X Xg 

X1Q := Xg + 1 
f = xn := xs/x1o 

Dans ce modele dit simple une variable intermediaire est introduite a chaque 
instruction, ce qui fait utiliser N = n + f{ variables si le nombre d'instructions 
est K. Nous pouvons ecrire ce calcul SOliS la forme: 

{
fori:= n + 1 toN do x; := <p;(x1, ... , Xi-1) 
f :=xN 

Les <p; sont appelees fonctions intermediaires. En general les fonctions <p; ne 
dependent que d'une partie des autres variables Xj, j < i. Si on note S; C 
{1, ... , i- 1} !'ensemble des indices correspondant aces variables effectivement 
utilisees et xs, !'ensemble des Xj pour j E S;, l'algorithme s'ecrit alors: 

(M1) {
fori:= n + 1 toN do x; := <p;(xs;) 
f := XN 
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3.1.2. Le modele etendu 

Le modele precedent est trop simpliste et ne prend pas en compte, par 
exemple, le cas de variables intermediaires redefinies dans le calcul d'un pro
duit scalaire: 

{

p := 0 
jo1· i := 1 to n do p := p + x; *a; 
f :=p 

La redefinition des variables (independantes ou non) conduit au modele etendu : 

(M2) {
for k := 1 to I< do xl-'k := 'Pk(xsk) 
f :=XN 

ou J-lk est l'indice de la variable affectee par la k-ieme instruction. On doit faire 
naturellement !'hypothese de consistance suivante: une variable doit avoir ete 
definie avant d'etre utilisee comme parametre d'une autre variable. 

3.1. 3. Les fonctions intermediaires 

Les fonctions cp; peuvent etre, comme nous l'avons vu dans l'exemple, des 
fonctions de calcul de base, mais aussi une ligne de programme, une proce.dure : 
cette grande liberte est une des forces de la DA. II leur est cependant demande 
d'etre regulieres dans un voisinage du point ou elles sont evaluees. Dans la plu
part des codes de DA actuels une fonction intermediaire identifiee par le code 
ne depend que d'une ou deux variables, la reduction etant faite automatique
ment par le differentiateur. Ceci peut amener a introduire un grand nombre de 
variables intermediaires. 

De meme qu'en optimisation de forme, il existe ensuite deux fac;ons de proce
der en DA: le mode di1·ect et le mode inverse (ou mode adjoint). De nombreux 
auteurs ont etudie la complexite et l'encombrement memoire de chacun de ces 
modes [BaS 83), [Mor 85]. Nous presentons maintenant ces deux modes a par
tir d'un exemple simple, en les comparant a Ia methode directe et a celle du 
Lagrangien utilisees en optimisation de forme. 

3.2. Les 1nethodes directes 

Dans tout ce qui suit nous utilisons les notations classiques : dx derivee par 
rapport a X= (xl, ... ' Xn), Ou derivee partielle par rapport au, avec en parti
culier dxxi = e; pour 1::; i::; n, te; = (0, ... , 0, 1, 0, ... 0) . 

Nous commenc;ons par rappeler la methode directe en optimisation de forme. 
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3. 2.1. La methode directe en optimisation de forme 

So it 
A(x)U(x) = B(x) (6) 

le systeme lineaire obtenu apres discretisation par elements finis d'un probleme 
lineaire en structure statique : A( x) est la mat rice de rigidite, B ( x) un vecteur 
representant la charge, U(x) le deplacement correspondant et x un vecteur de 
parametres representant la forme, les proprietes de materiaux, ... Nous voulons 
minimiser une fonction cout 

J(x, U(x)) 

et pour cela calculer, si elle existe, la differentielle de j ( x) = J ( x, U ( x)) : 

da;j(x) = BxJ(x, U(x)) + 8uJ(x, U(x))dxU(x). 

Pour cela on calcule dxU(x) en resolvant les systemes lineaires 

A(x)Bx;U(x) = Ox,B(x)- Ox,A(x)U(x) 1::; i::; n, 

obtenus en derivant le systeme (6). On remarque que le calcul de dxj(x) par 
cette approche necessite la resolution de n systemes supplementaires. 

3.2.2. Le mode direct en DA 

Le mode direct en DA est tout a fait semblable a la methode directe en 
optimisation de forme: il suffit de calculer le gradient de chacune des fonctions 
intermediaires en utilisant la regie de derivation des fonctions composees; le 
calcul d'une fonction et de son gradient se font en parallele en rajoutant dans le 
programme initialles instructions relatives au calcul de ce dernier. Par exemple 
a partir de l'algorithme (M2) nous ecrivons: 

jo1· i := 1 to n do dxxi = ei 

for k := 1 to I< do { 

Ox;Xf.J.k := LjESk Ox;<Pk(xsk) Ox;Xj 1::; i::; n 

xf.l.k := IPk(xsk)} 

OxJ := Ox;XN 1 ::; i ::; n 

f := XN 

Si nous voulons limiter l'encombrement memoire, nous pouvons calculer les 
derivees partielles les unes apres les autres, mais cela peut aller jusqu'a doubler 
le temps de calcul necessaire pour calculer f et f' en un point : 
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fa?' i := 1 to n do { 

for l := 1 to n do Ut := 0 

U; := 1 

for k := 1 to J( do { 

uf.lk := LjESk OxJ'.Pk(xsk) Uj 

xf.lk := <f'k(xsk)} 

OxJ :=UN 

f := XN} 

ou Uk = Ox; Xk. Ce dernier algorithme est similaire a celui de derivation nu
merique (differences finies), mais il a l'avantage de ne pas comporter d'erreur 
d 'approximation. 

Malheureusement, pour ces deux algorithmes, le temps de calcul est propor
tionnel au nombre de parametres n: c'est une des raisons de !'introduction du 
mode inverse. 

3.3. Les methodes inverses 

3. 3.1. La methode du Lagrangien en optimisation de forme 

Le cm1t eleve du calcul de Ia differentielle dans le probleme modele du pa
ragraphe 3.2.1 a conduit a definir le Lagrangien [Cea 86]: 

L(x, U, P) = J(x, U) + (A(x)U- B(x), P) 

ou P E JRN est un multiplicateur de Lagrange de meme dimension que U, et 
( ·, ·) designe Je prod ui t scaJaire usueJ de JR N. 

Si U = U(x) est Ia solution du systeme lineaire (6), alors 

J(x, U(x)) = L(x, U(x), P) VP E JRN 

et, compte te1m de dxP = 0, Ia differentielle de Jest donnee par Ia relation 

dxJ(x, U(x)) = OxL(x, U(x), P) + 8uL(x, U(x), P) dxU(x). 

Dans le but d'eliminer dxU(x), choisissons P = P(x) de fa<;on ace que 
8uL(x, U(x), P(x)) = 0, ce qui fournit le systeme adjoint: 

t A(x)P(x) = -auJ(x, U(x)), (7) 
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dont la solution est l'etat adjoint. La derivee de j est alors 

dxj(x) = Oxl(x, U(x)) + (axA(x)- OxB(x), P(x)). 

On remarque que le calcul de dxj(x) ne necessite plus que la resolution d'un 
seul systeme supplementaire, ce qui rend cette methode tres avantageuse par 
rapport ala methode directe du paragraphe 3.2.1. 

3.3.2. Le mode inverse en DA 

Le mode inverse en DA (ou "backward mode") a sur le mode direct deux 
a vantages fondamentaux: un temps de calcul in dependant du nombre n de va
riables independantes, et la possibilite d'avoir des informations sur la sensibilite 
de la fm1ction calculee par rapport aux variables intermediaires. Par souci de 
simplicite nous ne l'exposerons que dans le cas du modele simple (M1) du para
graphe 3.1.1. Son principe est semblable a celui de l'etat adjoint que nous venons 
de rappeler: a chaque instruction de (M1), consideree comme une contrainte, 
nous associons un scalaire Pk ce qui introduit le multiplicateur de Lagrange 
P = (Pn+l• ... ,PN)· L'operateur de Lagrange associe s'ecrit alors 

N 

L(x,U,P)=f+ L (xk-tpk(xsk))pk, 
k=n+l 

ou U = (xn+b ... , XN) est le vecteur des variables intermediaires. Rappellons 
que x = ( x 1, ... , Xn) est le vecteur des variables independantes, et que f = x N. 
De Ia meme fac;on que dans le paragraphe precedent, nous obtenons le pr~bleme 
adjoint: 

au L(x, U(x), P) = 0-<===> ax,L(x, U(x), P) = 0, n + 1 ~ i ~ N. 

En tenant compte de Ox;IPk = 0 si i ~ k, ce systeme s'ecrit explicitement: 

N 

L(8ki- Ox,tpk(xsk))Pk = -8iN, n + 1 ~ i ~ N, 
k=i 

ou 8 est le symbole de Kronecker. 

L'etat adjoint P(x), solution du systeme lineaire triangulaire superieur re
gulier precedent (diagonale formee de 1), se calcule aisement par l'algorithme: 

d'ou le nom de mode inverse. Nous en deduisons comme precedemment la dif
ferentielle de f 

OxJ = Ox;L(x, U(x), P(x)), 1 ~ i ~ n, 
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ou encore 
N 

OxJ=- L Ox;~k(xsr)Pk, l<i<n. 
k=n+l 

Comme dans la methode du Lagrangien en optimisation de forme, le temps de 
calcul est independant du nombre de variables independantes, mais en contre 
partie la taille du vecteur P(x) est egale au nombre d'instructions de l'algorithme 
de calcul de f. Dans le paragraphe suivant, nous donnons des indications sur la 
complexite des algorithmes de DA. 

3.4. Comple:cite des algorithmes de DA 

Dans les tableaux comparatifs entre la complexite des algorithmes de DA et 
ceux d'optimisation de forme nous utilisons les notations: 

f : D(f) C ~n--+ ~: une fonction a valeur reelle, 

\7 f E ~n: le gradient de /, 

F : D(F) c ~n--+ ~m: une fonction a valeur vectorielle, 

DF E ~mxn: la Jacobienne de F, 

H F = D(DF): la Hessienne de F, 

y E ~n: une direction de derivation, 

u E ~m: une direction de l'espace d'arrivee ~m, 

L( .. . ) : nombre d'operations de base necessaires pour calculer ( ... ), 

S( . .. ) : espace memoire necessaire pour calculer ( ... ) . 

3.4.1. Complexite dans le calcul du gradient en optimisation de forme 

Pour calculer la differentielle de la fonction cout nous devons, quelle que 
soit la methode utilisee, calculer le second membre d'un systeme lineaire puis 
resoudre ce systeme et calculer une differentielle. Le cout principal, celui de la 
resolution du systeme lineaire, est en general le meme avec la methode directe 
ou avec celle du Lagrangien. Par contre le nombre de systemes differe suivant la 
methode employee. Quelques resultats classiques sont rappeles dans le tableau 
1. 
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methode directe methode adjointe 
L(f, V' f) O(nL(f)) O(L(f)) 

L(f, V'f, H) O(n2 L(f)) O(n L(f)) 
S(f, V' f) 

S(f, V' f, H.y) O(S(f)) O(S(f)) 
S(f, V'f, H) 
L(F,DF) O(nL(F)) O(mL(F)) 

L(F,uTDF) O(nL(F)) O(L(F)) 
L(F,DF.y) O(L(F)) O(mL(F)) 
S(F,DF) 

S(F,uT DF) O(S(F)) O(S(F)) 
S(F,DF.y) 

TAB. 1 - La complexite en optimisation de forme 

3.4.2. Complexite des algo1·ithmes de DA 

Les resultats essentiels, empruntes a K.Kubota [Kub 88], sont presentes dans 
le tableau 2; nous pouvons remarquer la similitude qui existe entre les resultats 
des deux tableaux, mais surtout noter que le mode inverse est celui a utiliser 
quand il y a un grand nombre de variables independantes. 

mode direct mode inverse 
L(f, V'f) ~ 4nL(f) ~ 4L(f) 

L(f, V' J, H.y) O(n L(f)) ~ 14L(f) 
L(f, V'f, H) O(n2 L(f)) < (IOn+ 4) L(f) 

S(f, Y'f) 
S(f, V' J, H.y) O(S(f)) O(S(f) + L(f)) 
S(f, V'f, H) 
L(F,DF) O(nL(F)) ~ (3m+ 1) L(F) 

L(F,uTDF) O(nL(F)) ~ 4L(F) 
L(F,DF.y) O(L(F)) < 4mL(F) 
S(F, DF) 

S(F,uT DF) O(S(F)) O(S(F) + L(F)) 
S(F, DF.y) 

TAB. 2 - La complexite en DA 
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4. Resultats numeriques 

4.1. Le logiciel ADOFEM 

Les resultats numeriques presentes ici ont ete obtenus par ADOFEM@ , lo
giciel de calcul de structures parametre en statique lineaire utilisant la methode 
des elements finis, et qui s'appuie sur la methode des derivees d'ordre eleve. 

4.2. Le cas d'une bielle 

bl { 29.5 . 36.5 l 

FIG. 3 - Geometrie parametree 

Il s'agit d'une structure en acier (Module de Young: 2.068 1011 Pascal, co
efficient de Poisson : 0. 29), dont la geometrie est definie par la figure 3. Elle 
depend de 5 parametres dont l'intervalle de variation est indique sur la figure. 
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Cette structure est soumise a un chargement reparti comme indique sur la 
figure 4 : en chaque noeud ou elle est appliquee, les composantes de la force 
sont (10000., 10000., 0.) Newton. A l'autre extremite de la bielle, on impose aux 
noeuds situes sur le cylindre de plus petit rayon de rester sur ce cylindre. 

~ FORCES APPLIQUEES 

FIG. 4 - Forces appliquees 

La geometrie et les conditions aux limites choisies permettent de reduire le 
domaine de calcul au quart de la bielle (2 plans de symetrie). Cela se traduit par 
des restrictions sur les deplacements des noeuds situes sur ces plans de symetrie. 

Des elements finis tetraedriques de type P1 (3721 elements correspondant a 
1124 neuds, chaque noeud ayant 3 degres de liberte) ont ete utilises pour traiter 
ce probleme. Le systeme lineaire a resoudre est de taille legerement superieure 
a 3ooo. 

Les ordres de derivation par rapport aux parametres bi, i = 1, 5 sont res
pectivement (5, 3, 1, 5, 0) et ce pour une precision exigee sur les deplacements de 
1% (il s'est done avere que le parametre bs n'avait aucun effet pour la precision 
demandee). 

Il est impossible de visualiser les champs de contraintes et de deplacement 
dans un espace a cinq dimensions. On se limite done a la visualisation du maxi
mum de la contrainte de Von Mises sur toute la structure, exprime en fonction 
de un ou deux parametres. 

Un seul calcul par elements finis a ete effectue en se pla<;ant en position 
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moyenne pour chacun des parametres. Le maillage correspondant, construit par 
I-DEAS, est represente sur la figure 5. Les maillages correspondants aux valeurs 
extremes des parametres, construits par le logiciel ADOFEM et utilises pour le 
calcul des derivees, sont representes sur la figure 6. Ces maillages ont la meme 
topologie que le maillage initial. 

bl ( 29.5 - 36.5 ) 

b3 ( 60- 90 l 

'\<.-:> 

b2 ( 5 - 10 ) 

a::J 

f_x 

FIG. 5 - Maillage par I-DEAS pour les valeurs moyennes des parametres 

Le deplacement elastique et la contrainte de Von Mises sont parametres (po
lyn6me de Taylor). Le maximum de la contrainte de Von Mises n'etant pas 
differentiable, la representation polynomiale ne peut etre utilisee que pour eva
luer celle-ci en chaque point du domaine: le maximum est alors determine par 
un nouveau calcul pour chaque specification des parametres. On peut remarquer 
cette non differentiabilite sur les figures 7, 8, 9. 

Dans le cas presente, les resultats en masse et en contraintes sont normes a 
1 pour la configuration initiale (correspondant a. la valeur moyenne des para
metres). 

La figure 7 montre la tres bonne adequation entre les resultats donnes par la 
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FIG. 6 - Maillages perturbes par ADOFEM (pammetres a leurs valeurs ex
tremes) 

parametrisation et les resultats obtenus par 5 calculs directs (5 nouveaux calculs 
pour 5 valeurs du parametre bl). Naturellement l'erreur sur les contraintes est 
bien superieure a celle exigee sur les deplacements. 

2.2,----.----r---~----~---.----,---~r---~ 

1.8 

1.6 

1.4 

1.2 

0.8 
................... -··············--········ 

Contrainte -
Masse ----· 

Calcul direct o 

___ ............. .-··············---------··· 

0 · 6 2'-9 ----,L..o ----, .... ,----..~.,2 ____ ..J.,,-----',.-----', ,-----','-6 -----',7 

FIG. 7 - Evolution du max de la contrainte de Von Mises et de la masse en 
fonction du parametre bl 
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1.1 

1.05 

17 
16.5 

16 

lB 
17.5 

Contrainte -

20 
19.5 

19 
lB. 5 

FIG. 8 - Evolution du max de la contrainte de Von Mises en fonction des para
metres b2 et b4 

2.2r---~----~----~---.-----.----~---.----. 

1.8 

1.6 

1.4 

1.2 

0. 8 

:::-\ 
....... :::.\ 

·. '• ·· ... \\ ·· .. · .. 

epaisseur (param. b2) "' 5 rrm -
• 7.5 IIIII ----· 

"' 10 nm ·•·•·· 

··· .. :.::--, ~-------------------------
···<:::>, 

·····>·>:::·>.~::----------------------------------------------
·· .. 

0.6L---~----~----~--~----~----~--~~---" 
29 30 31 32 33 34 35 36 37 

FIG. 9 - Evolution du max de la contrainte de Von Mises en fonction du rayon 
(parametre bl} pour differentes epaisseurs (parametre b2) 



Methode des derivees d'ordre eleve 561 

4.3. Un probleme de coque 

Il s'agit d'une structure en materiau plastique (Module de Young: 5 109 

Pascal, Coefficient de Poisson: 0.35), dont la geometrie est definie par la figure 
10. Elle depend de 6 parametres dont 3 parametres de forme L1, L2, La (lar-

Blocages 2 et 3 

FIG. 10- Conditions aux limites 

geurs variables, cf. figure 12), 2 parametres d'epaisseur e1 (resp. e2 ) pour la 
partie inferieure (resp. superieure) de la geometrie et m le module d'Young. Les 
maillages correspondants aux valeurs extremes des parametres de forme sont 
representes sur la figure 12. lei aussi, ils ont la meme topologie que le maillage 
initial. 

Les conditions aux limites de la structure sont donnees par la figure 10 qui 
indique que la porte est bloquee en trois points ( charnieres et verrou) et qu 'elle 
subit un chargement applique sur la partie superieure perpendiculairement a la 
surface. 

Nous sommes interesses par le deplacement de la porte qui est a l'origine 
d 'infiltrations d 'air. 



562 Revue europeenne des elements finis. Vol. 5- no 5-6/1996 

y 

J__x 

FIG. 11 - Maillage par I-DEAS pour les valeurs moyennes des parametres 

L. 

FIG. 12- Maillages perturbes par ADOFEM (parametres de forme a leurs va
leurs extremes) 



Methode des derivees d'ordre eleve 563 

On a utilise 3298 elements DKT (BaD 92], associes a 1841 noeuds ayant 
chacun six degres de liberte. 

L'erreur exigee par l'utilisateur est de 3%; elle a donne lieu a un developpe
ment de Taylor a des ordres allant de 5 a 8 suivant les variables. Le temps CPU 
d'une simple analyse est d'environ 40 secondes, et le temps CPU de !'analyse 
complete avec calcul des derivees est d'environ 3000 secondes. Ce temps de cal
cui peut sembler important. Cependant, il y a ici 6 parametres. Si par exemple 
on avait fait des analyses directes avec trois valeurs distinctes pour chacun de 
ces parametres, cela aurait represente en tout 36 = 729 analyses avec un temps 
de calcul de 729 x 40 = 29160 secondes, soit 10 fois plus qu'en utilisant le calcul 
des derivees. De plus, !'information obtenue par le calcul des derivees porte sur 
des intervalles complets et non sur 3 valeurs pour chaque parametre. 

L'unique polyn6me de Taylor est exploite pour calculer le deplacement de 
la porte en fonction de la variation de differents parametres (figures 13, 14 et 
15). On peut constater la non differentiabilite du maximum de deplacement en 
fonction de l'epaisseur sur la figure 15. 
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!········· 1.02 ·····~ .................. . 

1.01 ~'t"''"""'"'"""'"'"""'"'' ·!"""""""""""""""""'""'' -i 

o.99 r .. .... .... +.................................. :·~·······~~, .................. + ................................. -1 

o. •a r ............................................ ,.. ................................. ; ....................................... ~ ...... ~"lx···--........................... . -1 

~~ 0.97 

0 ' 9\· ... o -----:'5':-5 -----',o----_....,5 ____ __,70 nun 

FIG. 13 - Variation du deplacement en fonction du para metre L1 

5. Conclusion 

Nous avons montre l'effi.cacite de !'utilisation des derivees d'ordre eleve pour la 
simulation numerique de problemes rencontres dans l'industrie. De nombreux 
developpements restent a faire. Les problemes non lineaires peuvent etre abordes 
avec les memes techniques, ainsi que les problemes d'evolution. Nous n'avons pas 
aborde ici !'utilisation des approximants de Pade. De recentes etudes nous ont 
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FIG. 14- Variation du deplacement en fonction du module d'Young 

3.5 

oL---~----~-----L-----L----~----L---~----~ 
0.0006 0.0007 0.0008 0.0009 0.001 0.0011 0.0012 0.0013 0.0014 

FIG. 15 - Variation du maxzmum de deplacement en fonction de l'epaisseur e2 
pour differentes valew·s de e1 
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montre que leur utilisation permet d'approcher la solution sur un domaine bien 
plus important que celui associe a un polynome de Taylor. C'est particulierement 
le cas en electromagnetisme (presence de poles) ou en dynamique. De plus, cela 
fournit un excellent outil de recherche de modes dans les problhnes lineaires ou 
non lineaires. 
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