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RESUME. Nous presentons une condition aux limites nouvelle et simple qui peut etre 
utilisee pour ['analyse par elements finis de problemes statiques non barnes en elasticite 
ou pour les problemes de champs derivant d'un potentiel. A partir des solutions classiques 
de /'equation de Laplace, nous construisons des conditions aux limites particulieres qui 
sont appliquees sur La frontiere d'un mail/age en elements finis pour simuler le domaine 
non borne. Nous presentons quelques exemples d'application pour des problemes 
elastiques bi et tridimensionnels. 

ABSTRACT. We describe a new and simple boundary condition, which can be used in the 
finite element analysis of static unbounded problems of elasticity and potential. From the 
classical series solutions in two and three dimensions of Laplace's equation, we develop a 
set of appropriate boundary conditions and using them as boundary conditions on the 
exterior of a finite element mesh. We present some results in two and three dimensions 
for elastic problems. 
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I. Introduction 

Les problemes physiques a resoudre peuvent etre classes en deux categories 
caracterisees par Ia nature du domaine dans lequel ils sont poses : domaines bornes 
ou non bornes. Des methodes de resolution specifiques ont ete developpees pour 
resoudre Jes problemes de l'un ou J'autre cas. Par exemple pour resoudre les 
problemes en milieu non borne on peut utiliser : 

- des methodes analytiques basees sur des developpements en series, 

- des methodes d'equations integrales, 

- ou des methodes mettant en oeuvre les fonctions de Green pour les milieux 
in finis. 

11 existe une litterature tres abondante sur ce sujet et l'objet ici n'est pas d'en faire 
une revue exhaustive. A titre indicatif, comme travail representatif dans ce domaine, 
nous citerons l'ouvrage de Brebbia et Walker [Bre 80]. 

Pour resoudre les problemes en milieu borne Jes methodes numeriques usuelles 
utilisees sont les methodes des elements finis et des differences finies. Ces methodes 
adaptees a Ia resolution de ces problemes peuvent etre appliquees egalement a Ia 
resolution des problemes exterieurs, mais dans ce cas elles doivent etre utilisees avec 
precautions et leur mise en oeuvre necessite des techniques specifiques. 

Ces techniques et methodes specifiques sont assez nombreuses, Jes plus courantes 
etant: 

- ou bien une troncature pure et simple du domaine, 

- ou bien Ia methode des elements infinis [BET 92], pour laquelle Ia 
discretisation du milieu se fait jusqu'a l'infini par utilisation d'elements speciaux. 

- ou bien le raccordement a Ia frontiere avec des solutions analytiques ou 
developpement en series, 

- ou bien encore Ia mise en oeuvre de techniques particulieres telles que le 
"ballooning" par exemple, 

- ou bien enfin pour les problemes de propagation d'ondes, l'utilisation 
d'amortisseurs. 

La premiere utilisation du raccordement de solutions analytiques avec une 
discretisation en differences finies, est due a Richardson en 1911 [RIC 11]. Pour 
etudier Ia repartition des contraintes sous le barrage d'Assouan, il a applique sur Ia 
frontiere de Ia discretisation en differences finies, les resultats analytiques du 
probleme de Flamant concernant un demi espace. 

Une bibliographie detaillee concernant les differentes adaptations de Ia methode 
des elements finis a Ia resolution des problemes non bornes est donnee dans 
l'ouvrage de Bettess [BET 92]. De meme des solutions concernant le couplage des 
elements finis et des equations integrales sont presentees par Zienkiewicz et col. 
[ZIE 77], [ZIE 79]. Entin les chapitres 8 et 13 du tome 1 du livre de Zienkiewicz et 
Taylor [ZIE 88] ainsi que le chapitre 15 du second volume [ZIE 91] decrivent 
parfaitement les differents raccordements de solutions qui peuvent etre envisagees. 
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Ces differentes techniques peuvent etre rnises en oeuvre pour differents types de 
problernes et par exemple dans le domaine de Ia mecanique des sols, on peut citer les 
travaux de Lysmer et Kuhlemeyer [L YS 69] qui utilisent des amortisseurs sur Ia 
frontiere du rnaillage elements finis ou de Stamos et col. [STA 94] qui couplent Ia 
methode des eh!ments finis a celles des equations integrales. 

La condition aux limites que nous presentons ici est de meme nature que Ia 
condition d'amortissement hierarchique presentee et cteveloppee par Bayliss et col. 
[BAY 79, BAY 80-a, BAY 80-b] pour traiter des problemes exterieurs de vagues en 
regime harmonique et qui fut adaptee par Bando et col. [BAN 84] pour developper 
des modeles elements finis tres precis. 

A partir des solutions fondamentales de l'equation de Laplace en deux et trois 
dimensions, nous construisons des conditions aux limites particulieres et montrons 
que pour I' etude de problemes a potentiel ou d'elasticite, elles peuvent etre appliquees 
sur Ia frontiere d'un maillage en elements finis pour simuler le domaine non borne. 

Ces conditions sont tres simples a prendre en compte pour traiter les problemes a 
potentiel. Par contre, pour les problemes d'elasticite du fait de Ia nature des equations 
associees, elles sont un peu plus compliquees a mettre en oeuvre. 

Nous donnons des exemples d'application aussi bien pour les problemes a 
potentiel que pour les problemes d'elasticite en deux et trois dimensions. 

2. Theorie 

2.1. Problemes harmoniques 

Pour expliciter Ia demarche smvte conduisant a Ia condition aux limites 
proposee, nous partons d'un probleme harmonique pose dans un domaine borne nl 
de frontiere ani· 

Le champ inconnu 'I' est solution du probleme general : 

.:1'1'=0 
a 'I' dn =fd 

'I' = 'I'd 

dans nl 

sur an(J 

Sur anu 

(1) 

ou fd et 'I'd sont des valeurs imposees connues sur les parties de frontieres an(J et 

anu ( an(J u anu =ani et an(J 11 anu = <j>). 

Le probleme est resolu par Ia methode des elements finis. {'I'} etant le vecteur 
des inconnues nodales, I' approximation nodale sur le domaine complet est : 

'I'=N{'I'} (2) 
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La forme faible de Galerkin conduit a Ia resolution d'un systeme d'equations 
lineaires : 

Sur anu 

(3) 

Considerons maintenant ce probleme pose dans un domaine Q non borne. Le 
domaine est decoupe en deux sous-domaines Q 1 et Q 2 separes par une frontiere 
spherique r. Q 1 est ainsi un domaine borne dans lequel le probleme est resolu par Ia 
meth()!ie des elements finis. Le domaine Q2 est non borne. 

La formulation faible de Galerkin dans Q 1 conduit a une equation qui par rapport 
a (3) contient au second membre un terme supplementaire : 

i N1a'P dr 
dn 

r 

oil Ia valeur de * est inconnue sur Ia frontiere r. 

(4) 

Pour exprimer cette condition sur Ia frontiere r, on cherche le champ inconnu '¥ 
solution de !'equation de Laplace dans le domaine exterieur Q2• 

2.1.1. Probtemes bidimensionnels 

Supposons tout d'abord que le probleme a resoudre soit un probleme plan ou bien 
tel que Ia solution presente une symetrie de revolution (probleme axisymetrique). 
L'equation de Laplace en deux dimensions peut s'ecrire en fonction des coordonnees 
cartesiennes x et y ou en fonction des coordonnees polaires r et 8 telles que 
x = r cos 8 et y = r sin 8 : 

(5) 

Les solutions de !'equation (5) de Ia forme 'P(r,9) = f(9) R(r), sont telles que : 

f(9) = An cos n9 + B0 sin n9 n=O, 1, 2, ... 

- b R(r)=ao+boLnr+ I (~r"+---e-) 
n=l r 

(6) 

En ne retenant dans le developpement que les termes qui restent bornes quand r 
tend vers l'infini, ce qui correspond au comportement des solutions des problemes 
physiques excepte celles de problemes plans qui contiennent le terme logarithmique 
dans le cas oil les forces exterieures appliquees ne sont pas en equilibre (elles ne sont 
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pas de torseur nul), la forme generale de la solution 'I' de !'equation de Laplace en 
deux dimensions est : 

(7) 

Le principe de base de la methode consiste simplement a deriver l'equation (7) par 
rapport a r et ensuite eliminer les fonctions f0 (9) pour obtenir une condition aux 
limites qui s'exprime uniquement en fonction de '1'. 

Si on ne conserve que le premier terme dans le developpement (7), on obtient une 
condition aux limites sur r du premier ordre, qui est de meme nature que Ia condition 
de radiation utilisee pour traiter les problemes de propagation d'ondes. En effet sur Ia 
frontiere r (arc de cercle centre a l'origine du systeme de coordonnees), on a: 

a'P _ a'P -f (9)( 1 ) Tn-df"-1 - r2 

et done en eliminant f1 (9) : 

(8) 

(9) 

Cette relation (9) est utilisee pour calculer le terme ( 4) de Ia formulation de 
Galerkin qui s'ecrit : 

(10) 

Dans ce cas, la resolution par la methode des elements finis d'un probleme 
harmonique dans un domaine non borne ne necessite par rapport au probleme resolu 
dans un domaine borne qu'un calcul supplementaire, celui de l'integrale curviligne 

[ (-})NtNdr (11) 

sur Ia frontiere du maillage. N represente Ia valeur des fonctions d'interpolation sur 
Ia frontiere r. 

2.1.2. Problemes tridimensionnels 

Considerons maintenant un probleme tridimensionnel. L'equation de Laplace 
s'ecrit: 

(12) 
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et elle peut etre transformee en fonction des coordonnees spheriques r, (Jet ¢ definies 
par: 

et elle s'ecrit : 

<l>=-1-
tan(~) 

Les solutions de !'equation (13) de la forme 

'¥(r,8,<j>) = R(r) 8(8) q,(<j>) 

(13) 

(14) 

sont obtenues avec les fonctions R(r), 8(8), ct>(<j>) qui sont solutions des equations 
differentielles : 

(15) 

(16) 

(17) 

Les solutions de !'equation (15) sont les fonctions trigonometriques cos (m<j>) et 
sin (m<j>), celles de !'equation (16) sont les polynomes de Legendre et celles de 
!'equation (17) de type Euler-Cauchy pour les domaines non bomes sont de la forme 

1 

Aussi la solution generale de !'equation de Laplace en trois dimensions est de la 
forme: 

- 1 '¥(r,8,<j>) = L ~(8,<j>)-
n=l rn 

(18) 

Comme precedemment pour les problemes bidimensionnels, la condition aux 
limites du premier ordre sur la frontiere r est obtenue en ne conservant que le 
premier terme du developpement et l'integrale (4) est cette fois une integrale sur la 
surface r qui est une calotte spherique. 
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2.1.3. Generalisation Construction des conditions aux limites de differents 
ordres 

La demarche theorique precedente a conduit a l'expression d'une condition aux 
limites d'ordre 1 en ne gardant que le premier terme des developpements de '¥ donnes 
par les equations (7) ou (18). Pour ameliorer la precision de la methode, on peut 
garder d'autres termes dans ces developpements et ainsi on est amene a construire des 
conditions aux limites d'ordre superieur. 

Considerons done Ia forme generate de '¥ solution de l'equation de Laplace : 

(19) 

ou fi , est en deux dimensions une fonction de e et en trois dimensions une fonction 
dee et <j>. 

La condition aux limites d'ordre 2 est construite en conservant les deux premiers 
termes du developpement, soit : 

(20) 

On calcule Ia derivee premiere de '¥ par rapport a ret on utilise l'expression (20) 
pour eliminer f1• On obtient alors : 

a'¥ '¥ f2 
ar-=--r- r3 

Cette expression permet d'obtenir f2 

Le calcul de Ia derivee seconde de'¥ par rapport a r donne: 

et en rempla<;ant f2 par sa valeur on obtient finalement la condition aux limites 
d'ordre 2 dont l'expression est : 

(21) 
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De meme, pour construire la condition aux limites d'ordre m sur Ia frontiere r, 
on conserve les m premiers termes du developpement de '¥ donne par I' equation ( 19) 
et par substitution on obtient Ia forme generale suivante : 

avec Bm = fi ( ~ + 2i - 1 ) 
i= 1 dr r 

(22) 

II est aise de verifier que cette forme generale est satisfaisante. En effet, en 
appliquant par exemple l'operateur B3 au trois premiers termes de !'equation (19), 
nous obtenons : 

( a 5 )( a 3 )( a 1 ) (~-" _, f -2 f -31 dr + r dr + r dr + r l,r + 2r + 3r 

= (~ +~)(~ +~) [f1( -r-2+r-2
) +f2( -2r-3+r-3

) +f3( -3r-4+r-4)] 

a 5 a 3 -3 -4 = <ar +r)<ar +r) [-f2r -f3(2r )l 

= (~ + ~) [f3(2 r-
5
)] 

= f3(10 r-6- 10 r-6
) = 0 

(23) 

Et de fa~on evidente, en procedant de maniere analogue, Ia sequence des k 
operateurs eliminera les k premiers termes de Ia serie definie par !'equation (22). 

Les differentes conditions aux limites sont obtenues en developpant 
l'equation (22). Ces conditions s'ecrivent : 

'¥ a'¥ 
-+-=0 
r dr 

pour l'ordre 1 

pour l'ordre 2 

pour l'ordre 3 

(24) 

(25) 

(26) 

Ces conditions sont valables aussi bien en deux dimensions qu'en trois 
dimensions, (a condition, comme nous l'avons deja signale, que pour les problemes 
bidimensionnels le comportement de Ia solution ne soit pas logarithrnique). 
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Ces conditions aux limites d'ordre superieur ou egal a deux font intervenir les 
derivees seconde et d'ordre superieur du champ '¥ par rapport a r. Comme ces 
derivees ne peuvent etre directement utilisees dans le modele elements finis elles 
doivent etre eliminees. L'elimination se fait en utilisant I' equation de Laplace : 

en coordonnees polaires (27) 

En substituant dans la condition (25) les equations (27) et (28), les deux 
conditions aux limites d'ordre deux pour les problemes exterieurs bidimensionnels ou 
tridimensionnels deviennent : 

a'¥ 2 1 a2'¥' 
- =- -'¥ +--- en deux dimensions ar 3r 3r ae2 

(29) 

a'¥ '¥' 1 a2'¥ cos e a'¥ 1 a2'¥ 
- =-- + + --- --+- -- en trois dimensions (30) ar r 2r sin2e acp2 2r sine ae 2r ae2 

Quant aux conditions d'ordre 3 ou plus, il sera necessaire de faire plusieurs 
substitutions qui feront apparaitre des derivees en e d'ordre eleve qui sont plus 
difficiles a inclure dans un modele element fini. En effet l'ordre de ces derivees fixe la 
classe des fonctions d'interpolation N sur la frontiere r. 

Remarque : Les conditions aux limites d'ordre deux ou plus pourront etre utilisees 
directement sous la forme generale (21) pour resoudre des problemes plus generaux, 
caracterises par des operateurs differentiels d'ordre pair egal a 2p. Dans ce cas en effet 
les conditions aux limites associees font intervenir des operateurs differentiels d'ordre 
inferieur ou egal a 2p-l. 

La formulation faible de Galerkin dans le domaine borne 0 1 fait apparaitre des 
integrales sur la frontiere spherique r, separation de nl et 02, de la forme: 

avec : s+q = 2p (31) 

Ces integrales sont calculees en utilisant directement les conditions aux limites 
d'ordreq. 
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2.2. Problemes d'elasticite 

Soient u, v, w, les composantes en coordonnees cartesiennes du vecteur des 

deplacements i1 (M) en un point M quelconque d'un domaine .Q, cr le tenseur des 

contraintes de Cauchy de vecteur des contraintes associe { CJ}, E le tenseur des petites 
perturbations de vecteur des deformations associe {E}. La formulation generale d'un 
probleme d'elasticite lineaire s'exprime par : 

trouver i1 (M) tel que les equations suivantes soient satisfaites : 

diva+ 'f = 6 
cr.n=~ 

dans .Q 

sur ana 
i1 = lid sur anu 
= 1 =- =t- =-
E = 2 (grad u +grad u) = grad, u 

et si [D] est la matrice d'elasticite, la loi de Hooke s'ecrit : 

{CJ} = [D]{E} 

(32) 

(33) 

(34) 

La forme integrale qui conduit a la formulation faible de Galerkin du probleme 
dans un domaine borne .Q, forme integrale equivalente a l'ecriture du principe des 
travaux virtuels, avec une approximation nodale u = N a, a etant le vecteur des 
inconnues nodales, donne : 

(35) 

Comme pour les problemes a potentiel, si le domaine est non borne, il est divise 
en deux sous domaines .Q 1 et .Q 2 separes par une frontiere spherique r. La 
formulation faible de Galerkin dans le domaine .Q 1 borne, contient alors une 
integrale sur r : 

L ~. ccr.li) dr (36) 
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En considerant que les composantes u, v, w du deplacement dans le domaine .Q2 

s'expriment sous Ia forme generale (19), on peut construire pour chacune d'elles des 
conditions aux limites dont les formes sont celles donnees par les equations (24) a 
(26). Ces conditions aux limites sont alors utilisees pour le calcul de l'integrale (36). 
Ce calcul est realise en respectant les etapes essentielles suivantes : 

1. La relation deformations-deplacements (33) est exprimee en coordonnees 
polaires ou spheriques. 

2. Compte tenu de cette relation deformations-deplacements et de Ia relation 
=-

contraintes-deformations en elasticite (34), le terme cr.n dans l'integrale (36) peut 

etre exprime en fonction des composantes des deplacements uniquement. On obtient 
alors des termes faisant intervenir les derivees normale et tangentielle des 
composantes du deplacement. 

3. Les conditions aux limites generales d'ordre 1, 2 ou 3, definies par les 
equations (24) a (26) sont utilisees pour eliminer les derivees normales du 
deplacement. 

4. Le calcul de !'integrate (36) est realise en coordonnees polaires ou spheriques 
sur Ia frontiere du domaine. 

Dans le cas general ce processus est assez complique et pour les exemples 
presentes, seule Ia condition aux limites d'ordre 1 sera utilisee. 

3. Mise en oeuvre informatique de Ia condition aux limites 

3.1. Condition d'ordre I 

Dans le cas de problemes bidimensionnels et axisymetriques, nous devons 
calculer sur Ia frontiere du domaine l'integrale curviligne : 

La frontiere du domaine, qui moyennant quelques modifications mineures dans Ia 
demarche theorique precedente peut etre de forme quelconque, est discretisee a !'aide 
d'un element fini lineique curviligne montre sur Ia figure 1. 
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L'algorithme du calcul de cette integrate pour un element a n noeuds est decrit ci­
dessous: 

initialisation a zero de Ia matrice k 

Pour chaque point d'integration Gauss faire 

- fixer l'abscisse s et le poids w du point d'integration 
- appel de Ia procedure de calcul des fonctions d'interpolation 

et des derivees pour I' element monodimensionnel 
(retour de N et de {)Nf{)s) 

- calcul des coordonnees du point d'integration 

n n 

x= L N.x. 
i=! I I 

y= L N.yj 
i= I I 

r = ,j x2 + y2 

- calcul des derivees partielles au point d'integration 

- calcul des termes de k 

Si le probleme est plan alors : 

k f- k + w*C f) *N' N * ~ 
Sinon le probleme est axisymetrique et : 

k f- k + w*(C rl) *N1 N * ~) * [21t *rayon] 

Fin si 

Fin pour 

Pour les problemes d'elasticite les seules modifications a apporter a la procedure 
sont dues au fait qu'il y a deux degres de liberte par noeud : les deplacements u et v et 
done la matrice k est constituee de sous-matrices de dimension 2. 
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~=1 

y 

~=-1 

Figure 1. Geometrie monodimensionnelle de l'etement frontiere 

3.2. Condition du second ordre 

Pour simplifier, nous considerons le cas ou la frontiere du domaine est un arc de 
cercle tel que s = r 9 . La condition aux limites de !'equation (29) s'ecrit alors : 

(37) 

Avant d'etre prise en compte dans l'algorithme precedent, cette condition est 
modifiee afin d'abaisser l'ordre de derivation de'¥. Cette modification est obtenue en 
utilisant !'equation d'Euler Lagrange qui traduit la condition de stationnarite d'une 
fonction F definie par une integrale curviligne sur un coutour r. Cette condition, que 
l'on trouve par exemple dans Courant et Hilbert [COU 62], s'ecrit : 

dF d dF _ 
d'P - ds [d[d'P Ids]]- 0 (38) 

Considerons une fonction F definie par une integrale curviligne sur un coutour r, 
telle que: 

(39) 

L'equation d'Euler Lagrange correspondant a cette equation (39) est : 

(40) 
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On trouve le second membre de !'equation (37) et done en utilisant ce resultat, on 
en deduit Ia condition aux limites modifiee. Pour son utilisation dans l'algorithme il 
suffit d'exprimer l'abscisse curviligne s en fonction de Ia coordonnee locale ~ et de 
tenir compte de !'interpolation de '¥ . 

Et dans l'algorithme precedent, le calcul des elements de Ia matrice k devient : 

k k * (<- 2) *Nt N *as raNt aN a~) (41) 
f- +w 6r ~-6~~ds 

pour les problemes d'elasticite plane et : 

( 
2 a aN~ aN a~) 

k f- k + w * <6r ) *N
1 
N * ~ - !~~ds * [21t * rayon] (42) 

pour les problemes axisymetriques. 

4. Resultats 

Pour illustrer Ia prise en compte de cette condition aux limites simple, nous 
traitons trois problemes. Ces problemes sont assez simples et academiques, mais ils 
presentent l'avantage de pouvoir etre resolus analytiquement. Cette solution 
analytique servira de reference pour differents resultats numeriques et elle permettra de 
valider les methodes mises en oeuvre. 

4.1. Exemple 1 : Probleme de Boussinesq 

Le premier exemple presente est le probleme de Boussinesq, probleme relatif a un 
demi espace elastique charge par une force ponctuelle [BOU 1885, BOU 1878, BOU 
1892]. 

Le probleme est axisymetrique, le maillage en etements finis dans un plan r,z 
utilise pour le calcul est montre sur Ia figure 2. La figure 3 montre Ia variation du 
deplacement vertical des points situes sur Ia verticale du point d'application de Ia 
charge en fonction de Ia profondeur. La figure 4 montre les deplacements des points 
de la surface libre en fonction de Ia distance au point d'application de Ia charge. 

Les resultats obtenus sont compares avec : 

- Ia solution analytique de Boussinesq, 

- Ia solution avec frontiere bloquee, c'est-a-dire Ia solution obtenue en imposant 
u=v=O surr, 

- et la solution obtenue avec des elements infinis parents [BET 92]. 

II ressort des n!sultats obtenus que Ia methode utilisant Ia condition aux limites 
proposee ici presente certains avantages sur d'autres: 

- La precision est nettement meilleure que celle obtenue avec les elements finis 
en domaine borne. 

- En comparaison avec les elements infinis, les resultats sont certes moins bons 
mais la methode est beaucoup plus simple a mettre en oeuvre et il n'est pas exclu 
d'esperer que des conditions d'ordre superieur puissent ameliorer encore la precision. 
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Rayon,r-

10 

Figure 2. Probleme de Boussinesq : maillage en elements finis 
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Figure 3. Probleme de Boussinesq : deplacements verticaux a Ia verticale de La 
charge 
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Figure 4. Probleme de Boussinesq : deplacements a la surface libre 

4.2. Exemple 2 : Probleme de Flamant 

La solution originate de Flamant [FLA 1892] obtenue en elasticite plane 
(probleme de COntraintes planes), concernait Un demi-plan elastique (x,y), X etant 
l'axe vertical descendant, charge par une force ponctuelle verticale. Cette solution 
derivait des travaux de Boussinesq [BOU 1885, BOU 1878, BOU 1892] et les details 
des calculs se trouvent par exemple dans le livre de Timoshenko et Goodier 
[TIM 51]. 

La solution obtenue est paradoxale ; en effet le deplacement s'exprime en 
fonction de Ln r, r etant Ia distance du point courant au point d'application de Ia 
charge et done tend vers l'infini quand Ia distance r tend vers l'infini. Ce resultat 
physiquement impossible fut discute par Timoshenko et Goodier [TIM 51] et par 
Bettess [BET 92]. 

Bien evidemment il serait illusoire d'esperer retrouver ce resultat avec Ia condition 
aux limites proposee dans cet article ou avec les elements infinis, leurs 
caracteristiques intrinseques comme les deplacements (comportement en 1/r") etant 
incompatibles avec Ia variation logarithmique qui elle n'a pas de sens physique. II est 
cependant possible de creer un probleme a partir de celui de Flamant, dont Ia solution 
puisse etre obtenue numeriquement et qui ait une signification physique. Ce 
probleme consiste en l'application sur le demi-espace de 3 forces verticales formant 
un torseur nul. Ces forces valent respectivement F= -1, F= +2 et F= -1 et sont 
appliquees aux points y=-1, y=O et y= I de Ia droite x=O qui represente Ia surface libre 
du probleme. 
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A vee ce chargement Ia somme des termes logarithmiques est nulle et il en 
resulte que le comportement du deplacement est en 1/r. Aussi les elements infinis et 
Ia condition aux limites proposee, qui exhibent tous un comportement en 1/r, sont­
ils de nouveau adaptes pour resoudre ce probleme. 

La solution obtenue avec les elements infinis contient un mouvement vertical de 
solide rigide qui doit etre elimine en fixant le deplacement vertical d'un point 
quelconque. Dans le modele elements infinis choisi, le deplacement du noeud de I' axe 
de symetrie a distance infinie est impose nul. La prise en compte de notre condition 
aux limites presente l'avantage d'eliminer automatiquement ce mouvement de solide 
rigide. 

La figure 5 montre Ia geometrie, le maillage et le chargement applique. L'axe Ox 
etant axe de symetrie, on ne modelise qu'un quart de plan. 

La solution du probleme de Flamant est evaluee numeriquement pour ces 3 forces 
ponctuelles de torseur nul. Elle sert de reference pour les resultats numeriques 
obtenus: 

- par elements finis en milieu borne, c'est-a-dire avec les deplacements u et v nuls 
sur Ia frontiere, 

- par elements infinis, 

- par elements finis associes a Ia condition aux limites proposee. 

F =I. ~ F: ·1 t 
A.bscisu, y -

Figure 5. Probleme de Flamant : geometrie, chargement et maillage 

Les calculs sont realises en utilisant des elements finis lineaires puis 
quadratiques. La figure 6 montre les variations de Ia composante verticale du 
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deplacement des points situes sur l'axe vertical Ox et Ia figure 7 montre les 
variations des composantes horizontales et verticales des deplacements des points de 
Ia surface libre. Ces resultats sont obtenus avec des elements finis lineaires. Les 
figures 8 et 9 montrent les resultats obtenus avec des elements quadi:atiques. 

II est interessant de noter que Ia solution analytique conduit a un champ des 
deplacements dont Ia composante horizontale est nulle en tout point de Ia surface 
libre, sauf entre les points d'application des forces et y compris au point 
d'application de Ia force centrale ou elle est constante. Compte tenu de Ia difficulte a 
modeliser une discontinuite des deplacements et malgre quelques oscillations dues a 
cette discontinuite, les resultats numeriques obtenus par elements finis correspondent 
relativement bien a cette solution analytique. 

Pour les elements finis quadratiques, les contraintes cr X et cry sur !'axe de 
symetrie Ox sont comparees aux valeurs analytiques. La figure I 0 montre ces 
differents resultats et permet de mettre en evidence leur bonne concordance. 

Ce calcul confirme les conclusions tirees de l'exemple 1 precedent, a savoir que 
les elements infinis fournissent Ia meilleure approximation et que les resultats 
obtenus avec Ia prise en compte de la condition aux limites que nous proposons sont 
plus precis que ceux obtenus avec les elements finis en domaine borne. 
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_ Solution •n•lytique 

x. Solution !!!ll!n1en1s finis en dom.1inc bo~ (u•vzO) 

o Solutinn ~vee ~llmc:nu infinis sur Ia fronti~re 

+ Solution avec I• cor.dition au• limitcs propos.!e 
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Profondeur. z 

Figure 6. Probleme de Flamant : deplacements verticaux des points de ['axe Ox, 
elements lineaires 
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_ Solution analytiquc 

1 Solution tltmcnts finis en domainc bom! (uEY=O) 

o Solution avec tltmcnu infinis sur Ia fronti~ 

+ Solution avec 13 condition au11imites proposte 

'·'o & ... 
0 

Abscisse, y ---

Diplacemenls horizonlauz 

Figure 7. Probleme de Flamant 
lineaires 

deplacements a Ia surface fibre, elements 
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Figure 8. Probleme de Flamant : deplacements verticaux des points de /'axe Ox, 
elements quadratiques 
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'·' 
- Solution :uo:alytiquc 
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o Solu1ion avec tltmen1s infinis sur Ia rronti~rc 
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Figure 9. Probleme de Flamant 
quadratiques 

deplacements a La surface libre, elements 
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Figure 10. Probleme de Flamant : contraintes aux points de l'axe Ox, elements 
quadratiques 
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4.3. Exemple 3 : Trou circulaire dans Ull espace infini 

On traite le cas d'une plaque infinie percee d'un trou circulaire et soumise a 
l'infini a une tension uniaxiale uniforme. Ce probleme bien connu met en evidence 
une concentration de contrainte egale a 3 au point d'intersection entre le bord du trou 
et !'axe perpendiculaire a Ia direction de la tension a l'infini. Ce probleme est a 
nouveau traite numeriquement par les trois methodes : 

- elements finis en domaine borne, 

- elements finis avec prise en compte de Ia condition aux limites sur Ia frontiere, 

- elements infinis. 

La mise en oeuvre de ces methodes doit se faire avec precaution, car Ies 
deplacements exacts a l'infini sont evidemment infinis et ne pourront etre obtenus 
numeriquement. Aussi ne s'interesse-t-on qu'aux perturbations sur les deplacements 
et contraintes engendrees par Ia presence du trou. Pour ce faire on procede en deux 
etapes: 

I.On considere tout d'abord Ia plaque sans trou soumise a Ia meme tension a 
l'infini et on y calcule les contraintes a !'emplacement du trou en question. 

2.Ensuite les forces generalisees correspondant a !'oppose de ces contraintes sont 
appliquees sur la frontiere du trou de Ia plaque percee, libre a l'infini. Les contraintes 
et deplacements dus a ces forces tendent vers 0 quand Ia distance croit et peuvent done 
etre calcules numeriquement. Le probleme de concentration de contrainte est obtenu 
en superposant ces derniers champs, aux champs uniformes de Ia plaque sans trou. 

La figure II montre pour Ia modelisation d'un quart de plaque le maillage en 
elements finis. Le trou a un rayon unite. Chaque element est construit sur un secteur 
angulaire d'angle 10 degres et les noeuds sont situes respectivement sur les 
circonferences de rayons r =1., 1.05, 1.1, 1.15, 1.2, 1.3, I.4, 1.5, 1.6, 1.8, 2., 3. et 
4. 

L'interet du probieme etant Ia determination du champ de contrainte, nous 
utilisons des elements finis quadratiques ; en effet des elements lineaires conduisent 
a un champ de contrainte constant et ils ne permettraient pas de representer 
correctement les variations du champ reel. 

Sur Ia figure I2, on a porte les variations de Ia contrainte normale <Jx le long 
d'un rayon perpendiculaire a Ia direction de Ia tension uniaxiale a l'infini. Les 
contraintes sont calculees aux noeuds du maillage a partir d'une extrapolation 
bilineaire des valeurs obtenues aux points d'integration de Gauss (2x2) de chaque 
element. Nous pourrions naturellement obtenir des resultats plus precis aux noeuds 
par des methodes de calcul plus raffinees, mais l'objectif ici est simplement Ia 
comparaison des trois modeles numeriques, aussi cette technique de calcul simple 
est-elle suffisante. 

Nous ne montrons pas les variations des deplacements, car comme nous l'avons 
deja signale !'interet du probleme concerne uniquement les contraintes. 
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I 

I. 1.2 1.6 2. 4. 

Figure 11. Trou dans une plaque infinie : maillage et geometrie 
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... - Solution on•lytiquc 

x Solulion tl~mcnts finis en do<Ninc bomt (uoov.O) 

0 Solution OYCC tlbrcnls infinis sur Ia rronti~ 
+ Solulion avec Ia condition aullimites propo..U 
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• '·' '·' 1.1 '·' y---

Figure 12. Trou dans une plaque infinie : contrainte sur le rayon perpendiculaire 
au chargement 
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La resolution de ce probleme met en evidence a nouveau que les elements infinis 
sont les plus performants et que Ia prise en compte de Ia condition aux limites sur Ia 
frontiere du maillage en elements finis ameliore beaucoup les resultats obtenus avec 
le modele elements finis sur le domaine borne. 

S.Conclusions 

Cet article montre Ia methodologie sui vie pour generer une famille de conditions 
aux limites simples, appliquees a distance finie et qui permettent de simuler le 
domaine non borne pour des problemes en statique. La mise en oeuvre informatique 
de ces conditions est simple et les solutions numeriques obtenues pour les trois 
types de problemes traites sont de bonne qualite. Ces conditions aux limites 
fournissent des resultats bien meilleurs que ceux obtenus avec le modele elements 
finis du domaine borne et presque aussi bons que ceux obtenus avec les elements 
infinis. La mise en oeuvre de conditions aux limites d'ordre superieur bien que plus 
complexe peut etre envisagee et devrait conduire a des resultats encore plus precis. 
Cet article montre egalement que les problemes de Flamant et de concentration de 
contrainte peuvent etre traites avec une modelisation utilisant des elements infinis et 
avec Ia technique mettant en oeuvre Ia nouvelle condition aux limites proposee. Ces 
methodes n'avaient pas ete utilisees a ce jour pour traiter ces deux problemes. 

Ces exemples bien que simples, presentent neanmoins un interet pratique certain. 
En effet le probleme de Boussinesq est largement utilise en mecanique des sols, pour 
l'analyse et Ia conception des fondations. De meme le probleme de Flamant peut 
servir de base a l'etude de Ia repartition des contraintes sous un ouvrage. Entin le 
probleme de concentration de contraintes est toujours d'actualite pour les ingenieurs. 
Une mauvaise evaluation des contraintes autour de trous et entailles peut etre a 
l'origine de catastrophes (Comet ou Sea Gem par exemple). La methode presentee 
est pertinente pour predire de fa~on precise les contraintes dans bien des situations 
pratiques. 
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