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RESUME. La conception de structures tridimensionnelles necessite des calculs elements finis 
dont le cout en temps-machine et en temps-homme devient vite prohibitif si l'on se fu:e un 
critere de qualite raisonnable. Le controle des erreurs de discretisation et ['optimisation des 
parametres du calcul est necessaire pour rendre accessible ces analyses elements finis. Mais, 
dans un contexte de calculs 3D, Ia realisation d'un maillage correctement adapte est aussi 
une veritable difficulte. L'objet de cet article est de presenter et de comparer des methodes 
pour resoudre ce probleme. 

ABSTRACT. The design of three-dimensional structures requires finite element computations, 
whose cost in human and computational time becomes prohibitive when a reasonable 
criterion of quality is imposed. Methods of control of the discretization errors and 
optimization of the parameters of the analysis enable the application of finite element 
analysis ; yet, the main difficulty in 3D is the adaptivity of the meshes. The purpose of this 
paper is to present and compare several methods in order to address this difficulty. 
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1. Introduction 

La conception de systemes mecaniques complexes necessite Ia realisation 
d'etudes du comportement mecanique d'une partie ou de Ia totalite du systeme. En 
site industriel, ces etudes de dimensionnement font, le plus souvent, appel a des 
methodes de calculs par elements finis. Schematiquement, chaque etude comporte 
trois etapes : Ia realisation d'un maillage, l'analyse elements finis proprement dite et 
le depouillement et le controle des resultats. L'analyse elements finis proprement 
dite ne pose pas de difficulte en raison des nombreux codes de calculs disponibles 
sur le marche. Par contre, des qu'il s'agit de pieces tridimensionnelles un peu 
complexes, Ia construction du maillage est effectuee, au mieux de fa~on semi
automatique, en interactif par des ingenieurs specialises. II en resulte un cofit en 
temps-homme sans commune mesure avec le cofit de l'analyse elements finis elle
meme. Le depouillement et le controle des resultats entrainent eux aussi des cofits en 
temps-homme importants. O'autre part, afin de s'assurer de Ia qualite des resultats 
obtenus par le calcul, les analyses sont generalement effectuees sur plusieurs 
maillages de finesses differentes ce qui accroit d'autant le cofit global d'un 
dimensionnement. Enfin, il faut noter que, meme avec les ordinateurs puissants mis 
actuellement sur le marche, il est illusoire de penser qu'il suffit de raffiner le 
maillage pour obtenir un resultat tres precis. En effet, un maillage regulier tres fin 
pour une piece tridimensionnelle conduit rapidement a une saturation des moyens de 
calcul disponibles. 

L'objectif de cet article est de proposer et de mettre en place des procedures, 
utilisables en site industriel, qui permettent de realiser des analyses elements finis 
sur des pieces 30 complexes de fa~on automatique et en garantissant a l'utilisateur 
le respect de Ia precision qu'il desire tout en minimisant au mieux l'ensemble des 
cofits lies au calcul. La realisation de cet objectif est indispensable pour que les 
analyses elements finis 30 puissent etre utilisees de facon courante en phase de 
conception. 

Pour atteindre cet objectif, deux difficultes principales doivent etre surmontees. 
La premiere difficulte consiste a controler la qualite des calculs effectues. Pour cela, 
il faut etre capable d'evaluer les erreurs de discretisation puis de definir les tailles 
d'elements necessaires a !'obtention de la precision que desire obtenir l'utilisateur. La 
seconde est de reussir a diminuer les interventions humaines dans le deroulement du 
calcul en automatisant au maximum les differentes etapes du calcul et notamment la 
phase de construction du maillage. 
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Pour resoudre Ia premiere difficulte, nous nous sommes appuyes sur les etudes 
existantes dans le domaine du controle des calculs elements finis. En effet, ces 
questions ont ete etudiees depuis plus de quinze ans par de nombreux auteurs et elles 
ont conduit a Ia definition de differents estimateurs et indicateurs d'erreur de 
discretisation. Schematiquement, on peut distinguer trois grandes approches : 

• l'approche fondee sur l'utilisation des residus des equations d'equilibre 
[BAB 78], [GAG 83], [KEL 83], [OHT 92], ... , 

• !'approche fondee sur !'utilisation d'une contrainte lissee [ZIE 87], [ZIE 89], 
[ZIE 92], [BEC 94], ... , 

• I' approche fondee sur Ia notion d'erreur en relation de comportement et sur des 
techniques adaptees de construction de champs admissibles [LAD 77], [LAD 91], 
[LAD 92], [GAS 92], .... 

Dans le cadre de ce travail, nous utilisons les mesures d'erreurs developpees au 
LMT de Cachan dont les grandes lignes sont rappelees en annexe. En particulier, 
nous avons utilise les resultats de l'etude [GAS 92] qui a conduit a Ia realisation du 
logiciel d'estimation d'erreur ESTEREF3D. II est a noter que, pour les besoins de 
cette etude, ce logiciel a ete complete par !'introduction d'une procedure automatique 
de prise en compte des zones a forts gradients pour le calcul des cartes de tailles 
optimales en 3D; Ia methode retenue est une extension au cas 3D de celle proposee 
en 2D [COO 94a], [COO 94b], [COO 95a]. Mais, bien sur, toute technique 
permettant d'obtenir une mesure globale E des erreurs de discretisation ainsi que les 
COntributions locales EE des elements du maillage a cette erreur globale peut etre 
utilisee avec les procedures que nous proposons. 

A partir d'une premiere analyse elements finis realisee sur un maillage 
relativement grossier, ces outils permettent de definir Ia carte de tailles qu'il faut 
respecter pour atteindre Ia precision desiree tout en minimisant le nombre d'elements 
du maillage et done le cofit de calcul. La principale difficulte est alors de realiser le 
maillage 3D en respectant ces consignes de tailles. En effet, si pour les analyses 2D, 
il existe maintenant de nombreux mailleurs automatiques capables de respecter 
correctement une carte de tailles, de tels outils n'existent pas en 3D. Actuellement, 
les mailleurs automatiques commercialises les plus performants (par exemple 
GHS3D [GEO 93] ou SYSMESH [RAS 95]) sont uniquement capables, une fois 
maillee Ia peau du volume, de construire un maillage du volume en tetraedres en 
veillant a ne pas creer d'elements trop aplatis. Mais le respect d'une carte de tailles 
3D est encore du domaine de Ia recherche. Pour contourner cette difficulte, plusieurs 
procedures d'aide au pilotage des mailleurs sont proposees dans ce travail. Ces 
procedures utilisent au maximum des outils logiciels disponibles en site industriel; 
elles sont entierement automatisees et elles permettent un respect tout a fait 
raisonnable d'une carte de tailles 3D, meme pour des geometries relativement 
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complexes. A vee ces procedures automatiques, bien sur coup lees a un mailleur 
automatique 3D performant, Ia realisation d'un maillage optimise qui, en interactif, 
peut atteindre plusieurs dizaines d'heures-ingenieur, demande seulement quelques 
minutes en temps CPU sur station de travail. 

Apres avoir rappele Ia definition d'un maillage optimal, les differentes 
procedures de pilotage des mailleurs que nous proposons sont detaillees au 
deuxieme paragraphe. 

L'extension au 3D de Ia prise en compte automatique des zones a forts gradients 
dans Ia prediction des cartes de tailles, ainsi que Ia definition des tailles nodales qui 
lui est associee, sont presentees au troisieme paragraphe. 

Toutes ces procedures sont testees et comparees sur des exemples simples, puis 
appliquees a des geometries plus complexes. 

2. Aide au pilotage des mailleurs 3D 

Apres une premiere analyse elements finis, le post-processeur ESTEREF3D 
calcule Ia mesure globale E des erreurs de discretisation ainsi que les contributions 
E E a cette erreur de chaque element du maillage liees par Ia relation [GAS 92] : 

Ez = LE~ 
E [1] 

L'objectif d'une procedure d'adaptativite est de garantir a l'utilisateur un niveau 
de precision Eo tout en minimisant les couts de calcul. Nous nous pla~ons ici dans 
le cadre de Ia h-version qui est Ia procedure d'adaptativite actuellement Ia plus 
utilisee : on modifie Ia taille et Ia topologie des elements mais on conserve le meme 
type de fonctions de forme pour les differents maillages. De plus, nous utiliserons 
exclusivement des elements tetraedriques car les mailleurs libres automatiques ne 
fonctionnent que pour ce type d'elements. 

2.1. Definition d'un maillage optimal 

Un maillage T* est optimal pour une mesure d'erreur E si [LAD 86] : 

{

E. = E0 , erreur fixee par l' utilisateur 

N' minimum ( nombre d' elements du maillage T') [2] 

Ce critere d'optimisation conduit naturellement a minimiser les couts de calcul. 
Pour resoudre le probleme [2], on utilise Ia procedure suivante (figure 1): 

(i) calcul sur un premier maillage T relativement grassier, 
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(ii) calcul sur T de l'erreur globale E et des contributions EE, 

(iii) determination des caracteristiques du maillage optimal T*. 

Ensuite, on construit le maillage T* et on effectue un second calcul elements 
finis. 

2.2. Calcul des tailles optimales 

Pour determiner les caracteristiques du maillage optimal T*, la methode consiste 
a calculer sur chaque element E du maillage T un coefficient de modification de 
taille: 

[3] 

oil hE est la taille de !'element E et h; la taille qu'il faut imposer aux elements de 
T* dans la zone deE pour assurer l'optimalite. 

Le calcul des coefficients rE est base sur le taux de convergence de l'erreur : 

[4] 

oil q depend du type d'element utilise mais aussi de la n!gularite de la solution. 
Dans le cas oil la solution exacte est suffisamment reguliere, q est constant et egal 
au degre de !'interpolation utilise; le probleme [2] devient : 

M. . . N• "' 1 Immiser = ~ 3 
E rE 

avec L riq E~ = E~ 
E [5] 

dont la solution explicite est donnee par : 

[6] 

Une version amelioree de determination de la carte de tailles, mieux adaptee a la 
prise en compte de fortes variations de tailles, sera presentee au paragraphe 3. 

Pour automatiser la construction du maillage tridimensionnel en respectant la 
carte de tailles ainsi deterrninee, trois procedures de pilotage ont ete developpees : 

• La premiere procedure, tres simple, consiste a realiser un maillage de la peau 
de I' objet qui respecte la carte de tailles, puis a utiliser un mailleur automatique pour 
mailler le volume. 

• La deuxieme procedure consiste a completer la premiere par !'introduction de 
surfaces internes, qui sont egalement maillees en respectant la carte de tailles; un 
mailleur automatique est alors utilise pour mailler les differents sous-volumes crees. 
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Cette procedure perrnet de controler, au moins partiellement, les tailles a l'interieur 
du volume. 

• La troisieme procedure utilise une specificite du mailleur GHS3D [GEO 93] 
developpe a l'INRIA. Une fois le maillage de peau realise, l'utilisateur peut specifier 
Ia taille desin!e en un certain nombre de points internes. Lors de la construction du 
maillage volumique, ces points sont utilises comme sommets de tetraedres et la 
taille specifiee est respectee au voisinage de ces points de controle. Differentes 
strategies automatiques pour choisir leur positionnement sont presentees. 

Toutes ces procedures necessitent un maillage correct de la peau de !'objet a 
mailler. En effet, la plupart des mailleurs automatiques 3D disponibles en site 
industriel utilisent ce maillage comme donnee initiate. 

Figure 1. Schema du calcul 3D 

Si la peau de la structure a mailler est constituee d'un assemblage de surfaces 
planes, il est relativement facile de construire le maillage de peau avec l'un des 
mailleurs 2D plan capable de respecter une carte de tailles. Cette technique peut 
egalement etre envisagee, pour des surfaces courbes suffisamment simples (portions 
de cylindres, de cones, de spheres) en utilisant une projection sur une surface plane. 
Par contre, Ia situation est plus delicate pour des surfaces gauches complexes 
definies par des assemblages de carreaux. II n'existe pas, a notre connaissance, de 
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mailleur automatique respectant une carte de tailles pour une surface gauche 
quelconque. II est a noter qu'un tel mailleur de peau est en cours de realisation au 
L3S de Grenoble [NOE 94], [NOE 95], mais !'adaptation du maillage necessite 
encore une part de travail interactif. 

2.3. verification du respect de tailles 

On definit un indicateur de respect de tailles en comparant les tailles mises par le 
mailleur aux tailles reellement demandees par Ia carte de tailles : 

1 
= Taille mise 

E Taille demandee [7] 

Le rapport ideal doit normalement valoir 1, cependant le respect de tailles est 
considere comme bon si le coefficient est tel que 2/3 ~IE ~ 3/2. Les resultats sont 
visualises sur un histograrnme qui represente une etude globale du respect de tailles. 
Cet indicateur nous permettra de comparer les differentes methodes proposees. 

2.4. Techniques de controle de tailles en 3D 

Toutes ces techniques utilisent un maillage optimise de Ia peau des objets 
etudies. Dans un premier temps, nous ne nous sommes interesses qu'a des 
geometries limitees par des surfaces planes de fa~on a pouvoir utiliser les mailleurs 
plans respectant correctement les tailles. La mise au point de ces methodes et leur 
comparaison ont ete realisees a partir de ces geometries. Nous etudierons ces 
methodes sur deux exemples : 

• un cube encastre soumis a une charge de traction simple (figure 2), 

• une poutre courte en flexion, avec une section en "T" (figure 3). 

Figure 2. Cube en traction : description du probleme mecanique 
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Figure 3. Poutre courte en flexion : description du probleme mecanique 

Apres un premier calcul realise sur le maillage initial (figures 4 et 5), nous avons 
construit une carte de tailles optimisee pour une precision imposee de 5% pour le 
cube et de 20% pour Ia poutre en "T". L'objectif est ici de realiser le maillage en 
respectant cette carte de tailles. Les tests ont ete realises avec des tetraedres a 10 
nreuds car les gradients de tailles demandes sont plus forts que ceux obtenus pour 
des tetraedres a 4 nreuds. Ce choix permet done de tester les procedures dans des 
conditions plus severes. 

2.4.1. Methode par optimisation du mail/age de peau 

De nombreux mailleurs volumiques automatiques se servent comme donnee 
d'une discretisation de Ia peau de l'objet. Cette discretisation est analysee et sert a 
determiner les tailles mises sur Ia peau et ainsi, celles des elements volumiques qui y 
sont attaches. Par continuite, les tailles des elements dans le volume sont 
determinees par des criteres predefinis (evolution arithmetique ou geometrique) ne 
prenant en compte que les donnees sur Ia peau. 

Une premiere methode pour controler les tailles des elements consiste a 
optimiser Ia peau de l'objet etudie, par l'intermediaire d'un mailleur respectant Ia 
carte de tailles sur Ia peau puis a laisser le mailleur volumique travailler a partir de 
cette simple donnee. Si Ia variation de tailles a l'interieur est douce, on peut esperer 
ainsi adapter correctement le maillage 3D. En appliquant cette methode, on obtient 
pour le cube un maillage comportant 1278 elements et 2413 nreuds pour un respect 
de tailles de 98,5% (figures 6 et 7) et pour Ia poutre en T un maillage comportant 
1842 elements et 3204 nreuds pour un respect de tailles seulement de 92,5% 

(figures 8 et 9). 
II est clair que cette technique est insuffisante des que les variations de tailles 

internes sont un peu complexes. Neanmoins, cette technique tres simple permet ainsi 

d'avoir un premier resultat rapide. 
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2.4.2. Methode par sous-decoupage ( octree) 

Pour ameliorer Ia qualite du maillage, l'idee est d'introduire des surfaces internes 
qui seront prealablement maillees avec un mailleur 2D respectant Ia carte de tailles 
puis de mailler chacun des sous-volumes crees avec le mailleur automatique 3D. On 
peut ainsi esperer mieux contrOler des variations complexes de tailles a l' interieur du 
volume. 

Sur un probleme donne, Ia mise en place d'un decoupage en sous-volumes 
simples peut, bien sur, etre effectuee en interactif par l'utilisateur. Comme l'objectif 
est ici d'automatiser completement Ia realisation du maillage, nous proposons une 
technique simple utilisant les bases de Ia classique methode de maillage en octrees 
[BAE 87] : decoupage recursif d'un hexaedre en sous-hexaedres et gestion de ce 
decoupage par un arbre octree. 

Cette methode consiste a plonger Ia structure dans un hexaoore droit definissant 
le premier octree. Celui-ci est decoupe en huit, puis chacun des sous-octrees crees 
est de nouveau decoupe jusqu' a Ia verification d'un critere d'arret. L' originalite est 
qu'ici, le critere d'arret est base sur l'analyse de Ia carte de tailles a respecter. 

Le sous-decoupage d'un octree est arrete des que Ia variation de tailles a 
l'interieur de l'octree est inferieure a un coefficient y : 

Taillemaxi < . -Y 
Tallie mini [8] 

Ce coefficient y est choisi en fonction du nombre de decoupage desire. 
Connaissant les tailles maximale et minimale sur Ia structure, il est possible de jouer 
sur le niveau de decoupage par l'intermediaire de ce coefficient y. II est a noter que 
Ia variation de tailles est recalculee sur chaque sous-octree, ainsi deux octrees 
voisins peuvent avoir des niveaux de decoupage differents. Les differents tests 
effectues montrent qu'une valeur de y de l'ordre de 10 a 15 est raisonnable. Pour 
les exemples, y a ete fixe a 12. 

La creation automatique du maillage a l'aide de cette methode de sous
decoupage necessite le respect de Ia geometrie, Ia reconstruction de Ia peau initiale 
et Ia realisation de maillages coherents pour les surfaces internes afin de garantir 
!'obtention d'un maillage global conforme. En particulier, le respect de Ia geometrie 
est obtenu, en realisant !'intersection de chaque sous-octree cree avec Ia piece, par 
l'intermediaire d'un modeleur geometrique. 

L'ensemble de ces operations est realise selon le schema de Ia figure 10. Cette 
procedure, entierement automatique a ete construite avec le modeleur et le mailleur 
d'IDEAS [IDE 86], le mailleur ARAIGNEE 2D [COF 87] et le mailleur volumique 
GHS3D [GEO 93]. Elle a ete con~ue de fa~on a permettre un interfa~age simple 
avec d'autres logiciels realisant les memes fonctions. 
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Figure 4. Mail/age initial- 984 elements- 1657 nC£uds- E = 14,14%- cube 

Figure 5. Maillage initial - 1320 elements - 2399 nC£uds - E = 37,99% - poutre en T 

Figure 6. Maillage optimise (methode par optimisation des peaux)- cube 
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Figure 7. Respect de tailles (methode par optimisation des peaux)- cube 

Figure 8. Maillage optimise (methode par optimisation des peaux) - poutre en T 

Figure 9. Respect de tailles (methode par optimisation des peaux)- poutre en T 
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Figure 10. Algorithme de remaillage 

Figure 11. Maillage (methode des octrees)- cube 

Le maillage (figure 11) obtenu pour le cube en traction avec Ia methode de sous
structuration a ete realise a partir du sous-decoupage de Ia figure 12. ll possede 1558 
elements, 2827 nc1:uds et le respect de tailles (figure 13) montre que 92,8% des 
elements peuvent etre consideres comme bons. Pour Ia poutre en T, le maillage 
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obtenu (figure 14) a ete realise a partir du sous-decoupage de Ia figure 15. II possede 
1580 elements, 2853 m:euds et le respect de tailles (figure 16) montre que 97,2% des 
elements sont juges bons. Par rapport a Ia methode ou seules les peaux sont 
adaptees, les resultats obtenus dans le cas de Ia poutre en T montrent une nette 
amelioration du respect de tailles (97,2% contre 92,5%) et une diminution 
significative du nombre d'elements (1580 au lieu de 1842 ce qui represente un gain 
d'environ 15% ). 

Figure 12. Decoupage en octrees - cube 

Figure 13. Respect de tailles (methode des octrees)- cube 
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Figure 14. Mail/age optimise (methode des octrees)- poutre en T 

Figure 15. Decoupage en octrees - poutre en T 

Figure 16. Respect de tailles (methode des octrees)- poutre en T 



Sur l'adaptativite des maillages en 3D 355 

Dans le cas du cube, le respect de tailles n'est que de 92,8%, alors qu'il est de 
98,5% pour la methode par optimisation des peaux seules. Ce resultat quelque peu 
etonnant est dfi au fait que le sous-decoupage impose rigidifie trop le maillage et, en 
consequence, ce sous-decoupage force la construction d'elements de petite taille 
dans le volume la ou il aurait fallu mettre des elements de plus grande taille. Pour 
verifier ce point, nous avons teste la meme methode en divisant toutes les tailles 
demandees par deux. Le maillage obtenu conduit a un respect de tailles de 99,1% 
(figure 17) ce qui est tout a fait satisfaisant. 

Sur un probleme donne, il importe de ne pas introduire trop de niveaux de sous
decoupage afin de ne pas trop rigidifier le maillage. 

Figure 17. Respect de tailles (tailles divisees par deux)- cube 

2.4.3. Methode des points de controle de taille 

Cette troisieme methode utilise une specificite offerte par le mailleur GHS3D 
develop¢ a l'INRIA [GEO 93]. En plus de la donnee classique du maillage de peau, 
GHS3D accepte la donnee de points internes couples a des tailles qui seront 
respectees au voisinage de ces points. Cependant, ces points internes sont des points 
de passage oblige, c'est-a-dire des nreuds du futur maillage. n est done necessaire de 
restreindre le nombre de ces points et de verifier leurs positions relatives, afin de ne 
pas Creer des elements qui soient degeneres OU qui ne respectent pas la taille desiree. 

Cette technique, plus simple a gerer au niveau de la mise en reuvre informatique, 
necessite la mise en place de procedures automatiques de choix des points de 
controle internes. Deux procedures de choix ont ete developpees : la premiere utilise 
le decoupage en octree defini precedemment (methode appelee "points de controle 
1 ") et la deuxieme, encore plus simple, est basee sur une analyse directe de la carte 
de tailles sur le maillage initial (methode appelee "points de controle 2~'). 
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Methode des points de controle 1 

Cette methode utilise, le decoupage en octrees. Le decoupage etant construit, 
plusieurs possibilites sont envisageables : 

• la premiere consiste a mettre des points au milieu de toutes les faces internes 
des sous-octrees, 

• la deuxieme consiste a mettre un ou plusieurs points a l'interieur (centre, decale 
vers la plus petite taille, ... )de chaque sous-octree cree. 

De plus, un test sur la position des points de controle est realise de fa~on a ce que 
la distance a tous les autres points de contrOle et a la peau, soit superieure a la taille 
calculee en ce point : 

d( P;, Fj) :=:: taille souhaitee en P; [9] 

oil Fj est soit un des points de controle deja crees ou soit le nreud le plus proche du 
maillage de peau. Si cette relation n'est pas verifiee, alors le point de controle n'est 
pas cree. 

Des tests effectues sur differentes geometries nous ont montre que la methode de 
positionnement des points de contrOle sur les faces est la plus efficace [DUM 95], 
[COO 95b]. 

Nous presentons les resultats obtenus par cette methode pour le cube en traction. 
Le maillage (figure 18), construit a partir du decoupage de la figure 19, comporte 
1361 elements, 2528 nreuds et le respect de tailles associe est montre sur la 
figure 20.Le resultat obtenu sur la poutre en T est montre sur la figure 21. Le 
maillage construit, a partir du decoupage de la figure 22, comporte 1847 elements, 
3209 nreuds et le respect des tailles associe est donne sur la figure 23. 

Figure 18. Mail/age (methode des points de controle 1)- cube 
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Figure 19. Decoupage (methode des points de contr8le 1)- cube 

Figure 20. Respect de tailles (methode des points de controle 1) - cube 

Figure 21. Maillage (methode des points de controle 1)- poutre en T 



358 Revue europeenne des elements finis. Vol. 5- no 3/1996 

Figure 22. Decoupage (methode des points de controle 1)- poutre en T 

Figure 23. Respect de tailles (methode des points de controle 1) - poutre en T 

En resume, cette methode donne des resultats tout a fait acceptables. En effet, le 
respect de tailles est dans le cas du cube de 97,8% et de 93,2% dans le cas de Ia 
poutre en T. 
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Methode des points de contrOle 2 

Cette methode utilise le maillage initial (ou precedent) et elle est basee sur 
!'analyse directe de Ia carte de tailles. Pour cela, on calcule pour chaque nreud n : 

S = Sup( h;' )· I = Inf( h;' ) 
" i h: ' " i h: 

[10] 

ou h;' est Ia taille demandee au nreud i, i variant sur tous les nreuds des elements 
connectes au nreud n. Si les gradients de tailles Sn et In sont respectivement 
superieur a ~ et inferieur a 1 I ~, on cree un point de controle P; a Ia position de ce 
nreud. Ainsi, des points de controle sont positionnes dans les zones ou Ia variation 
de tailles demandee est elevee. Chaque point P; est ensuite teste de fa~on a verifier 
que sa distance par rapport aux autres points de contrO!e deja crees et que sa 
distance a Ia peau est superieure a Ia taille demandee en ce point [9]. Si cette relation 
n'est pas verifiee, alors le point de controle n'est pas cree. Le coefficient ~ est un 
parametre de Ia methode. Les differents tests effectues montrent que des valeurs 
raisonnables sont de l'ordre de 1,3 a 1,5. 

Pour l'exemple du cube, le maillage (figure 24) obtenu comprend 1208 elements, 
2325 nreuds et le respect de tailles est montre sur Ia figure 25. Pour l'exemple de Ia 
poutre en T, le maillage (figure 26) obtenu comprend 1676 elements, 2980 nreuds et 
le respect de tailles est montre figure 27. 

Cette methode est dans sa realisation presqu'aussi simple que Ia methode par 
optimisation des peaux seules mais elle permet une amelioration importante du 
respect de tailles avec comme consequence une diminution significative du nombre 
d'elements. De plus, elle ne demande pas Ia realisation du decoupage en octrees. 

Figure 24. Maillage (methode des points de controle 2)- cube 
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Figure 25. Respect de tailles (methode des points de controle 2) - cube 

Figure 26. Maillage (methode des points de controle 2)- poutre en T 

Figure 27. Respect de tailles (methode des points de controle 2)- poutre en T 
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3. Determination de cartes de tailles 3D optimisees 

L'experience acquise sur les calculs elements finis en 2D montre qu'une 

optimisation des maillages necessite d'une part, une bonne prise en compte des 
zones a forts gradients de contrainte, et, d'autre part, une definition nodale des tailles 
afin de pouvoir prendre en compte de fortes variations pres de ces zones [COO 93], 
[COO 94a]. L'extension de ces methodes au cas 3D est presentee ci-dessous. 

3.1. Prise en compte des zones a forts gradients 

La prediction d'une carte de tailles optimisee repose sur !'evolution de Ia mesure 
d'erreur E utilisee, en fonction de Ia taille h des elements [4]. En elasticite, l'erreur en 

relation de comportement se comporte comme l'erreur classique entre Ia solution 
exacte et Ia solution elements finis [LAD 83]. Si Ia solution exacte est suffisamment 
reguliere, on a done [STR 76], [CIA 78] : 

• q = 1 pour les tetraedres a 4 nreuds, 

• q = 2 pour les tetraedres a 10 nreuds. 

Si Ia solution exacte presente une singularite d'ordre a sur Ia structure, l'ordre de 
convergence q de l'erreur est determine par [STR 76], [CIA 78] : 

q = min(a,p) [11] 

En pratique, le taux de convergence global varie entre a et p et le resultat 

theorique ne peut etre utilise directement. On constate numeriquement [COO 94a] 
que l'ordre de convergence PEdes contributions a l'erreur des elements connectes a 
Ia singularite est tres proche de a, alors qu'il a une valeur proche de p pour les 
autres elements. En consequence, comme en 2D, nous proposons une procedure en 
deux etapes : 

• detection des zones singulieres (et plus generalement des zones a forts 
gradients), 

• si Ia zone est detectee comme singuliere alors on evalue Ia valeur du coefficient 

PE sinon on prend : pE= p. 

3.1.1. Detection des zones a forts gradients 

La detection des zones singulieres se fait par l'intermediaire des erreurs locales 

E E definies par : 

[12] 

ou EE est Ia contribution a l'erreur relative de l'element E, lEI le volume de 

l'element et lillie volume de Ia structure. 
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En effet, on remarque que dans les zones singulieres, ces erreurs locales sont 
nettement plus fortes que dans les autres zones de Ia structure. Ainsi, un nreud i du 
maillage sera considere comme singulier si Ia moyenne m; des erreurs locales EE 
des elements connectes ace nreud et Ia moyenne M; des erreurs locales "EE sur 
]'ensemble de la structure, verifient : 

[ 13] 

ou o est un coefficient fixe par !'experience. Les tests effectues montrent qu'une 
valeur satisfaisante en 3D est 0 = 3. 

Figure 28. Detection des zones a forts gradients en 3D 

Sur la figure 28, nous montrons la detection des zones a forts gradients realisee 
sur un probleme de fissure en mode I. Le test precedent permet de determiner les 
zones ou doivent etre estimes les coefficients PE des singularites. 

3.1.2. Calcul du coefficient PE 

Le calcul du coefficient de convergence PE est base, comme en 2D, sur le calcul 
de la densite d'energie eh de Ia solution elements finis dans les zones singulieres. En 
3D, on peut rencontrer des singularites isolees (ce cas est cependant exceptionnel) et 
des singularites reparties sur des aretes. 

Si la methode de detection repere comme singuliers deux nreuds aux extremites 
d'une meme arete, l'arete est consideree comme singuliere. Dans ce cas, on evalue la 
densite d'energie moyenne eh sur des cylindres C co-axiaux construits sur cette 
arete (figure 29) : 
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[14] 

On identifie cette densite d'energie, par une methode de moindres carres, avec Ia 
densite theorique definie par : 

e(r) = kr2<a-n + c 
[15] 

ou k et c sont des constantes dependant du probleme mecanique et a le coefficient 
de Ia singularite. Un coefficient a, proche de Ia valeur cherchee, est ainsi identifie. 

Figure 29. Calcul des coefficients Pe par des cylindres 

Dans le cas de nreuds isoles, une technique analogue est utilisee mais avec des 
spheres concentriques. 

On montre, sur Ia figure 30, Ia valeur identifiee des coefficients Pe· Cette valeur 
est proche de 0.8 sur les lignes singulieres de l'encastrement. 

Du point de vue pratique, Ia technique de detection et d'estimation de Pe permet 
de prendre en compte non seulement les zones singulieres (encastrement, pointe de 
fissure, ... ), mais aussi les zones a forts gradients non singulieres (faibles rayons de 
courbure, conges de raccordement, ... ). De plus, comme en elasticite lineaire, les 
zones a forts gradients soot, le plus souvent, situees sur le bord de Ia structure, Ia 
recherche de ces zones peut done etre limitee a ces seules frontieres. 
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Figure 30. Distribution des PE 

3.2. Determination de Ia carte de tailles 

La prise en compte des zones a forts gradients dans la prediction des cartes de 
tailles necessite, comme en 2D, d'une part de modifier le probleme [5] pour 
introduire des coefficients PE dependants de !'element et, d'autre part, une definition 
plus fine des coefficients de modification de tailles qui permettent de faire varier 
plus rapidement les tailles dans les zones a forts gradients. 

Pour y parvenir, on introduit des coefficients de modification de tailles nodaux et 
dans un element du maillage initial, on fait !'hypothese d'une variation lineaire du 
volume des elements sur le maillage optimise. 

Le nombre d'elements N; peut alors etre evalue par: 

N; = _!_ f h~ dE 
lEI E ~ h:'A,. 

£., I I 

i=l 

et la contribution E~ d'un element a l'erreur globale ~::* se reecrit SOUS la forme: 

[16] 

[17] 

oil n est le nombre de sommets de l'eiement, hE sa taille, PE le coefficient de 
convergence identifie et A; les coordonnees barycentriques sur !'element. Enfin, les 
h;' sont les tailles desirees pour le maillage T*, calculees aux mx:uds de 1' element 
actuel. 
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Le probleme peut alors se reformuler sous la forme : 

·~· ·2~·2 Minimiser N = "'-- N E sous la contrainte € = "'-- € E [I8] 
E E 

Ce probleme d'optimisation est resolu numeriquement; sa solution donne en 
chaque nreud du maillage la taille necessaire a la construction du maillage optimise 
T*. 

3.3. verification de Ia qualite de Ia carte de tailles 

Pour verifier la qualite de la carte de tailles construite le premier point est de 
comparer l'erreur calculee sur le maillage optimise avec l'erreur souhaitee. Meme si 
ce premier point est verifie, le maillage n'est pas necessairement optimal. Pour le 
verifier, une methode simple consiste a recalculer sur le maillage optimise une carte 
de tailles pour l'erreur effectivement obtenue €. Si le maillage est parfaitement 
optimal, le coefficient de remaillage doit normalement valoir I partout. Dans la 
pratique, de tels maillages n'existent evidemment pas; le maillage est done considere 
bien optimise si ce coefficient est tel que : 

h; Taille souhaitee 
rE =-= et 

hE Taille actuelle [19] 

Ces resultats sont visualises, comme pour le coefficient de respect de tailles, sur 
un histogramme. L'analyse conjointe du coefficient de respect de tailles [7] peut 
permettre de distinguer, dans le cas oil le maillage construit n'est pas optimal, si la 
non-optimalite decoule d'un mauvais respect de la carte de tailles ou d'un mauvais 
calcul de celle-ci. 

Afin de comparer les differentes techniques possibles pour calculer une carte de 
tailles nous avons, dans le cas du cube en traction, effectue les tests suivants : 

• calcul des tailles par element sans zone a forts gradients, 

• calcul des tailles par element avec zones a forts gradients, 

• calcul des tailles par nreud sans zone a forts gradients, 

• calcul des tailles par nreud avec zones a forts gradients. 

A partir d'un maillage initial comportant 3098 elements, 4907 nreuds et une 
erreur de II,79 %, nous avons calcule une carte de tailles pour une erreur souhaitee 
de 5,00%. Nous recapitulons dans le tableau I les resultats obtenus par les 
differentes methodes. 
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Methode Nb d'elements Erreur rE 

Tailles par element (sans) 1169 8,38% 60,10% 

Tailles par element (avec) 1543 7,40% 64,40% 

Tailles par nreud (sans) 1713 7,41% 95,00% 

Tailles par nreud (avec) 3033 6,11% 90,30% 

Tableau 1. Comparaison des differentes methodes de calcul des tailles 

Ces resultats montrent que Ia prise en compte des zones a forts gradients (avec 
des tailles definies par element ou par nreud) ameliore Ia qualite du maillage 
optimise et que les tailles detinies par nreuds conduisent a une meilleure optimalite. 

3.4. Exemples 

Pour illustrer les methodes precedentes, deux exemples plus complexes sont 
presentes en utilisant Ia methode des points de controle 2, Ia detection des zones a 
forts gradients et les tailles nodales. 

Le premier reprend le calcul de la poutre en T avec des elements tetraedriques a 
4 nreuds (figures 31 a 34). L'erreur souhaitee est de 20%. 

Le deuxieme est un corps de presse simplifie maille avec des elements 
tetraedriques a 10 nreuds (figures 35 a 39). Pour des raisons de symetrie, seulement 
un huitieme de Ia piece est maillee. L'erreur souhaitee est de 7%. 

Sur ce demier exemple, on constate que le maillage optimise comporte moins 
d'elements que le maillage initial alors que l'erreur a ete divisee par deux. 

4. Conclusion 

Les exemples traites, meme s'ils doivent maintenant etre completes par des 
exemples plus complexes, montrent qu'il est possible, par des procedures 
entierement automatiques de realiser des maillages correctement adaptes. Pour des 
variations de tailles complexes, Ia methode des octrees donne generalement le 
meilleur resultat, mais le temps de creation du maillage est long par rapport aux 
autres methodes meme s'il reste tres inferieur au temps de }'analyse elements finis. 
Une alternative raisonnable a cette methode est la methode des points de contrOie. 
En effet, ces methodes demandent uniquement Ia realisation du maillage initial de Ia 
peau, ce qui permet un gain de temps appreciable. En particulier, Ia methode des 
points de contrOle 2, qui ne necessite ni Ia realisation ni l'analyse du decoupage, est 
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tres simple a mettre en reuvre dans le cas de structures complexes. Elle constitue un 
bon compromis cout-qualite. 

Associee a une technique robuste de prediction des tailles optimales prenant 
automatiquement en compte les zones a forts gradients de contraintes, ces methodes 
ouvrent la voie a une veritable automatisation des analyses elements finis en 3D, au 
moins dans le cadre lineaire. 

Bien sOr, plusieurs difficultes restent a surmonter, et, notamment : 

• }'adaptation des maillages des surfaces gauches qui est indispensable a la 
realisation d'un maillage 3D correctement adapte, 

• une amelioration de la liaison CAO-calcul; le transfert d'une geometrie de type 
CAO vers un mailleur automatique est loin d'etre correctement resolu. 

Figure 31. Maillage initial- 3618 elements- 894 nreuds- E =44,69%- poutre en T 

Figure 32. Maillage optimise - 25339 elements - 5321 nreuds - E =24,82% - poutre 
en T 
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Figure 33. Coefficient de respect de tailles - poutre en T 

Figure 34. Coefficient de modification des tailles - poutre en T 

Figure 35. Pot de presse simplifie : description du probleme mecanique 
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Figure 36. Maillage initial- 5132 elements- 8350 nreuds- e =13,57%- presse 

Figure 37. Mail/age optimise- 5008 elements - 8012 nreuds - e =6,97% - presse 

Figure 38. Coefficient de respect de tailles - presse 
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Figure 39. Coefficient de modification des tailles -pre sse 
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Annexe : Erreur en relation de comportement 

Seules les grandes lignes de Ia method\! sont rappelees ci-dessous. Pour plus de 
details, le lecteur pourra consulter [LAD 91]. Nous considerons ici le probleme du 
calcul d'une structure en elasticite. 

Soit 0 un champ de deplacement cinematiquement admissible, c'est-a-dire un 
champ de deplacement qui verifie les equations de liaison et o- un champ de 
contrainte statiquement admissible, c'est-a-dire un champ de contrainte qui verifie 
les equations d'equilibre. La quantite : 

[20] 

ou l'operateur d'elasticite du materiau est note K, est appelee erreur en relation de 

comportement associee au couple (U,o). Si e est nul, alors (U,o) est Ia solution 
du probleme. Sinon, e permet d'apprecier Ia qualite de (U,o) en tant que solution 
approchee. Pour mesurer cette erreur e, on utilise classiquement Ia norme en 
energie sur Ia structure : 

A cette erreur absolue, on associe l'erreur relative globale : 

e = llo- Ke(l!)lln 

llo+ Ke(U)IIu 

ainsi que Ia contribution a cette erreur d'une partie E de Q : 

[22] 
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La mesure globale E permet de quantifier Ia qualite globale de !'approximation 

(U,cr) et les contributions EE permettent de localiser les erreurs sur Ia structure. 
Pour pouvoir appliquer cette demarche, il est necessaire de faire un post

traitement de Ia solution elements finis ( Uh, cr h) de facton a construire un couple 

deplacement-contrainte (Uh,crh) admissible. Dans le cadre de Ia methode des 
elements finis en deplacement de type conforme, on sait que le champ de 
deplacement Uh est cinematiquement admissible. En consequence, par simplicite, 
on choisit generalement : 

[24] 

Par contre, Ia contrainte cr h calculee n'est pas statiquement admissible. II est 
done necessaire de construire un champ de.contrainte &h qui verifie rigoureusement 
les equations d'equilibre. Cette construction est effectuee en deux etapes : 

• construction sur les interfaces de densites d'efforts en equilibre avec les 
charges volumiques, 

• construction d'une solution simple des equations d'equilibre dans chaque 
element. 


