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RESUME. L'article s'attaque a Ia modelisation numerique de Ia trepanation d'un rei/ humain. 
Le but est ici de predire Ia forme finale du front de /'incision. Deux problemes sont traites 
en grandes deformations : Ia deformation de l'reil sous l'effet du contact du trepan, de La 
pression d'aspiration et de Ia reaction du coussin de support ; puis /'incision elle-meme qui 
depend du temps. Les contraintes de contact sont traitees par penalisation. Le probleme de 
/'incision est un probleme d'evolution qui est discretise par un schema d'Euler explicite. 
La progression de Ia lame necessite un remaillage et une numerotation des nreuds. Enfin 
les problemes non lineaires obtenus sont resolus par un algorithme de continuation 
couple avec la methode de Newton. 

ABSTRACT. This paper deals with the numerical modelling of the trepanation of a human 
eye. Our purpose here is to predict the final shape of the hole. Two problems are treated in 
large deformations : the deformation of eye under the effect of contact, of the aspiration 
pressure and of the reaction of supporting cushion, and the prediction of the time 
evolution of the incision. The contact contraints are treated by a penalty method. The 
problem of the incision is a problem of evolution which is discretized by as Euler 
scheme. The progression of the blade requires a new mesh and new numerotation of the 
nodes. Finally, the resulting nonlinear problems are solved by a continuation algorithm 
based on the Newton's method. 
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1. Introduction 

Uncertain nombre de situations medicales necessitent des greffes de cornee. 
Cette operation consiste a retirer un cylindre de cornee par trepanation et a 
le remplacer par un morceau de tissu sain. La difficulte est de realiser un trou 
parfaitement cylindrique permettant une bonne mise en place du nouveau tissu. 

En effet, pendant la trepanation d'un ceil humain, l'action d'un trepan cy
lindrique induit une grande deformation dans l'ceil. Par consequent, le trou 
realise par ce trepan n'est plus cylindrique quand le trepan est enleve (Hanna 
et al. [Han 89, Han 91], Jouve [Jou 93]). Le but de ce travail est de predire la 
forme reelle du trou en fonction des procedes chirurgicaux utilises. 

Apres une description sur les aspects physiques et les lois de comportement, 
deux problemes sont a resoudre. 

Le premier est un probleme de contact ceil-trepan sous pression exterieure : 
on ne conna.it ni la position ni la pression exterieure due au trepan, mais le 
volume interieur de l'ceil est suppose constant. Ce probleme, sous contraintes 
de contact, est traite par une p~nalisation classique (Le Tallec [LeT 94), Oden 
et Kikuchi [Ode 88]) a partir d'une modelisation numerique initialement deve
loppee par Hanna et Jouve [Jou 93). 

Le second est lin probleme de rupture peu standard du point de vue me
canique. Il s'agit d'un probleme d'evolution qui est discretise par un shema 
d'Euler explicite. L'originalite de cette etude provient de la strategie d'actua
lisation du maillage au cours de la fissuration. 

Les problemes algebriques obtenus apres discretisation sont dans les deux 
cas fortement nonlineaires et done difliciles a resoudre. Ils necessitent d'utiliser 
un algorithme de continuation par arcs propose par Keller [Kel 83) (Le Tallec 
[LeT 94]) qui est adapte ici au cas a deux variables de continuation. 

La procedure complete est illustree par des simulations numeriques sur un 
ceil isotrope ou anisotrope constitue de differents materiaux elastiques. 

2. Position du probleme 

2.1. Aspects physiques et medicaux 

Le domaine de calcul est !'ensemble "cornee-sclere"qui est considere comme 
un milieu elastique tridimensionnel soumis a de grandes deformations sous !'ac
tion du trepan et de Ia pression intraoculaire. 

Cette pression intraoculaire, dont la valeur est en fait le parametre de 
controle de l'enfoncement du trepan, depend directement de l'intensite de la 
force appliquee par le chirurgien sur l'appareil. Sur la face anterieure de Ia. 
cornee, le trepan exerce des efforts a travers: 

- la lame qui penetre a l'interieur de la cornee en produisa.nt une incision, 

- une pression externe d'aspiration qui a pour role de plaquer !'ceil en per
manence contre le support rigide du trepan, 
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FIG. 1 - coupes meridiennes d 'un reil normal indiquant les termes anatomiques 
de base et les principales dimensions utiles en millimetres. 

- les forces de contact exercees par le support rigide du trepan sur l'ceil. 

La position verticale de ce support rigide est en fait inconnue. Elle est 
done a determiner par la suite comme une fonction de la pression intraoculaire 
en ecrivant que le volume interne de l'ceil reste constant durant !'operation 
(l'humeur vitree est constituee essentiellement d'eau et peut-etre consideree 
comme incompressible). 

Enfin, sur le plan des conditions aux limites, on considere l'enveloppe "cornee
sclere" fixee au nerf optique et amortie par un coussin dont la pression externe 
varie entre 5 et 6 mmHg. 

2.2. Lois de comportement et hypotheses mecaniques: 

Comme on s'interesse a des phenomenes a tres courte echelle de temps, on 
suppose que la cornee et la sclere sont constituees d'un materiau hyperelas
tique non-lineaire compressible de densite d'energie W. Le premier tenseur des 
contraintes de Piola-Kirchhoff T est done donne par la loi de comportement: 

T( F) _ 8W(x, F) 
x, - 8F avec F = Id + V'u, (1) 

ou u designe le champ de deplacement. On note C = FT F le tenseur des 
deformations de Cauchy-Green a droite. Les densites d'energie W utilisees ici 
pour modeliser la sclere et la cornee sont respectivement les suivantes: 

- loi de Saint Venant Kirchhoff: elle s'exprime en fonction des inva
riants principaux tk (C) de C et des coefficients de Lame >. et 1-L : 

~ >. + 2!-L 2 1-L 
W(x, F)= 1-L(t1(C)- 3) + -

8 
-(t1(C)- 3) - 2(t2(C)- 3). (2) 
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FIG. 2- L'reil entier avec les differentes composantes du chargements. 

- loi d'un materiau transversalement isotrope: sa densite d'energie, 
de plan d'isotropie (0, e"i, e2), est une fonction des trois invariants prin
cipaux de C et de composantes supplement aires de C ( cf. Ogden [Ogd 
84]): 

4W(x, F) = A1 + 2!-Ll 2 2 Ll(C) + (A3- A!}C33Ll(C)- 2j.t1L2(C) 

(A3 + 2Al + 2J.L!)t!(C) + (Al- A3 + 2J.Ls- 21-Ll)Cis 

+ 2(Al +ILl- As -IL3)C33 + (G12- 2~-L!)(Cil +Cis) 
4Al + 5As + 4/-Ll + 2IL3 

+ 2 
(3) 

Elle fait intervenir cinq coefficients d'elasticite independants: (A1, ILd les 
coefficients de Lame pour l~ plan d'isotropie, (As, 1-Ls) les coefficients de Lame 
pour la direction perpendiculaire et G12 un coefficient de cisaillement. 

2.3. Contact et rupture 

On suppose que le contact entre la cornee et le trepan est sans frottement. 
Cela signifie que la cornee peut bouger librement dans la direction tangentielle 
au support rigide du trepan et le long des faces laterales de la lame. Par contre, 
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au bout de Ia lame, en raison de Ia forme geometrique pointue et a Ia haute 
pression exercee, le frottement est suppose parfait et interdit tout mouvement 
entre le bout de Ia lame et le tissu en contact. 

Par ailleurs, on suppose que le processus de coupure est quasi-statique et 
fragile. Autrement dit: 

- les efforts d'inertie sont supposes tres faibles et par consequent Ia cornee 
est en equilibre statique a chaque instant, 

- Ia coupure est instantanee, Ia vitesse de propagation v du front d'incision 
(de Ia pointe de Ia lame) est verticale en configuration deformee et est 
une donnee du probleme: v = .Xe3 , .X donnee. 

En consequence, comme les efforts d'inertie sont negliges et le materiau 
est suppose elastique, le probleme mecanique ne depend du temps que par le 
choix de Ia vitesse de rupture. Changer cette vitesse revient done uniquement 
a changer l'echelle en temps et n'a done aucune influence sur Ia forme d~ Ia 
cornee et du front d'incision. 

3. Modelisation mathematique 

3.1. Etude du probleme de contact sans rupture 

i 
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FIG. 3 - geometrie du probleme : n domaine de calcul, r 0 la partie fixe, r 1 

la partie soumise aux pressions externes, r2 la partie soumise a la pression 
intraoculaire, r c la partie en contact avec le support rigide du trepan. 
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Dans cette etape, seulle support rigide du trepan est en contact avec l'ceil. 
On suppose que ce contact est bilateral (adherence de l'ceil sur le trepan) mais 
sans frottement (un glissement est possible). L'ceil est soumis a la pression 
intraoculaire p; connue exercee sur f 2 , a la pression d'aspiration Pa connue 
exercee sur n I a la pression du coussin de support Pc connue exercee sur r~ et 
a la pression atmospherique Pe connue exercee sur fi. 

D'un point de vue mathematique, soit n l'ouvert borne de IR3
, occupe par 

la cornee-sclere en configuration de repos mecanique, de frontiere 

On suppose que : 

- la partie r 1) soumise a pression externe imposee, est subdivisee en trois 
parties disjointes rl =uri) i = 1, .. , 3 correspondant respectivement la 
partie soumise ala pression intraoculaire, ala pression d'aspiration et a 
la pression du coussin; 

- chaque ri est soumise a une pression constante d'intensite pi connue; 

- la mesure de (fo) est strictement positive, avec fo la partie encastree de 
la frontiere r; 

- la partie (f2 ) est en contact avec le vitre. 

r c est la partie exterieure de la cornee susceptible de rentrer en contact avec 
le support rigide de trepan. Soit enfin 0 2 l'ouvert borne de IR3

, occupe par le 
corps vitre de frontiere r2. 

Le probleme d'equilibre, ecrit en configuration de reference, est alors le 
suivant: 

divT+ f 0 dans n, (4) 

'P 'Po sur fo, (5) 
T(x, F).n gf(F) sur r; 

1 i = 1, .. ,3, (6) 

T(x, F).n Y2(F) sur r2, (7) 
T(x, F).n 9c(F) sur rc. (8) 

Ci-dessus les forces 9j exercees sur r 1 U r 2 sont assoc1ees aux pressions 
d'intensite Pj, et leur expression en configuration de reference f2 est donnee par 
Ciarlet [2) : 

9j(F) = -pj(det F)F-T.n, Pj E IR j = 1, 2. (9) 

En raison de la presence du support rigide, le deplacement de l'ceil sur r c 

doit aussi verifier la condition de contact. Tout point X = x+u(x) de la surface 
rr exterieure (point de la frontiere de la configuration deformee) doit verifier: 

fc(z, X) = 0, (10) 
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avec fc(z, X) !'equation de la surface S du trepan en contact avec la cornee, 
indexee par la position verticale z du centre de la surface S. Un mouvement 
vertical impose de cette surface de trepan se traduit par une variation corres
pondante du pa.rametre z. 

z : 

FIG. 4- Exemple d'une calotte spherique rigide en contact avec un domaine 
elastique. 

Par exemple, pour un contact sur une calotte spherique d'axe e3 , de rayon 
R, de centre ze3 , de section horizontale r,, on aura: 

fc(z, X) Jxr+X~+(X3-z)2-R st X~+Xi:::;r~, 
0 sinon. (11) 

Un tel contact est decrit en Figure 4 et correspond au contact de l'reil sur le 
support rigide du trepan. Comme il n'y a pas de frottement, le support exerce 
en tout point de contact une pression de contact inconnue normale a la surface 
de contact S : 

T(x,F).n=>.c'vfc(X) =gc(x) sur fc. (12) 

On peut remarquer que la condition (10)-(12) correspond a la limite quand 
c = 0 de la loi : 

T(x, F).n a [ 1 2] Ac "V fc(X) = 9c(x) = ou 
26

/c(z, X+ u(x)) 

~fc(z,x+u(x))~~(z,X) sur fc. (13) 

Cette formulation est celle utilisee au niveau numerique (avec c > 0). Elle est 

identique a (10)-(12). En effet (13) n'a de sens que si fc = 0 et ~ definit bien 
la normale a s. 
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lei, la position verticale z du support rigide est une inconnue. En revanche, 
on a une condition portant sur le volume interne de l'reil qui doit rester fixe 
pendant la trepanation : 

vol(On = -~ { <p(x).n"'da"' = -~ { <p(x).cof (F).nda = v1. {14) 
3 lr~ 3 lr2 

On rappelle que 0~ est la configuration deformee de 0 2 qui est occupe par le 
corps vitre apres deformation et que v1 designe la valeur a laquelle on veut 
maintenir le volume interne de n~. 

L'ensemble des equations mecaniques a resoudre est done finalement !'en
semble des equations d'equilibre {4)-{9), de la loi de comportement {1) et de 
la relation de contact {13). Ce probleme doit etre resolu par rapport au champ 
de deplacement u et a la position de support z. 

Par elimination du tenseur T, on obtient la formulation variationnelle finale 
de notre probleme sur laquelle se fonde notre resolution numerique: 

[oW ln. oF (x, F): V'vdx { f.vdx + 1 g;.vda + 1 >..cn,(x).vda ln. r, rc 
VvE V,u-u 0 E V, 

{ cof (F).n.(x + u(x))da -3V1, 
lr2 

fc(z,x+u(x)):;:: 0 sur fc. 

Ci-dessus, l'espace V des fonctions tests est donne par: 

3.2. Etude de Ia rupture sous !'incision: Pr 

(15) 

(16) 

{17) 

(18) 

On rappelle que, pendant la trepanation, la lame produit a chaque instant 
une incision dans l'reil dont la forme est a determiner soit en configuration 
actuelle rl"'(t) soit en configuration de reference associee O(t). La frontiere de 
rl"'(t) se decompose alors en: 

f"'(t) = 80"'(t) =fa U rf U f~ U rt U fb{t) U E"'(t), 

avec fb{t} la partie exterieure de la cornee en contact avec la lame, E"'(t) !'en
semble des points sous le bout de la lame (un cercle en configuration actuelle) 
et le reste de la frontiere comme decrit dans le paragraphe precedent. 

Le probleme est que maintenant la configuration au repos de la cornee O(t) 
depend du temps et est elle meme une inconnue. Pour determiner son evolution, 
on commence par calculer sa position d'equilibre 0"'(t), en imposant que la 
cornee incisee est en equilibre sous I' action des forces de pression (intraoculaire, 
coussin et aspiration exercees sur les memes fronW~res que pour le probleme 
du contact Pc) connues et des efforts de contact sans frottement exerces par le 
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trepan, et par la lame. On retrouve done d'abord les equations d'equilibre du 
cas precedent : 

divT + f 0 dans n(t), ( 19) 

'P 'PO sur fa, (20) 

T(x, F).n g~(F) sur r; 
1 i = 1, .. , 3, (21) 

T(x, F).n g2(F) sur r2, (22) 

fc(z, x + u(x)) 0 sur rc, (23) 

T(x, F).n Acns(X) sur rc. (24) 

vol(nn -~ 1 cp( x) .cof (F). nda = v1 . (25) 
r2 

De plus, au bout de la lame, le deplacement est impose horizontalement et 
verticalement. 

. ... lame cylindrique 

FIG. 5- Exemple d'une calotte spherique avec une cylindrique. 

Apres incision, le deplacement horizontal d'un point B du bout de la lame 
est tel que: 

(26) 

Sa position verticale correspond ala position verticale z du centre du support 
rigide, augmente de l'ecart dh de position verticale entre le centre z et le trou 

de calotte et diminue de l'enfoncement 1t Ads de la lame sur son support: 

x: +u: = xf +uf -1t Ads= z+ )R2 - r; -1t >.ds, VB E :E(t). (27) 

D'autre part, la lame est caracterisee sur sa frontiere laterale par !'equation 
suivante: 

!b(z, X) = 0, (28) 
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avec !b(z, X) !'equation de la surface du contact avec la lame. La contrainte de 
contact bilateral sur la lame est de la forme: 

!b(z, X+ u(x)) = 0 Vx E rb(t). (29) 

En !'absence des forces de frottement, la force de reaction a.ssoCiee, exercee 
par la lame sur rb(t) est encore normale ala lame et orientee vers !'ceil. Par 
consequent, elle est donnee par 

T(x,F).n = gb(x) = :u [2
1
/b(z,x+u(x)) 2

] 

1 ofb 
"[1b(z, X+ u(x)) ax (z, X), sur rb(t). (30) 

Le probleme determinant la configuration deformee r!'~'(t) a r!(t) connu est 
done caraterise par les equations d'equilibre (19)-(22) (25), Ia loi de comporte
ment (1) et les equations de contact (23)-(24), (26)-(29). 

Une fois connue la deformation actuelle r!'~'(t), on obtient !'evolution· du 
fonds de fissure et done de n(t) en ecrivant que sa vitesse de propagation est 
imposee en configuration actuelle : 

(31) 

Rapporte ala configuration ~e repos r!(t), cette equation ecrit que la vitesse 
de propagation du fond de fissure dans n satisfait !'equation d'evolution: 

(32) 

Ci-dessus () represente la coordonnee angulaire du point de la frontiere L:(t) 
considere, et y0 sa position en configuration au repos. De yo, on remonte a r!(t) 
par l'identite: 

rb(t) = {yo(e, s), 0 :S s :S t}, 

n(t) =no- rb(t). 

(33) 

(34) 

En procedant comme pour le probleme de contact, le systeme complet, a 
resoudre numeriquement afin de predire la forme finale rb(too) de !'incision a 
l'equilibre, est le suivant: 

1 aw 
J:>F (x, Id + \i'u) : \lvdx 

n(t) u 

f cof F.n.(x + u(x))da 
Jr2 

f f. v dx + f gi. v da + f 92. v da 
ln(t) lr; lr2 

+ { Acn,(x).vda + { Abns(x) vda, 
Jrc Jrb(t) 
VvEVb,(u-ua-ul)EVb,Vt (35) 

-3VJ, (36) 
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fc(z,x+u(x)) 0 sur rc, (37) 

/b(z, x + u(x)) 0 sur rb(t), (38) 

dyo (t) (a ) -l a: [.Xe3], Vx E E(t). (39) 
dt 

lei l 'espace V b des fonctions tests est donne par : 

vb = {v E W 1·P(Q)3; vlro = 0; viE= 0}, ( 40) 

et depend du temps. 
Le systeme (35)-(39) est la formulation variationnelle finale de notre pro

bleme de rupture, sur laquelle se fonde notre resolution numerique. Les incon
nues sont l'histoire du champ de deplacement u E V b + u0 + u 1, de la position 
verticale z et de la position au repos du fond de fissure y0 (t). Dans ce probleme, 
Q(t) et fb(t) sont relies a Yo(t) par (33) et (34). 

4. Approximation du modele 

4.1. Cadre de discretisation 

Afin de bien approcher n ou Q(t), le maillage est defini d'abord sur un 
plan meridien a l'aide des quadrangles de cotes courbes. Ces quadrangles sont 
ensuite transformes en hexaedres courbes par ajout des cotes paraboliques dans 
le sens circonferentiel. On consttuit ainsi une partition 1h de n en un nombre 
fini Nh de sous-domaines hexaedriques courbes {Q1} de diametres ::; h (cf. 
Ciarlet [Cia 78]). Cela signifie que l'on a 

ou (nt) forme une partition admissible de n au sens des elements finis. 

I .. ····~·····.: :: ... ·····::.::= 
.. ·•······.l_::oe···· ··:::-'•· 

-:: ........ ·:·1······ . 

_. __ .···--
,...-:-.:-: ... _-.::e-:.·.·. -----· 

FIG. 6 - Element de reference a 27 nreuds. 

( 41) 

Sur cette triangulation 1h de n on utilise des elements finis isoparametriques 
hexaedriques d'ordre 2 (type Q2), qui sont des briques a 27 noeuds utilisant 
des fonctions de forme paraboliques. 
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Chaque nreud du maillage est associe a trois degres de liberte associes cha
cun a une direction de depla.cement. La contrainte de contact, comme Ia pres
sion, est calculee aux neuf points de Gauss de Ia facette de !'element en contact 
avec le support rigide. 

FIG. 7 - Une facette d 'un element fini en contact. Les carres indiquent les 
points ou ['integration est effectuee pour le calcul de la formulation faible de la 
condition de contact. 

Les espace d'approximation, Vh et Vbh(t) utilises pour Ia resolution des 
problemes de contact et de rup~ure sont alors simplement donnes respective
ment par: 

{ 
- 3 -1 v h Vh : n-+ IR 'Vh continue, Vh = 0 sur fo, Vhfnt = Vt 0 <pi ' 

' 3 } Vt E [Q2(Q)) ' Vl = 1, ... ,Nh ' (42) 

{ 
- 3 

Vh : n(t)-+ IR 'vhcontinue, Vh = 0 sur fo, Vh = 0 sur ~(t), 

-1 ' 3 } vh 1n, = v1 o <p1 , v1 E [Q2(n)) , Vl = 1, ... , Nh . (43) 

Ci-dessus <p1 est !'application de !'element de reference de n = [-1, +1)3 vers 
n1 Mfinie par 

27 

<pt(i) = L x"1i"(x), 

avec x"1 les coordonnees au repos du nreud M, de !'element n1 et cp" Ia fonction 
de Q2(!J) qui vaut 1 au nreud a et 0 ailleurs. L'espace Q2(!J) est !'ensemble 
des polynomes p de degre ~ 2 par rapport a chaque variable, de Ia forme: 

p IR3 --+ IR 

( x1 ) x2 >----+ p(x) = .L: "0' 1 "Q'2 ~. 0:3 (44) 11a,<>2<>3x1 X2 Xa 
5:3 <>;<2 

1~F:::;3 

Remarque: La triangulation T,. utilisee evolue au cours du temps avec y0 (t) 
dans le cas d'une propagation de ['incision. Autrement dit T,. = T,.(t) est une 
triangulation de Q(t) qui depend du temps. 
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L'approximation en elements finis du probleme Pc (resp. Pr) est simplement 
obtenue en rempla<;ant dans (15) (resp. (35)) l'espace v par le sous-espace vh 
(resp. V bh) de dimension finie. 

4.2. Formulation variationnelle de Pr discretise: Prh 

Le present probleme Pr est un probleme d'evolution en temps, sa discreti
sation est basee sur trois approximations: 

4.2.1. Approximation de la forme actuelle de ['incision. 

La forme de !'incision fb(t) correspond a une frontiere de !l(t) done a des 
frontieres d'elements finis et est caracterisee par la liste et la position Y des 
noeuds d'elements finis qui sont sur cette incision. 

4 • 
13 

9 

Y={ 1,4,6,9,13} 

6 

FIG. 8 - L 'incision est constituee d 'un nombre fini de points en profondeur. 
Ces points sont exactement sur l'incision grace ala procedure d'ajustement du 
maillage. 

On remarque que ces noeuds sont dedoubles avec un noeud sur chaque cote 
de la fente, sauf au bout de I 'incision note Ytip (B). 

4.2.2. Discretisation du P,. a l 'instant tn donne: pnrh 

A !'instant tn, avec Y(tn) donnee, !'approximation en elements finis du 
probleme P~ est simplement obtenue en rempla<;ant dans (35) l'espace V b par 
le sous-espace V bh de dimension finie. 

La formulation du probleme discretise P~h est par consequent : 

Trouver (uh-uo-ut,z)EVbhxiR telque VvhEVbh 
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+ { .\.ns(l') vdu. 
Jr" 

+ { >..bns(x).vda, (45) 
lrb(t") 

{ cof Fh'.n.(x + uh(x))da Jr2 
fc(z,x + uh(x)) 

!b(z, x + uh(x)) 

avec Fh' = Id + V'uh. 

0 sur rc, 
0 sur rb(tn), 

4.2.3. Discretisation en temps de l 'equation differentielle. 

(46) 

(47) 

(48) 

On commence par introduire un decoupage de I 'intervalle de temps [O,T) 
que l'on supposera uniforme pour simplifier: on definit done un pas de temps 
~t = '£, , associe a un en tier Nt ·~ 1, et on pose : 

On cherche alors a calculer pour tout n = 1, ... , Nt une approximation y~t 1 

de la position du fond de fissure a tn+l. La methode Ia plus simple,, a laquelle 
nous nous limiterons, est basee sur un schema d'Euler explicite: elle consist.e a 
remplacer !'equation differentielle (39) par: 

(49) 

ou 'Ph est la solution des equations d'equilibre a !'instant tn. Connaissant Ytip, 
I' equation ( 49) permet ainsi de calculer y~~ 1 puis d 'actualiser Ia liste Y par Ia 
procedure suivante: 

a) supposons connue Y la forme du front incise, c'est a dire Ia geometrie 
de la cornee incisee maillee par elements finis. On connalt aussi d'apres 
( 45)-( 48) la position d'equilibre 'Ph associee. 

b) on calcule la nouvelle position de Ia pointe de Ia lame en configuration 
deformee par le schema d'Euler explicite: 

c) deplacement des noeuds sous le plan de fissure rayon par rayon et couche 
par couche de maniere a ce qu'ils s'alignent a Ia verticale du trepan en 
configuration deformee. Pour ce faire, il faut d'abord calculer l'a.bscisse 
curviligne sur le rayon du point M qui se trouve sur le cylindrc S d'Pqua
tion g apres deformation. Pour calculer les points de contact M, il suffit 
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s s 

de resoudre !'equation suivante: 

(50) 

par la methode de la secante, M2;-o: representant la position des noeuds 
apres deformation. Les coordonnees du point M en configuration de repos 
sont alors donnees par : 

+1 
X (M)"= L X (M2i-a) </Ja(sc), (51) 

o:=-1 

avec Sc la solution de f(s) = 0. 

Ces points de contacts n'ont aucune raison d'etre des nceuds du maillage. 
On bouge alors tous les nceuds du rayon de maniere a ce que le nceud du 
tube frontiere i soit sur le cylindre de contact apres deformation et que 
le maillage reste relativement regulier. 

Pour ce faire, soient un rayon k et un tube i, et soit Si (smin < s; < Smax) 

l'abscisse de leur intersection avec le rayon, avec Smin et Smax les abscisses 
des extremites du rayon considere. On introduit !'application 

H: [smin, Smax]---+ [smin, Smax] definie par 

H(sj) 
Sj- Smin Sj- Sj 

Sl Smin <s < s· (52) Sc- Smin - J - . 
Sj- Smin Sj- Smin 

Sj- Smax Sj- Sj 
Sl s· < s· :S Smax, (53) Sc- Smax 

Sj- Smax Sj- Smax 
• - J 

avec sc l'abscisse du point de contact. Cette application est lineaire par 
morceaux et nulle aux extremites. L'image du point d'intersection entre 
le rayon k et le tube i, par cette application est done un point de contact. 
La nouvelle position du nceud M1 est alors Ia position en configuration au 
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repos du point d'abscisse curviligne H(sj). Ce point est obtenu a !'aide 
de la formule (51). Le choix de cette fonction nous permet de deplacer les 
noouds du rayon progressivement vers le point de contact. 

d) pour expliquer cette etape, on s'appuie sur la figure (9) suivante: apres 

z z 

FIG. 9 - Deplacements des noeuds. 

determination de Ia position actuelle M E y~~w du fond de la lame, on 
bouge le noeud C; en configuration de repos afin qu'il colnc\de avec M 
apres deformation. Par contruction du maillage precedent (etape (c)), 
M est sur une arete verticale. D'apres la representation isoparametrique, 
sa coordonnee s dans l'eletnent de reference verifie !'equation du second 
degre ens: 

(54) 

avec q)_ 1 (s) = (1- s)(l- 2s), q)0 (s) = 4s(l- s) et ¢ 1 (s) = s(2s- 1). La 
position du nouveau noeud en configuration de reference est alors 

et y~~w est !'ensemble de tousles crew. On bouge aussi les noeuds voisins 
de maniere a eviter les elements distordus. Pour ce faire on bouge C;_ 1 

de fa<;on a imposer, en configuration de reference, Ia relation suivante: 

B;-lAi-1 

B;-1C'[':!. 
(56) 

e) dedoublement des noeuds d'elements finis (sur le cylindre S') excepte ceux 
qui sont sur y~~w (rupture de n(t)), 

f) ajout a !'incision Y de tous les nouveaux noeuds dedoubles et y':;~w. Cela 
determine la nouvelle forme incisee Y (tn+l), et le nouveau maillage cor
respondant. 
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FIG. 10- Dedoublement des nreuds. 

5. Traitements numeriques 

5.1. Ecriture algebrique du probleme Pch 

On suppose tout d'abord que la position du trepan est fixee, autrement 
dit que le deplacement vertical z est donne. Dans ce cas, on ne traite que le 
probleme discretise sans contrainte sur le volume interne. La seule difficulte qui 
reste alors dans le calcul numerique provient du traitement de la contrainte du 
contact. En fait, il est tres difficile de construire des fonctions d'approximation 
dans un ensemble avec contraintes. Un procede commode et efficace pour traiter 
cette contrainte consiste a utiliser une methode de penalisation, c'est-a-dire, 
qu'on ecrit la condition (13) avec c > 0. Le probleme discretise devient (en 
notant X= x + uh(x)): Trouver uh- u 0 E V h tel que 

+ { 92 · Vh da '</ Vh E V h. lr, (57) 

Soit (¢;)~1 une base de l'espace V h· Si on ecrit le systeme (57) en base ¢;, 
notre probleme en elements finis donnera alors le systeme algebrique fortement 
nonlineaire suivant: Trouver U E IRN" tel que 

F(U,f,g) (58) 
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1 f · q;; d.r - { g{ · rf;;dn 
n Jq 
{ 92 · rf;;da, pour i = 1, .. , Nh, (59) 

ir2 
N,. 

uh(x) = uo(x) + L U;rf;;(x). ((iO) 
i=l 

Le gradient de :F par rapport a U est le suivant: 

a:F; 
aU (U, j,g). V 

+ 

+ (61) 

avec Vh (62) 

Pour !'integration des termes. penalises sur !'element fini choisi r21 de fron
w~re r~ en contact, on utilise urie formule numerique aux points de Gauss: 

{ (afc . .~, )(afc . .t..)d = ~ afc(Xj) .~, (Xt)afc(Xj) t.~,·(Xt) lr aX 't'k aX ..,., a ~ aX 't'k - J aX WJ'+'' J . 
rc j=l 

(63) 

(64) 

(65) 

Les Xj = x+uj(x) sont les positions actuelles des points de Gauss de !'element 
de surface courant (r1 )'~', wj leurs poids avec j de 1 a NG. Le nombre NG de 
points de Gauss vaut 9 sur une facette de !'element choisi. 

Maintenant, si le deplacement vertical z du trepan est aussi une inconnue, 
on rajoutera Ia contrainte de volume fixe au probleme precedent. Le nouveau 
probleme Pch, ecrit dans Ia base (¢;)~~\,sera de Ia forme suivante: 

Trouver (U, z) E JRNh x IR tel que 

:F(U,z,j,g) 0 dans JRNh, (66) 

vol(U) - VJ 0. (67) 
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Ci-dessus, :F;(U, z, f, g) et son gradient par rapport a U sont respectivement 
donnees par les expressions (59) et (61). Son gradient par rapport a zest: 

fJ:F; 
fJz (U,z,f,g) 

+ (68) 

Quant au volume, son gradient par rapport a U est. donne par I 'expression 
suivante: 

fJvol(U) V 
fJU . 

(69) 

5.2. Methode de resolution pour le problerne Prh 

A pres discretisation en temps et calcul de Yh, le probleme d 'evolution est 
reduit ala solution d'une suite de problemes d'elasticite statiques avec contact 
ecrits sur la configuration rl(t) et sur le maillage Yh(t) associe. A chaque pas 
de temps, on resoud le probleme comme au paragraphe 4.1 en traitant les deux 
conditions de contact par penalisation. Puis on l'ecrit dans Ia base ( </J; )~\. On 
a done le systeme algebrique suivant: 

Trouver (U, z) E JRNA x IR tel que 

:F(U,z,J,g) 

vol(U)- v, 

avec :F;(U,f,g) 

+ 

+ 

0 dans 

0, 

1 aw 
fJF (x, Id + \i'uh) : \7</J; dx 

O(t) 

1 r ) 8 !c "i Jrc fc(z, X+ uh(x) fJX (z, X)¢;da 

~ r !b(z, X+ uh(x)) ~txb (z, X)</J;da 
t: lrb(t) u 

(70) 

(71) 

r f. </J; dx- l g{ . ¢; da- r 92 . rPi da, (72) 
ln(t) lr~ lr, 

Nh 

uo(x) + L U;</J;(x). (73) 

5.3. Algorithrne de la resolution 

Les problemes (66)-(67) ou (70)-(71) sont fortement nonlineaires. Leur reso
lution brutale par un algorithme de Newton est impossible a. moins de disposer 
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d'une bonne estimation de Ia solution initiale. Pour ce faire, on ramene Ia re
solution des problemes (66)-(67) ou (70)-(71) a celle d'une suite de problemes 
intermediaires, en supposant que les chargements (ici ce sont les pressions in
traoculaire, coussin et aspiration) d'un probleme a !'autre sont incrementes de 
maniere progressive. 

Plus precisement, on suppose que Ia solution (U>-., Z>-.), correspondant aux 
chargements g(>.) (ou Ia courbe g(>.) est detinie a priori par l'utilisateur pour 
0 ~ >. ~ 1 avec g(l) correspond ant au chargement final), est connue, avant de 
calculer celle pour g(>. + ~>.). Ceci se fait par une methode de continuation le 
long de Ia courbe engendree par les solutions (Keller (Kel 83], Le Tallec (LeT 
94]) en prenant ~>. comme inconnue supplementaire, et en rajoutant I 'equation 
de longueur d'arc imposee: 

L'algorithme de resolution est le suivant: 

a) Initialisation: Pour Ia recherche du premier point de Ia courbe: 

-on se donne (U 0 ,z0 ,>.0 ) = (0,0,0) et ~so, 

(74) 

- on choisit ~>.0 un increment raisonnable pour le chargement, et on 
pose >. 1 = ~>.0 , 

- on resout le systeme non lineaire, par Ia methode de Newton : 

et on pose: 

(So) ~ 
F(U 1 ,z1 ,g(>.1

)) = 0, 

vol(U1
)- V1 = 0, 

if= O,i = 0,>. 1 = ~>.0 

II~U 1 IIt· 
Wz = 1Jz1 - zOJJ2, 

II~U 1 llt· 
W).. = ~~~).OJJ2 . 

lei, ~s1 est le pas d'increment en s sur Ia courbe solution. 

(75) 

(76) 

b) Boucle de continuation sur la courbe solution: Pour tout p ~ 0, avec 
UP, zP, ).P et ~sp connues et tant que ).P ~ 1, 

1. on calcule la vitesse (UP' zP' AP) en resolvant le systeme suivant: 
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D:F(UP,zP,g().Y))(UP :,p ~P) 
D(U,z,>.) ,~' 

0, 

(s;) 8vol(UP) . P 
au u 0, 

llrJPjjf2 + WziJZPW + W>,jJ~PII 2 1. 
' 

La derniere equation est une normalisation scalaire qui permct de calculer 
le parametre de chargement en fonction de Ia longueur d'arc s le long de 
Ia courbe solution. 

2. on pose Wc+1
! Zb+l' )..~+l) = (UP' zP' )..P) + ~Sp (UP! zP ,_\P) (predic

tion de la nouvelle solution). 

3. on resout le systeme non lineaire en (UP+1, zP+ 1 , )..P+1): 

par une methode de Newton oil les increments (Ukt~ - ur+t) sont 
contraints de rester perpendiculaires a Ia vitesse : 

Le systeme lineaire est resolu par Gauss par blocs (bordering algo
rithm). 

4. on pose ~sp+l = llp~Sp avec Zip une fonction du nombre d'iterations 
de Newton requis dans 3). Par exemple, Zip = 2<>(!' -Ip) ou I* le 
nombre d 'iterations souhaitable, lp !e nombre d 'iterations de Newton 
requis et a un facteur de "damping" fixe. 

6. Resultats numeriques 

6.1. Simulation de Ia trepanation de Ia cornee 

On simule la tr6panation de la cornee avec un instrument, de forme cy
lindrique ayant un poids de 60 grammes. Ce trepan est constitue d'une lame 
cylindrique tournant autour de son axe, d'un support rigide en contact avec 
l'reil et d'un systeme de fixation pneumatique (figure 2). 

Lorsque le trepan est applique sur l'reil, ceci produit immediatement une 
augmentation de la pression intraoculaire p; et de la pression du coussin Pc 
respectivement de 15 mm Hg a 23 mm Hg et de 4 mm Hg a 5.5 mm Hg. 
Ensuite lorsque le systeme pneumatique aspire avec une pression Pa variant de 
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100 mm Hg a 488 mm Hg, la pression intraoculaire croit de 33 mm Hg tandis 
que la pression du coussin reste presque inchangee. 

Par symetrie, seul un quart de l'reil est considere (figure 11). Ces donnees 
sont issues de mesures experimentales fournies par Le Professeur Hanna. 

FIG. 11- Maillage 3D d'un quart de l'ceil. Nombre d'elements: 267. Nombre 
de nceuds: 3143. Nombre de faces: 1816. 

La courbe de chargement g(>.) est definie a partir des courbes experimentales: 

• >. = 0 correspond au chargement suivant: 

Pi= 0.0019 MPa, Pc = 0.0005 MPa, Pa = 0 MPa; 

• >. = 1 correspond au chargement suivant: 

Pi = 0.0073 MPa, Pc = 0.0007 MPa, Pa = 0.0642 MPa. 

On a choisi une loi isotrope de St Venant-Kirchhoff pour la sclel."e de coeffi
cients donnes par : 

E = 5 MPa, II= .45, (77) 

une loi transversalement isotrope pour la cornee dont les coefficients sont les 
suivants (cf. Jouve [Jou 93]): 

E1 11.0 MPa, 1112 = 0.256, 
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E 2 0.0393 MPa, v23 = 0.474, 

G12 0.0638 MPa. 

FIG. 12 - 1: Materiau transversalement isotrope. 2: Materiau isotrope. 
3: Materiau isotrope. 

Les simulations numeriques ont ete effectuees en utilisant trois yeux de 
constantes mecaniques differentes pour la zone 3, en choisissant dans chaque 
cas une loi isotrope de St Venant-Kirchhoff pour le materiau de Ia zone limbique 
(zone qui fait lajonction entre la cornee et Ia sclete), mais avec un module de 
Young E egal a 10 MPa, 8 MPa ou 6 MPa; et avec un coefficient de Poisson 
(v = 0.45) identique pour les 3 cas. 

Dans les trois cas, par une premiere simulation sans contact avec le trepan 
(avec coussin uniquement), on etudie Ia deformation de l'C£il sous le chargement 
correspondant a .>. = 0. On en deduit le volume interieur V1 apres deformation 
et la variation relative ~. En initialisant par un increment de chargement 
~),0 = 0.01, on a calcule la deformation de l'C£il sous !'action du trepan et 
!'aspiration le long la courbe g(.A). 

La methode a converge en 9 iterations de continuation dans le premier cas. 
8 dans le second et 16 dans le troisieme. Le nombre d'iterations de Newton 
necessaire, a chaque iteration de continuation, est indique sur les figures (13-
15). 
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FIG. 13- Courbe solution du 1er cas {deplacement en fonction de>..). 
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FIG. 14 - Courbe solution du 2eme cas. 
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FIG. 15 - Courbe solution du 3eme cas. 

En m\gligeant la force induite par l'appui du chirurgien lors de la pose du 
trepan, le poids global de !'instrument (a priori 60g) se calcule a partir de la 
resultante des forces de contact. 

I Poids eng I CPU (HP 735) I Position zen mm 

Cas isotrope 64.347 lh 16mn -2.06945435 
1 er cas E=10 MPa 66.725 30mn 20s -1.94089627 
2eme cas E=8 MPa 66.942 40mn -1.93289307 
3eme cas E=6 MPa 66.967 1h 28mn -1.92440588 

Au vu de ces resultats, on constate que le poids du trepan, valeur importante 
pour la comparaison des differents cas tests, reste sensiblement le meme pour 
les trois options de materiau anisotrope. 

En ce qui concerne les deplacements, on presente sur la page suivante une 
comparaison des quatre cas dans le sens radial (figure 16) (resp. dans le sens 
longitudinal figure 17). 

Sur le plan qualitatif comme le comfirme les resultats, on retient le calcul 
avec la premiere option de materiau anisotrope. Enfin on presente sur la figure 
18 le deplacement sur tout l'oeil, et sur la figure 19 les isovaleurs de contraintes 
maximales sur une coupe meridienne 2D autour de la region limbe-cornee. 
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FIG. 16 - Compamison en deplacement mdial des quatre cas. 
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FIG. 17 - Compamison en deplacement longitudinal des quatre cas. 
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FIG. 18- Comparaison des coupes meridiennes de l'reil avant deformation (en 
traits pleins) et apres deformation {en pointilles) dans le 1 er cas. 

FIG. 19 - Les isovaleurs de contraintes maxi males sur une coupe meridienne 
2D autour de la region limbe-cornee. 
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6.2. Incision 

Apres avoir determine Ia derniere configuration deformee de !'rei!, obtenue 
par continuation, on modifie le maillage de maniere a ce que Ia premiere ligne 
de maillage vienne en contact avec Ia lame du trepan en configuration defor
mee (paragraphe 4.2 et figure 20). Apres une premiere incision de 42.5% de 

FIG. 20- Nouveau maillage {en lignes continues), ancien (en pointilles). 

profondeur qui represente le premier element dans I' epaisseur (de 1) exterieur 
vers l'interieur). Apres calcul de Yk et maillage de 0 1 , Ia deformation de ce 
front incise a ete obtenue en resolvant le probleme Prh par un algorithme de 
Newton sous le chargement fort (correspondant a A= 1). La position vertivale 
du trepan et le temps CPU necessaire a Ia resolution sont resumes dans le 
tableau suivant: 

Calculs Position du trepan CPU sur HP 735 

Cas totalement isotrope -2.05823402202233 2 mn 30 s 
1er cas E=10 MPa -1.988634609901 7 mn 34 s 

Puis on a remodifie le maillage et prolonge I 'incision dans Ia profondeur 
ce qui donne un front incise dont Ia profondeur est 85% de l'epaisseur. La 
deformation de ce front incise final a ete obtenue sous le meme chargement. 
La position verticale et le temps CPU necessaire sont resumes dans le tableau 
suivant: 

Calculs 

Cas totalement isotrope 
1er cas E=10 MPa 

Position du trepan 

-2.06002636386086 
-1.97612642654744 

CPU sur HP 735 

2 mn 46 s 
6 mn 40 s 
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Les figures des pages suiva.ntes (21-28) presentent les configurations defor
mee et initiale et les isovaleurs des contraintes maximales du front incise. On 
remarque que les contraintes sont plus importa.ntes dans le cas a.nisotrope, sur
tout au voisinage de !'incision et la zone d'aspiration. 

·· .. 

·-·-·L.l.._·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·---·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-·-· 

FIG. 21 - La configuration initiale en lignes continues, la configuration defor
mee en pointiltes (cas isotrope). 

FIG. 22 - La configuration initiale en lignes continues, la configuration defor
mee en pointilles (cas anisotrope). 
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FIG. 23- Les isovaleurs des contraintes maximales (cas isotrope). 

FIG. 24- Les isovaleurs des contraintes maximales (cas anisotrope). 
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FIG. 25 - La configuration initiate en [ignes continues, la configuration defor
mee en pointilles (cas isotrope). 
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FIG. 26 - La configuration initiate en [ignes continues, la configuration defor
mee en pointilles (cas anisotrope). 
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FIG. 27- Les isovaleurs des contraintes maximales (cas isotrope). 

FIG. 28- Les isovaleurs des contraintes maximales (cas anisotrope). 
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7. Conclusion 

On a developpe un modele operationnel sur la simulation d 'un probleme de 
contact et d'un probleme de rupture fragile en grandes deformations. 

L'originalite de !'approche est: 

- !'utilisation d'un algorithme de continuation a deux parametres permet
tant de surmonter numeriquement les tres fortes nonlinearites du pro
bleme pose, qui est a la fois tres raide du fait du contact et tres instable 
du fait de la souplesse du materiau; 

- !'utilisation d'une technique de remaillage permettant de suivre !'evolu
tion de la fissure sur la configuration de repos. 

Notre incapacite actuelle a obtenir des resultats quantitatifs tres precis est 
due a !'incertitude que nous avons sur les coefficients mecaniques (surtout ceux 
du limbe). Neanmoins, les nombreux points d'accord montrent la pertinence 
du modele de contact et du pro~essus de rupture. Il reste maintenant a entre
prendre le travail d'ajustement et d'identification a partir de donnees experi
mentales pnkises. 
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