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RESUME. Nous décrivons les grandes lignes d'une formulation mécanique qui propose une
approche « paralléle » pour I’analyse des structures en petites pertubations et nous nous
restreignons ici au cas de l'élasticité linéaire. La représentation du milieu que nous introdui-
sons est celle d’un assemblage de sous-structures et d’interfaces. Les liaisons et contacts
divers entre les sous-structures sont pris en compte pas les interfaces qui possédent leur com-
portement propre. La convergence est démontrée sous des conditions classiques de stabilité.
Quelques exemples illustrent le comportement de !"approche proposée sur ordinateurs a
architecture paralléle.

ABSTRACT. We describe the headlines of a mechanical formulation that inforce a « parallel »
approach for structural analysis in small pertubations, restricted here to linear elasticity.
The description of the medium is an assembly of substructures and interfaces. Liaisons and
contacts between substructures are treated by the interfaces which possess their own beha-
viour. Convergence is proved under classical stability assumptions. Several exemples figure
out the behaviour of the propounded approach on parallel architecture computers.
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1. Introduction

Les ordinateurs qui proposent aujourd’hui les plus grandes puissances de
traitement sont presque tous paralléles. L’utilisation de ces derniers pour ’ana-
lyse, notamment non linéaire, des structures, constitue donc un atout consi-
dérable. L’écriture d’algorithmes adaptés au parallélisme, ou la transcription
d’algorithmes séquentiels existants, n’est en général pas immédiate, et de nom-
breuses recherches sont menées dans ce domaine, [DEB 90], [FAR 91}, [PAN 93],
[BUO 93], [NOO 94].

Ce travail traite d’une approche «paralléle», fortement mécanique, des pro-
blémes d’élastoplasticité, de viscoplasticité, ..., en petites perturbations, pro-
posée dans [LAD 96]; des présentations plus succinctes pourront étre trouvées
dans [LAD 93] et [LAD 92b]. Cette approche peut étre rangée dans la famille
des méthodes de décomposition de domaine dont traitent [ESC 94], [FAR 94a]
et [YAG 93] par exemple.

La vocation de cet article est de présenter une premiére mise en ceuvre
numérique et informatique, en se restreignant essentiellement a des problémes
linéaires. Les exemples traités permettent d’appréhender les possibilités de cette
approche, qui pour les problémes linéaires et les choix de parametres que nous
avons pris se confond avec les approches proposées dans [LAD 85], [LIO 90] et
[GLO 90}].

2. Probléme de référence

Dans les trois prochaines parties, les auteurs ont choisi de présenter a la
fois le probleme de référence et ’algorithme de résolution indépendemment du
choix de la discrétisation ; ainsi le modéle adopté est celur du milieu continu.

On se place dans le cadre des petites perturbations et dans la situation
particuliere ou ’on s’intéresse uniquement a la configuration finale occupée par
la structure. Aussi, le temps n’est pas un parametre du probléme.

La structure élastique étudiée occupe un domaine £} dont la frontiere est
notée 2. Elle est soumise a un chargement composé de force de volume Li, et
de forces surfaciques F; sur la portion de frontiére §,$2 de 9%2. Sur la portion de
frontiére 61£2, complémentaire de 05€2, le déplacement U ; est imposé (figure 1).

Le probléme & résoudre consiste alors & trouver un couple (U(M); o(M)),
M € Q, pour lequel :

o Le champ de déplacement U est Cinématiquement Admissible, c’est a dire:
Ujg, = Uy + «régularité»

L’ensemble des champs de déplacement Cinématiquement Admissibles sera
noté U,q4. La «régularité» consiste ici essentiellement a avoir des champs a éner-
gie finie.
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Figure 1. Probléme de référence

o Le champ de contrainte @ est Statiquement Admissible, c’est a dire:

v U* ELIO,—/Tr[am(Q*)]dQ+/ f -Q*dQ+/ F,-U*dS =0
2 o 3.0

ot U est I’ensemble des champs U* Cinématiquement Admissibles pour des
conditions homogénes. L’ensemble des champs de contrainte Statiquement Ad-
missibles sera quant & lui noté Syq.

e La relation de comportement est vérifiée :
o= Ke(U)

ot K est I’opérateur de Hooke caractéristique du matériau.

3. Formulation du probléme intégrant une décomposition en sous-
structures

La recherche d’un champ de contrainte Statiquement Admissible sur toute
la structure Q, est un probléme global en variable d’espace. Afin de rompre
cette globalité, et ainsi pouvoir distribuer les taches en paralléle, on introduit
une partition du milieu en deux entités : les sous-structures et les interfaces. Les
interfaces assurent les liaisons entre les sous-structures. Elles ont un comporte-
ment qui traduit le type d’interaction présent entre sous-structures adjacentes
et peuvent étre considérées comme des structures a part entiere, méme si elles
sont surfaciques.

Lorsque la structure étudiée résulte d’un assemblage de sous-structures, la
partition s’introduit naturellement en utilisant les surfaces de jonction entre les
diverses sous-structures. Lorsqu’elle est composée d’une ou d’un nombre réduit
de sous-structures massives, la partition peut se faire de fagon artificielle au sein
des sous-structures, par exemple en utilisant une décomposition automatique
[FAR. 88], [PAD 91]. Cette partition peut alors répondre & des impératifs d’op-
timisation (vitesse de convergence de ’algorithme) ainsi qu’a ’équilibrage des
charges entre processeurs parmi lesquels seront distribuées les sous-structures.
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3.1. Comportement des sous-structures

Considérons une sous-structure Q¥ dont la frontiere est noté Q% . Elle doit
éire en équilibre avec un environnement qui est composé de forces de volume

de (appliquées sur QF) ainsi que de déplacements W et de densités d’efforts

FE exercés par les interfaces qui entourent QF (appliqués sur 9QF) (figure 2).

Figure 2. Sous-structure et interface

Vis & vis de la sous-structure QF, (_QE,EE; aJE,EE) doit vérifier :
e Les équations de liaison: le couple (QE,EE) est Cinématiquement Ad-
missible au sens de la sous-structure QF
QE|anE = wF (1]
ol Uﬁ est ’ensemble des champs de déplacement définis sur QF «réguliers».

o Les équations d’équilibre: le couple (oE,EE) doit étre Statiquement Ad-
missible au sens de la sous-structure QF , c’est & dire:

VU e U,
- [ rrietewdns [ pf et [ EPouras=o, 1
s nE 30F
¢ La relation de comportement:
of = Ke(U®) (3]

3.2. Comportement des interfaces

De ’environnement des sous-structures, on déduit celui des interfaces : il est
composé d’efforts F et de déplacements W.
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Considérons la liaison LEE" qui relie les sous-structures QF et QF' (la fi-
gure 2 précise les notations). Son état est caractérisé par les valeurs sur sa
surface TEE" de (_VKE;EE) et (LV_E';EE’) qui sont respectivement les couples
déplacement-effort décrivant son action sur les sous-structures Q¥ et 0E".

Le comportement d’une telle interface dépend du type de liaison entre sous-
structures qu’elle représente. Par exemple:

e Liaison parfaite

EE+EEI:0 et WE=wE sur TEF

Ce type de liaison est, en particulier, utilisé lors d’une partition artificielle au
sein de la structure étudiée.

o Liaison «efforts imposés» ou «déplacements imposés»
Elles peuvent étre traitées comme des liaisons parfaites. Toutefois, les condi-
tions en déplacement, ou en effort, sont imposées au «bati» B, qui est une
sous-structure particuliére. En plus des équations relatives aux interfaces par-
faites, on a les équations qui résument le comportement du bati, soit :

— frontiere a déplacement imposé: QB =U,

— frontiére & effort imposé: FB = ~-F,

e Contact unilatéral sans frottement et sans jeu
. ! . . N ! . . 3
Soient nFE’ la normale unitaire & TFE" au point courant, orientée de QF vers
! ’ . . !
QF et m opérateur de projection orthogonale correspondant. On a sur IEE .

E_E+EEI:0 et ﬂEE:mEE':O
nFE (WF - wEP)>0 et 2PF . FF >0
(B_EE’ 3 (wE’ _ EE)) (EEE’ . EEI) =0

e Ecriture générale du comportement d’une interface
Ayant 1’équilibre local FF + EE’ = 0, considérons la discontinuité en dépla-
cement WEE' = wE' _ WP sur linterface LEE'. 1l s’agit d’une grandeur
cinématique analogue & une déformation. E_EEI =-FF = _F_E' en est la gran-
deur conjuguée, ici une force. Ainsi la formulation fonctionnelle de la relation
de comportement de U'interface est alors donnée par:

EEE' - H(_V_VEE’)

H est un opérateur caractéristique de P'interface.

L’idée de modéliser un contact, une liaison, par une entité mécanique sur-
facique est souvent utilisée dans le domaine du calcul. Pour les méthodes de
décomposition de domaine, elle a été introduite par J. Ladevéze dans [LAD 85].
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4. Approche paralléle
4.1. Cadre mécanique

L’assemblage étudié est constitué de sous-structures Q€. E € E, et d’inter-
faces LEE' L’état du milieu est caractérisé par s = U s?,
EcE
avec s¥ = (QE,EE;GE,EE). WE et FE sont définis sur OQF et les autres
quantités dans QF. L’espace fonctionnel introduit est noté S.
Le probleme a résoudre consiste alors a trouver s € S tel que:

— toutes les équations associées aux sous-structures soient vérifiées,
- toutes les équations associées aux interfaces soient vérifiées.

Afin de résoudre ce probléme (il s’agit ici d’une situation dégénérée ol on
étudie uniquement la configuration finale), nous utilisons une approche dite
a grand incrément de temps [LAD 92a] dont une premiére spécificité est de
partager les équations du probléme en deux groupes:

¢ un groupe d’équations linéaires, éventuellement globales en variable d’es-
pace par sous-structure, qui comprend
— pour chaque interface LEE". néant,
- pour chaque sous-structure QZ : relation de comportement [3],
équations de liaison [1] et
d’équilibre [2].

e un groupe d’équations locales en variable d’espace, éventuellement non
linéaires, parmi lesquelles on choisit de faire figurer
— pour chaque sous-structure QF : néant,
— pour chaque interface LEE' . comportement de I'interface,

L’ensemble des solutions s (appartenant & S) du premier groupe d’équation
est noté A,. L’espace des solutions du second groupe est désigné par I'. Le
probléme initial peut alors étre décrit comme la recherche de Pintersection s,
des deux variétés Ag et T'.

4.2, Approche a grand incrément de temps
La méthode de résolution est itérative ; elle utilise des directions de recherche
qui sont les parameétres de la méthode. Alternativement, elle construit un point

de A4 et un point de I’ jusqu’a la convergence pratique. Chaque itération
comprend deux étapes, I’'une est dite locale et 'autre linéaire (figure 3).

¢ Etape locale: s, — §,,41/9, avec

Snt1/2€T
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Direction de recherche
E+ de I'étape locale l

Ad

g- Direction de recherche
/  del'dape lindaire

Figure 3. Principe de la méthode

(8n+1/2 — Sn) appartenant de plus & la direction de recherche E*, ce que I’on
écrit sous la forme:

~ B ~ FE
(-E—n+l/2 - Ef) —]k+(V—V-n+1/2 - W_f) =0

~ B! E' . E' E'
(-F—n+1/2 _En ) _]k+(wn+1/2 - wn ) =0
en tout point de toute interface LEE'.
k* étant une opérateur local en variables d’espace, cette étape ne porte que
sur des quantités locales ; elle est donc parfaitement parallélisable. En particu-
lier pour une interface parfaite, on a explicitement :

- E - E' 1 ! _ /
W= Watp= 5[(1’_"5 + Wl - &)y HES + ED))

- E LK 1 ‘ :
En-f—l/? = _En+1/2 = 5[(5}? - Ef ) —E‘+(Wf - wf )]

Un choix possible pour la forme de kt est k*1,, ol k¥ est un scalaire positif.
Pour une interface de contact sans frottement et sans jeu, la direction de
recherche permet d’écrire pour la composante normale:

‘ ~ K ~ E ] ’ 1 ' ’
o (W—n+1/2 +—W—n+1/2) =n"F . (wf +ﬂf) - k—;ﬂEE : (Ef +Ef) =b

S ~E v B +E
-n"F. (En1y2 = Engra) + ktn®® Wayiyz = Watyo) =

=k B8 (W - WD) - (B - B = a
Le comportement de I'interface permet d’écrire :

EE' ~ B ~ B + ~E’
- : (En+1/2 - En+1/2) = —2n"F 'Fn+1/2 <0

' - E’ E
QEE : (wn-{—l/? - _Vzn+1/2) >0
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et d’en déduire que:

EE oE _ EE oE 1
ntt - E =0T E = 5' —af

ot~ B 1
PP W, = (b+ —|a|)

+ -~ E 1 1
nf¥ Wit = §(b‘ —|a])

Pour les composantes tangentielles,

7

- E - E
"En+1/2 = “En+1/2 =0

et la direction de recherche donne :

Il est a noter que le traitement de la non linéarité de contact s’effectue au
niveau de 1’étape locale; elle ne modifie ainsi que peu le nombre d’itérations
nécessaire a convergence. L’introduction de frottement dans le contact peut
se faire de fagcon modulaire en envisageant un nouveau type d’interface cor-
respondant A ce nouveau type de comportement, voir par exemple [COC 95],

[WRO 95].
. Etape linéaire : 8,172 = sn41, avec
Snt1 € Ag

et vérifiant la direction de recherche (sn41 —8,41/2) € E7 qui se traduit par

< E
(Fn+1 n+1/2) +k~ (Wn+1 Wetiy2) =0

en tout point des 9QF . De la méme fagon, k™~ peut étre pris égal & kI 4 ou k-
est un parametre scalaire positif.
Tous les probléemes relatifs aux sous-structures Q€ sont indépendants et

peuvent donc étre résolus en paralléle.

¢ Initialisation de ’algorithme:
La recherche d’un élément sq admissible peut se faire de différentes manieres.

Une fagon simple de procéder consiste a construire §_,/5 = 0 qui a les proprié-
tés voulues pour faire partie de I', puis avec la direction de recherche k=, de
redescendre sur Ag4.
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4.3. Quelques autres méthodes de sous-structuration

La résolution du probleme de I’assemblage de sous-structures se réalise géné-
ralement en considérant le probléme condensé sur les interfaces. Les méthodes
se classent alors en:

~ méthodes directes, ou un tel opérateur condensé —par exemple sur les
degrés de liberté en déplacement de ’ensemble des interfaces— est expli-
citement construit [ESC 94] de fagon similaire & celle des macro-éléments
finis que sont les sous-structures ;

- méthodes itératives pour lesquelles :

~ le déplacement reste continu aux interfaces (W% = ﬂE') et la dis-
continuité en effort est réduite au cours des itérations: par exemple
la méthode de Schur primale pour laquelie le probleme condensé est
résolu par gradient conjugué [ROU 90], [DER 92];

~ les efforts sont équilibrés aux interfaces (FE + FE - 0} et la dis-
continuité en déplacement est a réduire: c’est la méthode duale de
la précédente [FAR 94b];

— ni les efforts, ni les déplacements n’ont a étre continus au cours
des itérations: ce sont alors des méthodes «mixtes» telles que Vap-
proche que nous proposons et qui se confond dans le cas du compor-
tement linéaire et d’interfaces parfaites avec [LIO 90] et [GLO 90],
[LAD 85].

De telles méthodes conduisent a chaque itération a résoudre un probléme
de structure sur chaque sous-structure et font intervenir des directions
de recherche qui amément & une plus ou moins grande synchronisation
des processeurs {calcul d’une direction de recherche orthogonale pour le
gradient conjugué par exemple).

4.4. Convergence

De par la nature du probléme a traiter —le temps n’intervient pas—, I’es-
pace S est équipé de la forme bilinéaire «travail»:

(s,s) —=[s9]
SxS8S

avec

1
[s,8] = E 5/ﬂE[Tr(wEa!’E)+Tr(ar'E$E)]dQ—%/ (EE.E’E+E’E.EE)dS
EcE
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Les propriétés suivantes sont alors vérifiées dans le cas de liaisons parfaites
ou de contacts unilatéraux sans frottement :

V(3,8) el xT [¢—88—38>0
V(s,s') € Ay x Ag [s'—s,8" —s] <0

II est montré dans [LAD 96] qu’elles permettent de conclure quant a la
convergence de I’algorithme si les directions de recherches sont orthogonales au
sens de la forme bilinéaire, ce qui se rameéne Akt =k~ =k. Il y a convergence
au sens ou %(sn +8,41) tend vers la solution exacte s, tout en ayant

lim Z / Tr(aff — arex)K(aff — Ter)dQ2 =0
Eeg/0F

n—00

La convergence est assurée complétement si, de plus, il existe un point de ’as-
semblage en lequel le nombre de sous-structures attachées est impair, supérieur
a 2.

A fin d’illustration, prenons le cas unidimensionnel d’une poutre en traction
soumise & deux déplacements imposés QdA et U_dB en ses extrémités A et B, et
décomposée en 2 sous-structures QF et QF et 3 interfaces (dont 2 interfaces
de déplacement imposé). La figure 4 explicite les notations. Supposons connu

A A
A A A B’
7 ¥ Wl g W2 WW W2 op WP ¥
U4A —— Y S— U4B
w4 S o
A Fl E2 EF P El g
FA FB'

Figure 4. Ezremple unidimensionnel

s, de Ay ; ’admissibilité se traduit, par exemple sur la sous-structure Q% dont
la raideur est notée y, par:

I 1 I e !
= [K L’L’ﬁl ol [Ix]_,u[_l 1]

L’étape locale permet d’écrire :

<A - A
Frpp+kWapyyy = Fn— kW, +2kU3,
-F—n+1/2 + k_W_n-{-l/? = —Fl +kW?2,

~B' i I 1
Fopijg+kWoiiyy = Fn — kW, + 2kU,

Eln+1/2 + k&/n-fl/Z = Fi+ k.VK,l;
L’étape globale suivante permet ainsi de trouver s, 41. Par exemple, pour Q% :

(1K + k) [%;ﬂ =

direction de recherche.

< A
5n+1/2+ k_V¥n+1/2} on [k] = k[l O] traduit la
En+1/2 + kw_n+1/2 01
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Figure 5. Rayons spectraux fonctions du paramétre k

Finalement, s, 1) et s, sont liés de fagon affine par: [C41] = [A][Cp] + [Bd]
[kl [—v 0 v 0 u 0 -p O
kWw? - 0 u 0 v 0 —-v 0
E, —p 0 w0 —p O p O
_| Ex I T
avee [Cn] = kw2 M= lo v 0 v 0 - 0 4
kWY 0 ¢ 0 —p 0 —v 0 w

FZ 0 p 0 —p 0 p 0 -—p

FL L0 - 0 px 0 —p 0 p]

et v=Fk+ ,u,_et ol [Ba] ne dépend que du chargement donné. La convergence
serait alors assurée si tous les modules des valeurs propres de [A] étaient stric-
tement inférieurs & 1. Ici, les valeurs propres \; de [A] sont

20—k k—2pu
-1,0,0,0,0, =3V
( 2p+k k+2u)

et leurs modules sont tracés sur la figure 5 en fonction du choix du paramétre
k. On note ainsi que la valeur propre -1 correspond a un déplacement de solide
rigide par sous-structure, ce qui illustre la convergence partielle pré-citée. Si on
note [Ce] la colonne associée & la solution exacte s,

[Cez] = [A][Ces) + [Ba) et ([Cnt1] = [Ces]) = [A)([Cr] = [Ces))
la colonne associée a %(snﬂ + Sp) — Ser est alors
1 11

5 ([Cra1] = [Cea] + [Cn] = [Ceal) = [A]" 7S ([Co] = [Cea] + [C1] = [Cesl)

= (A" 5[4+ 1G]~ [Cer)
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Les valeurs propres de [A]* "3 ([A] +14) étant alors les (1 +X,)A? 7, toutes de

module strictement inférieur & 1, on a donc bien convergence de —(Sn+1 + Sp)
Vers Sez. 1l apparait de plus une valeur optimale de k égale a 2p sur cet exemple.

De fagon générale, on montre également que la quantité:

1, ~E
18ns1/2 = snll = 5 Z / n+1/2 Ef) -k 1(E71+1/2 - Ef) +
EcE

. ~ K 1
+(-Vzn+l/2 - —W—E) ']k(wn+l/2 - _V_Vg)]dS} z

est une fonction décroissante de n qui tend vers 0 avec 1/n. Elle peut donc étre
utilisée pour batir des indicateurs d’erreur.

5. Premiéres mises en ceuvre et comportement de 'algorithme
5.1. Mise en ceuvre numérique

Pour réaliser I'implantation de 1’algorithme, une approche éléments finis a
été utilisée [ZIE 91].

1] est aisé de voir que ’étape linéaire se rameéne 2 la résolution d’un probléme
de type élasticité sur la sous-structure Q¥ ; la formulation en déplacement cor-
respondant est :

1
min —/ Trle(UF)Ke(UF)]dQ +
UBEUE, UF ,on = WP 2 Jae
1 - E
b [ E W) W - W dS = [ g s

cest & dire trouver UF de UGEZ, tel que

VU*euad,/ Tr[e(QE)Ke(Q*)]dQ+/ UE k-U*dS =
QF 0E

- E _ - E
= nsid'g*dg+/zans(ﬂ"+l/2+k Woi12) .U*dS (4]

Une fois discrétisée, elle conduit a un systéme de la forme:
([KP)1+ (K2Dg®) = (7]

ott [K'F] est la matrice de rigidité de la sous-structure, [£€] une rigidité «bord»,
toutes deux constantes au cours des itérations. La factorisation de Cholesky de
([KB] + [kE]), qui est stockée «bande», est réalisée une fois pour toute lors de
la phase d’initialisation. Le maillage de chaque sous-structure Q¥ —choisi ici
compatlble entre celles-ci— traduit la dlscretlsatlon adoptée pour le déplace-
ment Un+1 Celle du déplacement bord Wn+1 s’en déduit par restriction sur
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ONF . En post-traitement, les efforts bord sont obtenus & partir de la direction
de recherche de I'étape globale:

: . E B s
Frpv=Fopyyy +K Wy -k W0 sur 90

c’est dire que leur discrétisation est identique a celle du déplacement bord, pour

- E - E L )
peu que £ et W restent réguliers, comme c’est le cas pour une interface par-
faite. L’algorithme présenté converge alors vers la solution éléments finis directe
sur ’ensemble de la structure. Dans d’autres cas, comme le contact unilatéral

- B S E . . . e -
par exemple, on peut pour (W *; ) imposer la méme discrétisation que celle
de (EE; EE). D’autres discrétisations mieux adaptées peuvent néanmoins étre
envisagées.

E
En prenant k= =kt =k = Z—Hd (ou E désigne le module d’Young du

matériau et 14, opérateur identité)o, rechercher une valeur optimale pour les
directions de recherche revient a trouver une longueur caractéristique Lo opti-
male. Cette longueur existe et est, pour des structures massives, voisine de la
plus grande dimension de la structure étudiée. Lorsque la structure est élan-
cée, et que les effets de flexion sont importants, il est intéressant de prendre,
pour Ly une valeur plus importante. Le nombre d’itérations pour atteindre la
convergence pratique est, pour ce dernier type de probléeme, plus important que
pour des structures massives.

5.2. Comportement de la méthode — Comparaison avec une mé-
thode directe

Divers parameétres influent sur le comportement de la méthode, ou plus pré-
cisément, sur le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre la convergence
pratique de ’algorithme. Parmi ceux-ci, on trouve plus particuliérement : la di-
rection de recherche k, le nombre de sous-structures dans une direction donnée
et la nature du probléme (forme de la structure et nature de la décomposi-
tion en sous-structures). En particulier, une décomposition <homogéne» (sous-
structures massives plutot qu’élancées) donne en général de bons résultats.

Afin d’estimer les performances de approche proposée, nous avons com-
paré le nombre total d’opérations en virgule flottante qu’elle nécessite, pour
résoudre un probléme incluant une décomposition de domaine, avec le nombre
d’opérations en virgule flottante que nécessite une méthode directe de type
Crout pour résoudre le méme probléme mais sans décomposition. Ce décompte
d’opérations comprend pour l'initialisation, celles nécessaires a la factorisation
de Crout des matrices ([K ]+ [kF]), ainsi que pour toutes les itérations, celles
nécessaires lors des étapes globales au calcul des seconds membres [fE], aux

montées-descentes, aux projections des [¢F] sur 0QF en WE et au calcul des
) s E | ~E
FE et enfin lors des étapes locales, aux calculs des W~ et F .

Nous introduisons alors le rapport G entre le nombre d’opérations utilisées
par la méthode directe, ol la matrice factorisée est aussi stockée «bande» et
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le nombre de celles nécessaires a la convergence pour ’assemblage de sous-
structures. Ce rapport dépend essentiellement, pour un probléme donné, des
parameétres suivants :

- nombre de degrés de liberté de la discrétisation,
— nombre de sous-structures crées lors de la décomposition du domaine,
— nombre d’itérations nécessaire a la convergence «pratique».

Nous considérons que la convergence «pratique» est atteinte lorsque Ierreur
en énergie, calculée vis a vis de la solution obtenue par la méthode directe qui
est la solution éléments finis du probléme sans décomposition de domaine, est
inférieure a 1 %.

Sur une poutre en flexion traitée en élasticité plane, de module d’Young
E = 2.10° MPa, de coefficient de Poisson v = 0, 35, et dont le rapport longueur
L sur hauteur est de 3 (figure 6), des gains commencent & étre observés pour
des discrétisations relativement grossiéres (5000 degrés de liberté, éléments
triangulaires & 6 nceuds) (figure 7). Ces gains sont d’autant plus importants
que la discrétisation est fine. Il existe, de plus, un optimum pour le choix de
la décomposition du domaine en fonction du nombre de degrés de liberté du
probléme a traiter. Pour un probléme a 33 000 degrés de liberté, cet optimum
correspond & une décomposition en 16 sous-structures (G = 1,7) et pour un
probléme a 500 000 degrés de liberté a une décomposition en 64 sous-structures
(G=9,8).

Pour le tracé de la figure 7, nous avons fait ’hypothése que le nombre d’ité-
rations a convergence pratique, pour un probléme et une décomposition en
sous-structures donnés, ne dépend que peu du raffinement du maillage. Dans
Pexemple précédent et pour un probleme de référence de 33282 degrés de li-
berté, ce nombre d’itérations est reporté dans la table 1 suivant le nombre
de sous-structures choisi. On illustre ici le cas de convergence difficile pour
les structures élancées travaillant en flexion puisque lorsque 1’on dispose de 32
sous-structures dans la longueur de la poutre, plus de 1000 itérations sont né-
cessaires. La table 2, quant & elle, montre pour ce méme probléme avec 4 x 4

sous-structures, 'influence du choix de la direction de recherche k = L—]Id. De

0
plus, le rapport R entre le nombre d’opérations de la phase de factorisation et
le nombre total d’opérations dans un tel cas d’élasticité plane est illustré pour
le méme exemple par la figure 8.

nb. de sous-structures | 1 2x2 4x4 8x8 16x16 32x32
nb. d’itérations 1 39 128 297 630 1296

Table 1. Influence du nombre de sous-structures sur le nombre d’itérations
nécessaire a la convergence pratique

Cette derniére remarque montre que notre approche est plutot adaptée a des
décompositions de domaine comprenant un nombre réduit de sous-structures
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7 iljd
Z |

Figure 6. Probléme test - poutre en flerion, élasticité plane et exemple de
décomposition en 4 x 4 sous-structures
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Figure 7. Isovaleurs du rapport GG des nombres d’opérations méthode directe
et méthode proposée

rapport Lo 2 25 3 35 4 5 6
nb. d’itérations | 208 157 128 134 139 162 202

Table 2. Influence de la direction de recherchek = L%Hd sur le nombre d’ité-
rations nécessaire a la convergence pratique pour 4 x 4 sous-structures
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Figure 8. Isovaleurs du rapport R du nombre d’opérations pour la factorisa-
tion de toutes les sous-structures au nombre total d’opérations jusqu’a conver-

gence

(jusqu’a une centaine sur cet exemple bidimensionnel). Lorsque le nombre de
sous-structures augmente le comportement de ’algorithme se dégrade et uti-
lisation de stratégies multi-échelles devrait améliorer considérablement celui-ci

[YSE 86], [BRA 86].

5.3. Comportement sur calculateurs paralléles

L’algorithme a été dans un premier temps implanté sur deux types de cal-
culateurs paralléles:

e calculateur MIMD & mémoire partagée (ALLIANT 2800),

e calculateur MIMD & mémoire distribuée (ipsc 1860 d’Intel et ncUBE2).

Les performances «paralléles» obtenues ont été estimées a partir d’une effi-
cacité [CAR 91] définie comme étant le rapport entre le temps moyen 75,0y pris
par les processeurs pour les seuls traitements numériques et la durée totale de
Pexécution de ’algorithme T (N étant le nombre de processeurs utilisés). La
décomposition de la structure en sous-structures fait partie du «pré-processing»
et n’est pas prise en compte dans cette partie. Sur machines & mémoire par-
tagée (ALLIANT), le temps moyen est calculé a partir du temps T} pris par
Pexecution du probléme sur un seul processeur (donc sans pertes liées au pa-
rallélisme), divisé par le nombre total de processeurs. L’efficacité eprp s’écrit

alors:
Tv\/N T 1 o1




Approche parallele. calcul des structures 213

Le gain (ou «speed up») est la grandeur classiquement utilisée sur ce type
de machine. Sur machines & mémoire distribuée (iPsc ou ncUBEZ), le temps
moyen est la moyenne des temps T%,, pris par chaque processeur pour les
seuls traitements numériques. Les mesures de temps sont effectuées a partir de
prises de temps horloges. Il est en effet aisé de dissocier les zones du programme
dédiées aux calculs de celles dédiées a ’envol ou a la réception de messages.
L’efficacité sur ce type de calculateurs s’écrit alors:

1 o
NZTéal
i=1
Ty

L’étude du comportement de ’algorithme sur ALLIANT confirme les limita-
tions dues au partage de la mémoire et en particulier a la taille de la mémoire
cache. Ce type de machine {avec cache) est généralement mieux adapté au
microtasking, c’est & dire 4 un parallélisme portant sur des boucles ou les trai-
tements a effectuer sont réduits et portent sur un nombre restreint de données,
qu’au macrotasking (parallélisme sur des taches importantes). Dans notre ap-
plication, le parallélisme est effectué au niveau des sous-structures et porte donc
sur un jeu de données important par processeur, jeu de données qui déborde lar-
gement de ’espace disponible sur le cache. Lorsque I’exécution du programme
a lieu sur un seul processeur, celui-ci dispose de tout le cache ; alors que lorsque
plusieurs processeurs sont utilisés, ceux-ci se partagent le cache, ce qui accentue
les problémes de débordement. Ainsi, sur ALLIANT FX2800, avec une utilisa-
tion des 10 processeurs disponibles, 1’efficacité mesurée ne dépasse pas 50 %
pour des sous-structures comprenant 1922 degrés de liberté chacune (table 3).

eEMD =

Nombre de processeurs 1 2 5 10

Factorisation (s) 30 15,8 6,75 49
Efficacité 100% | 95% | 88,9 % | 61,2 %

10 itérations (s) 46 29 13,9 9,4
Efficacité 100% | 793% | 66,2% | 48,9 %

Table 3. Mesures d’efficacité sur ALLIANT FX2800

Les expérimentations menées sur iPsc, avec 128 processeurs, et sur nCUBE,
avec 64 processeurs, montrent la bonne aptitude de I’algorithme, comme c’est
le cas des méthodes de décomposition de domaine, & fonctionner sur ce type
de machine. Les efficacités obtenues sont supérieures a 97 % pour des pro-
blémes occupant plus de 25 % de I’espace mémoire disponible. Méme pour des
problémes de taille modeste (3 % de I’espace mémoire disponible), Pefficacité
reste supérieure 4 70 %. Ces résultats s’entendent pour une répartition par-
faitement équitable des charges de travail par processeur. En fait, les pertes
liées au parallélisme sont essentiellement dies, sur ce type de calculateurs, aux
déséquilibres des taches entre les processeurs, et plus précisément, aux attentes
dans les phases de synchronisation des processeurs les moins chargés.
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6. Exemple de probléme tridimensionnel

Afin d’illustrer la faisabilité de I’approche sur des calculs tridimensionnels,
Valgorithme a été implanté dans le cadre de D’atelier logiciel cASTEM2000
[VER 88]. L’exemple proposé ici figure 9 concerne un couple de dents d’engre-
nage pour lequel pignon et crémaillére présentent un défaut angulaire de posi-
tionnement. Le module de taille est de I’ordre de 1,5 mm, et ||U,|| = 0,02 mm.
Le contact entre ces pieces est supposé sans frottement.

Figure 9. FEremple traité

Le matériau est caractérisé par un module d’Young £ = 2.10° MPa et
un coefficient de Poisson v = 0, 3. Pour traiter ce probléme, une décomposition
automatique en 64 sous-structures a été effectuée (figure 10), les interfaces trai-
tant des liaisons parfaites ainsi que des contacts unilatéraux sans frottement.

Ces sous-structures et interfaces ont ensuite été distribuées sur les 64 pro-
cesseurs du ncUBE2S. Sur la figure 11 sont représentés les champs de contrainte
de Von Misés obtenus a l'itération 1 et a convergence a l'itération 40, c’est a
dire pour s; et s4g. L’évolution de 'indicateur d’erreur

I8nt1/2 = snl|
1841720l + lIsnll

est tracée sur la figure 12. La longueur L caractérisant la direction de recherche

k = —I; y est aussi représentée. Sur cet exemple, ou le nombre maximum de
0
sous-structures dans une direction donnée est de 1’ordre de 8, une erreur de

0.5 % est obtenue en une quarantaine d’itérations.
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Interface ext. (encastrement)
Sous-structure

Interface intérieure

Contact unilatéral

Figure 10. Décomposition

Chaque processeur doit alors traiter un probléme dont la taille moyenne
est de 370 ddl (encombrement moyen de la matrice de rigidité [KZ] + [k]®
de 125 Ko, soit 8 Mo au total). Le calcul séquentiel correspondant posséde
11600 ddl (encombrement de 35 Mo). Le temps horloge (ou «wall-clock») total
de traitement pour cet exemple est de 120 s. Il se partage en 45 s pour la
phase d’initialisation et 75 s pour réaliser 40 itérations; la puissance effective
mesurée sur 1 processeur étant de 1 Mflops. Sur ces mémes prises de temps,
Pefficacité obtenue est de 70 % ; les pertes de parallélisme sont ici diies d’une
part a ’accés disque initial qui désynchronise la phase d’initialisation puisque
les 64 processeurs chargent leurs données a partir d’un seul disque, et d’autre
part & un déséquilibre des charges entre processeurs di & un découpage en
sous-structures automatique dont le seul critére est un égal nombre d’éléments
par sous-structure (une mesure de ce déséquilibre peut étre illustrée par 1’écart
maximal entre encombrements des matrices de rigidité assemblées de chaque
sous-structure, qui vaut 15 % de la valeur moyenne).

7. Conclusion
La méthode de décomposition de domaine présentée ici comporte une double

originalité. Elle présente le probleme & étudier comme étant un assemblage
d’entités, toutes mécaniques, les sous-structures et les interfaces, et elle utilise
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Figure 11. Résultats obtenus
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Figure 12. Indicateur d’erreur en fonction du nombre d’itérations

une approche & grand incrément de temps pour construire un algorithme de
résolution itératif.

Les résultats présentés portent d’une part sur une premiére version de cette
méthode de décomposition de domaine, dans le cadre de I’élasticité plane li-
néaire, et d’autre part, sur une implantation dans un code de calcul de type
industriel pour des probléemes d’élasticité tridimensionnels.

Ces travaux, qui comportent des choix simples de description des champs
propres aux sous-structures et aux interfaces a 1’aide d’une approche éléments
finis, ont permis d’une part, de cerner le comportement algorithmique de cette
approche et de calibrer certains parameétres qui lui sont propres, mais aussi de
mieux appréhender ’adaptabilité de la méthode de décomposition de domaine
aux classes de calculateurs paralléles les plus répandues. Les expérimentations
ont, de plus, montré que, méme en séquentiel, une approche de décomposi-
tion de domaine peut s’avérer moins onéreuse (en nombre d’opérations en vir-
gule flottante ainsi qu’en stockage de données) qu’une méthode directe de type
Crout.
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