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RESUME. Nous decrivons les grandes /ignes d'une formulation mecanique qui propose une 
approche « paralli!le »pour {'analyse des structures en petites pertubations et nous nous 
restreignons ici au cas de l'elasticite lineaire. La representation du milieu que nous introdui
sons est celle d'un assemblage de suus-structures et d'intetfaces. Les liaisons et contacts 
divers entre les suus-structures sont pris en compte pas les interfaces qui possedent leur com
portement propre. La convergence est dbnontree sous des conditions classiques de stabilite. 
Quelques exemples illustrent le comportement de /'approche proposee sur ordinateurs a 
architecture parallele. 

ABSTRACT. We describe the headlines of a mechanical formulation that inforce a « parallel » 

approach for structural analysis in small pertubations, restricted here to linear elasticity. 
The description of the medium is an assembly of substructures and interfaces. Liaisons and 
contacts between substructures are treated by the interfaces which possess their own beha
viour. Convergence is proved under classical stability assumptions. Several exemples figure 
out the behaviour of the propounded approach on parallel architecture computers. 
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1. Introduction 

Les ordinateurs qui proposent aujourd 'hui les plus gran des puissances de 
traitement sont presque tous param~les. L'utilisation de ces derniers pour !'ana
lyse, notamment non lineaire, des structures, constitue done un atout consi
derable. L'ecriture d'algorithmes adaptes au parallelisme, ou Ia transcription 
d'algorithmes sequentiels existants, n'est en general pas immediate, et de nom
breuses recherches sont menees dans ce domaine, (DEB 90], (FAR 91], (PAN 93], 
(BUO 93], (NOO 94]. 

Ce travail traite d'une approche «param~le», fortement mecanique, des pro
blemes d'elastoplasticite, de viscoplasticite, ... , en petites perturbations, pro
posee dans (LAD 96] ; des presentations plus succinctes pourront etre trouvees 
dans (LAD 93] et (LAD 92b]. Cette approche peut etre rangee dans Ia famille 
des methodes de decomposition de domaine dont traitent (ESC 94], (FAR 94a] 
et (YAG 93] par exemple. 

La vocation de cet article est de presenter une premiere mise en ceuvre 
numerique et informatique, en se restreignant essentiellement a des problemes 
lineaires. Les exemples traites permettent d'apprehender les possibilites de cette 
approche, qui pour les problemes lineaires et les choix de parametres que nous 
avons pris se confond avec les approches proposees dans (LAD 85], (LIO 90] et 
(GLO 90]. 

2. Probleme de reference 

Dans les trois prochaines parties, les auteurs ont choisi de presenter a Ia 
fois le probleme de reference et l'algorithme de resolution independemment du 
choix de Ia discretisation; ainsi le modele adopte est celui du milieu continu. 

On se place dans le cadre des petites perturbations et dans Ia situation 
particuliere ou !'on s'interesse uniquement a Ia configuration finale occupee par 
Ia structure. Aussi, le temps n'est pas un parametre du probleme. 

La structure elastique etudiee occupe un domaine n dont Ia frontiere est 
notee an. Elle est soumise a un chargement compose de force de volume Lt' et 
de forces surfaciques LJ sur Ia portion de frontiere a2n de an. Sur Ia portion de 
frontiere aln, complementaire de a2n, le deplacement !LJ. est impose (figure 1). 

Le probleme a resoudre consiste alors a trouver uncouple (U(M); ar(M)), 
M E n, pour lequel: 

• Le champ de deplacement U est Cinematiquement Admissible, c'est a dire: 

LL18,n = .[Ld + «regularite» 

L'ensemble des champs de deplacement Cinematiquement Admissibles sera 
note Uad· La «regularite» consiste ici essentiellement a avoir des champs a ener
gie finie. 
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Figure 1. Probleme de reference 

• Le champ de contrainte 11J est Statiquement Admissible, c'est a dire: 

ou U 0 est !'ensemble des champs U* Cinematiquement Admissibles pour des 
conditions homogenes. L'ensemble des champs de contrainte Statiquement Ad
missibles sera quant a lui note Sad· 

• La relation de comportement est verifiee: 

ou K est l'operateur de Hooke caracteristique du materiau. 

3. Formulation du probleme integrant une decomposition en sous
structures 

La recherche d'un champ de contrainte Statiquement Admissible sur toute 
la structure n, est un probleme global en variable d'espace. Afin de rompre 
cette globalite, et ainsi pouvoir distribuer les taches en parallele, on introduit 
une partition du milieu en deux entites : les sous-structures et les interfaces. Les 
interfaces assurent les liaisons entre les sous-structures. Elles ont un comporte
ment qui traduit le type d'interaction present entre sous-structures adjacentes 
et peuvent etre considerees comme des structures a part entiere, meme si elles 
sont surfaciques. 

Lorsque la structure etudiee resulte d'un assemblage de sous-structures, Ia 
partition s'introduit naturellement en utilisant les surfaces de jonction entre les 
diverses sous-structures. Lorsqu'elle est composee d'une ou d'un nombre reduit 
de sous-structures massives, Ia partition peut se faire de far;on artificielle au sein 
des sous-structures, par exemple en utilisant une decomposition automatique 
(FAR 88], (PAD 91]. Cette partition peut alors repondre a des imperatifs d'op
timisation (vitesse de convergence de l'algorithme) ainsi qu'a l'equilibrage des 
charges entre processeurs parmi lesquels seront distribuees les sous-structures. 
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3.1. Comportement des sous-structures 

Considerons une sous-structure f2E' dont Ia frontiere est note aflE. Elle doit 
etre en equilibre avec un environnement qui est compose de forces de volume 
[_: (appliquees sur f2E) ainsi que de deplacements WE et de densites d'efforts 

FE exerces par Jes interfaces qui entourent f2E (appliques sur aflE) (figure 2). 

Figure 2. Sous-structure et interface 

EE' 
L 

E'~ F rf 
E' w 

Vis a vis de Ia sous-structure f2E' (ILE' wE; (J)E' FE) doit verifier: 

• Les equations de liaison: le couple (If._E, WE) est Cinematiquement Ad
missible au sens de la sous-structure f2E 

UE EUE 
- ad 

UEiaflE = WE [1] 

ou U~ est !'ensemble des champs de depJacement definis sur f2E «reguliers>> . 

• Les equations d'equilibre: le couple ((J)E' FE) doit etre Statiquement Ad
missible au sens de la sous-structure f2E, c'est a dire: 

VU* E U~, 

-1 Tr[orE~(U*)]drl + 1 L: · If._*drl + 1 EE · U*dS = 0, [2] 
flE flE ()flE 

• La relation de comportement: 

[3] 

3.2. Comportement des interfaces 

De l'environnement des sous-structures, on deduit celui des interfaces: il est 
compose d'efforts F et de deplacements W. 
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Considerons Ia liaison LEE' qui relie les sous-structures nE et nE' (Ia fi
gure 2 precise les notations). Son ctat est caracterise par les valeurs sur sa 
surface rEE' de (WE; EE) et (WE'; EE') qui sont respectivement les couples 
deplacement-effort decrivant son action sur !es SOilS-structures OE et OE'. 

Le comportement d'une telle interface depend du type de liaison entre sous
structures qu'elle represente. Par exemple: 

• Liaison parfaite 

sur 

Ce type de liaison est, en particulier, utilise lors d 'une partition artificielle au 
sein de Ia structure etudiee. 

• Liaison «efforts imposes» ou <<deplacements imposes>> 
Elles peuvent etre traitees comme des liaisons parfaites. Toutefois, les condi
tions en deplacement, ou en effort, sont imposees au «bati>> B, qui est une 
sous-structure particuliere. En plus des equations relatives aux interfaces par
faites, on ales equations qui resument le comportement du bati, soit: 

- frontiere a deplacement impose: U8 = ~' 
- frontiere a effort impose: F 8 = -F d· 

• Contact unilateral sans frottement et sans jeu 
Soient !lEE' Ia normale unitaire a rEE' au point courant, orientee de nE vers 
nE' et 1Jr l'operateur de projection orthogonale correspondant. On a sur rEE': 

E E' 7!r£ = 1!rF = 0 

!lEE' . (WE' _ WE) 2: O et !lEE' . pE' 2: 0 

(n.EE'. (wE'_ wE))(n.EE'. EE') = 0 

• Ecriture generale du comportement d'une interface 
Ayant l'equilibre local EE + pE' = 0, considerons la discontinuite en depla-

EE' E' E E' cement W = W - W sur !'interface LE . II s'agit d'une grandeur 
cinematique analogue a une deformation. EEE' = -EE = EE' en est Ia gran
deur conjuguee, ici une force. Ainsi la formulation fonctionnelle de Ia relation 
de comportement de !'interface est alors donnee par: 

pEE' = IHI(WEE') 

lHI est un operateur caracteristique de !'interface. 
L'idee de modeliser un contact, une liaison, par une entite mecanique sur

facique est souvent utilisee dans le domaine du calcul. Pour les methodes de 
decomposition de domaine, elle a ete introduite par J. Ladeveze dans [LAD 85]. 
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4. Approche parallele 

4.1. Cadre mecanique 

L'assemblage etudie est constitue de sous-structures f2E, E E E, et d'inter
faces LEE'. L'etat du milieu est caracterise par s = U sE, 

EEE 
avec SE = (!l..E' wE; QTE' FE). wE et EE sont definis sur anE et les autres 
quantites dans f2E. L'espace fonctionnel introduit est note S. 

Le probleme a resoudre consiste alors a trouver s E S tel que: 

- toutes les equations associees aux sous-structures soient verifiees, 

- toutes les equations associees aux interfaces soient verifiees. 

Afin de resoudre ce probleme (il s'agit ici d'une situation degeneree ou on 
etudie uniquement Ia configuration finale), nous utilisons une approche dite 
a grand increment de temps (LAD 92a] dont une premiere specificite est de 
partager les equations du probleme en deux groupes : 

• un groupe d'equations lineaires, eventuellement globales en variable d'es
pace par sous-structure, qui comprend 

- pour chaque interface LEE' : 
- pour chaque sous-structure f2E : 

neant, 
relation de comportement [3], 
equations de liaison [1] et 
d'equilibre [2]. 

• un groupe d'equations locales en variable d'espace, eventuellement non 
lineaires, parmi lesquelles on choisit de faire figurer 

- pour chaque sous-structure f2E : neant, 
- pour chaque interface LEE' : comportement de !'interface, 

L'ensemble des solutions s (appartenant aS) du premier groupe d'equation 
est note Ad. L'espace des solutions du second groupe est designe par r. Le 
probleme initial peut alors etre decrit comme Ia recherche de !'intersection Sex 

des deux varietes Ad et r. 

4.2. Approche a grand increment de temps 

La methode de resolution est iterative; elle utilise des directions de recherche 
qui sont les parametres de Ia methode. Alternativement, elle construit un point 
de Ad et un point de r jusqu'a Ia convergence pratique. Chaque iteration 
comprend deux etapes, l'une est dite locale et !'autre lineaire (figure 3). 

• Etape locale: Sn -+ Sn+l/2> avec 
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Figure 3. Principe de La methode 

(sn+l/2- Sn) appartenant de plus a Ia direction de recherche E+' ce que !'on 
ecrit SOliS Ia forme: 

A E' E' + A E' E' -
(F n+l/2 - F n } -Jk (W n+l/2 - W n } - 0 

en tout point de toute interface LEE'. 

Jk+ etant une operateur local en variables d'espace, cette etape ne porte que 
sur des quantites locales; elle est done parfaitement parallelisable. En particu
lier pour une interface parfaite, on a explicitement: 

A E - A E' - 1 E E' + -1 E E' 
Wn+l/2- Wn+l/2- 2((J1::n + Wn)- (lk ) (Fn + Fn )] 

A E - A E' - 1 E E' + E E' 
Fn+l/2- -Fn+l/2- 2[(E.n- En) -lk (Wn- Wn )] 

Un choix possible pour Ia forme de Jk+ est k+nd, ou k+ est un scalaire positif. 
Pour une interface de contact sans frottement et sans jeu, Ia direction de 

recherche permet d'ecrire pour Ia composante normale: 

Le comportement de !'interface permet d'ecrire: 

EE' A E' A E EE' A E' 
-rr · (F n+l/2- E.n+l/2) = -2rr · F n+l/2 :S 0 
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et d'en deduire que: 

EE' - E' EE' - E 1 
1! · En+l/2 = -n. · En+l/2 = 21- al 

Pour les composantes tangentielles, 

- E' - E 
1!CF n+l/2 = 1!CF n+l/2 = 0 

et Ia direction de recherche donne : 

II est a noter que le traitement de Ia non linearite de contact s'effectue au 
niveau de l'etape locale; elle ne modifie ainsi que peu le nombre d'iterations 
necessaire a convergence. L'introduction de frottement dans le contact peut 
se faire de fa<;on modulaire en envisageant un nouveau type d'interface cor
respondant a ce nouveau type de comportement, voir par exemple [COC 95], 
[WRO 95]. 

• Etape lineaire: sn+l/2 -+ sn+l, avec 

et verifiant Ia direction de recherche (sn+t - sn+l/ 2) E E- qui se traduit par 

en tout point des anE. De la meme fa<;on, lie peut etre pris ega! a k-rrd ou k
est un parametre scalaire positif. 

Tous les problemes relatifs aux sous-structures nE sont independants et 
peuvent done etre resolus en parallele. 

• Initialisation de l'algorithme: 
La recherche d'un element s0 admissible peut se faire de differentes manieres. 
Une fa<;on simple de proceder consiste a construire §_ 112 = 0 qui ales proprie
tes voulues pour faire partie de r, puis avec Ia direction de recherche lie, de 
redescendre sur Ad. 
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4.3. Quelques autres metlwdes de sous-structuration 

La resolution du probleme de !'assemblage de sous-structures se realise gene
ralement en considerant le probleme condense sur les interfaces. Les methodes 
se classent alors en : 

- methodes directes, ou un tel operateur condense -par exemple sur les 
degres de liberte en deplacement de !'ensemble des interfaces- est expli
citement construit [ESC 94] de fa.,;on similaire a celle des macro-elements 
finis que sont les sous-structures ; 

- methodes iteratives pour lesquelles : 

- le deplacement reste continu aux interfaces (WE = wE') et Ia dis
continuite en effort est reduite au cours des iterations: par exemple 
Ia methode de Schur primate pour laquelle le probleme condense est 
resolu par gradient conjugue [ROU 90], [DER 92]; 

- les efforts sont equilibres aux interfaces (FE+ FE' = 0) et Ia dis
continuite en deplacement est a reduire: c'est Ia methode duale de 
Ia precedente [FAR 94b] ; 

- ni les efforts, ni les deplacements n'ont a etre continus au cours 
des iterations: ce sont alors des methodes <<mixtes» telles que !'ap
proche que nous proposons et qui se confond dans le cas du compor
tement lineaire et d'interfaces parfaites avec [LIO 90] et [GLO 90], 
[LAD 85]. 

De telles methodes conduisent a chaque iteration a resoudre un probleme 
de structure sur chaque sous-structure et font intervenir des directions 
de recherche qui amement a une plus ou moins grande synchronisation 
des processeurs (calcul d'une direction de recherche orthogonale pour le 
gradient conjugue par exemple). 

4.4. Convergence 

De par Ia nature du probleme a traiter -le temps n'intervient pas-, l'es
pace S est equipe de Ia forme bilineaire <<travail»: 

avec 

(s , s') -T [s, s'] 
SxS 
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Les proprietes suivantes sont alors verifiees dans le cas de liaisons parfaites 
ou de contacts unilateraux sans frottement: 

V(s, s1
) E r x r 

'v'(s, s1
) E Ad x Ad 

[ ~I ~ ~1 ~] > 0 s - s, s - s -

[s 1
- s, s1

- s] ::=:; 0 

II est montre dans (LAD 96] qu'elles permettent de conclure quant a Ia 
convergence de l'algorithme si les directions de recherches sont orthogonales au 
sens de la forme bilineaire, ce qui se ramene a Jk+ = lk- = lk. II y a convergence 
au sens ou ~ (sn + sn+d tend vers la solution exacte Sex, tout en ayant 

lim L { Tr(ar~- G1ex)K(ar~- G1ex)d0 = 0 
n--too EEE lo.E 

La convergence est assuree completement si, de plus, il existe un point de !'as
semblage en lequelle nombre de sons-structures attachees est impair, superieur 
a 2. 

A fin d'illustration, prenons le cas unidimensionnel d'une poutre en traction 
soumise a deux deplacements imposes ut et u: en ses extremites A et B, et 
decomposee en 2 sous-structures OE et OE' et 3 interfaces (dont 2 interfaces 
de deplacement impose). La figure 4 explicite les notations. Supposons connu 

fl fl 

WA fl fl ws· 
llnANA 

WI QE W2 ww W2' QE' WI' 

B~.!lnB • fl fl 

fl .E' .E2 .Ef .E2' .E'' fl 

f'.A .EB' 

Figure 4. Exemple unidimensionnel 

sn de Ad; l'admissibilite se traduit, par exemple sur la sous-structure nE dont 
Ia raideur est notee JL, par: 

[~]=[K][~~l ou [K]=JL[_~ -~] 
L'etape locale permet d'ecrire: 

-A - A 
En+I/2 + kW n+I/2 F~-kW~+2kUt, 

F n+I/2 + kW n+I/2 
- B' - B' 

En+I/2 + kW n+I/2 
I' I' B Fn-kWn+2k£Lt, 

F1
n+I/2 + kWI n+I/2 

L'etape globale suivante permet ainsi de trouver Sn+I· Par exemple, pour nE: 

([K] + [k]) [W~+I] = [~:+I/2 + k~:+ 1 / 2] ou [k] = k [
1 0

] traduit la 
W n+I F n+l/2 + kW n+l/2 0 1 

direction de recherche. 
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rayons spectraux 

01 

" 12-k/~l/12+kl~l 

v 12-k/~1°·5 /l2+kl~l0·5 
~----~r-----~r-----~~----~ 

k/~ 
co 

0.01 0.1 1 2 10 100 1000 

Figure 5. Rayons spectraux fonctions du parametre k 

Finalement, Sn+l et sn sont lies de fa~on affine par: [Cn+l] = [A][Cn] + [Bd] 
kW~ -11 0 II 0 J-l 0 -j-l 0 
kW~ -j-l 0 J-l 0 II 0 -II 0 
E.~ -j-l 0 J-l 0 -j-l 0 J-l 0 
F 2 1 J-l 0 -j-l 0 J-l 0 -j-l 0 

avec [Cn] = k-;~~ '[A]= k + 2J-l 0 II 0 -II 0 -j-l 0 J-l 

kW~' 0 J-l 0 -j-l 0 -II 0 II 
2' En 0 J-l 0 -j-l 0 J-l 0 -j-l 
1 I En 0 -j-l 0 J-l 0 -j-l 0 J-l 

et 11 = k + J-l, et ou [Ed] ne depend que du chargement donne. La convergence 
serait alors assuree si tous les modules des valeurs propres de [A] etaient stric
tement inferieurs a 1. lei, les valeurs propres .X; de [A] sont 

2j-l- k Jk- 2J-l 
(-1,0,0,0,0,2J-l+k'± k+2) 

et leurs modules sont traces sur la figure 5 en fonction du choix du parametre 
k. On note ainsi que la valeur pro pre -1 correspond a un deplacement de solide 
rigide par sous-structure, ce qui illustre la convergence partielle pre-citee. Si on 
note [Cex]la colonne associee ala solution exacte Sex, 

[Cex] = [A][Cex] + [Bd] et ([Cn+d - [Cex]) = [A]([Cn]- [Cex]) 

la colonne associee a ~(sn+l + Sn)- Sex est alors 

~([Cn+l]- [Cex] + [Cn]- [Cex]) = [At- 1 ~([C2]- [Cex] + [Ct]- [Cex]) 

= [At- 1 ~([A] + lld)([Ct]- [Cex]) 



208 Revue europeenne des elements finis. Vol. 5 - no 211996 

Les valeurs pro pres de [A ]"- 1 ~ ((A]+ IT d) etant alors les ~ ( 1 + >.;)>.7- 1
, toutes de 

module strictement inferieur a 1, on a done bien convergence de ~(sn+ 1 + sn) 
vers Sex. II apparait de plus une valeur optimale de k egale a 2f.l sur cet exemple. 

De fa<;on generate, on montre egalement que Ia quantite: 

~ - 1 {"'"""' 1 -E E -1 - E E llsn+1/2- Snll - 2 L...t ((E.n+1/2- F n) .Jk (E.n+1/2- En)+ 
EEE iJflE 

-E E -E E }! 
+(W n+l/2- W n) ·lk(W n+1/2- W n )]dS 

est une fonction decroissante de n qui tend vers 0 avec 1/n. Elle peut done etre 
utilisee pour batir des indicateurs d'erreur. 

5. Premieres mises en rnuvre et comportement de l'algorithme 

5.1. Mise en rnuvre numerique 

Pour realiser !'implantation de l'algorithme, une approche elements finis a 
ete utilisee [ZIE 91]. 

II est aise de voir que l'etape lineaire se ramene a Ia resolution d'un probleme 
de type elasticite sur Ia sous-structure QE ; Ia formulation en deplacement cor
respondant est : 

c'est a dire trouver fl_E de U~ tel que 

[4] 

Une fois discretisee, elle conduit a un systeme de Ia forme: 

ou [KE] est Ia matrice de rigidite de Ia sous-structure, [kEJ une rigidite «bord>>, 
toutes deux constantes au cours des iterations. La factorisation de Cholesky de 
([KE] + [kE]), qui est stockee <<bande», est rea!isee une fois pour toute !ors de 
Ia phase d'initialisation. Le maillage de chaque sous-structure QE -choisi ici 
compatible entre celles-ci- traduit Ia discretisation adoptee pour le deplace
ment u~+1· Celie du deplacement bord w~+1 s'en deduit par restriction sur 
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CJQE. En post-t.raitement, les efforts bord sont obtenus a partir de Ia direction 
de recherche de I \§tape globale: 

c'est dire que leur discretisation est identique a celle du deplacement bord, pour 
, E , E 

peu que F et W restent reguliers, com me c'est le cas pour une interface par-
faite. L 'algorithme presente converge alors vers Ia solution elements finis directe 
sur !'ensemble de Ia structure. Dans d'autres cas, comme le contact unilateral 

par exemple, on peut pour (WE; FE) imposer Ia meme discretisation que celle 
de (WE; FE). D'autres discretisations mieux adaptees peuvent neanmoins etre 
envisagees. 

E 
En prenant lie = Jk+ = lk = -ITd (ou E designe le module d'Young du 

La 
materiau et ITd, I 'operateur identite), rechercher une valeur optimale pour les 
directions de recherche revient a trouver une longueur caracteristique La opti
male. Cette longueur existe et est, pour des structures massives, voisine de Ia 
plus grande dimension de Ia structure etudiee. Lorsque Ia structure est elan
cee, et que les effets de flexion sont importants, il est interessant de prendre, 
pour La une valeur plus importante. Le nombre d'iterations pour atteindre Ia 
convergence pratique est, pour ce dernier type de probleme, plus important que 
pour des structures massives. 

5.2. Comportement de la metlwde - Comparaison avec une me
thode directe 

Divers parametres influent sur le comportement de Ia methode, ou plus pre
cisement, sur le nombre d'iterations necessaires pour atteindre Ia convergence 
pratique de l'algorithme. Parmi ceux-ci, on trouve plus particulierement: Ia di
rection de recherche lk, le nombre de sous-structures dans une direction donnee 
et Ia nature du probleme (forme de Ia structure et nature de Ia decomposi
tion en sous-structures). En particulier, une decomposition «homogene>> (sous
structures massives plutot qu\§lancees) donne en general de bons resultats. 

Afin d'estimer les performances de !'approche proposee, nous avons com
pare le nombre total d'operations en virgule flottante qu'elle necessite, pour 
resoudre un probleme incluant une decomposition de domaine, avec le nombre 
d'operations en virgule flottante que necessite une methode directe de type 
Crout pour resoudre le meme probleme mais sans decomposition. Ce decompte 
d'operations comprend pour !'initialisation, celles necessaires a Ia factorisation 
de Crout des matrices ([KE] + [kE]), ainsi que pour toutes les iterations, celles 
necessaires Jors des etapes gJobaJes au caicuJ des seconds membres (!E], aux 
montees-descentes, aux projections des (qE] sur CJQE en WE et au calcul des 

E , E , E 
F , et enfin lors des etapes locales, aux calculs des W et F . 

Nous introduisons alors le rapport G entre le nombre d'operations utilisees 
par Ia methode directe, ou Ia matrice factorisee est aussi stockee "ban de>> et 
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le nombre de celles necessaires a Ia convergence pour !'assemblage de sous
structures. Ce rapport depend essentiellement, pour un probleme donne, des 
parametres suivants: 

- nombre de degres de liberte de Ia discretisation, 

- nombre de sous-structures crees lors de Ia decomposition du domaine, 

- nombre d'iterations necessaire a Ia convergence <<pratique». 

Nous considerons que Ia convergence <<pratique» est atteinte lorsque l'erreur 
en energie, calculee vis a vis de Ia solution obtenue par Ia methode directe qui 
est Ia solution elements finis du probleme sans decomposition de domaine, est 
inferieure a 1 %. 

Sur une poutre en flexion traitee en elasticite plane, de module d'Young 
E = 2.105 MPa, de coefficient de Poisson v = 0, 35, et dont le rapport longueur 
L sur hauteur est de 3 (figure 6), des gains commencent a etre observes pour 
des discretisations relativement grossieres (5 000 degres de liberte, elements 
triangulaires a 6 namds) (figure 7). Ces gains sont d'autant plus importants 
que Ia discretisation est fine. II existe, de plus, un optimum pour le choix de 
Ia decomposition du domaine en fonction du nombre de degres de liberte du 
probleme a traiter. Pour un probleme a 33 000 degres de liberte, cet optimum 
correspond a une decomposition en 16 sous-structures ( G = 1, 7) et pour un 
probleme a 500 000 degres de liberte a une decomposition en 64 sous-structures 
(G=9,8). 

Pour le trace de Ia figure 7, nous avons fait !'hypothese que le nombre d'ite
rations a convergence pratique, pour un probleme et une decomposition en 
sous-structures donnes, ne depend que peu du raffinement du maillage. Dans 
l'exemple precedent et pour un probleme de reference de 33 282 degres de li
berte, ce nombre d'iterations est reporte dans Ia table 1 suivant le nombre 
de sous-structures choisi. On illustre ici le cas de convergence difficile pour 
les structures elancees travaillant en flexion puisque lorsque l'on dispose de 32 
sous-structures dans Ia longueur de Ia poutre, plus de 1000 iterations sont ne
cessaires. La table 2, quant a elle, montre pour ce meme probleme avec 4 X 4 

E 
sous-structures, !'influence du choix de Ia direction de recherche lk = -lld. De 

Lo 
plus, le rapport R entre le nombre d'operations de Ia phase de factorisation et 
le nombre total d'operations dans un tel cas d'elasticite plane est illustre pour 
le meme exemple par Ia figure 8. 

nb. de sous-structures 1 2 X 2 4x4 8 X 8 16 X 16 32 X 32 

nb. d'iterations 1 39 128 297 630 1296 

Table 1. Influence du nombre de sous-structures sur le nombre d'iterations 
ntkessaire d Ia convergence pratique 

Cette derniere remarque montre que notre approche est plutot adaptee a des 
decompositions de domaine comprenant un nombre reduit de sous-structures 
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I I I I I 
Figure 6. Probleme test - poutre en flexion, elasticite plane et exemple de 
decomposition en 4 x 4 sous-structures 
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Figure 7. Isovaleurs du rapport G des nombres d'operations methode dzrecte 
et methode proposee 

rapport It 2 2,5 3 3,5 4 5 6 

nb. d'iterations 208 157 128 134 139 162 202 

Table 2. Influence de la direction de recherche lk = fo lid sur le nombre d'ite
rations necessaire a [a convergence pratique pour 4 X 4 sous-structures 
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Figure 8. Isovaleurs du rapport R du nombre d'operations pour la factorisa
tion de toutes les sous-structures au nombre total d'operations jusqu 'a conver
gence 

(jusqu'a une centaine sur cet exemple bidimensionnel). Lorsque le nombre de 
sous-structures augmente le comportement de l'algorithme se degrade et ['uti
lisation de strategies multi-echelles devrait ameliorer considerablement celui-ci 
[YSE 86], [BRA 86]. 

5.3. Comportement sur calculateurs paralleles 

L'algorithme a ete dans un premier temps implante sur deux types de cal-
culateurs paralleles : 

• calcuJateur MIMD a memoire partagee (ALLIANT 2800), 
• calcu)ateur MIMD a memoire distribuee (iPSC i860 d'lnte) et nCUBE2). 
Les performances <<paralleles» obtenues ont ete estimees a partir d'une effi-

cacite [CAR 91] definie comme etant le rapport entre le temps moyen Trnoy pris 
par les processeurs pour les seuls traitements numeriques et Ia duree totale de 
)'execution de l'algorithme TN (N etant le nombre de processeurs utilises). La 
decomposition de Ia structure en sous-structures fait partie du <<pre-processing>> 
et n'est pas prise en compte dans cette partie. Sur machines a memoire par
tagee (ALLIANT), le temps moyen est calcule a partir du temps Tl pris par 
)'execution du probleme sur un seul processeur (done sans pertes liees au pa
rallelisme), divise par le nombre total de processeurs. L'efficacite eM p s'ecrit 
alors: 

TJ/N T1 1 . 1 
eMP = --= --=gazn-

TN TNN N 
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Le gain ( ou «speed up») est Ia grandeur classiquement uti Iisee sur ce type 
de machine. Sur machines a memo ire distribuee (irsc ou nCUBE2), le temps 
moyen est Ia moyenne des temps Tbat pris par chaque processeur pour les 
seuls traitements numeriques. Les mesures de temps sont effectuees a partir de 
prises de temps horloges. II est en effet aise de dissocier les zones du programme 
dediees aux calculs de celles dediees a !'envoi ou a Ia reception de messages. 
L'efficacite sur ce type de calculateurs s'ecrit alors: 

1 N . 

NLTcat 
i=l 

CMD = -----
TN 

L'etude du comportement de l'algorithme sur ALLIANT confirme les limita
tions dues au partage de la memoire et en particulier a Ia taille de Ia memoire 
cache. Ce type de machine (avec cache) est generalement mieux adapte au 
microtasking, c'est a dire a un parallelisme portant sur des boucles oil les trai
tements a effectuer sont reduits et portent sur un nombre restreint de donnees, 
qu'au macrotasking (parallelisme sur des taches importantes). Dans notre ap
plication, le parallelisme est effectue au niveau des sous-structures et porte done 
sur un jeu de donnees important par processeur, jeu de donnees qui de borde lar
gement de l'espace disponible sur le cache. Lorsque !'execution du programme 
a lieu sur un seul processeur, celui-ci dispose de toutle cache; alors que lorsque 
plusieurs processeurs sont utilises, ceux-ci se partagent le cache, ce qui accentue 
les problemes de debordement. Ainsi, sur ALLIANT FX2800, avec une utilisa
tion des 10 processeurs disponibles, l'efficacite mesuree ne depasse pas 50 % 
pour des sous-structures comprenant 1922 degres de liberte chacune (table 3). 

Nombre de processeurs 1 2 5 10 

Factorisation (s) 30 15,8 6,75 4,9 

Efficacite 100% 95% 88,9% 61,2% 

10 iterations (s) 46 29 13,9 9,4 

Efficacite 100% 79,3% 66,2% 48,9% 

Table 3. Mesures d'efficacite sur ALLIANT FX2800 

Les experimentations menees sur irsc, avec 128 processeurs, et sur nCUBE, 
avec 64 processeurs, montrent Ia bonne aptitude de l'algorithme, comme c'est 
le cas des methodes de decomposition de domaine, a fonctionner sur ce type 
de machine. Les efficacites obtenues sont superieures a 97 % pour des pro
blemes occupant plus de 25 %de l'espace memoire disponible. Meme pour des 
problemes de taille modeste (3 % de I 'espace memoire disponible), I 'efficacite 
reste superieure a 70 %. Ces resultats s'entendent pour une repartition par
faitement equitable des charges de travail par processeur. En fait, les pertes 
liees au parallelisme sont essentiellement dues, sur ce type de calculateurs, aux 
desequilibres des taches entre les processeurs, et plus precisement, aux attentes 
dans les phases de synchronisation des processeurs les moins charges. 
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6. Exemple de probleme tridimensionnel 

Afin d'illustrer Ia faisabilite de !'approche sur des calculs tridimensionnels, 
]'algorithme a ete implante dans ]e cadre de ]'atelier ]ogiciel CASTEM2000 
[VER 88]. L 'exemple propose ici figure 9 concerne un couple de dents d 'engre
nage pour lequel pignon et cremaillere presentent un defaut angulaire de posi
tionnement. Le module de taille est de l'ordre de 1,5 mm, et IIU dll = 0,02 mm. 
Le contact entre ces pieces est suppose sans frottement. 

!lct 

Figure 9. Exemple traite 

Le materiau est caracterise par un module d'Young E = 2.105 MPa et 
un coefficient de Poisson v = 0, 3. Pour traiter ce probleme, une decomposition 
automatique en 64 sous-structures a ete effectuee (figure 10), les interfaces trai
tant des liaisons parfaites ainsi que des contacts unilateraux sans frottement. 

Ces sous-structures et interfaces ont ensuite ete distribuees sur les 64 pro
cesseurs du ncUBE2S. Sur Ia figure 11 sont representes les champs de contrainte 
de Von Mises obtenus a !'iteration 1 et a convergence a !'iteration 40, c'est a 
dire pour s 1 et s4 a. L'evolution de l'indicateur d'erreur 

llsn+l/2 - Sn II 
llsn+l/211 + llsnll 

est tracee sur Ia figure 12. La longueur La caracterisant Ia direction de recherche 

lk = _!£_ITd y est aussi representee. Sur cet exemple, ou le nombre maximum de 
La 

sous-structures dans une direction donnee est de l'ordre de 8, une erreur de 
0.5% est obtenue en une quarantaine d'iterations. 
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Figure 10. Decomposition 

Chaque processeur doit alors traiter un probleme dont Ia taille moyenne 
est de 370 ddl (encombrement moyen de Ia matrice de rigidite [KE] + [k]E 
de 125 Ko, soit 8 Mo au total). Le calcul sequentiel correspondant possede 
11600 ddl (encombrement de 35 Mo). Le temps horloge (ou <<wall-clock») total 
de traitement pour cet exemple est de 120 s. II se partage en 45 s pour Ia 
phase d'initialisation et 75 s pour realiser 40 iterations; Ia puissance effective 
mesuree sur 1 processeur etant de 1 Mflops. Sur ces memes prises de temps, 
l'efficacite obtenue est de 70 %; les pertes de parallelisme sont ici dues d'une 
part a l'acces disque initial qui desynchronise Ia phase d'initialisation puisque 
les 64 processeurs chargent leurs donnees a partir d'un seul disque, et d'autre 
part a un desequilibre des charges entre processeurs dii a un decoupage en 
sous-structures automatique dont le seul critere est un ega! nombre d'elements 
par sous-structure (une mesure de ce desequilibre peut etre illustree par l'ecart 
maximal entre encombrements des matrices de rigidite assemblees de chaque 
sous-structure, qui vaut 15% de Ia valeur moyenne). 

7. Conclusion 

La methode de decomposition de domaine presentee ici com porte une double 
originalite. Elle presente le probleme a etudier comme etant un assemblage 
d 'entites, toutes mecaniques, les sous-structures et les interfaces, et elle utilise 
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Figure 11. Resultats obtenus 
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Figure 12. Indicateur d'erreur en fonction du nombre d'iterations 

une approche a grand increment de temps pour construire un algorithme de 
resolution iteratif. 

Les resultats presentes portent d'une part sur une premiere version de cette 
methode de decomposition de domaine, dans le cadre de l'elasticite plane li
neaire, et d'autre part, sur une implantation dans un code de calcul de type 
industriel pour des problemes d'elasticite tridimensionnels. 

Ces travaux, qui comportent des choix simples de description des champs 
propres aux sous-structures et aux interfaces a !'aide d'une approche elements 
finis, ont permis d'une part, de cerner le comportement algorithmique de cette 
approche et de calibrer certains parametres qui lui sont propres, mais aussi de 
mieux apprehender l'adaptabilite de Ia methode de decomposition de domaine 
aux classes de calculateurs paralleles les plus repandues. Les experimentations 
ont, de plus, montre que, meme en sequentiel, une approche de decomposi
tion de domaine peut s'averer moins onereuse (en nombre d'operations en vir
gule flottante ainsi qu'en stockage de donnees) qu'une methode directe de type 
Crout. 
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