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RESUME. Afin d'erudier le comportement des portiques mixtes acier-beron, rig ides ou souples, et 
a connexion complete ou partie lie, un modele original par elements finis est developpe en for
mulation Lagrangienne actualisee approchee. En particulier, le choix du glissement comme 
inconnue nodale conduit ii definir des transformations cinematiques approchees qui sont 
necessaires ii !'assemblage des matrices des parties en acier et en heron (matrices de rigidite et 
de chargement nodal). Apres validation du modele sur differents aspects particuliers (non
linearite geomerrique, non-linearite materielle, glissements, etc.), quelques applications sont 
donnees qui mettent en valeur le gain de rigidite laterale et de resistance ultime de portiques 
mixtes par rapport aux memes portiques constituis de Ia partie metallique seule. 

ABSTRACT. In order to analyse the behaviour of braced or unbraced steel and concrete composi
te frames with full or partial shear connections, an original finite element model using 
approximate updated Lagrangian formulation is developed. The choice of slip as a nodal 
degree of freedom leads to the approximate kinonatic transformations which are necessary for 
the assemblage of matrices of steel and concrete parts (stiffness matrices and vectors of nodal 
forces). After the demonstration of the validity of the model for different aspects (geometrical 
nonlinearity, material non linearity, slip, etc), some applications of the model show clearly the 
improvement in lateral stiffness and ultimate resistance of composite fra-mes compared to the 
same frame but composed of only steel members. 
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1. Introduction 

Dans le domaine du batiment, les ossatures mixtes acier-beton sont en plein 
developpement actuellement en Europe grace aux nombreux avantages techniques 
et economiques que presentent ces structures vis-a-vis des structures en acier. 

Parmi ces avantages, on peut citer : 
- une rigidite et une resistance plus elevees de Ia structure a temperature 

ordinaire auxquelles s'ajoute une limitation des risques d'instabilite 
(flambement, deversement, voilement local) ; 

- une meilleure resistance au feu, car le beton possede une plus forte resistance 
thermique qui permet de ralentir l'echauffement des parties en acier (poteaux 
enrobes de beton, par exemple) ; 

- une meilleure optimisation dans l'utilisation des materiaux avec des 
incidences architecturales (hauteurs d'etages reduites), une meilleure 
protection contre Ia corrosion, une plus grande rapidite de construction 
(planchers), etc. 

A Ia base de ce developpement, · de nombreux travaux, de caractere 
essentiellement experimental, ont ete effectues au cours des deux dernieres 
decennies, notamment en Allemagne et en Grande-Bretagne, qui ont conduit a des 
progres importants dans Ia connaissance fondamentale du comportement des 
constructions mixtes, pennettant Ia redaction recente de regles de calcul et de 
conception au plan europeen rassemblees dans l'Eurocode 4 (denomme plus 
precisemment ENV-1994-Partie 1.1. [EEC 92]). 11 convient de noter ici que cet 
Eurocode, s'il traite de maniere approfondie le domaine des poutres et poteaux 
mixtes, ne fournit pas en revanche beaucoup de regles d'application pour des 
structures plus complexes, telles que les ossatures en portiques (par exemple, le cas 
des ossatures souples, frequent si les ossatures ne soot pas contreventees, n'est pas 
couvert, et Ia methode simplifiee donnee pour Ia verification des poteaux se limite 
au cas de poteaux inseres dans des ossatures rigides ; cf. sections 4.8 et 4.9 de 
[EEC 92]). 

Parallelement aux etudes experimentales evoquees, force est de constater que 
peu de modeles numeriques elabores ont ete developpes dans Ia litterature, 
permettant une analyse globale des sollicitations et des deplacements des ossatures 
mixtes lorsque !'evolution de Ia liaison entre l'acier et le beton doit etre prise en 
compte dans les calculs (en presence, par exemple, d'une connexion partielle). Si le 
cas de poutres mixtes simplement appuyees ou continues peut etre resolu avec 
efficacite a !'aide de methodes matricielles simples, par exemple Ia methode des 
matrices de transfert [ARI 85, 86], le cas general des ossatures mixtes exige 
d'emblee l'utilisation d'une methode d'elements finis, a plus forte raison si ces 
ossatures presentent des deplacements importants (effets dits du "2 erne ordre 
geometrique") lorsque le niveau de chargement approche un etat limite ultime. 
L'article qui suit se place precisement dans ce cadre ; il est consacre essentiellement 
a presenter un element fini de barre mixte, original par le choix de ses variables 
incorporant le glissement dans une formulation en grands deplacements. Des 
explications specifiques sont egalement donnees au niveau des procedures 
d'assemblage des elements finis et de Ia resolution globale, ces procedures etant tres 
exactement celles introduites dans le programme numerique SISMEF actuellement 
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implante au CTICM (ZHA 94]. La derniere partie de l'article porte sur Ia validation 
du modele (comparaison a d'autres solutions, analytique ou numerique, sur des cas 
de poutres mixtes et de portiques en acier) et sur quelques applications mettant en 
valeur le gain de resistance des portiques mixtes par rapport aux portiques 
metalliques correspondants. 

2. Contexte bibliograpbique 

Pour mieux situer I'interet du modele numerique presente dans cet article, il 
n'est pas inutile de donner un aper~u d'autres travaux effectues sur Ia methode des 
elements finis en Construction Mixte au cours de Ia derniere decennie. On peut 
citer les auteurs suivants : 

- PIAZZA et TURRINI ont propose un element fini de type poutre plane "multi
couches" (PIA 86]. La connexion est realisee par annulation des deplacements 
relatifs verticaux aux noeuds d'extremite des elements et par introduction aux 
noeuds internes de ces elements d'une loi de comportement axial de type 
hyperbolique. Mais aucun detail n'est founi sur Ia formulation matricielle de 
base de l'element, ni sur le modele qui en decoule. 

- SCHANZENBACH a developpe un element fini de poutre mixte possedant 8 
degres de liberte ( 4 par noeud : [ u, v, e, y ] ou y est le glissement entre Ia 

dalle de beton et le profile metallique au noeud considere) qui permet de 
traiter Ia connexion avec des connecteurs ponctuels [SCH 88]. Dans ce 
modele, Ia non-linearite materielle est prise en compte d'apres l'auteur, mais 
sans precision particuliere ; I'effet de l'effort tranchant dans l'ame du profile 
metallique est egalement considere dans Ia verification de Ia resistance des 
sections, mais a posteriori et independamment du calcul par elements finis 
proprement dit. La confrontation de ce modele, du premier ordre geometrique, 
avec des experiences realisees par l'auteur Iui-meme, semble montrer toutefois 
une bonne concordance. 

- Egalement, DANIELS a developpe un eiement fini de poutre mixte en 
considerant une conneXion continue a l'interieur de l'element [DAN 89]. II 
utilise 3 noeuds et 10 degres de liberte au total pour chaque eiement de poutre. 
Cet element a ete applique essentiellement a Ia simulation du comportement 
des dalles mixtes avec Ia prise en compte de l'effet d'adherence mecanique 
entre tole mince profilee en acier et beton. 

- Enfin, BOERAEVE a develop¢ un modele permettant de simuler non 
seulement les poutres mixtes mais aussi les dalles mixtes avec Ia prise en 
compte de l'effet d'adherence (BOE 91]. Dans ce modele, un element de poutre 
mixte (ou de dalle mixte) est considere comme )'assemblage de deux elements 
finis de poutre a 3 noeuds et 7 degres de liberte chacun avec un element fini 
de connecteur de 14 degres de liberte. En supposant que les deplacements 
relatifs verticaux et les rotations relatives aux noeuds d'extremite sont nuls, 
l'eiement fini de poutre mixte final peut etre reduit a 10 degres de liberte. 
L'interet essentiel du modele par rapport aux autres mentionnes 
precedemment est Ia prise en compte de Ia non-linearite geometrique dans la 
formulation de base du modele et l'introduction d'une connexion repartie 
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adaptee au cas des dalles mixtes. En general, Ia comparaison modele
experience est bonne, d'apres !'auteur. Toutefois, il semblerait que la 
formulation ait fait l'objet d'une certaine approximation sur le glissement 
localise a !'interface des deux materiaux (cf. paragraphe 5.2.4 de [BOE 91]), 
celui-ci etant calcule par simple difference des deplacements axiaux aux 
centres de gravite des sections de beton et d'acier ; en fait, !'auteur ne fournit 
que tres peu d'illustrations sur les distributions de glissement. 

En conclusion, bien que plusieurs types de modeles par elements finis aient deja ete 
developpes a ce jour pour simuler des cas de poutres rnixtes, aucune etude avancee 
n'a ete veritablement publiee, a notre connaissance, sur la modelisation des 
portiques rnixtes par elements finis avec prise en compte du phenomene de 
glissement et des effets du second ordre geometrique. L'article qui suit a 
precisement pour objectif d'apporter une contribution se voulant deterrninante dans 
ce domaine. 

3. Formulation de l'equilibre de Ia structure 

Dans toute analyse non lineaire au sens geometrique, on est tenu d'exprimer 
l'equilibre d'une structure dans sa configuration actuelle. En general, vu que Ia 
configuration actuelle doit etre deterrninee, cette condition oblige a utiliser une 
formulation incrementale ; pour cela, on peut introduire une variable du type 
"temps cinematique", choisie de maniere a decrire convenablement le changement 
de forme et le mouvement de Ia structure. Les indices 0, t et (t+At) designent 
respectivement les instants initial, precedent et actuel, auxquels soot associees les 
configurations initiale, precedente et actuelle de Ia structure. 

Figure 1. Configurations initiale, precedente et actuelle 

En fonction de Ia configuration de reference choisie, on peut envisager deux 
formulations possibles, a savoir Ia formulation Lagrangienne totale qui se refere a 
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Ia configuration initiale a !'instant 0, et Ia formulation Lagrangienne actualisee 
qui se refere a Ia configuration precedente a !'instant t. Dans Ia modelisation 
developpee dans cet article, c'est Ia deuxieme formulation qui a ete adoptee du fait 
qu'elle necessite moins d'operations mathematiques ; plus precisement, il s'agit de 
!'approximation de cette formulation connue sous Ia designation de "formulation 
Lagrangienne corotationnelle" et couramment utilisee pour !'analyse des 
structures de type "mince"' en particulier les structures souples a barres. 

A titre de rappel succinct, considerant un petit element de Ia structure avec Ie 
systeme d'axes x1 constamment attaches a cet element dans son mouvement de 
corps rigide (avec avec i=1, 2, 3) et designant par u 1 l'accroissement de Ia 
composante i du vecteur des deplacements dans cet element (y compris a sa surface) 
entre !'instant t et et !'instant (t+At) par rapport au systeme de reference precedent 
(d'oi.t le caractere approche de u 1 ; cf. figure 1}, l'accroissement associe du tenseur 
des deformations de Green-Lagrange, 'defini par rapport a Ia configuration a 
!'instant t, s'ecrit : 

(1) 

avec: 

(2) 

(3) 

Moyennant certaines approximations (limitation aux termes du second ordre, 
linearisation du comportement elastique incremental}, l'equilibre de Ia structure 
peut etre exprime, de maniere classique, a !'aide du theoreme des travaux virtuels, 
sous Ia forme suivante [BAT 82] : 

(4) 

oi.t Ia notation B signifie "variation virtuelle" ; 
'cr11 est le tenseur des contraintes de Cauchy defini a !'instant t; 

,Cur• est Ie tenseur de rigidite du comportement incremental "contrainte
deformation" ; 
t+A:f1v et t+A:r.s sont respectivement les vecteurs des forces exterieures 

volurniques et des forces exterieures surfaciques a !'instant (t+At}, mais 
projetes dans Ia configuration a !'instant t detinie par le systeme de 
coordonnees x 1 • 
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Compte-tenu de !'hypothese de petites deformations associee a Ia formulation, le 
volume et Ia surface de !'element de structure peuvent etre supposes inchanges dans 
les differentes configurations c+Aty = 1V = 0V ; t+MS = t S = 0 S ). 

Telle qu'elle est ecrite, Ia partie droite de l'equation (4) traduit le desequilibre 
entre le travail virtuel des forces exterieures a I' instant ( t +At) et celui des forces 
interieures considerees seulement a l'instant t. Cette equation doit etre ecrite ensuite 
dans le repere global de Ia structure, de coordonnees fixes X 1, par le biais d'une 
transformation classique de coordonnees (matrice rotation) qui correspond 
physiquement au mouvement de corps rigide entre Ia configuration initiale et celle 
a l'instant t. 

L'application de Ia methode des elements finis aux equations de type (4) ainsi 
transformees va conduire a une equation matricielle d'equilibre global de Ia forme : 

(5) 

oil :KL est Ia matrice de rigidite pour Ia deformation lineaire; 

:KNL est, par contre, Ia matrice de rigidite pour Ia deformation non-lineaire ; 
t+AtR est le vecteur de charges exterieures nodales a l'instant (t+At) ; 

!F est le vecteur des charges nodales equivalentes qui correspondent aux 
contraintes obtenues dans les elements a l'instant t ; 
Entin, U est le vecteur de l'accroissement des deplacements entre l'instant t et 
l'instant (t+At), defini en coordonnees globales : 

t+Atu = •u +U (6). 

4. Definition du vecteur des deplacements nodaux et construction d'un element 
de barre mixte 

4.1. Element fini de barre mixte 

Afin de pouvoir prendre en compte l'effet du glissement a l'interface acier-beton 
pour une poutre rnixte, un element de barre rnixte est considere comrne compose de 
trois sous-Clements (figure 2), a savoir : 

- le profile metallique et Ia dalle en beton, consideres chacun comrne un 
element fini de barre classique comportant un noeud a chaque extrernite ; ces 
deux sous-Clements sont supposes ici rester en contact l'un avec l'autre ; 

- un element de connexion, de type ressort en cisaillement, representant un 
connecteur (ou un groupe de connecteurs); cet element, parfaitement rigide en 
rotation et en traction, assemble les deux elements de barre (profile metallique 
et dalle en beton) a chaque noeud de leurs extrernites. 

L'element de connexion ponctuelle considere ici exclue done tout soulevement de 
dalle a son niveau. Par ailleurs, en presence de connecteurs classiques qui 
presentent une resistance en traction au moins egale a 10% de leur resistance en 
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cisaillement (par exemple, les goujons soudes a tete), il a ete montre a la fois 
theoriquement [ARI 85, 86] et experimentalement [ARI 90] que le phenomene de 
soulevement n'influence par veritablement le comportement global en flexion d'une 
poutre mixte jusqu'au stade limite ultime du chargement (en dehors du cas de 
traction directe), meme lorsque la connexion est partielle ou relativement espacee. 
En quelque sorte, le soulevement constitue un phenomene du deuxieme ordre a 
l'egard du comportement global. 

Element ''b" (dalle en beton) 

Element "a" (section en acier) 

Figure 2. Composition d'un element de barre mixte 

Si l'on neglige le phenomene de soulevement a !'interface acier-beton, il est 
evident que les deux elements de barre vont presenter la meme rotation nodale. Par 
ailleurs, le glissement nodal a !'interface acier-beton doit etre defini dans la 
configuration deformee de la barre mixte ; il correspond tres exactement a la 
difference de deplacement entre l'acier et le beton selon la direction paraltele a 
!'interface au droit du noeud conceme (Figure 3). En consequence, si l'on adopte la 
droite entre les deux noeuds de l'etement de barre en acier comme axe local de cet 
element, on constate que le glissement ao noeud n'est pas parallele, en general, a 
cet axe. 

Tenant compte des observations precedentes, les deplacements nodaux au noeud 
i (i = 1, 2) ont ete definis comme suit : 

(7) 

ou U 1, V1 , 8 1 sont les accroissements, entre t et ( t +At), des trois variables 
nodales classiques, ici propres a l'element en acier, dans le repere global de 
l'ossature (U 1 : translation suivant :X ; V1 : translation suivant Y; 8 1 : 

rotation suivant Z) ; 
u.b1 est une variable nodale particuliere qui represente tres exactement 
l'accroissement du deplacement relatif entre les deux centres de gravite des 
parties acier et beton, dans Ia direction parallele a !'interface ; il s'agit par 
consequent du glissement defini precedemment. 

Ainsi, le vecteur des deplacements nodaux est defini dans deux reperes 
differents, a savoir le repere global et un repere nodal qui seront designes ensemble 
comme "repere global generalise" pour simplifier la presentation qui suit (l'indice c 
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dans U ci marque le fait que l'une des variables nodales est liee a I' orientation de Ia 
connexion). 

V,Y 
iY 

Noeud "I" 

ez 
' 

b X 
_ .. -- .... 

Element "a" (acier) 

U,X 

Figure 3. Reperes global, local et nodal 

4.2. Matrices de rigidite des sous-elements (en repere local) 

L'element mixte defini precedemment comporte deux elements de barre en 
materiau homogene et un element de connexion de type ressort. Il est done 
necessaire d'etablir les matrices de rigidite de ces sous-eiements avant de proceder a 
l'assemblage de l'element mixte. 

1. Element de barre : 

Le deplacement transversal v(x) d'un point quelconque a l'interieur de 
l'element dans son repere local (figure 4) est defini par une interpolation 
polynomiale de type Hermite. En tenant compte egalement d'une interpolation 
lineaire en u(x) et de l'hypothese de Bernoulli, on obtient pour champs des 
deplacements dans l'element : 

u~{:}~H(u, v, O, lu, v, o,J' (8) 

ou u 1, v 1' 61' u 1 , v 1 et 6 1 designent les deplacements nodaux de I' element dans 
son repere local, et ou H est une matrice d'interpolation classique, fonction de x, y 
et L. lei, L est Ia longueur initiale de l'element (conformement a l'hypothese de 
rotations moderees de celui-ci par rapport au repere corotationnel lie a ses 
extremites). 
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u, tx 

Figure 4. Evolution d'un element de barre en repere local 

D'une part, en introduisant Ia relation (8) dans Ia partie gauche de Ia relation ( 4) 
appliquee a !'element et en considerant une seule composante de deformation et de 
contrainte dans cet element, a savoir Ia deformation et Ia contrainte suivant sa 
direction axiale, d'autre part en notant que les coefficients constitutifs du materiau 

1C11" se reduisent a une seule composante 1C1111 , qui sera designee plus 

simplement par le module 1E, on obtient facilement les matrices de rigidite de 
!'element qui s'expriment sous Ia forme suivante : 

:k.L = JoL fs :B~ 1E :BL dS dx 

!keNL = J~ fs !B~L 'crs !BNL dS dx 

avec: 

(9) 

(10) 

1 [ 1 : 6 12x : 4 6x : 1 : 6 12x : 2 6x ] B = -- I -y(--+-) I -y(--+-) I- I -y(---) I -y(--+-) 
I L L ! L 2 L 3 ! L L 2 ! L ! L1 L3 ! L L 1 

(11) 

B = 0 I--+-- I 1--+-- I 0 I---- I--+--1 [ : 6x 6x
1 

: 4x 3x1 
: : 6x 6x1 

: 2x 3x1 
] 

1 NL 1 L 1 L' 1 L L 1 1 1 L 1 L' 1 L e (12) 

Les matrices !k.L et !keNL correspondent respectivement a Ia matrice de rigidite 
pour Ia deformation lineaire et a Ia matrice de rigidite pour Ia deformation non
lineaire de !'element. 
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2. Element de connexion (connecteur) : 

Cet element, par definition meme, · ne concerne que Ia seule variable de 
deplacement, u.b1• Dans le repere nodal attache a l'interface acier-beton, sa matrice 
de rigidite ne comporte done qu'une seule composante, a savoir une rigidite de 
cisaillement, designee ici par !kc1. Cette rigidite, qui a le sens d'une rigidite 
tangente, se deduit directement de Ia courbe de comportement "effort de 
cisaillement - glissement" etablie a partir d'essais sur eprouvettes de type "push
out" (cf. chapitre 10 de I'Eurocode 4 [CCE 92]). 

4.3. Condition de compatibilite des deplacements entre les sons-elements de 
barre 

A ce stade, les matrices de rigidite des sous--elements ont ete etablies dans leurs 
reperes locaux respectifs. Mais, pour effectuer !'assemblage des elements, il est 
necessaire de les transformer dans le meme repere, c'est-a-dire le repere global 
generalise vis-a-vis duquel toutes les variables de deplacement et d'effort doivent 
etre definies. Comme les variables de deplacement du vecteur iJ cl ne sont pas 
definies dans un seul repere, i1 est necessaire d'exprimer la compatibilite 
cinematique de ces variables lorsque l'element mixte passe de Ia configuration a 
l'instant t a celle a l'instant (t+At). 

Conformement a Ia figure 5, considerons un systeme quelconque de 
coordonnees (x'- y') et le systeme Cxc- 1Yc) du repere nodal d'un element de 

connexion. Distinguons egalement les points a et b representant respectivement le 
noeud i des deux elements de barre (centres de gravite des sections du profile en 
acier et de la dalle en beton). L'angle entre les deux reperes est note 1+1 a l'instant t. 

Designant par 1u.b1 le glissement existant dans le repere nodal a l'instant t, et par 

"•bi l'accroissement de glissement entre les instants t et (t+At), les accroissements 

des deplacements et de la rotation u\., v\1 et 8'b1 du point b dans le systeme 

(x'- y') peuvent s'exprimer par rapport a ceux u' •• , v'bl et e· •• du point a a l'aide 
des relations suivantes, obtenues par difference de coordonnees (et en negligeant les 
termes petits du second ordre) : 

{

u\. = u' •• -(sin 1+.) 1U•bl e·. +(cos1+.) uabl -(cos 1+; )d e·. 

v\. = v' •• +(cos 1+.) 1u'•bl e·. +(sin 1+.) u.bl -(sin 1+. )de·. 

e·b. = e· •• =e·. 

(13) 

d est ici la distance entre les centres de gravite des sections du profile en acier et de 
la dalle en beton. 

Dans ces relations, 8' 1 est l'accroissement de l'inclinaison du repere nodal par 

rapport au repere (x'- y') entre les instants t et (t+At): 
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Par ailleurs, vu l'identite ici des axes z' et Z}, on a evidemment : e 'I = e I' 
defini en (7). 

t+My' 
bl 

y' 
t+~t.. t.. 

Uabi= Uabi +Uabi 

t ' ybl --------

tx' tx' 
al bl 

x' 
t+Mx' t+Mx' 

ai bi 

Figure 5. Compatibi/ite des accroissements de deplacements et rotations propres 
aux parties acier et be ton 

4.4. Transformations des matrices de rigidite en repere global generalise 

Les relations de compatibilite (13) des deplacements entre le point a et le point 
b etant applicables dans n'importe quel systeme de coordonnees (x'- y'), il sera 
opportun ici de les utiliser dans le repere global (X - Y) de Ia structure. Dans un 
premier temps, les matrices de rigidite des elements de barre (acier et beton), 
definies chacune dans leur propre repere local, sont transformees en repere global 
de maniere tout a fait classique. Ainsi, on a : 
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- pour l'element en acier : 

1 [T• • K •• = 0 lk • 0 ]T [T 
T. I •• 0 (14-a) 

avec Ia matrice en rotation : 

[ 

I • I 
COS a... SID a. •• 

T. = -sin •a... cos1 a. .. 
0 0 

(15-a) 

ou •a .. est l'inclinaison du repere local a l'instant t de Ia barre en acier par rapport 

au repere global et en designant par :k .• Ia somme des matrices lineaire et non
lineaire: 

(16-a) 

- de meme, pour l'etement en beton : 

(14-b) 

avec: 

(15-b) 

(16-b) 

en notant que l'inclinaison •a..b est en general differente de 1a. ••. 
En ce qui conceme l'e1ement de connexion, il n'est pas necessaire d'effectuer de 

transformation particuliere puisque sa matrice de rigidite, definie en repere nodal, 
est egalement valable en repere global generalise. 

Compte tenu de Ia definition du vecteur des variables nodales iJ ci• et des 
relations de compatibilite ( 13) considerees en repere general, les vecteurs des 
accroissements de deplacements aux points a et b dans le repere global, 

[u •• 'v •• ' e •• r et [ubi' vbl' ebl r, peuvent s'ecire sous les formes suivantes : 
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-[ sin( 1
E:'> 1 +

0+1 )] 'u•bl- [ cos('E<>1 +
0+1 ) ]d 

[cos( 1@ 1 +
0+1 )] 'u.bl -[ sin(

1
E:'> 1 +

0+1 ) ]d 
1 

(17-a) 

cos('e1 +
0

+1 )ll u. ) 
•In<'"{•· l :~ = t.u. 

(17-b) 

ou '81 est Ia rotation totale du noeud i a !'instant t et 0+1 l'inclinaison initiale du 

repere nodal au noeud i (pour le glissement) par rapport au repere global. 
Finalement, les expressions des matrices de rigidite des elements en acier et en 

beton dans le repere global generalise sont donnees par : 

'K =[t •• _or·K [T· :.J (18-a) I ea 0 T I .. 0 
•J 

,- -[tbl 0 r [T· ~J (18-b) ,K.b- 0 t IK•b 0 bj 

II faut noter ici que les matrices de rigidite :K .. et :K.b avaient Ia dimension 

6x6, alors que maintenant, les matrices transformees :K .. et ::K.b ont Ia dimension 

8x8. On souligne egalement que la variable u.bt n'a plus maintenant qu'une 
signification scalaire, attachee au noeud i (l'aspect vectoriel etant pris en compte 
par Ia matrice Tb1 ). 

Quant a la matrice de rigidite de l'element de connexion dans le repere global 
generalise, elle prend simplement Ia forme suivante : 

':K -[~ ~ ~ 
I cl- 0 0 0 

0 0 0 :~.l (19) 

4.5. Transformations du vecteur de cbargement en repere global generalise 

En methode classique d'elements finis, le vecteur de chargement et le vecteur de 
deplacement sont tous deux definis dans le repere global, pour une resolution 
coherente du probleme, et il n'est pas. necessaire d'operer une transformation 
particuliere sur le vecteur de chargement. Avec le type d'element developpe ici, le 
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vecteur de chargement R 1 au noeud i necessite de faire une distinction dans les 
donnees des forces et du moment appliqm!es au noeud, entre deux sous-vecteurs 
R.1 et Rb1 puisque les points a et b n'ont pas les memes deplacements. Definissons 
alors: 

- pour le point a : 

t+lltR = [ t+lltF t+lltp t+lltM ]r 
al al al at ' 

- pour le point b : 

ou F, Pet M correspondent respectivement a deux composantes de force eta un 
moment. 

En multipliant a gauche R.1 et Rb1 respectivement par les transposes des 

matrices de transformation correspondantes, a savoir, T.1 et Tb1, on obtient les 
nouveaux vecteurs suivants (a quatre composantes chacun): 
pour le point a : 

t+lltft = [ t+lltF I t+lltp 
al al ~ al 

t+lltM I o]r 
•• ! ' 

et pour le point b : 

t+lltFbi 
············································--·-···-i-i-Aip···································-··········----···· 

bl 
t+llt:Rbl = ·i+:.:iM"~;-:::[~i~{ie;+o·+;·)]·i~-~~;:··~:.:Ai"i?~;·+F~~("ie;·+ii+;-)"Ji~~~;···i+:.:ip~;· 

-[cosC8t+o+~>]d t+lltFbt-[sinCet+o+~>]ct t+lltpbt 
················F~~{ie;·+u·+;·)J-i+4ij~~--+[~i-~("ie;·+u·+;·)J.i+tii:p~;-···········-···· 

Le regroupement de ces deux vecteurs de chargement constitue alors le vecteur 
de chargement final au noeud i : 

t+IIIFot+ t+IIIFbl 
·····················································i+Aij>""+i+Aij)""""""""""""""""""""""""""""""""······················ 

ol bl 

t+IIIR.t = ·i+AiM~+-i+AiM~-~-[~~~-("ie;:to··;·)]·i~-~~---i~&·j?~-+F~~(-ie;·+c;~;-)Ji·~:~·-·i+Aij)~-

-[cosCet+o+~>]d t+IIIF~~~-[sinCE>t+o+~>]d t+lllpbl 
·····················--F~~-(-is;·+u·.-;·>J .. i •. AiF~·-+r~-i~(-is;·+o~;->J·i;,ii:p~·-······················· 

(20). 
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Une signification physique de ce vecteur de chargement peut etre donnee de Ia 

maniere suivante: le sous-vecteur [t•&F .. +t•&Fbl! t•4tp .. +t•4tpbl! t•41M .. +t+41 Mblf 

correspond aux charges exterieures cumulees pour les points a et b et associees aux 
seuls deplacements nodaux U 1, V1 et e 1 ; a ce sous-vecteur s'ajoute, au niveau de 
Ia troisieme et Ia quatrieme ligne de (20), Ia contribution provenant des charges 
exterieurs t+AtFb1, t+&tpbl au point b par suite de !'utilisation de Ia variable nodale 

5. Equation matricielle d'equilibre de Ia structure dans le repere global 
generalise et resolution 

Apres avoir developpe toutes les transformations necessaires pour les matrices 
de rigidite de differents elements et le vecteur de chargement nodal dans le repere 
global generalise, on peut etablir !'equation d'equilibre de Ia structure sous forme 
matricielle en assemblant successivement tous les elements de cette structure. La 
procedure d'assemblage d'elements finis est tout a fait classique, mais Ia presence 
d'une variable nodale de glissement de deplacement dans le vecteur de 
deplacement generalise conduit a donner quelques explications sur cette procedure. 

En ce qui conceme les poutres mixtes sur appuis de meme niveau, on peut 
utiliser directement les matrices de rigidite des differents elements et les vecteurs de 
chargement nodaux etablis aux paragraphes precedents, pour effectuer 
}'assemblage. 

Quant aux poteaux, on admet tres souvent que le glissement ne se produit pas. 
Cette hypothese pourrait etre inexacte pour certains poteaux mixtes ; mais d'une 
part le glissement dans un poteau mixte est un ph6nomene beaucoup moins 
important que dans une poutre mixte, d'autre part la complexite du phenomene de 
liaison a !'interface acier-beton dans un poteau fait qu'il n'existe pas, a l'heure 
actuelle, de modelisation m6canique precise. Aussi, dans notre modelisation 
numerique, l'element de barre b et celui de connexion ont-ils ete supprimes, seul 
subsistant l'element de barre a (en y incluant Ia partie b6ton). Cette disposition ne 
pose aucune difficulte vis-a-vis de Ia formulation numerique adoptee : il suffit de 
bloquer le deplacement lie avec le glissement, c'est-a-dire de faire u.b1 nul dans le 

Vecteur de deplacement nodal [ U I, V1 , 8 I, U abl r, aUX nOeUdS d'extremite de 

chaque element discretisant un poteau. En ce qui conceme !'assemblage du poteau 
avec une poutre, le glissement de Ia poutre doit etre pris en compte au niveau de 
!'assemblage ; puisque l'element b n'ex.iste plus pour le poteau, il est toujours 
possible de considerer !'element fini de poteau avec un element b virtue} dont toutes 
les rigidites sont nulles. Dans ces conditions, !'assemblage du poteau avec Ia poutre 
peut etre realise independarnment du glissement a ce niveau. 

L'assemblage de tous les elements de Ia structure permet d'ecrire l'equation 
matricielle d'equilibre global de Ia structure sous Ia forme incrementale suivante, 
semblable a Ia forme generate annoncee en (5) et resolue par une procedure 
iterative de type Newton-Raphson modifie: 
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(21), 

ou: 
:K. est Ia matrice de rigidite globale de Ia structure (n'evoluant pas au cours des 

iterations dans un pas de temps At) ; 
Afi<k> correspond au vecteur des increments des deplacements globaux s'ecrivant: 

"U- (k) = [ "U(Ik) I! "VI(k) I .o..o.(k) I ... (k) I I "U(k) I "V(k) I .o..o.(k) I ... (k) I I 
0 0 0 ! 001 ! aUabl ! ••• ! 0 1 ! 0 1 ! 001 ! aUabl ! ••• ! 

t+MR. <k-l> represente Ie vecteur de chargement nodal : 

!+AIR (k-1) = [!+AIR (lk-1) I !+MR. (k-1) I I !+AIR- (k-1) ]T . 
• • • ~ I ~ • • • ~ n ' 

::!:F'<k-l) correspond au vecteur de forces nodales equivalentes aux contraintes et 

forces internes de connexion calculees a !'iteration "k-1" a !'instant (t+At). 
La resolution iterative selon (21) donne pour vecteur de deplacement actualise: 

pour k = 1, 2, 3, ... 

avec: t+Atfi(O)=tfi , VeCteur de depJacement SOlUtiOn a !'inStant t. 
Les iterations sont poursuivies jusqu'a satisfaire un critere scalaire de 

convergence portant ici sur l'energie ; ce critere consiste a comparer !'increment de 
l'energie interne de Ia structure a une iteration donnee (c'est-a-qire le travail 
effectue par Ies forces de desequilibre pour Ies increments de deplacement) avec 
!'increment de l'energie interne de meme type, considere a Ia premiere iteration. La 
convergence est atteinte Iorsque : 

OU E est Ull petit parametre (en pratique, pris ega} a 10-4). 

6. Validation et application du modele 

6.1 Aspects prealables d'integration numerique 

Pour calculer Ies rigidites d'un element de barre et les charges nodales 
equivalentes resultant des conditions dans celui-ci, Ia procedure d'integration 
numerique dans le volume de I' element a ete Ia suivante : on a utilise deux points de 
Gauss sur Ia longueur de ]'element et les sections correspondant a ces points ont ete 
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discn\tisees en plusieurs sous-sections afin de pouvoir representer convenablement 
Ia geometrie des sections et le comportement non lineaire du materiau dans ces 
sections. En pratique, cinq parametres de section ont ete determines 
numeriquement a savoir : 

- les trois rigidites : 

- et les deux forces : 

N = fs cr, dS = L cr •J S J 
J 

M = i (J. y dS = L (J •J y J s J s . 
I 

ou j est l'indice des sous-sections discretisant Ia section concemee, 
S J Ia surface d'une sous-section j, 

EJ le module de deformation longitudinale au centre de gravite de Ia sous

section, 
y J l'ordonnee du centre de gravite de Ia sous-section, et 

cr •J Ia contrainte calculee a partir de Ia deformation au centre de gravite de Ia 

sous-section. 
En appliquant Ia formule de quadrature de Gauss aux expressions (9) et (10) et 

a !'expression : 

I+Aif(k-1) = JLJ 1
1
BTL I+AI(J~k-1) dS dx, 

!+AI e 0 S • 

on determine facilement les coefficients numenques des matrices de rigidite 
lineaire et non lineaire et des charges equivalentes nodales de l'element de barre. 

6.2 Premiere validation au niveau de Ia non-linearite geometrique 

On considere une poutre en console avec un comportement lineaire elastique, en 
supposant de plus que sa rigidite de flexion en section est relativement faible par 
rapport a sa rigidite axiale (dans ce cas, l'allongement de Ia poutre est tout a fait 
negligeable). Les dimensions et les conditions de chargement sont donnees sur Ia 
figure 6. Le meme exemple a ete traite dans Ia litterature [MAT 81) ou Ia solution 
analytique exacte est etablie en fonction d'integrales elliptiques completes. La 
comparaison entre notre simulation numerique et Ia solution analytique conceme 
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les deux deplacements et Ia rotation a l'extremite de Ia poutre (figures 7, 8 et 
Tableau 1 en annexe, pour plus de precision) ; on constate imrnediatement que Ia 
concordance entre les deux calculs est excellente, avec ici une discretisation de Ia 
poutre en dix elements finis. 

10 

9 

L=lm 
ES = 1000 MN 
El=l MNm2 

L 

e 

Figure 6. Exemple d'une poutre en console 

Parametre de cbargement PC lEI 
u/L 

--Solution analytique 

v 

v/L 

7 • • SISMEF 

6 

4 

2 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

Deplacements non-dimensionels u!L, v/L 

Figure 7. Comparaison des courbes "charge-deplacements" 
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10 

9 

7 

6 

4 

3 

2 

Parametre de chargement PL2 lEI 

--Solution analytique 

• SISMEF 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 

Rotation de Ia section 8 

Figure 8. Comparaison des courbes "charge-rotation" 

6.3. Validation du modele au niveau du fonctionnement en poutre mixte avec 
differents degres de connexion 

On compare ici le modele par elements finis avec un modele de poutre mixte 
utilisant une methode de matrices de transfert, dont Ia validite a fait l'objet de 
nombreusesjustifications experimentales [ARI 86, 90]. 

L'exemple traite conceme une poutre mixte continue a deux travees egales avec 
tout d'abord une connexion complete, puis une connexion partielle (de l'ordre de 
65 %). Les dimensions de la poutre, le mode de chargement et les distributions des 
connecteurs (goujons soudes) sont precises sur Ia figure 9. Les caracteristiques des 
materiaux sont les suivantes : 

- Profile metallique (comportement elasto-plastique parfait) : 
Limite d'elasticite : 235 MPa 
Module d'elasticite: 210000 MPa 

- Daile en beton (comportement en compression de type parabole sui vie d'une 
branche lineaire descendante) : 

Resistance a Ia compression : 
Resistance a la traction : 

- Goujons soudes a tete (~22 mm, h=IOO mm) : 
Resistance ultime au cisaillement : 
Capacite ultime de glissement : 

Loi de comportement : Q ::::; Q u ( 1-e ...o, 'lrl ) 0•
4 

30 
3 

MPa 
MPa 

ou Q est l'effort de cisaillement et y le glissement (en mm), avec y ~ y u. 
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13 X 385 = 5005 rnm j j 18 X 360 = 6480 rnm .I ~40 rnm 

L = 12000 rnm 

connexion partielle 

Distribution des connecteurs 

Figure 9. Exemples de poutres mixtes continues 
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Figure 10. Comparaison des courbes "charge-jleche" 
(connexion complete) 

1.5 

........... ···········T··· 

Modele de reference 

Connexion complete 

2 2.5 

Glissement (mm) 

Figure 11. Comparaison des courbes "charge-glissement d'extremite" 
(connexion complete) 
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Figure 12. Comparaison des courbes "charge-jleche" 
(connexion partie lie) 

Charge (kN/m) 
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Connexlon partielle 

l 3 4 5 ' Glissement (mm) 

Figure 13. Comparaison des courbes "charge-glissement d'extremite" 
(connexion partie lie) 
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Armatures (une nappe de 10 barres de·diametre 12 mm): 
Limite d'elasticite : 400 MPa 

Les poutres ont ete simulees avec les deux modeles jusqu'a Ia charge maximale 
obtenue sans divergence numerique. Les comparaisons portent sur les fleches a mi
travee des poutres et sur les glissements aux extremites en fonction de Ia charge (ici 
uniformement repartie par unite de longueur) ; elles sont donnees d'une part aux 
figures 10 et 11 pour le cas de connexion complete et d'autre part aux figures 12 et 
13 pour le cas de connexion partielle. A partir de ces comparaisons, on peut noter 
que: 

- les resultats obtenus avec les deux modeles sont tres proches l'un de !'autre, ce 
qui est vrai non seulement pour les fleches mais aussi pour les glissements ; 

- les effets du second ordre pour les poutres mixtes continues sont tout a fait 
negligeables (le modele par elements finis ayant ete utilise au second ordre et 
celui par matrices de transfert n'ayant ete formule qu'au premier ordre). 

11 convient de signaler que Ia meme precision numerique a ete obtenue ici par 
les deux modeles en les discretisant geometriquement avec le meme nombre 
d'elements (!'element ayant ete defini ici comme le tron~on entre deux connecteurs 
successifs). 

6.4. Validation du modele au niveau des non-linearites geometrique et 
materielle dans le cas d'un portique metallique 

Un portique metallique simple a ete choisi pour comparer le modele presente ici 
avec le logiciel PEP, develop¢ au CTICM en France, dont Ia bonne precision a pu 
etre verifiee lors de plusieurs confrontations avec d'autres modeles [GAL 78, 
86,92]. 

Les dimensions du portique et les conditions de charge sont illustrees sur Ia 
figure 14 ou tousles poteaux sont des HEB200 et toutes les poutres des IPE300, de 
limite d'elasticite f Y = 235 MPa . De plus, une imperfection initiale des poteaux a 

ete introduite sous Ia forme d'un faux-aplomb se voulant conforme a l'Eurocode 3 
[CCE 92]. Quant aux assemblages poutre-poteaux, ils ont ete admis parfaitement 
rigides et pleinement resistants. Dans les simulations numeriques, on a suppose que 
les charges evoluent d'une maniere monotone et croissante jusqu'a Ia ruine de Ia 
structure. La figure 15 montre les courbes de type charge-deplacement obtenues 
avec les deux logiciels ; on precise que dans le modele considere ici, chaque barre a 
ete discretisee initialement en 10 elements finis de meme longueur et ensuite un 
element fini de petite longeur a ete ajoute a chaque extremite de poutre afin de 
mieux traduire Ia formation des rotules plasiques (pour sa part, le logiciel PEP 
utilise directement le concept de rotule plastique sans epaisseur). On constate 
l'excellente concordance des deplacements donnes par les deux modeles, y compris 
au niveau de Ia rigidite initiale. 
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Figure 14. Exemple de portique metal/ique 
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Figure 15. Comparaison des courbes 
"charge-deplacement lateral en tete de portique" 
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6.5. Application du modele au cas des portiques mixtes 

A notre connaissance, il n'existe pas de resultats theoriques precis publies dans 
Ia litterature qui auraient permis une confrontation avec le modele presente dans le 
cas de portiques rnixtes souples. L'un des buts essentiels de l'etude qui suit est de 
chiffrer les gains que l'on peut tirer d'une conception en portique rnixte par rapport 
a celle en portique metallique, meme avec une connexion partielle dans les poutres 
rnixtes, sur le comportement global des portiques (resistance ultime, fleche en 
service). 

Pour cela, on a considere un portique a deux travees (figure 16}, en adaptant en 
consequence les dimensions et les conditions de charge du portique calcule 
precedemment (figure 14). Trois types de fonctionnement ont ete etudies. Dans un 
premier temps, le portique est considere au titre de l'ossature metallique seule. Dans 
un deuxieme temps, les poutres metalliques IPEJOO sont supposees fonctionner en 
collaboration avec une dalle de beton (normalement presente) dont les dimensions 
sont donnees a Ia figure 17 (en notant que la largeur de dalle est ici legerement 
inferieure a la largeur participante habituellement adoptee). En outre, trois cas de 
connexion ont ete calcules en pla~ant dans chaque derni-travee de poutre, 
respectivement 17, 12 et 6 goujons (de diametre 19 mm et de hauteur 100 mm) de 
maniere a pouvoir illustrer l'influence des poutres rnixtes en connexion partielle. 
Dans un troisieme temps, les poteaux metalliques HEB200 sont egalement 
transformes en poteaux rnixtes partiellement enrobes de beton (figure 17) ; comme 
dans le cas precedent, trois degres de connexion des poutres sont utilises. 

Les caracteristiques des materiaux sont les memes que celles definies a 
!'occasion des poutres rnixtes calculees en 6.3. 

Les resultats de calcul, pour les trois situations et les trois degres de connexion, 
sont rassembles sur la figure 18 sous Ia forme de courbes "charge-deplacement" et 
sur Ia figure 19 sous Ia forme de courbes "charge-glissement". 11 peut etre constate 
facilement que : 

- les charges ultimes et les rigidites laterales des portiques rnixtes avec Ia dalle 
collaborante augmentent de maniere appreciable par rapport a la situation du 
portique metallique seul ; 

- les charges ultimes augmentent de maniere importante en presence des 
poteaux rnixtes, ceci en raison d'une plus grande resistance de ces poteaux au 
flambement, mais les rigidites laterales des portiques dans ce cas 
n'augmentent que legerement par rapport a Ia situation des portiques rnixtes 
au niveau des poutres seules ; 

- le glissement a l'extrernite des poutres superieures s'arnplifie nettement 
lorsque la connexion des derni-travees de poutre passe de 17 a 6 connecteurs ; 

- en revanche, le degre de connexion n'a pas un effet tres significatif sur Ia 
resistance globale des portiques rnixtes, en presence ou non des poteaux 
rnixtes (figure 18). Une explication· possible de cette observation, mais sans 
doute incomplete, reside dans le fait que Ia structure atteint sa ruine par 
flarnbement avant de pouvoir tirer parti de Ia pleine resistance plastique des 
poutres rnixtes. 
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Figure 16. Exemple de portique mixte 
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Figure 17. Definition des sections des elements de portique 
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Figure 18. Courbes "charge-deplacement lateral en tete de portique" 
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---- 12 connecteurs 

-- 6 connecteurs 

Portiqua mixtu (poutra + potetJUX) 
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Figure 19. Courbes "charge-glissement d'extremite de portique" 

7. Conclusions 

On a presente dans cet article un modele de calcul par elements finis, 
relativement general, applicable non seulement aux poutres mixtes mais aussi aux 
portiques mixtes rigides ou souples. En presence d'effets du second ordre 
geometrique, le choix du glissement a l'interface acier-beton comme inconnue 
nodale a conduit a developper une formulation originate pour le calcul, en repere 
Lagrangien corotationnel, des matrices de rigidite relatives aux deformations 
lineaire et non lineaire ainsi que pour le calcul du vecteur de chargement nodal ; en 
particulier, }'introduction d'une matrice de transformation traduisant les relations de 
compatibilite en deplacements entre les parties acier et beton d'un element mixte 
s'est averee indispensable pour effectuer l'assemblage des elements. 

La bonne precision du modele developpe a ete justifiee par confrontation a 
d'autres modeles numeriques moins genetaux (et meme a une solution analytique) 
sur des aspects particuliers, mais essentiels comme criteres, tels que Ia non-linearite 
geometrique, Ia non-linearite rnaterielle (rotules plastiques), Ia continuite et le 
fonctionnement en connexion partielle de poutres mixtes, etc. 

A titre d'illustration, le modele a permis de constater que, meme en presence 
d'un faible degre de connexion des dalles de plancher avec les poutres metalliques, 
Ia rigidite et surtout Ia resistance ultime des portiques souples peuvent etre 
augmentees de maniere appreciable vis-a-vis de celles de ces memes portiques 
constitues de Ia partie metallique seule. 

Pour terminer, il convient de signaler que le present modele a fait l'objet, a 
l'heure actuelle, d'autres generalisations (ZHA 94) permettant: 

- Ia simulation, jusqu'a Ia ruine, d'une ossature mixte soumise a l'action d'un 
incendie (conventionnel ou naturel), incluant eventuellement l'effet du fluage 
de l'acier a haute temperature ; 
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- )'introduction de differents types d'assemblages poutre-poteau (concepts de se
mi-rigidite, de resistance partielle, etc.). 
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Solution numerique 

v/L u/L e 
0.06637 0.00265 0.09964 

0.13098 0.01037 0.19716 

0.19238 0.02253 0.29078 

0.24951 0.03824 0.37916 

0.30182 0.05654 0.46150 

0.34918 0.07657 0.53756 

0.39169 0.09754 0.60732 

0.42974 0.11891 0.67116 

0.46368 0.14019 0.72939 

0.49397 0.16111 0.78252 

0.55642 0.21065 0.89613 

0.60429 0.25535 0.98751 

0.64169 0.29508 1.06191 

0.67155 0.33030 1.12334 

0.69258 0.35703 1.16793 

0.71360 0.38572 1.21265 

0.73127 0.41143 1.25079 

0.74628 0.43449 1.28349 

0.75920 0.45529 1.31174 

0.77045 0.47413 1.33631 

0.78035 0.49127 1.35782 

0.78915 0.50695 1.37676 

0.79704 0.52135 1.39351 

0.80415 0.53462 1.40839 

0.81063 0.54690 1.42168 

0.81656 0.55830 1.43358 

Solution analytique 

v/L u/L e 
0.06636 0.00265 0.09964 

0.13098 0.01035 0.19716 

0.19235 0.02249 0.29074 

0.24945 0.03817 0.37906 

0.30172 0.05643 0.46135 

0.34901 0.07640 0.53730 

0.39147 0.09732 0.60698 

0.42941 0.11860 0.67065 

0.46326 0.13981 0.72876 

0.49346 0.16064 0.78175 

0.55566 0.20996 0.89500 

0.60325 0.25442 0.98602 

0.64039 0.29394 1.06012 

0.66996 0.32894 1.12124 

0.69397 0.35999 1.17228 

0.71379 0.38763 1.21537 

0.73042 0.41236 1.25211 

0.74457 0.43459 1.28370 

0.75676 0.45468 1.31107 

0.76737 0.47293 1.33496 

0.77670 0.48957 1.35593 

0.78498 0.50483 1.37443 

0.79239 0.51886 1.39084 

0.79906 0.53182 1.40547 

0.80510 0.54383 1.41854 

0.81061 0.55500 1.43029 
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