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RESUME. Le but de cet article est de développer des modéles éléments finis de coques non
linéaires en grandes rotations. L'originalité de l'approche proposée consiste a travailler
par rapport a la position finale de la coque mesurée dans une base cartésienne, fixe au
cours du mouvement. Apres une bréve description du modéle de coque géométriquement
exact utilisé, cet article introduit deux approximations par éléments finis qui ont été
développées pour l'occasion. La premiére utilise un élément fini conforme d'Argyris, la
seconde des triangles de type DKT. Dans les deux cas, les degrés de liberté sont la valeur
de la position de la surface moyenne de la coque et de ses dérivées. Le comportement de ces
modeles est illustré par quelques calculs significatifs.

ABSTRACT. The purpose of this work is to develop finite element models for geometrically
exact nonlinear shells. The originality of our approach is to work in a fixed cartesian
basis. After a brief introduction of the shell model, the paper presents two finite elements
approximations specially developed for this problem. The first uses conforming Argyris
triangles, the second develops nonlinear DKT triangles. Both models use the final
position of the middle surface and its derivatives as degrees of freedom. They are then
validated by several numerical tests.
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1 Introduction

De nombreux problémes industriels récents se posent en terme d’interactions
fluides structures en grands déplacements. A titre d’exemple, certains com-
posants hydrauliques utilisés dans les amortisseurs automobiles comportent des
clapets souples qui se déforment sous la pression de 'huile en écoulement. Le
réglage de ces clapets est délicat et nécessite de comprendre comment la défor-
mation des clapets est couplée a I’écoulement de I’huile minérale. Le méme type
de probléme se retrouve en biomécanique pour le calcul d’écoulements sanguins
dans des artéres déformables ou en aéronautique pour ’étude des vibrations
aéroélastiques de grandes amplitudes.

Pour tous ces problémes, il est essentiel d’avoir une description aussi fine
que possible de la géométrie du solide déformé. Ce solide est assimilable le plus
souvent a une coque en grands déplacements. L’étude de ces coques par analyse
classique en base locale est délicate car le mouvement de la base locale au cours
de la déformation est difficile a gérer et toute approximation a ce niveau fausse
fortement le résultat du probléme couplé. Pour cette raison, notre approche
utilise le modeéle de coques géométriquement exact. écrit indépendamment de
toute base locale, tel qu’il est proposé par J.C. Simoet D.D. Fox [SIM 89]. Nous
le particularisons ici au cadre des coques minces {CAR 95], et proposons une
approximation de ce modele en base cartésienne, ou bien par des éléments
finis conformes d’Argyris, ou bien par des éléments finis non conformes de type
DKT [BAT 83].

Nous nous bornons a ’étude de coques en régime stationnaire, ce qui per-
met de traiter les problemes de couplage fluide-structure non linéaires a basse
fréquence. L’étude des régimes instationnaires (flottement aérodynamique,...)
est plus complexe, non pas & cause des forces d’accélération de la structure qui
sont faciles a prendre en compte, mais a cause des difficultés de modélisation
et de calcul des forces aérodynamiques instationnaires associées.

Aprés une bréeve description du modeéle de coque géométriquement exact
utilisé, cet article introduit les deux approximations par éléments finis qui ont
été développées pour l'occasion, et illustre leur comportement par quelques
calculs significatifs.

2 Le Modele

2.1 Introduction

Une coque est un objet tridimensionnel dont I'une des dimensions car-
actéristiques (l’épaisseur) est faible par rapport aux deux autres. A ’aide
d’hypotheéses cinématiques adéquates, ’étude de cet objet et de ses déforma-
tions se ramene a un probléme bidimensionnel formulé sur sa surface moyenne
en configuration de référence.
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Le modéle de coques minces présenté prend pour inconnue principale la po-
sition de la surface moyenne de la coque et de sa normale a chaque instant. Il
est dit géométriquement exact car il s’écrit indépendamment de toute base
locale (calcul intrinséque) et calcule les déformations de la surface moyenne de
maniére exacte méme en présence de grands déplacements (aucune approxima-
tion de la géométrie, transport exact, prise en compte des termes quadratiques
dans les déformations de membrane et de flexion). Aprés linéarisation, il se
réduit au modele de coque mince de Koiter [KOI 66].

Remarque : une plaque est une coque dont la configuration au repos est plane
et qui ne subit, au départ, que des déformations de flexion. Dans le cas de
grands déplacements, une plaque résiste aussi en membrane aprés déformation
et se comporte donc dés lors comime une coque.

2.2 Cinématique

L’hypothése cinématique fondamentale d’un modéle classique de coque est
celle des fibres indéformables. Autrement dit, on définit dans une configuration
initiale donnée la surface moyenne w, de la coque et un champ de vecteurs
directeurs unitaires normaux

1°:w, — S? C IR (1)
tel que tout point M de la coque s’y décompose en
M = m+€8°(m), m € w,,€ € [—e(m), e(m)]. (2)

On suppose ensuite que la position de chaque point Af en toute configuration
ultérieure reste de la forme

z(M) = ¢(m) + £t(m) = z(m, ), VM. (3)

Avec ce choix, la fibre des points matériels M associés a un point m donné de
la surface moyenne se transporte sans déformation au cours du mouvement, et
la configuration tridimensionnelle de la coque est, aprés déformation

C={z = ¢(m)+&(m),m € w,,£ € [—e(m),e(m)]}. (4)
Les inconnues caractérisant le mouvement sont donc les applications
¢ 1w, — IR3,
tiw, — S% (5)

La quantité 2e(m) représente 1’épaisseur locale de la coque le long de la direc-
tion t(m).

Remarque : L’hypothése des fibres indéformables n’est pas une hypothése de
comportement physique. La fibre peut se déformer dans le déplacement réel et
cette déformation est en général prise en compte dans les lois de comportement
par le biais d’une hypothese de contraintes planes. On ignore simplement ici
cette déformation au niveau de la description du mouvement.
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Figure 1: Description bidimensionnelle du mouvement de la coque

2.3 Hypothése de coque mince

Dans ce qui suit, nous supposons de plus que la coque est infiniment rigide
en cisailllement. En conséquence, chaque fibre t reste normale a la surface
moyenne au cours de la déformation (hypothése de Kirchhoff). On a donc

solt encore

-

X ¢
t=g¢)= 2—2 ==V, (6)

Y
—
x
-
‘:\’_
L=

d
avec Vo = ——g(m) et 7 = |V|, le jacobien de la transformation ¢.
= m hid

0

2.4 Mesure des déformations et des contraintes

On cherche & mesurer la déformation complete de la coque entre la con-
figuration initiale et la configuration actuelle rapportée a une surface moyenne
de référence & = (¢°)"!(w,) donnée, indépendamment de tout mouvement
rigide (grandes rotations y compris). Pour cela, on introduit classiquement
deux tenseurs surfaciques € et P qui mesurent respectivement les variations
d’étirement dans le plan tangent a la surface moyenne et les variations de cour-
bure de la surface moyenne :

o déformation de membrane
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1

s:i(C—C"):%(VgT-VQ—Vg‘:T-Vf), (1)
o déformation de flexion
p=K-K°=(VeT -Vt-Vg¢T V). (8)

Ici C mesure les dilatations dans le plan tangent a la surface moyenne,

et K mesure les variations de la normale ¢t quand on parcourt la surface
moyenne le long d’une ligne matérielle. C’est une mesure de la courbure
de la coque.

Remarque : Par abus de notation, les inconnues ¢ et ¢ et la donnée t° sont
dénotées de la méme maniére qu’on les définisse sur la configuration initiale w,

(o N . -1
ou qu’on les transporte sur la surface de référence & par composition avec ¢°~ .

Avant d’écrire le principe des puissances virtuelles, on cherche aussi a ex-
primer le travail des efforts intérieurs en le décomposant en deux parties. La
premiere donne le travail fourni dans une déformation de membrane, la deux-
1eme dans une déformation de flexion.

On introduit donc les équivalents coque (pour notre modele) du tenseur
des contraintes de 1’élasticité tridimensionnelle. Ces tenseurs ;iw et m,, sont
définis sur la configuration actuelle w = ¢(w) et

~
e 7, mesure les résultantes des contraintes dans la surface moyenne,

e m, mesure le moment de flexion par rapport a la surface moyenne.

2.5 Principe des Puissances Virtuelles et Formulation variation-
nelle

Comme nous ’avons décrit précédemment, sous I’hypothése de cisaillement
nul, ’ensemble des configurations cinématiquement admissibles de la coque est
donnée par

CA = {(,9(8)) & — IR® x §%

{(¢
¢ et g($) vérifient les conditions aux limites cinématiques }.

On définit Pespace des variations (6¢, 6t) cinématiquement admissibles de
la configuration de la coque comme ’espace tangent & CA autour de la config-
uration actuelle

Vo= {(86,80) & — IR® x IR®, 6t = Vg(9) - 6¢

8¢ et &t vérifient les conditions aux limites cinématiques }.
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A chaque variation ¥ = (84, 6f) € V sont associés un étirement élémen-

taire 6 = %%.@ et une flexion élémentaire §p = a—%%.(%,ﬁ) de la surface
moyenne.

On se place maintenant en configuration actuelle (& = w) et on suppose que
les efforts intérieurs travaillent au cours du mouvement de la fagon suivante :

Dans toute variation élémentaire (6¢,6t) de la configuration de la coque,
les efforts intérieurs travaillent sous la forme :

—dW; =n, 16, +m, : 8p,,
oumn, :6€, estle travail intérieur des efforts de membrane dans l'élirement
élémentaire b€,
et my, : 6p,, est le travail intérieur des efforts de flexion dans la flexion
élémentaire 6p .
En appliquant le principe des puissances virtuelles, le probléme variationnel

d’équilibre s’écrit alors en configuration actuelle

gy = /( tbEy+my 1 6p )V dw — Gep(¥Y) =0 YVeEV., (9)
Ici, Gert(V) est la somme des travaux des forces extérieures i.e. :
Guuel) = [ (£88+mbdo (10)

+ / gn-éﬁdl“+/ g_m~6§cll“, (11)
w ow

avec f et g, (resp. met g ) la densité des efforts (resp. moments) extérieurs.
Dans le cas d’un chargement en pression d’intensité AP, on aura en particulier

Geat(V) = / APt.6dw. (12)

Cette formulation des équations d’équilibre est I’écriture classique de la
théorie des coques minces [DEST 90], les variantes éventuelles portant sur la
définition du tenseur de courbure.

2.6  FEquations d’équilibre en configuration de référence

Dans cette formulation (9), les efforts n, et my, les déformations £, et p,
et le domaine d’intégration w se rapportent a la configuration actuelle inconnue
w. Cette formulation est donc indépendante du choix de la configuration de
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référence @, malis est peu pratique pour les calculs, surtout dans le cas de
grandes rotations.

Pour obtenir une formulation adaptée au calcul, il suffit ensuite de choisir
une configuration de référence w simple (une configuration plane ou une configu-
ration initiale) et de ramener toutes les intégrations au domaine w {formulation
lagrangienne). Par ce changement de variable, le probléme prend alors la forme

6w = [iGi b +miEp)V) db - Cenlk) =0, VREV. (13

Ci-dessus, les déformations € et p sont maintenant calculées sur la con-
figuration de référence w & l’aide des formules (7) et (8). Quant aux efforts
intérieurs il se transportent suivant la formule classique

n= (Vo) -m, - (Vg)T
m=(Vg)™'my - (Ve) T,

2.7 Lois de comportement et probléme final

Pour résoudre notre probléme, il nous faut enfin définir les lois de com-
portement reliant efforts intérieurs et déformations.

Nous postulons un comportement hyperélastique pour la coque ; on montre
alors [CAR 95] que nécessairement n et m dérivent d’un potentiel unique ¢ =
¥(m, €, p) appelé densité d’énergie élastique selon les lois de comportement :

~ Y
J =1 aey
m 6¢
jm = j° -

Ici, j° (resp. j) dénote le jacobien de la carte ¢° donnée (resp. ¢ inconnue)
qui, & tout point matériel m de la surface &, associe sa position initiale ¢°(m)
(resp. actuelle ¢(m)). La connaissance de ¢° nous permet aussi de calculer la
dilatation initiale C, = (V¢°)TV¢° et le vecteur normal initial 1° = g(4°).

Si nous supposons de plus que le matériau est élastique et isotrope dans
sa position au repos w, et si on se place dans le cas de petites déformations et
grands déplacements, I’énergie hyperélastique ¢ prend alors nécessairement la
forme classique

(e, p) = 24(1+,,)[T7(C' p C7lp)+ 15 (Tr(CT1p)) )

+ 2(1+|/)[T7(C le Crle) + 75 (Tr(Cy en?].
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Apres report de ces lois de comportement dans les équations d’équilibre,
le probleme de calcul de I’équilibre d’une coque hyperélastique en grands dé-
placements prend la forme finale :

Trouver ¢ : & — IR3 tel que

0% 5o L O s vae -
/u;] (06 : b + 3 18P — Gere(V) = 0,

V(§4,6t) € V. (14)

3 Discrétisation en Eléments Finis

3.1 Principe de discrétisation

Le probléeme de coques minces en grands déplacements décrit & la section
précédente permet de tout ramener au calcul de la position finale ¢ : @ — IR®
de la surface moyenne. La connaissance de ¢ permet de déduire la position ¢
de la fibre normale par (6) et de calculer les déformations de membrane et de
courbure par (7) et (8).

L’1dée fondamentale de notre approche est de décomposer ¢ en base cartési-
enne

3
B(m) =>_¢'(m) e, (15)
i=1

et d’approcher séparément chaque composante ¢' par éléments finis. Les de-
grés de liberté des éléments finis seront ainsi les valeurs de ces composantes
cartésiennes de ¢ et de leurs dérivées & chacun des noeuds du maillage utilisé.

Par rapport aux approches classiques,

¢ Dinconnue est la position finale ¢ et non le déplacement;

e les inconnues ne sont pas décomposées en base locale au niveau de
I’élément fini, mais sont toujours gardées sous forme cartésienne, méme
au niveau local. Les calculs locaux n’utilisent donc aucun élément de
géométrie différentielle;

e nous n’avons aucun degré de liberté en rotation de normale, car tout est
exprimé en gradient de position. Ceci exige plus de degrés de liberté
par noeud (en régle générale, on remplace trois composantes de rotation
par les six composantes de Y ¢), mais on évite tous les problemes liés
a la prise en compte des “drilling rotations” et toutes les difficultés de
représentation des grandes rotations par un unique vecteur rotation élé-
mentaire.
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Remarque : Le comportement membranaire de nos éléments finis est amélioré
par deux ingrédients : la prise en compte de la courbure de w, dans le calcul
de notre énergie de déformation, et le traitement & I'identique des déplace-
ments membranaires et normaux de la surface moyenne, ce qui enrichit de facto
la représentation éléments finis des déplacements membranaires de la coque.
En revanche, ces ingrédients ne permettent pas de résoudre les problémes de
blocage globaux de type “membrane locking”.

3.2 Approzimation par éléments Argyris

La résolution du probleme de coque sans cisaillement par une méthode
conforme nécessite une approximation par éléments finis de classe C! sur le
domaine. En effet, les lois de comportement utilisent la courbure K qui néces-
site le calcul du gradient de la normale ¢ (K = vel . Vi), donc d’une dérivée
seconde de ¢. Nous avons choisi I’élément le plus précis, Argyris [ARG 68], qui
réalise une interpolation de type Hermite 4 I’aide de polynémes de degré cingq.

Figure 2: Elément d’Argyris

Pour ce choix, la position ¢ de la coque est approchée sur chaque élément
fini triangulaire T par

3

Gy = D IDLLC(#)]1xat [Plarxs €. (16)

i=1
Dans cette formule, [DLLC(¢")] désigne I’ensemble des degrés de liberté
sur la déformation ¢, dans la direction cartésienne e;, définis localement sur le
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triangle considéré, et a pour expression :

[DLLCW)] = [(¥(a1) $(az) ¥(as) Dib(ar)(as — ar)
Dij(ar)(az — ar) Di(az)(ar — az) Dy(az)(az - az)
Dip(as)(az — as) Di(az)(ar —az) D*(ar)(as — a1)?
D*§(a1)(a1 — a2)® D*(az)(ar — a3)? D*(as)(as — as)?
D?(a3)(az ~ as)? D*(as)(as — a1)* D*p(ar)(az — as)?

D*¢(az)(az — a1)? D*(as)(a; — az)® Dyp(hi)(a; — c1)

{ Dip(ba)(as — c2) Dip(bs)(as — c3)].
(17)
Par ailleurs, [p] représente les polynomes de base de I’élément et s’exprime
en fonction des coordonnées barycentriques du point m € & et des paramétres
d’excentricité

C,‘b‘

=2 —— i=1,2,3, (18)
Ai—1Q541
par la formule
[Plaix1 = [Aolarxar [Alaix1 + [ O21x1s | Ay 21x3 | [Al21xi. (19)
Ici, [Ao] et [A] sont définies comme suit :
r4 0 0 20200 0 0 0 40400 0 0 0O 8 O 0 0 60 60
4 0 0 0 20200 0 0 0 40400 0 O 80 O 60 O 60
4 0 0 0 0 20200 0 0 0 40400 0 80 60 60 0
4 0 00 0O 160 0 000 16 0 0 0 34 -2
4 0 0 00 0 160 0 0 0 16 0 0O 0 -20 34
4 0 0 00 O 160 0 0 0 16 0 -20 0 34
4 00000 16000 16 0 34 0 -20
4 000001600 0 18 34 -20 0
4 0 0 006 0 160 0 16 -20 34 0O
2 00 0 0 0 2 4] 0 0 3 -2
PR 200002 0 0 0 -2 3
°=3 2 0000 2 0 -2 0 3
2 0000 2 0 3 0 -2
0 2 00 0 2 3 -2 0
2 0 0 2 -2 3 o
-2 0 0 0 2 2
-2 0 2 0 2
-2 2 2 0
64 0 0
64 0
64
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et
T
3
[ 0 6017, —607m3 ] A3
—60m, 0 6073 Mz
60m —G0me 0 PLBW
0 143, 0 M A
0 0  —ldng A A
0 0 1493 PYIp Y
—l4n, 0 0 PEDY
1 14m 0 0 A3 /\gj
(Anlaixs = 1 0 —ldn, 0 v (Al = AP Az
0 m 0 A3 A2
0 00— 3 /\g /\g
0 0 73 A3 A2
- 0 0 A3 AP
eta.1 0 0 /\:13 /\Q /\3
0 —m 0 A A3 A
M As A3
L O6x3 ) AL A3 A3
PLBWY:
L AT A3 ]

Le probléme discret est maintenant obtenu en reportant cette expression
de ¢, (et de 69}2) dans le probléme continu (14). Pour l'intégration numérique
nous utiliserons le schéma de Lyness-Jespersen [LYN 75] & 16 points de Gauss.

L’élément d’Argyris a été utilisé par Bernadou [BER 94] pour approcher
le probléme linéaire de Koiter et a été testé sur plusieurs exemples numériques
[CAR 90]. Ces tests permettent de mettre en évidence sa robustesse et sa
grande précision. On constate en particulier que la solution est souvent atteinte
pour un maillage a deux éléments.

Par contre, sa mise en ceuvre présente quelques inconvénients :

e L’espace des fonctions de base est ’ensemble des polynémes de degré 5
dont la dimension est 21, ce qui porte a 63 le nombre de degrés de liberté
utilisés pour approcher localement les trois composantes de la position.

e La définition des degrés de liberté étant locale & chaque élément, il
faut revenir a des degrés de libertés globaux pour réaliser 'opération
d’assemblage.

e Les degrés de liberté utilisant la dérivée seconde de la position n’ont
pas d’interprétation mécanique et rendent difficile la prise en compte des
conditions aux limites cinématiques.
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16 noeuds
[ [
COORDONNEES BARYCENTRIQUES ORDRE DE POIDS
($1, €2, 1 —¢1 — €2) MULTIPLICITE
3.333333333333333Q-01 | 3.333333333333333Q-01 1 1.443156076777862Q-01
8.141482341455413Q-02 | 4.592925882927229Q-01 3 9.50916342672850Q-02
8.989055433659379Q-01 | 5.054722831703103Q-02 3 3.245849762319812Q-02
6.588613844964797Q-01 | 1.705693077517601Q-01 3 1.032173705347184Q-01
8.394777409957211Q-03 | 7.284923929554041Q-01 6 2.72303141744349Q-02

Schéma d’intégration numérique

Figure 3: Schéma de Lyness-Jespersen a 16 points

3.3 Approzimation par éléments DKT

Pour surmonter les difficultés techniques associées a ’élément fini d’Argyris,
on se propose d’utiliser une approximation par éléments finis mixtes non con-
formes de type DKT (Discrete Kirchhoff Triangle). Dans ce cas, I’espace discret
des solutions admissibles n’est pas inclus dans 'espace continu : ces éléments,
largement utilisés dans les grands codes industriels, sont de classe C°. Ils per-
mettent cependant une approximation trés fidele des coques minces sans ci-
saillement.

La méthode DKT [BAT 83], [DHA 70] que nous généralisons ici pour des
coques géométriquement exactes, consiste a approcher ¢ et son gradient in-
dépendamment I'un de I'autre dans des espaces d’éléments CP, et & introduire
un certain nombre de contraintes sur I’espace discret en un nombre fini de
noeuds de fagon & satisfaire globalement le lien entre ¢ et son gradient. Ces
contraintes sont les équivalents discrets des hypotheéses de Kirchhofl-Love.

Pour rester cohérent avec la mécanique, le terme de membrane, qui ne fait
intervenir que la dérivée premiére de ¢, est calculé a ’aide du gradient exact
de ¢, tandis que le terme de flexion est calculé & I’aide du gradient DKT (ou
approché) de 9.
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Les hypothéses de ”Kirchhoff-Love” discrétes

On note @, et q les approximations de ¢ et V4. On parlera de gradient
exact pour V(g,) et de gradient approché pour 9, = (Vé)n. On a donc
3 + 6 inconnues en chaque point. B

On définit a;,_, ,, les sommets d’un triangle quelconque 7" du maillage de

@, 77, et vy, la tangente et la normale au k'€ coté 9T} de ce triangle et on
introduit les coordonnées barycentriques A; sur ce triangle.

Pour approcher nos 9 inconnues, on choisit d’utiliser les espaces d’éléments
finis P’3-Hermite pour chaque composante de ¢ et P2-Lagrange pour chaque
composante de V¢ ce qui fait 3 x 9+ 6 x 6 = 63 degrés de liberté a priori par
triangle. On se raméne & 27 degrés de liberté par triangle (9 par noeuds) en
imposant les contraintes suivantes sur le gradient approché :

¢ 18 contraintes aux sommets ay, k = 1.3 : le gradient approché de ¢
est exact aux sommets de chaque triangle : '

g (ar) = Bad’ (ar); (20)

¢ 9 contraintes normales moyennes sur les c6tés 9T du triangle :
le gradient approché normal a un c6té est linéaire et est donc uniquement
déterminé par ses valeurs aux sommets :

(¢ — Z [V(éh)(ai)]/\,-) -y, = 0sur 0T; (21)

=h
1€0T

¢ 9 contraintes tangentielles intégrales sur les c6tés 97, du trian-
gle : le gradient tangentiel est en moyenne exact sur chaque coté

(@, ~ V(@) - zr,dT =0.

Du fait du choix de I’élément fini pour g, ces derniéres contraintes sont

vrailes localement et {'on peut écrire :
(gh -V(4,)) 77, = Osur 87} . (22)

Ce choix de contraintes nous permet de calculer ¢ en fonction de ¢, et

- . . - _h'- ’
d’obtenir une expression analytique assez simple du gradient approché en fone-
tion des degrés de liberté de ¢.

Expression du gradient approché

Pour plus de simplicité, nous travaillons séparément le long de chaque di-
rection cartésienne et notons
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u:¢’;l

eme

4= 1' =1 colonne de q,

i
h

Dans les espaces d’éléments finis choisis, la jeme composante de la position

/. et son gradient @, s’expriment sur chaque triangle par

u= Zu(ai)/\i +biip1 At F it A A

i

0= Zﬁ(ai)/\i +40; i1 Ai i
:

La prise en compte des contraintes de Kirchhoff-Love discrétes nous permet
alors de simplifier ’expression de § :

o les 6 contraintes aux noeuds permettent d’exprimer §(¢;) en fonction de
Vu(a;). On a donc
0(ai) = Vu(a;) ;

o les 3 contraintes “normales” permettent de lier les 2 composantes de #
entre elles. Elles expriment que §;;, est nécessairement colinéaire au
vecteur a;a;4; :

6= ZVU DA + 4o ip1 hidig1 i
e les 3 contraintes “tangentielles” permettent d’écrire sur chaque ¢6té du

triangle ’équation différentielle d,u = @ - ]%% qui s’integre facilement
Gy
pour donner explicitement a;; en fonction des degrés de liberté de u :

u(as) ~ u(es) = 5[Vules) + Vuley)] - 0ig; + 2

2
aijlaia;|
Finalement, on obtient

aidiy1

4= Z Vu(a:)di + 6V (w)hidi1 =—= (23)

| 1.01+1|

V() = T [u(a) = u(ei)  5[Vuler) + Yu(e;)] - asa;]

|a;a;]

est une moyenne de la dérivée seconde de u sur a;a;.

Ce gradient approché ainsi construit posséde des propriétés particuliéres :
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o il est continu en tout point du contour d’un élément avec une variation
linéaire pour (V¢)y - v et quadratique pour (V¢)s - T,

o il dépend de la géométrie du triangle considéré (en configuration w) car
les hypothéses DKT ne sont pas affines invariantes (elles font intervenir
les normales). En revanche, ij est intrinseque,

e il est exact pour un déplacement quadratique,
e il est invariant par rotation et par homotéthie dans le plan du triangle.

Remarque : On reste cohérent avec le modeéle de coque mince puisque les
hypothéses de Kirchhoff-Love sont satisfaites en tout point du contour d’un
élément. En outre, aucune interpolation de ¢ n’est nécessaire a 'intérieur de
I’élément pour le calcul de la matrice de rigidité.

Remarque : Puisque 'on posséde une expression analytique du gradient ap-
proché en fonction des degrés de liberté de ¢, il nous suffit de discrétiser chacune
des composantes de ¢ dans ’espace P’3-Hermite et d’en déduire explicitement
ce gradient approché. Les degrés de liberté de 1’élément sont donc les valeurs
de la position ¢ et de ses gradients en chaque sommet (neuf valeurs par sommet
au lieu de six degrés de liberté pour un élément de coque classique).

Remarque : Le rotationnel V x (V@) est non nul ; il est du méme ordre que
V¢. Pour rester cohérent avec le fait que le gradient du gradient approché est
une dérivée seconde de ¢, on symétrise les dérivées croisées dans V(th).

Implémentation

Pour plus de simplicité algébrique, on travaille d’abord avec des degrés de
liberté locaux. Chaque composante ¢}, s’écrit donc sous la forme :

u(z) = [u0:]” [7)

[ulOC]T = [u'(al)vu,)q (al)vu.ks (al)iu(G'?)vu,f\Q(a‘?)vu,Aa (‘I‘?):U(a-’i):u./\y(“‘G)v“)\a(af))] '

et [p] la matrice colonne des 9 polyndmes de base associés a ces degrés de liberté
locaux, calculés de fagon a préserver la symétrie du triangle [BAT 83]

D1 = /\?(3—2/\1)4-2/\1/\2/\3
p2= AAa+ i)

p3 = /\%/\3 + %/\1/\2&;

pPa= A3(3—2X) + 20 dahg
ps = A3 = A2 — XA

pe = AA3+ %/\1/\2/\3

Pr= A3(3—2X3) 4+ 2\ A3
ps = /\2/\§+%/\1/\2/\3

Po = /\g - /\g - )\1/\2/\3.
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L’écriture du gradient approché dans la base (A2, A3) est plus simple que
dans la base cartésienne (x,y) définie sur &. On a en effet sur chaque triangle T

o¢* _3¢k sk O _
(m)h—m(m)z\,+§vu(@ (w-mﬂ)/\,z\] 3=2.23.

Pour ce choix, le produit scalaire entre parentheses est facile a calculer.

Puis, a ’aide du gradient de déformation du triangle considéré, on calcule
les polynémes de base (et leurs dérivées) associés aux degrés de liberté globaux
dans le repére cartésien. On peut alors écrire :

u(z) = [ugio)” [P}

[uglob]T = [u(a1), vo{a1},w y(a1), u(az), v z(az), v y(az),u(as), u(as), v y(as)] .

Remarque: On utilisera ici un schéma d’intégration numérique a 3 points (le
plus simple possible), exact pour des polynémes de degré 2 suivant la relation

3
[ @) dz =Y o flz0)
T k=1

Les 3 points sont les milieux des cotés du triangle T.

3.4 Ecriture et résolution du probléme discret

Aprés discrétisation par éléments finis et développement de I'inconnue dans
la base d’éléments finis choisie, le probléme d’équilibre & résoudre est approché
par

Trouver ¢, = ) ¢ ffpg tel que
Gr(¢,)=0, VL€ {(i.l), i=1.3, L=1.N}. (24)
Ici gz a pour expression
Ge(8,) = G(¢,.Pp)
lix oy .
[ (Ghee)pte) er+5htete,) o) or) o

— | (G- Pp+gm-ty) do
o L L

_/_]ﬂn'PE dF—/.]gm-tidF,
) oW
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oll €7 et py représentent la dérivée des déformations le long du vecteur de hase
global Py,

€r(pn) =Ve(e,) Pp,

pilen) =Vp(¢,) Pr.

La méthode choisie pour résoudre le probleme d’équilibre discret (24) est la
méthode de Newton-Raphson. Celle-ci consiste a remplacer, a chaque itération
dans Péquation (G = 0), la fonction G par son développement limité a I’ordre
1 au voisinage du point QZ On obtient alors la procédure suivante :

-1
aG(¢,")
n+l __ n —h n
R @
que l’on écrit sous forme matricielle :
ot = ¢ — (A" G (26)

Ici A", la matrice jacobienne, et G™, le second membre, s’expriment dans la
base { Py} par

an = 20r)
LR 8Py
I N 0¥(8,") al e
= /w] |:€I:' 17'2—1—2 i + a;h CEPR dw
o o D), A CT0 N

I ewen . awen ]
+ /w_] I:/)K Z—asz:pE + 3—;hpik dw

(27)
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G% = Gp (Eéhﬂ)
op(e)) . ey 1 L.
:/(D[—a‘;—h:ez +——#:pi}]d¢a

(28)

—L(]E-Pi-i‘]ﬂ-tz) dw

—/ J9 -PEdF—/ g -ty dl,
2. B

€7 g Pr g et tp g désignant les dérivées secondes des tenseurs complets de
déformation €, p et ¢t = g(¢) dans les directions des fonctions de base

EfR = VzE[PE'PK'] )
prg = V?p[Pg, Pgl,
trx = V[P, Pgl.

Si besoin est, cet algorithme de Newton peut étre amélioré par I'introduction
d’une boucle de continuation par longueur d’arc [CRI 90].

4  vValidation numérique

Nous avons effectué plusieurs tests afin de valider modele et éléments finis.
Les exemples que nous avons traités sont souvent utilisés dans la littérature.
Ils sont intéressants car, soit on dispose d’une solution analytique (dans le
cas petits déplacements), soit ils sont caractéristiques d’une coque qui résiste
davantage en flexion (plaque) ou davantage en membrane.

4.1 La poutre en flexion sous un chargement uniforme

Ce test nous permet de valider notre modeéle en flexion. On considére une
plaque isotrope carrée de longueur { = 4 mm et d’épaisseur e = 0,2 mm. Le
module de Young du matériau vaut E = 621.000 MPa.

Cette plaque est encastrée sur I'un des cotés et on lui applique un charge-
ment uniforme et normal P = (0,026 bars.

Nous possédons une solution analytique de ce probléme dans le cas d’une
poutre en petits déplacements. Par un calcul classique de résistance des matéri-
aux, on obtient le déplacement normal v (la fleche) en tout point d’abcisse z
de la poutre :

w

51E] [z* — 162® + 9627

v(z) =
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POUTRE en FLEXION sous Chargement uniforme {0.026 bars) - Domaine LINEAIRE
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Figure 4: Poutre en flexion

ol w est la densité de charge linéique qui vaut P x I, et I est I'inertie en flexion
de la poutre (second moment) qui vaut, pour une section rectangulaire ! x e,
I= %.

On compare notre calcul (DKT non linéaire) 4 la solution analytique et a
la solution obtenue avec I’élément fini DKT Plaque implémenté dans le code
Modulef. Les résultats sont quasi-identiques (Figure 4).

Il est remarquable de noter que sur cet exemple, les matrices de rigidité
élémentaires obtenues avec notre élément et avec ’élément DKT Plaque sont
rigoureusement identiques. Les différences de résultats sont dus a un traitement
imparfait du second membre élémentaire pour 1’élément DKT Plaque.

4.2 La toiture cylindrique de Scordelis-Lo

Ce test est caractéristique d’une coque qui résiste essentiellement en mem-
brane.

On considere une toiture cylindrique de rayon de courbure R = 300 pouces,
de longueur ! = 600 pouces et d’épaisseur e = 3 pouces. Son module de Young
vaut E = 30 Mlb/in? et son coefficient de Poisson est supposé nul.

Cette toiture est posée aux deux extrémités courbes et est soumise a un
chargement uniforme assimilable & la gravité. Les symétries rencontrées per-
mettent de ramener ’étude du probléme & seulement 1/4 de la toiture.

On s’intéresse au déplacement du point latéral B. On observe une bonne
convergence vers la solution analytique du probléme linéaire (Figure 6).
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Deplacement du point B

Figure 5:  Toiture de Scordelis-Lo

TOITURE cylindrique de SCORDELIS-LO (1964) - Domaine LINEAIRE
T T T T T T T

T

T

solution exacte ----
DK

T -o—
Argyris -+--
.'4—. + + v 3
.1
1 1 i | 1 J 1 1 1 1
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Nombre d'inconnues

Figure 6: Solution linéaire
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4.3 Un probléme de flexion pure

Le but de cet exemple est de tester le comportement du modéle en grandes
rotations. On considére une poutre, de longueur L = 10 cm et d’épaisseur
e = 0,1 cm, initialement droite. Elle est encastrée a un bout et soumise a
I’autre extrémité & un moment résultant de densité g,, qui la fait tourner autour
de Paxe (OX) et la fait se refermer sur elle-méme (Figure 7). Son module de
Young vaut E = 1210% N/mbozem? et son coefficient de Poisson est nul.

Figure 7: Position de la poutre avant et aprés déformation

On suppose que la structure travaille en flexion pure, c’est & dire que les
efforts résultants de traction agissant sur la surface moyenne de la coque sont
nuls. Il existe alors une configuration circulaire solution de ce probléme, ot le
moment résultant de flexion vaut [CAR 95]

Ee® R?
{=~——¢esQey, 29
12 R:g 6 y ( )
avec

EZI_S_R?,‘

It R, = 5r et R désigne le rayon du cercle formé par la poutre déformée.

A convergence, D'erreur relative entre le moment résultant A obtenu et
le moment calculé analytiquement (29) est de 0.058% pour un maillage a 4
éléments d’Argyris (Figure 7).

Sur le tableau ci-dessous nous avons représenté la valeur de I’énergie de
déformation et du résidu a chaque itération en initialisant 1’algorithme par
Pinterpolée de la solution analytique. La convergence est quadratique.
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l nbr.itér l g1 J ”‘152_1 — ¢4l 4]
1 591 510772
) 1 151077
3 6107° 16 10-9

D’autres exemples de problémes en grandes rotations peuvent également
étre trouvés dans [IBRA 94], ou ils sont traités par une technique numérique
totalement différente.

4.4 La coque peu profonde de Simo

Ce test couple résistance en flexion et résistance en membrane et est un
cas classique de flambement de coque.

On considére une coque peu profonde (i.e. faiblement courbée au repos)
cylindrique de rayon de courbure R = 2540 mm et de longueur | = 254 mm.
Son module de Young vaut £ = 3102,75 N/mm? et son coefficient de Poisson
v = 0,3. Cette coque est encastrée sur ses deux cotés droits.

On déforme la coque de la fagon suivante :

e soit on applique une force ponctuelle au point central (pilotage en force),
e soit on force le déplacement de ce point {pilotage en déplacement).

Comme pour le test précédent, on n’étudie que le 1/4 de la coque et on fait
le calcul pour 2 épaisseurs différentes e; = 6,35 mm et e; = 12,7 mm.

Pour les deux types de chargement, les solutions sont calculées ici par
I'algorithme de Newton global (25). S’il est initialisé par la solution ¢ = ¢ _, cet
algorithme converge en moins de huit itérations quel que soit le cas de calcul
(cf. tableau ci-apres).

On s’intéresse également a la relation entre le déplacement du point central
B, du point latéral C et la force ponctuelle appliquée en B (Figure 8).

Les résultats sont comparés aux résultats obtenus par Simo [SIM 90] ou
par d’autres auteurs. On remarque que méme pour un maillage relativement
grossier (2 éléments Argyris ou 98 éléments DKT), les résultats sont tout 4 fait
satisfaisants.

Dans le cas de ’épaisseur €3, les résultats se dégradent un peu mais restent
indépendants de 1’élément fini. On atteint les limites du modéle de coque mince
qui néglige les efforts de cisaillement dans ’épaisseur, hypothése non valable
pour des coques relativement épaisses (Figure 10).

Enfin, pour compléter ces résultats, nous avons représenté ci-aprés le nom-
bre d’itérations et le temps calcul sur HP735 nécessaires pour obtenir les so-
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COQUE peu profonde (epaisseur 6.35mm) soumise a une FORCE PONCTUELLE au centre
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Figure 8: Cas de flambement
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Figure 9: Comparaison avec d’autres éléments
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COQUE peu profonde (epaisseur 12.7mm) soumise a une FORCE PONCTUELLE au centre
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Figure 10: Toiture épaisse

lutions d’équilibre pour les deux choix d’éléments finis, au voisinage de points
limites, ou pour les cas de déflexion maximale.
Les résultats sont trés peu sensibles au choix de I’élément fini.

| Sol. estimée | Déf. imposée | élt fini | iters | chargt | CPU |

o7 30 Argyris | 7 3.87 32.67s
DKT 7 4.364 | 26.29s
@7 20 Argynis | 7 0.52 32.53s
DKT 8 0.518 | 30.38s
o5 10 Argyris | 5 2.22 23.28s
DKT 5 2.306 | 19.21s

4.5 Le clapet d’amortisseur

Cet exemple est caractéristique des structures minces et déformables qui
équipent les organes hydrauliques des automobiles. Il nous intéresse pour le
probléeme de couplage fluide-structure évoqué en introduction.

On consideére un clapet (Figure 11) ayant la forme d’un anneau plat de rayon
intérieur » = 5 mm, de rayon extérieur R = 10,5 mm et d’épaisseur ¢ = 0,2
mm. Cet anneau est en acier trempé, de module de Young £ = 621.000 MPa
et de coeffictent de Poisson v = 0, 3.

Ce clapet est serti sur tout son pourtour intérieur, liaison que nous assim-
ilerons & une condition aux limites de type encastrement.
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zone de chargement

encasrement

Figure 11: Géométrie et chargement

Figure 12: Déformée du clapet (1/8)
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Sur 4 disques de rayon 2 mm disposés régulierement sur cet anneau, on ap-
plique une force de pression uniforme. Etant donné les symétries de la géométrie
et du chargement, on étudie seulement 1/8 du clapet (Figure 11).

Les grands déplacements et la zone d’application du chargement entrainent
un couplage entre la résistance en flexion et la résistance en membrane. On
s’intéresse a la déformée du clapet (Figure 12) sous deux types de chargement :

o un effort dirigé perpendiculairement au clapet en position repos (effort
assimilable & la gravité),

e un effort de pression (donc normal au clapet) (Figure 13).

On compare ces résultats & ceux obtenus avec le code ABAQUS et 1’élément
fini S4R (élément quadranglaire type coque a facettes). Pour ce test, on prend
un clapet de module de Young E = 210.000 MPa et de coefficient de Poisson
v = 0,3, pour une épaisseur ¢ = 0,215 mm (Figure 14).

Pour ce type de structure, on voit que les résulats obtenus ici avec notre
modeéle de grands déplacements restent cohérent avec ceux des modéles robustes
testés dans I’industrie. '

4.6 Conclusion

Les résultats obtenus avec le modéle de coques géométriquement exact et
les éléments finis cartésiens associés montrent I'intérét et la qualité de ce type
d’approche en grands déplacements : qualité puisqu’un bon nombre des prob-
lemes classiques non linéaires de coque peuvent étre résolus avec une bonne
précision et a un colit en temps de calcul raisonnable ; intérét car I’absence
d’approximation de la géométrie garantit P’exactitude des déformations, ce
qui est notamment primordial pour I’étude de problémes d’interaction fluide-
structure.

Les deux approximations proposées sont également robustes et couvrent
une large gamme de problémes. L’une est particuliérement adaptée a I’étude
des structures géométriquement simples qui nécessitent peu d’éléments (Ar-
gyris). L’autre est davantage dédiée & I’étude des coques aux formes com-
pliquées nécessitant plus d’éléments (DKT).
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