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RESUME. Le but de cet article est de developper des modetes elements finis de coques non 
lineaires en grandes rotations. L'originalite de !'approche proposee consiste a travailler 
par rapport a la position finale de la coque mesuree dans une base cartesienne, fixe au 
cours du mouvement. Apres une breve description du modele de coque geomerriquement 
exact utilise, cet article introduit deux approximations par elements finis qui Oil( ete 
developpees pour /'occasion. La premiere utilise un element fini conforme d'Argyris, la 
seconde des triangles de type DKT. Dans les deux cas, les degres de liberte sont la valeur 
de la position de la surface moyenne de la coque et de ses derivees. Le comportement de ces 
modeles est illustre par quelques calculs significatifs. 

ABSTRACT. The purpose of this work is to develop finite element models for geometrically 
exact nonlinear shells. The originality of our approach is to work in a fixed cartesian 
basis. After a brief introduction of the shell model, the paper presents two finite elements 
approximations specially developed for this problem. The first uses conforming Argyris 
triangles, the second develops nonlinear DKT triangles. Both models use the final 
position of the middle surface and its derivatives as degrees of freedom. They are then 
validated by several numerical tests. 
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1 Introduction 

De nombreux problemes industriels recents se posent en terme d'interactions 
fiuides structures en grands deplacements. A titre d'exemple, certains com
posa.nts hydra.uliques utilises dans les amortisseurs automobiles comportent des 
clapets souples qui se deforment sous Ia pression de l'huile en ecoulement. Le 
reglage de ces clapets est delicat et necessite de comprendre comment Ia defor
mation des clapets est coup lee a l'ecoulement de l'huile miner ale. Le meme type 
de probleme se retrouve en biomecanique pour le ca.lcul d'ecoulements sanguins 
dans des arteres deformables ou en aeronautique pour !'etude des vibrations 
aeroelastiques de gra.ndes amplitudes. 

Pour taus ces problemes, il est essen tiel d 'avoir une description aussi fine 
que possible de Ia geometric du solide deforme. Ce solide est assimilable le plus 
souvent a une coque en grands deplacements. L'etude de ces coqnes par analyse 
classique en base locale est delicate carle mouvement de Ia base locale au cours 
de Ia deformation est difficile a. gerer et toute approximation a. ce niveau fausse 
fortement. le resultat du probleme couple. Pour cette raison, notre approche 
utilise le modele de coques geometriquement exact. ecrit independamment de 
toute base locale, tel qu'il est propose par J .C. Sima et D.D. Fox [Sll'r1 89]. Nous 
le particularisons ici au cadre des coques minces [CAR 95], et proposons une 
approximation de ce modele en base cartesienne. ou bien par des elements 
finis con formes d 'Argyris, ou bien par des elements finis non conformes de type 
DKT [BAT 83]. 

Nous nous bornons a. !'etude de coques en regime stationnaire, ce qui per
met de traiter les problemes de coupla.ge fi uide-struct.ure non lineaires a basse 
frequence. L 'etude des regimes instationnaires ( flottement aerodynamique, ... ) 
est plus complexe, non pas a cause des forces d 'acceleration de Ia structure qui 
sont faciles a. prendre en compte, mais a cause des difficultes de modelisation 
et de calcnl des forces aerodynamiques instationnaires associees. 

Apres une breve description du modele de coque geometriquement exact 
utilise, cet article introduit les deux approximations par elements finis qui ont 
ete developpees pour !'occasion, et illustre leur comportement par quelques 
calculs significatifs. 

2 Le Modele 

2.1 Introduction 

Une coque est un objet tridimensionnel dont l'une des dimensions car
acteristiques (l'epaisseur) est faible par rapport aux deux autres. A !'aide 
d 'hypotheses cinematiques adequates, I 'etude de cet objet et de ses deforma
tions se ramene a un probleme bidimensionnel formule sur sa surface moyenne 
en configuration de reference. 
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Le modele de coques minces presente prend pour inconnue principale Ia po
sition de Ia surface moyenne de Ia coque et de sa normale a chaque instant. II 
est dit geonH~triquement exact car il s'ecrit independa.mment de t.oute ha'le 
locale ( ca.lcul intrinseque) et calcule les deformations de Ia surface moycnne de 
maniere exacte meme en presence de grands deplacements (a.ucune approxima
tion de Ia geometric, transport exact, prise en compte des termes quadratiques 
dans les deformations de membrane et de flexion). Apres linearisation, il se 
reduit au modele de coque mince de Koiter [KOI 66]. 

Remarque : une plaque est une coque dont Ia configuration au repos est plane 
et qui ne subit, au depart, que des deformations de flexion. Dans le cas de 
grands deplacements, une plaque resiste a.ussi en membrane apres deformation 
et se comporte done des lors comme une coque. 

2.2 Cinematique 

L'hypothese cinematique fondamentale d'un modele classique de coque est 
celle des fibres indeformables. Autrement dit, on definit dans une configuration 
initiale donnee Ia surface moyenne w 0 de Ia coque et un champ de vecteurs 
directeurs unitaires normaux 

{
0 

: Wo --> 5 2 C fR3 

tel que tout point !11 de Ia coque s'y decompose en 

M = m + ~f0 (m), mE W0 ,~ E [-e(m), e(m)]. 

(1) 

(2) 

On suppose ensuite que Ia position de cha.que point !II en toute configuration 
ulterieure reste de Ia forme 

;12(M) = 1!_(m) +~t(m) = :J;,(m,f,),'r/M. (3) 

Avec ce choix, Ia fibre des points materiels M associes a. un point m donne de 
Ia surface moyenne se transporte sans deformation au cours du mouvement, et 
Ia configuration tridimensionnelle de Ia coque est, apres deformation 

C = {:12 = 1!_(m) + a(m), mE w0 ,~ E [-e(m), e(m)]}. 

Les inconnues caracterisant le mouvement sont done les applications 

¢: W 0 -+ JR3
, 

f: W 0 -+ 52
. 

(4) 

(5) 

La quantite 2e( m) represente I 'epaisseur locale de Ia. co que le long de Ia direc
tion f(m). 

Remarque : L'hypothese des fibres indeformables n'est pa'l une hypothese de 
comportement physique. La fibre peut se deformer dans le depla.cement reel et 
cette deformation est en general prise en compte dans les lois de comportement 
par le biais d'une hypothese de contraintes planes. On ignore simplement ici 
cette deformation au niveau de Ia description du mouvement.. 
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Figure 1: Description bidimensionnelle du mouvernent de la coque 

2.3 Hypothese de coque mznce 

Dans ce qui suit, nous supposons de plus que Ia coque est infiniment. rigide 
en cisaillement. En consequence, chaque fibre t reste normale a. Ia surface 
moyenne au cours de la deformation (hypothese de Kirchhoff). On a done 

soit encore 

c/Jlx¢!2 1 
t = g( ¢!) = -, -, - - v 
- - - lc/J X ¢! I - j - , 

-,1 -.2 

(6) 

avec \l!f!. = :~(m) et j = 1\ll, le jacobien de la transformation p_. 

2.4 Mesure des defm·mations et des cont1·aintes 

On cherche a mesurer Ia deformation complete de Ia coque entre Ia con
figuration initiale et Ia configuration actuelle rapportee a. une surface moyenne 
de reference w = (¢! 0

)-
1(wo) donnee, independamment de tout mouvement 

rigide (grandes rotations y compris). Pour cela, on introduit classiquement 
deux tenseurs surfaciques e et p qui mesurent respectivement les variations 
d'etirement dans le plan tangent a. Ia surface moyenne et les variations de cour
bure de Ia surface moyenne : 

• deformation de membrane 
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• deformation de flexion 

(8) 

lei C mesure les dilatations dans le plan tangent a Ia surface moyenne, 

et K mesure les variations de Ia normale! quand on parcourt Ia surface 
moyenne le long d'une ligne materielle. C'est une mesure de Ia courbure 
de Ia coque. 

Remarque : Par abus de notation, les inconnues 1!_ et ! et Ia donnee ! 0 sont 
denotees de Ia meme maniere qu'on les definisse sur Ia configuration initiale w 0 

ou qu 'on les transporte sur Ia surface de reference w par composition avec <f!.o-l. 

Avant d 'ecrire le principe des puissances virtuelles, on cherche aussi a ex
primer le travail des efforts interieurs en le decomposant. en deux parties. La 
premiere donne le travail fourni dans une deformation de membrane, Ia deux
ieme dans une deformation de flexion. 

On introduit done les equivalents coque (pour notre modele) du tenseur 

des contraintes de l'ela.sticite tridimensionnelle. Ces tenseurs :;;,"-' et m.w sont 
definis sur Ia configuration actuelle w = <f!_(w) et 

• :;;,w mesure les resultantes des contraintes dans Ia surface moyenne, 

• nlw mesure le moment de flexion par rapport a Ia surface moyenne. 

2.5 P1·incipe des Puissances Vi1'iuelles et Fo1·mulation va.1·ia.tion
nelle 

Comme nous l'avons decrit precedemment, sous !'hypothese de cisaillement 
nul, !'ensemble des configurations cinematiquement admissibles de Ia coque est 
donnee par 

CA { (1!_, fl.(</!_)) : w -----> IR3 
X S 2

' 

1!_ et f!_(</!_) verifient les conditions aux limites cinematiques}. 

On definit l'espace des variations ( o<f>, Oi) cinematiquement admissibles de 
Ia configuration de Ia coque comme l'espace tangent a CA autour de Ia config
uration actuelle 

v { (o<f>, Oi): w--+ IR3 x IR3
, Ot = Vg_(¢;). o<f> 

o¢; et ot verifient les conditions aux limites cinematiques } . 
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A chaque variation }: = ( 8<f;, 8t) E V sont associes un et.irement elemen

taire 8c: = ~;.orft et une flexion elementaire 8p = aff!l.(8rft,8t) de Ia surface 
moyenne. - -

On se place main tenant en configuration actuelle ( w = w) et on suppose que 
les efforts interieurs travaillent au cours du mouvement de Ia fa~on suivante : 

Dans toute variation e/ementaire ( f>rft, 8t) de Ia configuration de Ia coque, 
les efforts interieurs travaillent smts Ia forme : 

ou ;:;_w : 8ew est le tra1•ail interieur des efforts de membrane dans l'Ctirement 
tlementaire 8ew, 

et rnw : 8pw est le travail interieur des efforts de flexion dans Ia flexion 
eltmentaire {j p w. 

En appliquant le principe des puissances virtuelles, le probleme variationnel 
d'equilibre s'ecrit alors en configuration actuelle 

lei, Gext(l:) est Ia somme des travaux des forces exterieures i.e. : 

Gext(l:) 1 ([_.61!_ + m.8t)dw (10) 

+ r f!_n . 81!_ df + r f!_m . 8t df' law law (11) 

avec f et .Qn (resp. met g ) Ia densite des efforts (resp. moments) exterieurs. 
- - -fH 

Dans le cas d'un chargement en pression d'intensite D..P, on aura en particulier 

(12) 

Cette formulation des equations d'equilibre est l'ecriture classique de Ia 
theorie des coques minces [DEST 90], les variantes eventuelles portant sur Ia 
definition du tenseur de courbure. 

2.6 Equations d'equilib1·e en configuration de refb·ence 

Dans cette formulation (9), les efforts ;:;_wet rnw, les deformations C:w et Pw 
et le domaine d 'integration w se rap portent a. Ia configuration actuelle inconnue 
w. Cette formulation est done independante du choix de Ia configuration de 
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reference w, ma.is est peu pratique pour les ca.lculs, surtout dans le cas de 
gra.ndes rotations. 

Pour obtenir une formulation a.daptee au calcul, il suffit ensuite de choisir 
une configuration de reference w simple ( une configuration plane ou une configu
ration initiate) et de ramener toutes les integrations au domaine w (formulation 
lagrangienne). Par ce changement de variable, le probleme prend alors Ia forme 

90~) = 1 j(;i: be+ m: 8p)(l:) dw - Gext(l:) = 0, \f}: E V. (13) 

Ci-dessus, les deformations € et p sont ma.intena.nt calculees sur Ia con
figuration de reference w a !'aide des formules (7) et (8). Quant aux efforts 
interieurs il se transportent suivant Ia formule classique 

;:;_ = (\7~)-1. ;iw. (\7~)-T, 

7n = (\7~)-1. mw. (\7~)-T. 

2. 7 Lois de comportement et problbne final 

Pour resoudre notre probleme, il nous faut enfin definir les lois de com
portement reliant efforts interieurs et deformations. 

Nous postulons un comportement hyperelastique pour Ia. coque ; on montre 

a.lors [CAR 95] que necessa.irement ;i et m derivent d'un potentiel unique 1j; = 
1/;( m, €' p) appele densite d 'energie elastique selon les lois de comportement : 

....... ·o olj; 
)11 = J 0€ ' 

. ·o olj• 
Jm. = J ap . 

lei, j 0 (resp. j) denote le ja.cobien de Ia carte q/ donnee (resp. ¢ inconnue) 
qui, a tout point materiel m de Ia surface w, associe sa position inltiale q/(m) 
( resp. actuelle ¢( m)). La. connaissance de ¢ 0 no us permet aussi de ca.lc~er Ia. 

dilatation initicJe C 0 = (\7¢ 0 f\7¢ 0 et le v-;cteur normal initial f 0 = g(¢ 0
). 

Si nous supposons de Pius que le materiau est elastique et isotrope dans 
sa. position au repos w 0 et si on se place dans le cas de petites deformations et 
grands deplacements, I 'energie hyperelastique 1j; prend alors necessa.irement Ia. 
forme cla.ssique 
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A pres report de ces lois de comportement dans les equations d 'equilibre, 
le probleme de calcul de l'equilibre d'une coque hyperelastique en grands de
placements prend Ia forme finale : 

Trouver 1!, : w --+ IR3 tel que 

1 j0 (~~ :be+~~ : 8p)dw- GextOD = 0, 

\1(81!_,80 E V. 

3 Discretisation en Elements Finis 

3.1 Principe de discretisation 

(14) 

Le probleme de coques minces en grands deplacements den·it a Ia section 
precedente permet de tout ramener au calcul de Ia position finale ¢ : w --+ IR3 

de Ia surface moyenne. La connaissance de ¢ permet de deduire 1-;;. position f 
de Ia fibre normale par (6) et de calculer les-deformations de membrane et de 
courbure par (7) et (8). 

L'idee fondament.ale de notre approche est de decomposer 1!, en base cartesi
enne 

3 

<f!.(m) = L ¢i(m) §.;, (15) 
i=:l 

et d'approcher separement chaque composante ¢; par elements finis. Les de
gres de liberte des elements finis seront ainsi les valeurs de ces composantes 
cartesiennes de 1!_ et de leurs derivees a chacun des noeuds du maillage utilise. 

Par rapport aux approches classiques, 

• l'inconnue est Ia position finale 1!, et non le deplacement; 

• les inconnues ne sont pas decomposees en base locale au niveau de 
!'element fini, mais sont toujours gardees sous forme cartesienne, meme 
au niveau local. Les calculs locaux n'utilisent done aucun element de 
geometrie differentielle; 

• no us n 'avons aucun degre de liberte en rotation de n01·male, car tout est 
exprime en gradient de position. Ceci exige plus de degres de liberte 
par noeud (en regie generale, on remplace trois composantes de rotation 
par les six composantes de \1¢), mais on evite tous les problemes lies 
a. Ia prise en compte des "drilling rotations'' et toutes lcs difficultes de 
representation des gra.ndes rotations par un unique vect.eur rotation ele
ment.aire. 
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Remarque : Le comportement membranaire de nos elements finis est ameliore 
par deux ingredients : Ia prise en compte de Ia courbure de w 0 dans le calcul 
de notre energie de deformation, et le traitement a I 'identique des deplace
ments membranaires et normaux de Ia surface moyenne, ce qui enrichit de facto 
Ia representation elements finis des deplacements membranaires de Ia coque. 
En revanche, ces ingredients ne permettent pas de resoudre les problemes de 
blocage globaux de type "membrane locking". 

3.2 Appro:cimation par elements Argy1·is 

La resolution du probleme de coque sans cisaillement par une methode 
conforme necessite une approximation par elements finis de classe C1 sur le 
domaine. En effet, les lois de comportement utilisent Ia courbure K qui neces
site le calcul du gradient. de la. norma.le 1 (K = "Vq/' · "Vt), done d'une derivee 
seconde de¢. Nons avons choisi !'element le plus precis, Argyris [ARG 68], qui 
realise une Interpolation de type Hermite a l'aide de polynomes de degre cinq. 

Figure 2: Element d'Argyris 

Pour ce choix, la. position ¢ de la coque est approchee sur chaque element 
fini triangulaire T par -

3 

P._h/T = 2:.)DLLC(¢i)],x21 [Pbxl f..;. (16) 
i=l 

Dans cette formule, [DLLC(¢i)] designe !'ensemble des degres de liberte 
sur la deformation 1!_, dans la direction cartesienne f..,:, definis localement sur le 
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triangle considere, et a pour expression : 

(17) 
Par ailleurs, [p] represente les polynomes de base de l'element et. s'exprime 

en fonct.ion des coordonnees barycentriques du point m E w et des parametres 
d 'excentricite 

i = 1,2,3, (18) 

par Ia formule 

[pbxl = [Aobx21 [Abxl + [ 021x18j A,l21x3] [Abxl· (19) 

lei, [Ao] et [A] sont definies comme suit : 

4 0 0 20 20 0 0 0 0 40 40 0 0 0 0 80 0 0 0 60 60 
4 0 0 0 20 20 0 0 0 0 40 40 0 0 0 80 0 60 0 60 

4 0 0 0 0 20 20 0 0 0 0 40 40 0 0 80 60 60 0 
4 0 0 0 0 0 16 0 0 0 0 0 16 0 0 0 34 -20 

4 0 0 0 0 0 16 0 0 0 0 16 0 0 0 -20 34 
4 0 0 0 0 0 16 0 0 0 0 16 0 -20 0 34 

4 0 0 0 0 0 16 0 0 0 16 0 34 0 -20 
4 0 0 0 0 0 16 0 0 0 16 34 -20 0 

4 0 0 0 0 0 16 0 0 16 -20 34 0 
2 0 0 0 0 0 2 0 0 0 3 -2 

1 2 0 0 0 0 2 0 0 0 -2 3 Ao=-
2 0 0 0 0 2 0 -2 0 3 4 

2 0 0 0 2 0 3 0 -2 
0 2 0 0 0 2 3 -2 0 

2 0 0 2 -2 3 0 
-2 0 0 0 2 2 

-2 0 2 0 2 
-2 2 2 0 

64 0 0 
64 0 

64 
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et 

>.5 
I 

,\5 
2 

0 60772 -60773 ,\5 3 
-60771 0 60773 ,\ t ,\3 
60771 -60772 0 ..\1 ,\2 

0 14772 0 ,\~ ,\1 
0 0 -14773 ,\~ ,\3 
0 0 14773 ,\~ ,\2 

-14771 0 0 ,\~ ,\1 
14771 0 0 ,\3 ,\2 

I I 3 

[A1J]21x3 = 4 0 -14772 0 [A]21x1= ,\ y ..\§ 
0 772 0 ,\~ ,\ i 
0 0- 773 ,\~ ,\~ 
0 0 773 ,\~ ,\~ 

-771 0 0 ,\~ ,\ i 
eta.1 0 0 >.y ,\2 ,\3 

0 -772 0 ,\1 ,\~ ,\3 

,\1 ,\2 ,\~ 
06x3 )..1 ,\~ ,\~ 

>.i ,\2)..~ 
,\i )..~,\3 

Le probleme discret est maintenant obtenu en reportant cette expression 
de </J (et de 6</J ) dans le probleme continu (14). Pour \'integration numerique 

-h -h 
nous utiliserons le schema de Lyness-Jespersen [LYN 75] a. 16 points de Gauss. 

L'element d'Argyris a ete utilise par Bernadou [BER 94] pour approcher 
\e probleme lineaire de Koiter et a ete teste sur plusieurs exemples numeriques 
[CAR 90]. Ces tests permettent de mettre en evidence sa robustesse et sa 
grande precision. On constate en particulier que Ia solution est sou vent atteinte 
pour un maillage a. deux elements. 

Par contre, sa mise en reuvre presente quelques inconvenient.s : 

• L'espace des fonctions de base est )'ensemble des polynomes de degre 5 
dont Ia dimension est 21, ce qui porte a 63 le nombre de degres de Iiberte 
utilises pour approcher localement les trois composantes de Ia position. 

• La definition des degres de liberte etant locale a. chaque element, il 
faut revenir a des degres de libertes globaux pour realiser I 'operation 
d 'assemblage. 

• Les degres de liberte utilisant Ia derivee seconde de Ia position n'ont 
pas d'interpretation mecanique et rendent difficile Ia prise en compte des 
conditions aux limites cinematiques. 
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COORDONNEES BARYCENTRJQUES 
((,, (2, 1- <·- (2) 

3.333333333333333Q-01 
8. H 1482341455413Q-02 
8. 9890554336593 79Q-O 1 
6. 588613844964 79 7Q-O 1 
8.394 777409957211Q-03 

3.333333333333333Q- 01 
4 .592925S82927229Q· o 1 
5.054 722831 703103Q- 02 
1. 70569307751760IQ-OI 
7.284923929554041 Q- 01 

16 noeuds 

ORDRE DE 
MULTIPLICITE 

3 
3 
3 
6 

Schema d'integration numerique 

PO IDS 

I. 443156076 777862Q-01 
9.5091634 26 72850Q-02 
3.245849762319813Q-02 
1.032173 70534 7184 Q-01 
2. 72303141744349Q-02 

Figure 3: Schbna de Lyness-Jespersen a 16 points 

3.3 Approximation pa1· el€ments DKT 

Pour surmonter les difficultes techniques associees a !'element fini d'Argyris, 
on se propose d'utiliser une approximation par elements finis mixtes non con
formes de type DKT (Discrete Kirchhoff Triangle). Dans ce ca'l, l'espace discret 
des solutions admissibles n 'est pas indus dans I 'espace continu : ces elements, 
largement utilises dans les grands codes industriels, sont de classe C0 . Ils per
mettent cependant une approximation tres fidele des coques minces sans ci
saillement. 

La methode DKT [BAT 83], [DHA 70] que nous generalisons ici pour des 
coques geometriquement exactes, consiste a approcher <P et son gradient in
dependamment l'un de !'autre dans des espaces d'elemenl<; C 0

, eta introduire 
un certain nombre de contraintes sur l'espace discret en un nombre fini de 
noeuds de fa.c;on a satisfaire globalement le lien entre 1!_ et son gradient. Ces 
contraintes sont les equivalents discrets des hypotheses de Kirchhoff-Love. 

Pour rester coherent avec Ia mecanique, le terme de membrane, qui ne fait 
intervenir que Ia. derivee premiere de </J, est calcule a l'a.ide du gradient exact 
de </J, tan dis que le terme de flexion eSt calcule a !'aide du gradient DKT ( ou 
app~oche) de p_. 
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Les hypotheses de "Kirchhoff-Love" discretes 

On note rjJ et q les approximations de ¢ et \7¢. On par! era de gradient 
-h =h - -

exact pour 'V(<f!.h) et de gradient approche pour z_h = (\71!_),.. On a done 

3 + 6 inconnues en chaque point. 
On definit a;t;=•'l les sommets d'un triangle quelconque T du maillage de 

w, I..rk et J!.rk Ia tangente et Ia normale au kieme cote 8Tk de ce triangle et on 
introduit les coordonnees barycentriques .\; sur ce triangle. 

Pour approcher nos 9 inconnues, on choisit d'utiliser les espaces d't~lements 
finis P'3-Hermite pour chaque composa.nte de ¢ et P2-Lagrange pour chaque 
composante de \7¢ ce qui fait 3 x 9 + 6 x 6 = 63 degres de libert.e a. priori par 
triangle. On se rrunene a 27 degres de liberte par triangle (9 par noeucls) en 
imposant les contraintes suivantes sur le gradient approche : 

• 18 contraintes aux sommets ak, k = 1..3 : le gradient approche de 1!_ 
est exact a.ux sommets de chaque triangle : 

(20) 

• 9 contraintes normales moyennes sur les cotes ark du triangle : 
le gradient approche normal a un cote est lineaire et est done uniquement 
determine par ses valeurs aux sommets : 

(z_h- 2:: ['V(<J!.h)(a;)].\;). l!.r. = 0 sur an; (21) 
iEoTk 

• 9 contraintes tangentielles integrales sur les cotes an du trian
gle : le gradient ta.ngentiel est en moyenne exact sur chaque cote 

Du fait du choix de !'element fini pour q , ces dernieres contra.intes sont 
=h 

vraies localement et !'on peut ecrire : 

(22) 

Ce choix de contraintes nous permet de ca.lculer z_h en fonction de <J!.h et 

d 'obtenir une expression ana.lytique assez simple du gradient approche en fonc
tion des degres de liberte de P .. : 

Expression du gradient approche 

Pour plus de simplicite, nous travaillons separement le long de chaque di
rection ca.rtesienne et notons 
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1l = <Ph 

fl. = qi = ieme colonne de q 
-h =h 

Dans les espaces d'elements finis choisis, Ia ieme composante de Ia position 
tt/r et son gradient fl.;r s'expriment sur chaque triangle par 

1l = L u(a;)A; + b;;+tAiAi+l + Cii+tA; Ai+l 
i 

La prise en compte des contraintes de Kirchhoff-Love discret.es nous permet 
alors de simplifier !'expression de fl. : 

ou 

• les 6 contraintes aux noeuds permettent d'exprimer fl.( a;) en fonction de 
'V11(a;). On a done 

Q(a;) = 'V11(a;); 

• les 3 contraintes "normales" permettent de lier les 2 composantes de fl. 
entre elles. Elles expriment que fl.; i+l est necessairement colineaire au 
vect.eur a;ai+l : 

fl.= L 'VH(a;)A; + 4a;;+1AiAi+ta;a;+t; 
i 

• les 3 contraintes "tangentielles" permettent d 'ecrire sur chaque cote du 
a a 

triangle !'equation differentielle 8,11 = fl.· I ' 1
l qui s'integre facilement a,a 1 

pour donner explicitement a;j en fonction des degres de liberte de u : 

Finalement, on obtient 

(23) 

2 1 [ 1 'V;;·(1l) = -
1 

-
1

1l(aj) -11(a;)- -['V11(a;) + 'Vtt(aj)] · a;aj] 
OjOj 2 --

est une moyenne de Ia derivee seconde de tt sur a;aj. 

Ce gradient approche ainsi construit possede des propriet.es particulieres : 
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• il est co.ntinu en tout point du contour d'un element avec une variation 
lineaire pour (\1 1!_)h ·!:!.. et quadrati que pour (\1 1!_)h. · r_, 

• il depend de Ia geometrie du triangle considCre (en configuration w) car 
les hypotheses DKT ne sont pas affines invariantes ( elles font intervenir 
les normales). En revanche, \l[i est intrinseque, 

• il est exact pour un deplacement quadratique, 

• il est invariant par rotation et par homotethie dans le plan du triangle. 

Remarque : On reste coherent avec le modele de coque mince puisque les 
hypotheses de Kirchhoff-Love sont satisfaites en tout point du contour d'un 
element. En outre, aucune interpolation de ¢ n'est necessaire a. l'interieur de 
!'element pour le calcul de Ia matrice de rigidlte. 

Remarque : Puisque !'on possede une expression analytique du gradient ap
proche en fonction des degres de liberte de¢, il nous suffit de discretiser chacune 
des composantes de ¢ dans I 'espace P'3- H-;;-rmite et d 'en deduire explicitement 
ce gradient approch[.' Les degres de liberte de I 'element sont done les valeurs 
de Ia position¢ et de ses gradients en chaque sommet (neuf valeurs par sommet 
au lieu de six degres de liberte pour un element de coque classique). 

Remarque: Le rotationnel \1 x (\1¢)h est non nul ; il est du meme ordre que 
\1¢. Pour rester coherent avec le fait que le gradient du gradient approche est 
un~ derivee seconde de¢, on symetrise les derivees croisees dans vcvp_h ). 

Implementation 

Pour plus de simplicite algebrique, on travaille d'abord avec des degres de 
liberte locaux. Chaque composante ¢~ s'ecrit done sous Ia forme : 

avec 

[ulocf = [u( a1 ), U,>. 2 ( a1 ), U,-\ 3 ( al), u( a2 ), u,-\ 2 ( a2 ), u,,~ 3 ( a2 ), u( a.3 ), u,.\2 ( a3 ), U,>. 3 ( a3 )] , 

et [p]la matrice colonne des 9 polynomes de base associes aces degres de liberte 
locaux, calcules de fac;on a preserver Ia symetrie du triangle [BAT 83] 

Pl = AI(3- 2AJ) + 2AJA2A3 
P2 = AIA2 + ~A]A2A3 
P3 = AIA3 + ~A]A2A3 
P4 = A~(3- iA2) + 2AJA2A3 
Ps = A~- A~- A1A2A3 
P6= AP3+~A]A2A3 
P7 = A~(3- 2-A3) + 2AJA2A3 
Ps = A2A~ + ~A1 A2A3 
pg = A3- A5- A1 A2 A3 . 



648 Revue europeenne des elements finis. Vol. 4 - no 5-611995 

L'ecriture du gradient approche dans Ia base (-\ 2 , -\3 ) est plus simple que 
dans Ia base cartesienne (x,y) definie sur w. On a en effet sur chaque triangle T 

a~k a~k . ax 
( OA )h = OA (a;)A; + L v;j(~/ (a;aj . a"i: ) A;Aj (3 = 2 .. 3 . 

(3 (3 i<j (3 

Pour ce choix, le prod uit scalaire entre parentheses est facile a calculer. 

Puis, a !'aide du gradient de deformation du triangle considere, on calcule 
les polynomes de base (et leurs derivees) associes aux degres de liberte globaux 
dans le repere cartesien. On peut alors ecrire : 

avec 

[uglobf = [u(a!), U,x(a.!), ll,y(a.!), u(a2), U,x(a.2),u,y(a2), u(a.3), u,,(a3), U,y(a3)]. 

Rernarque: On utilisera ici un schema d'integration numerique a 3 points (le 
plus simple possible), exact pour des polynomes de degre 2 suivant. Ia relation 

3 1 !(!f) d!f_ = L Wk f(!fk ). 
T k=l 

Les 3 points sont les milieux des cotes du triangle T. 

3.4 Ec1·iture et resolution du pmbleme disc1·et 

Apres discretisation par elements finis et developpement de l'inconnue dans 
Ia base d'elements finis choisie, le probleme d'equilibre a resoudre est approche 
par 

Trouver ~h = LJ( ~~ Pg tel que 

9t(1!_h) = 0, Vf E {(i, /), i = 1..3, L = l..N}. (24) 

lei g i a pour expression 
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ou E l et Pi representent Ia derivee des deformations le long du vecteur de base 
global Pr, 

La methode choisie pour resoudre le probleme d'equilibre discret (24) est Ia 
methode de Newton-Raphson. Celle-ci consiste a remplacer, a chaque iteration 
dans !'equation (9 = 0), Ia fonction g par son developpement limite a l'ordre 
1 au voisinage du point 1!_~. On obtient alors Ia procedure suivante : 

(25) 

que J'on ecrit SOliS forme matricie!le : 

(26) 

lei An, Ia ma.trice jacobienne, et G", le second membre, s'expriment. dans Ia. 
base {Pr} par 

(27) 
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(28) 

-1 JY · P~ df -1 JY · t ~ df , --n L --mL 
8nW 8mW 

£ l K, Pi K et t l K design ant les derivees secondes des tenseurs complets de 
deformation e, p et t = g(<P_) dans les directions des fonctions de base 

cl g = V 2e[Pl, Pg], 

Pli< = V 2p[P[,Pg], 

tLk = V2f!:[Pl, Pg]. 

Si besoin est, cet algorithme de Newton peut etre ameli ore par I 'introduction 
d'une boucle de continuation par longueur d'arc [CRI 90]. 

4 Validation numerique 

Nous avons effectue plusieurs tests afin de va.lider modele et elements finis. 
Les exemples que nous avons traites sont souvent utilises dans Ia. littera.ture. 
lis sont interessants car, soit on dispose d'une solution analytique (dans le 
cas petits deplacements), soit ils sont caracteristiques d'une coque qui resiste 
davantage en flexion (plaque) ou davantage en membrane. 

4.1 La poutre en ftezion sous un chargement uniforme 

Ce test nous permet de valider notre modele en flexion. On considere une 
plaque isotrope carree de longueur I = 4 mm et d'epaisseur e = 0,2 mm. Le 
module de Young du materiau vaut E = 621.000 MPa. 

Cette plaque est encastree sur l'un des cotes et on lui applique un charge
ment uniforme et normal P = 0,026 bars. 

Nous possedons une solution analytique de ce probleme dans le cas d 'une 
poutre en petits deplacements. Par un calcul classique de resistance des materi
aux, on obtient le deplacement normal v (Ia fleche) en tout point d 'ahcisse x 
de Ia poutre : 
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POUTRE en FLEXION sous Chargement unilorme (0.026 bars) - Domaine LINEA IRE 

0.5 1.5 2 2.5 
Longueur (mm) 

Figure 4: Poutre en flexion 

solution analytique 
DKT Coque <> 
DKT Plaque x 

3 3.5 4 

ou west Ia densite de charge lineique qui vaut P x /, et I est l'inertie en flexion 
de Ia poutre (second moment) qui vaut, pour une section rectangulaire l X e, 

le 3 

I= 12· 
On compare notre calcul (DKT non lineaire) a Ia solution analytique et a 

Ia solution obtenue avec !'element fini DKT Plaque implemente dans le code 
Modulef. Les resultats sont quasi-identiques (Figure 4). 

II est remarquable de noter que sur cet exemple, les matrices de rigidite 
elementaires obtenues avec notre element et avec !'element DKT Plaque sont 
rigoureusement identiques. Les differences de resultats sont dus a. un traitement 
imparfait du second membre elementaire pour !'element DKT Plaque. 

4.2 La toiture cylindrique de Scordelis-Lo 

Ce test est caracteristique d 'une co que qui resiste essentiellement. en mem
brane. 

On considere une toiture cylindrique de rayon de courbure R = 300 pouces, 
de longueur I= 600 pouces et d'epaisseur e = 3 pouces. Son module de Young 
vaut E = 30 Mlb/in2 et son coefficient de Poisson est suppose nul. 

Cette toiture est posee aux deux extremites courbes et est soumise a un 
chargement uniforme assimilable a Ia gravite. Les symetries rencontrees per
mettent de ramener !'etude du probleme a seulement 1/4 de Ia toiture. 

On s'interesse au deplacement du point lateral B. On observe une bonne 
convergence vers Ia solution analytique du probleme lineaire (Figure 6). 
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Figure 6: Solution lineaire 
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4.3 Un probleme de flexion pure 

Le but de cet exemple est de tester le comportement du modele en grandes 
rotations. On considere une poutre, de longueur L = 10 em et d'epaisseur 
e = 0, 1 em, initialement droite. Elle est enca.stree a un bout et soumise a 
!'autre extremite a un moment resultant de densite 9m qui Ia fait tourner autour 
de !'axe (OX) et Ia fait se refermer sur elle-meme (Figure 7). Son module de 
Young vaut E = 12106 Nfmboxcm 2 et son coefficient de Poisson est nul. 

z 

- ~ _ _ 7 ~ 9m 

------~ D 

Figure 7: Position de Ia poutre avant et apres deformation 

On suppose que Ia structure travaille en flexion pure, c'est a dire que les 
efforts resultants de traction agissant sur Ia surface moyenne de Ia coque sont 
nuls. II existe alors une configuration circulaire solution de ce probleme, ou le 
moment resultant de flexion vaut (CAR 95] 

avec 

Ee3 R2 

M=---ee®e 
12 R~ y ' 

L 
lei R 0 = 

2
7T et R designe le rayon du cercle forme par Ia poutre deformee. 

(29) 

A convergence, l'erreur relative entre le moment resultant Af obtenu et 
le moment calcule analytiquement (29) est de 0.058% pour un maillage a 4 
elements d'Argyris (Figure 7). 

Sur le tableau ci-dessous nous avons represente Ia valeur de l'energie de 
deformation et du residu a. chaque iteration en initialisant l'algorithme par 
l'interpolee de Ia solution analytique. La convergence est quadratique. 
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nbr .iter 

2 1 
1.5 10 ' 

.15 10 4 
1 591 

3 .6 10 5 .16 10-9 

D'autres exemples de problemes en grandes rotations peuvent egalement 
etre trouves dans (IBRA 94], ou ils sont traites par une technique numerique 
totalement differente. 

4.4 La coque peu profonde de Simo 

Ce test couple resistance en flexion et resistance en membrane et est un 
cas classique de flambement de coque. 

On considere une coque peu profonde (i.e. faiblement courbee au repos) 
cylindrique de rayon de courbure R = 2540 mm et de longueur I = 254 mm. 
Son module de Young vaut E = 3102,75 N/mm2 et son coefficient de Poisson 
v = 0, 3. Cette coque est encastree sur ses deux cotes droits. 

On deforme Ia coque de Ia fa'<on suivante : 

• so it on applique une force ponctuelle au point central (pilotage en force), 

• soit on force le deplacement de ce point (pilotage en deplacement). 

Comme pour le test precedent, on n'etudie que le 1/4 de Ia coque et on fait 
le calcul pour 2 epaisseurs differentes el = 6, 35 mm et e2 = 12,7 mm. 

Pour les deux types de chargement, les solutions sont ca.lculees 1c1 par 
l'algorithme de Newton global (25). S'il est initialise par Ia solution¢=¢ , cet 

- -0 

algorithme converge en moins de huit iterations que! que soit. le cas de calcul 
( cf. tableau ci-apres). 

On s'interesse egalement a Ia relation entre le deplacement du point central 
B, du point lateral C et Ia force ponctuelle appliquee en B (Figure 8). 

Les resultats sont compares aux resultats obtenus par Simo (SIM 90] ou 
par d'autres auteurs. On remarque que meme pour un maillage relativement 
grossier (2 elements Argyris ou 98 elements DKT), les resultats sont tout. a fait 
satisfaisants. 

Dans le cas de l'epaisseur e2 , les resultats se degradent un peu mais restent 
independants de I' element fini. On atteint les limit.es du modele de coque mince 
qui neglige les efforts de cisaillement dans l'epaisseur, hypothese non valable 
pour des coques relativement epaisses (Figure 10). 

Enfin, pour completer ces resultats, nous avons represente ci-apres le nom
bre d'iterations et le temps calcul sur HP735 necessaires pour obtenir les so-
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COOUE peu profonde (epalsseur 6.35mm) soumise a una FORCE PONCTUELLE au centre 
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Figure 8: Cas de flambement 
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COOUE peu profonde (epalsseur 6.35mm) soumise a una FORCE PONCTUELLE au centre 
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Figure 9: Comparaison avec d'autres el€ments 
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COQUE peu profonde (epaisseur 12.7mm) soumise a une FORCE PONCTUELLE au centre 
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Figure 10: Toiture epaisse 

lutions d'equilibre pour les deux choix d'elements finis, au voisinage de points 
limites, ou pour les cas de deftexion maximale. 

Les resultats sont tres peu sensibles au choix de !'element fini. 

I Sol. estimee I Def. imposee I elt fini I iters I chargt I CPU 

¢f. 30 Argyris 7 3.87 32.67s 
DKT 7 4.364 26.29s 

¢f. 20 Argyris 7 0.52 32.53s 
DKT 8 0.518 30.38s 

¢1. 10 Argyris 5 2.22 23.28s 
DKT 5 2.306 19.21s 

4.5 Le clapet d'amo7'tisseur 

Cet exemple est caracteristique des structures minces et deformables qui 
equipent les organes hydrauliques des automobiles. II nous interesse pour le 
probleme de couplage fluide-structure evoque en introduction. 

On considere un clapet (Figure 11) ayant Ia formed 'un anneau plat de rayon 
interieur r = 5 mm, de rayon exterieur R = 10,5 mm et d'epaisseur e = 0, 2 
mm. Cet. anneau est en acier trempe, de module de Young E = 621.000 MPa 
et de coefficient de Poisson v = 0, 3. 

Ce clapet est serti sur tout son pourtour int.erieur, liaison que nous assim
ilerons a une condition a.ux limites de type encastrement. 
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zone de cbargeiiJe(Jt 

Figure 11: Geomet·rie et chargement 

Figure 12: Deformee du. clapet (1/8) 
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Sur 4 disques de rayon 2 mm disposes reguW~rement sur cet. anneau, on ap
plique une force de pression uniforme. Etant donne les symetries de Ia geometrie 
et du chargement, on etudie seulement 1/8 du clapet (Figure 11). 

Les grands deplacements et Ia zone d'application du chargement entra.inent 
un couplage entre Ia. resistance en flexion et Ia resistance en membrane. On 
s'interesse a Ia deformee du clapet (Figure 12) sous deux types de chargement : 

• un effort dirige perpendiculairement au clapet en position repos (effort 
assimilable a Ia gravite), 

• un effort de pression (done normal au clapet) (Figure 13). 

On compare ces resulta.ts a ceux obtenus avec le code ABAQUS et I 'element 
fini S4R (element qua.dra.nglaire type coque a fa.cettes). Pour ce test, on prend 
un cla.pet de module de Young E = 210.000 MPa. et de coefficient de Poisson 
v = 0, 3, pour une epa.isseur e = 0, 215 mm (Figure 14). 

Pour ce type de structure, on voit que les resulats obtenus ici avec notre 
modele de grands deplacements restent coherent avec ceux des modeles robustes 
testes dans I 'industrie. · 

4.6 Conclusion 

Les resultats obtenus avec le modele de coques geometriquement exact et 
les elements finis cartesiens associes montrent !'interet et Ia qualite de ce type 
d 'approche en grands deplacements : qualite puisqu 'un bon nombre des prob
lemes classiques non lineaires de coque peuvent etre resolus avec une bonne 
precision et a un coii.t en temps de calcul raisonnable ; interet car I 'absence 
d'approximation de Ia geometrie garantit !'exactitude des deformations, ce 
qui est notamment primordial pour !'etude de problemes d'intera.ction fluide
structure. 

Les deux approximations proposees sont egalement robustes et couvrent 

une large ga.mme de problemes. L'une est particulierement adaptee a !'etude 

des structures geometriquement simples qui necessitent peu d'elements (Ar

gyris). L'a.utre est da.vanta.ge dediee a !'etude des coques aux formes com

pliquees necessita.nt plus d'elements (DKT). 
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