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RESUME. Nous proposons dans cet article une fonnulation elements finis pour les poutres 
tri-dimensionnelles soumises a des grands deplacements et des grandes rotations mais 
avec de petites deformations elastiques, situation souvent rencontree dans les 
constructions mecaniques et de genie-civil. La caracteristique principale de cette 
fonnulation conceme le traitement des rotations finies : nous sommes capables a ['aide 
d'une parametrisation des grandes rotations 3D par des matrices orthogonales, grike a des 
interpolations elements finis non lineaires des rotations linearisees, de foumir une 
matrice tangente de rigidite symetrique permettant une convergence quadratique vers Ia 
solution incrementale, Ia linearisation coherente erant affectee par cette demarche. 
Nombreux exemples numeriques demontrent l'efficacite de ce developpement. 

ABSTRACT. We propose in this paper a finite element formulation for three-dimensional 
beams undergoing large displacement and large rotations but small strains, many 
structures of mechanical and civil engineering belong to this class of problems. The main 
feature of this formulation concerns the treatment of finite rotations : by using the 
orthogonal matrix parametrization of 3D finite rotations and a nonlinear finite element 
interpolation of linearized rotations, we are able to provide a symetric tangent stiffness 
matrix leading to quadratic convergence of the incremental solution procedure, and the 
consistent linearization being affected by this approach. Several numerical examples 
demonstrate the efficiency of this development. 

MOTS-CLES: poutre tri-dimensionnelle de Reissner, grandes rotations, non linearite 
geometrique. 
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1. Introduction 

Les grands deplacements et les grandes rotations des structures poutres sont 
le theme essentiel que nous abordons dans ce document. La difficulte provient 
de la nature complexe des rotations d'amplitudes finies 3-D (voir [ARG 82]). 
La parametrisation intrinseque des grandes rotations conduit a une matrice 
orthogonale qui est un element d'un espace non lineaire dit variete S0(3). 

D'un cote, Ia representation par des matrices orthogonales des rotations 
finies tri-dimensionnelles apporte une clarte aux considerations theoriques de 
ce probleme, mais de l'autre cote, elle nous amene a plusieurs consequences 
indesirables concernant !'implantation element fini: Ia plus remarquable parmi 
elles etant la non symetrie de la matrice tangente de rigidite (voir [SIM 86] et 
[CRI 90]). 

Ainsi dans ce travail nous proposons une methode pour surmonter cet in
convenient fondamental, fournissant une matrice tangente de rigidite symetri
que. L'idee cle reside dans !'exploitation de la relation entre la matrice orthog
onale des grandes rotations et "le vecteur de grande rotation". (Ce dernier 
etant plutot un terme de confusion, pour clarifier il est refere au vecteur qui 
n'est pas affecte par la rotation, c'est-a-dire le vecteur propre de la matrice 
orthogonale des grandes rotations dont la valeur propre associee est egale a 
1). Cette consideration et ses issues, comme donne dans lbrahimbegovic et al. 
[IBR 95b] conduisent a une relation liant la matrice de rotation au vecteur de 
rotation, et aussi leurs variations. Ensuite, par !'exploitation de ceci et par 
la definition d'interpolations elements finis isoparametriques simples pour les 
parametres du vecteur de rotation (et ses variations), nous sommes capables de 
definir les interpolations elements finis non lineaires correspondantes valables 
pour la parametrisation de Ia matrice orthogonale. 

Le fait que les interpolations elements finis sont non lineaires implique que 
les issues dans la linearisation coherente deviennent plus subtiles. En particulier 
Ia procedure rigoureuse est: on a a lineariser le probleme discret obtenu une 
fois que les interpolations elements finis choisies sont remplacees dans Ia forme 
faible des equations gouvernantes. 

Pour les interpolations elements finis non lineaires, une procedure pareille 
produit quelques termes additionnels par rapport ala forme simplement obtenue 
par la discretisation des equations continues linearisees. To us ces termes jouent 
un role important si on veut rendre cet element fini utile pour !'analyse de 
ftambement [IBR 95c] et garantir une convergence robuste de Ia strategie basee 
sur la methode de Newton, et done ne doivent pas etre omis. 11 est interessant 
de noter que cette derniere observation a ete faite par Frey et Cescotto [FRE 
78] dans un cadre plus simplifie de !'analyse des poutres a deux dimensions. 

Le profil de ce document est comme suit: dans la prochaine section nous 
recapitulons les equations de base concernant les rotations finies 3-D disponibles 
en versions spatiale et materielle. Dans Ia suite, la version spatiale est privilegiee 
et dans Ia section 3 nous presentons la forme faible des equations gouvernantes; 
les interpolations non lineaires choisies et la forme linearisee du probleme dis-
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cret conduisant a. Ia forme explicite de Ia matrice tangente de rigidite. Plusieurs 
problemes exigeants ont ete resolus dans Ia section 4 en relation avec des 
grandes rotations tri-dimensionnelles et de !'analyse du ftambement et du post
ftambement des structures poutres, illustrant ainsi Ia valeur de !'approche pro
posee. Une conclusion est presentee comme Ia section 5. 

Remarques sur Ia notation: Dans ce document, les scalaires sont notes a 
!'aide de lettres miniscules standards, les vecteurs sont notes avec des lettres 
miniscules grasses et les matrices sont ecrites en utilisant des caracteres ma
juscules gras. Les produits de deux vecteurs sont notes: a · b = a;b; pour le 
produit scalaire, ax b = a;bj fij k pour le produit vectoriel et a 0 b = a;bj pour 
le produit tensoriel. 

2. Parametrisation des grandes rotations tri-dimensionnelles 

Considerons une poutre courbe dans l'espace 3-D (voir figure 1) subissant 
une grande transformation avec a Ia fois des deplacement et des rotations 
d'amplitudes finies: Nous associons a chaque abscisse curvilligne s de Ia con
figuration de reference de Ia poutre L un repere orthonorme g; en choisissant 
g 1 comme vecteur tangent a sa fibre neutre. Le repere transforme a; de g; 
est aussi orthonorme. II est obtenu par une translation de vecteur x'P- x (ou 
x'P = <p( x( s)) est le vecteur position courant) et une rotation caracterisee par 
un tenseur a deux points A 

A( s) = a;(s) 0 g;(s) 
= Aj;(s)ej 0 e; , 

(2.1) 

ou A;j est Ia representation des coordonnees de A dans le systeme global de 
coordonnees e; de Ia configuration de reference (dans laquelle no us definissons 
des objets materiels), et e'f celui de Ia configuration deformee (dans laquelle 
nous definissons des objets spatiaux). Le tenseur A appartient au groupe non 
commutatif S0(3) de matrices orthogonales (A- 1 =AT) special (det[A] = 1) 
d'ordre 3 x 3 connu aussi comme le groupe de Lie. II ne s'agit pas d'un espace 
lineaire mais d 'une variete differentielle (LAN 85). 

Nous choisissons de confondre les deux systemes globaux de coordonnees, 
mais nous retenons des symboles differents pour distinguer les objets lies a des 
configurations differentes, ainsi on a: 

e'f = le; ===> I = e'f 0 e; . (2.2) 
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. t··································· ...... ~ 

Figure 1.- Poutre courbe dans l'espace 

Donnons notre attention a partir d'ici, a la grande rotation d'une section 
initialement normale a la fibre moyenne de la poutre, ayant pour cordonnee 
curvilligne s. 

Conformement au theoreme d'Euler, le vecteur de rotation{) reste inchange 
apres transformation. II s'agit en fait d'un vecteur propre de A associe a sa 
valeur propre unitaire: 

() = A{) 

= IiJ. 
[2.3] 

Comme A est tenseur a deux points, liant le vecteur materiel {) a son image 
spatiale (), les deux vecteurs possedent les memes mesures dans le referentiel 
qu'on a choisi: 

() · ef = {) · e; = B; . [2.4] 

II est possible d'exprimer A en fonction de () par la formule de Rodrigues 
[GOL 80] et [ARG 82]: 

A = exp[0] = cos(} I+ si;o 0 + 1-oc~so () ® () , [2.5] 

ou nous avons note (} = JBr + (}~ + (}~ la magnitude du vecteur de rotation 
et 0 le tenseur anti-symetrique qui opere sur un vecteur b comme le produit 
vectoriel de () sur ce dernier c'est-a-dire: 

0b ~ 9 x b ; Vb E !l' ; 0 ~ [ ~' 1' !t, l ; 9 ~ ( ~:) [2.6] 

On dit que () est le vecteur axial de Ia rna trice 0. La decomposition du vecteur 
tourne y de x dans la figure 2 permet d'etablir directement !'expression de A 
(equation [2 .5]) 0 
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I 

I 

y=a+b+c; a=(00)·x)te, 
b = (x- ((te) · x)tO)cosO etc= ((tO) x x)sinO 

Figure 2.- Grande rotation d'un vecteur x dans l'espace 

La matrice de rotation virtuelle est obtenue par !'application de la derivee de 
Gateaux [CIA 88] a Ia forme exponentielle [2.5] en version spatiale ou materielle 
selon la terminologie de Ibrahimbegovic et al. [IBR 95b]. 

En version spatiale, on peut ecrire la variation admissible de A sous Ia 
forme: 

oA = d'!,[Aa]lt=O 

= d'!,[exp(a oW)A]Ia=O 

=OWA, 

[2.7] 

ou l'objet spatial oW est une matrice anti-symetrique dont le vecteur axial 
est ow. Autrement dit, le tenseur oW represente une rotation virtuelle a; qui 
vient se superposer a Ia rotation existante, il est element de l'espace tangent a 
50(3) au point A note TA 50(3), Ia figure 3 en donne une illustration. 

Ce qui est le plus important pour la consideration suivante est d'exprimer 
la rotation virtuelle linearisee spatiale ow en fonction du vecteur de rotation 
virtue! oe (voir [IBR 95b] pour les details) 

ow= T(e)oe, 
T(O) = si;e1 + 1-;gsee + e-;;nee 0 e. [2.8] 

Remarque 1: Nous pouvons d'une autre part formuler Ia rotation virtuelle oA 
dans l'espace T1 50(3) tangent a 50(3) au point identite (voir figure 3), en ac-
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cord avec la representation materielle retenue par Argyris (ARG 82) et Cardona 
et Geradin (CAR 88) 

OA = dda(Aa)la=O 

= la (A exp( a ow))la=O 

=A ow, 

au le tenseur ow anti-symetrique caracterise par le vecteur axial o'lj; est cette 
fois-ci un objet materiel. o 

Remarque 2: Il existe un isomorphisme entre TA 50(3) et ~3 et entre TrS0(3) 
et ~3 , et on peut alors considerer ow et o'lj; comme des rotations linearisees 
c'est-a-dire comme des vecteurs de l'espace lineaire ~3 (voir (CAR 88)). Il est 
d'ailleurs possible de les lier: 

oW=AowAT 
ow= AT oW A 

====? ow = A o'lj; 
0 

====? o'lj; =AT ow . 

Remarque 3: Les matrices A et T sont composees des memes matrices element
aires, done elles partagent les memes vecteurs propres. Nous pouvons alors 
obtenir la relation o'lj; = TT ( 19) (voir (IBR 95b)). 0 

Figure 3.- Rotation virtuelle en versions: spatiale et materielle 
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3. Modele geometriquement exact de poutre tri-dimensionnelle 

A partir de cette section, nous nous interessons ala description spatiale du 
probleme de flexion des poutres, la theorie de Reissner [REI 81] approfondie 
par Simo et Vu-Quoc [SIM 84] et lbrahimbegovic [IBR 95a] formulant le modele 
en efforts resultants est retenue. 

3.1. Principe des travaux virtuels 

Les deformations generalisees energitiquement conjuguees aux efforts result
ants internes: force n'P et moment m"', peuvent etre definies par le vecteur de 
deformation axiale et de cisaillement transverse, et le vecteur de courbure 

[3.1] 

respectivement, ou (. )' = :. (.) designe la derivation par rapport a l'abscisse 
curvilligne s, et w est le vecteur axial du tenseur anti-symetrique des courbures 
f! =A' AT. 

On considere l'ecriture faible des equations d 'equilibre et des reactions qui 
correspond au principe des travaux virtuels en formulation Lagrangienne totale 

G( cp, A)·(8cp, 8WA) = 1 {£bE"' ·n"' +£b"-"' ·m"'} ds-1 { 8cp·ii+8w·m} ds = 0, 

[3.2] 
ou ii est une densite lineique de forces, m une densite lineique de moments, 
et £b(•"')' = A8(AT•"') (•"' est un objet vectoriel spatial) represente une 
forme particuliere de la derivee de Lie [MAR 83], !'application de celle-ci aux 
deformations generalisees [3 .1] no us donne les expressions de leurs variations 
admissibles: 

= 8cp' - 8w x cp' 
= 8w'. 

[3.3] 

3.2. Approximations element fini et interpolation non lineaire des 
rotations 

La poutre est approximee a l'aide d'elements finis. Sur chaque element on 
utilise une interpolation isoparametrique [BAT 90] du vecteur position: 

Ocp' = N Ocpe 
£< 

[3.4] 
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Quant au parametre de rotation virtuelle, son approximation est en fonction 
des vecteurs de rotation nodaux comme suit: 

Notons qu'il s'agit la d'une interpolation non conventionnelle ou le champ ap
proxime n'est pas une combinaison lineaire des variables nodales, la matrice T 
comportant des fonctions trigonometriques de la magnitude (} elle meme ap
proximee, est fortement non lineaire. Ce type d 'interpolation est choisi dans 
le but d'obtenir une matrice tangente de rigidite qui sera symetrique. Rap
pelons nous qu'une interpolation isoparametrique de bw conduit a une matrice 
tangente de rigidite qui est non symetrique (voir [SIM 86]). 

3.3. Discretisation et linearisation coherente du principe des travaux 
virtuels. Matrice tangente de rigidite 

Le type d'interpolations qu'on utilise pour decrire le champ de rotation 
necessite que la discretisation de la forme variationnelle [3.2] precede sa lineari
sation coherente. 

Le principe du travail virtue! peut s'exprimer en fonction des parametres 
discrets nodaux: 

ci (<.pe, ee). (b<.pe, bee)= fu{(N' b<.pe- (TN bee) X (N' <.pe)). n'P 
Le 

+((TN'+ N T')bee) · m'~'} ds 

- f£e {N b<.pe · ii +NT bee · m} ds = 0 , 
[3.6] 

avec !'apparition de Ia derivee suivant s de Ia matrice T [2.13] mise sous Ia 
forme: 

ou 

OcosB- sinO 
c1 = () 3 

Osin() + 2cos0- 2 
, c2 = ()4 

()-sin() 1 - cosO 
()2 , C5 = (} 3 

3sin0 - 20 - OcosO 
()5 
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Pour pouvoir obtenir un systeme d'equations algebriques non lineaires dont 
la solution serait obtenue par un schema iteratif de Newton, nous appliquons a 
la fonctionnelle discrete (3.6) I 'operateur tangent L correspond ant a la derivee 
directionnelle suivant b.t.pe et /j.(}e: 

L[GI l = ci + dd I { ci ['Pe +a b.i.pe, ee +a jj.(}e]} = 0 , [3.8) 
£e £e a a=O £e 

cette linearisation dite coherente nous garantie la convergence quadratique de 
l'algorithme de Newton. 

Pour une poutre avec loi de comportement elastique lineaire justifiee pour 
des petites deformations: n"' = ACnATE<p et m"' = ACmA_T,._'P, avec les 
matrices constitutives Cn = diag(E A, G A'z, G A'3 ) pour l'effet de membrane 
et de cisaillement transverse, et Cm = diag(G J, E ]z, E h) pour l'effet de 
torsion et de flexion. La linearisation peut etre mise SOliS la forme: 

L[Gl]=GI +JL,{LoE ·ACnAT£~E+Lo"- ·ACmAT£~K}ds 
£e £e 

faisant intervenir les deformations incrementales generalisees discretes 

N' b.t.pe - (TN /:).(}e) X (N' t.pe) 
(T.N' + N T')b.(}e , 

[3.9) 

[3.10) 

et les increments sur les deformations virtuelles: axiale et de flexion, discrets 
eux ausst 

c~ CoE"' = -(TN /j.(}e) X (N' 8t.pe + (N' 'Pe) X (TN MJe)) 
+(N'b.t.pe).x (TNfJ(}e)+(N't.pe) X (b.TN88e)), 

£~Co"-"' = -(TN b.Oe) x ((TN'+ S N) {j(}e + w x TN We) 
+(b. TN'+ b.S N)68e + b.w x (TN 80e) 
+w X (b.TN {j(}e), 

ou S est une matrice purement cinematique: 

[3.11) 

[3.12) 

S = Ct (8' 0 8) +cz(( (}X(}') 08) + c3( (} · 8')(808)- c4(8') +cs( (J · (}')[!) +cs(808') , 
[3.13] 

et b.T et b.S sont les derivees de Gateaux des matrices T et S. 
Finalement le systeme d'equations non lineaires de taille 6 N en x 6 N en 

relatif a un element peut etre mis en evidence: 
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ou on a note re le vecteur residu interne elementaire, dont la partie associee a 
un noeud I est: 

ds , [3.15] 

re est le vecteur des forces externes, pour un noeud I on a. 

fJ = { ( NI ii ) 

lu NITTm 
ds, [3.16] 

la matrice ta.ngente de rigidite elementa.ire est decomposee d'une ma.niere cla.s
sique dans une formulation Lagrangienne totale en sa partie materielle K:'r, 
(matrice nettement symetrique) et sa partie geometrique K~; leurs parties as
sociees aux noeuds I et J sont respectivement: 

et 

N/ ACnAT N/ 

K~IJ = L [ -NI TT [N' ;h) A Cn AT N/ 

N/ACnAT[N'cpex]TNJ l 
ds, 

-NJ TT [N' cpe x] ACnAT [N' cpe x] T NJ 

+(N/TT + NI T'T) A Cm _AT (TN/+ T' NJ) 

0 

-N/ [n'~'x] T NJ 

N1(TT [n'l' 0 (N' cpe)- (n'l' · (N' cpe))I]T + 3(n'1' X (N' cpe))NJ 
+N1 (TT [m'~' 0 w - (m'~' · w) I]T + S(m'~' x w))NJ 

+NI(TT (m'~'x] S- gT [m'~'x] T + H)NJ 
+NI(TT (m'~'x] T + 3T (m'~'))N/ 
+N/( -TT [m'~' x] T + 3 (m'~'))NJ 

[3.17] 

ds. 

[3.18] 
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Nous avons ecrit [•x] pour noter !a matrice anti-symetrique d'un vecteur ax
ial •, avec les matrices fortement non lineaires dependant des forces internes 
generalisees assurant !a symetrie de K; suivantes: 

S(a) = cr[a®0]-c2[(0xa)®0]+c3 (0·a)[0®0]+c4 [A]+c5(0·a)[I]+c5[0®a], 
[3.19] 

et 

H = (cl(m. 0') + c2m. (0 X 0') + c3(m. 0)(0. 0')) [I] 

+ (ai(m. 0') + a2m. (0 X 0') + a3(m. 0)(0. 0')) [0®0] +c5[0' ®m+m®O'] 

+c3(m-0)[0'®0+0®0']+c3(0·B')[O®m+m®0]+c2 [(0' xm)®B+O®(O' xm)]. 
[3.20] 

et les coefficients scalaires: 

Remarque 4: Si l'on obtient d'abord la forme linearisee de !'equation [3.2] et 
puis on y remplace les interpolations [3.4] et [3.5], !'expression du vecteur residu 
interne ne change pas par rapport ace que l'on trouve dans [3.15]. On trouve 
de meme pour K~, tan dis que !a partie geometrique de la matrice tangente 
devient: 

0 

-N/ (n'~'x] T N1 

N1(TT [t(n'~' ® (N' tpe) + (N' tpe) ® n'~')- (n'~' · (N' tpe))I]T)NJ ds , 
+Nd(-ST (m'~'x] T + TT (m'~'x] S)N1 

+NI(tTT (m'~'x] T)N/ 
+N/(-~TT (m'~'x] T)N1 

ce qui ressemble a !'expression proposee par Cardonna et Geradin (voir [CAR 
88]). Nous constatons dans les exemples numeriques qui suivent que les termes 
qu'on ne trouve pas dans cette derniere expression par rapport a !'expression 
[3.18] sont tres importants pour garantir Ia convergence quadratique de la 
methode de Newton. Nous constatons egalement (voir [IBR 95c]) que ces ter
mes manquant dans !a derniere expression pour K; 

11 
sont tres importants 

pour !'analyse du flambement. 
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3.4. Mises a jour des grandes rotations et des courbures 

L'actua.lisation apres chaque iteration du vecteur position <pet du vecteur 
deformation E'P ne pose pas de difficulte particuliere. Par contre Ia matrice 
de rotation A, puisque no us utilisons ~ w comme parametre de rotation au 
point de Gauss, est mise a jour d'une maniere optimale en ayant recours aux 
parametres d'Euler et a quelques elements de l'algebre des quaternions [SPR 
86]. 

Les parametres d'Euler associes a la rotation autour du vecteur ~w de 
magnitude ~w represente un couple constitue d'un scalaire q0w et d'un vecteur 
qw, appele quaternion unitaire (q5w + qw · qw = 1) et defini par: 

~w sin f),w 

{ qow, qw} = {cos-, --2
- ~ w} , 

2 ~w 
[3.21] 

permettant d'evaluer par des operations simples la matrice orthogonale de la 
rotation ~w 

(3.22] 

L'ensemble des parametres d'Euler est un sous-groupe de l'espace hyper
complexe [SIM 86] qui permet de composer des rotations a !'aide d'une operation 
de multiplication des quaternions, c'est-a-dire que mettre a jour Ia matrice de 
rotation 

A (i+l) = exp[~ w(il] A (i) , (3.23] 

revient a multiplier de la manere suivante par le quaternion { q~~' q~)} de 

~w(il, le quaternion {q~i)' q(i)} associe a Ia matrice de rotation A(il: 

(3.24] 

Concernant la deformation de flexion/torsion, on montre facilement (voir 
IBR 95a]) en utilisant sa parametrisation par une matrice anti-symetrique, que 
son actualisation peut s'effectuer a !'aide de ]'expression suivante: 

(3.25] 

4. Exemples Numeriques 

Nous validons notre formulation avec des tests classiques bien connus en 
analyse non lineaire geometrique de structures de type poutre sous charge
ment, a ]'aide d'exemples de calcul de charges critiques, et avec des simulations 
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du flambement et du post flambement de poutres accompagnees de courbes 
completes charge-deplacement. L'implantation de !'element fini en question 
avec les variantes: integration reduite, modes incompatibles enrichissant le 
champs de position, avec 2 ou 3 noeuds, a ete realisee dans le code FEAP [ZIE 
89]. 

4.1. Poutre de Bathe et Boulourchi 

Un exemple bien connu de poutre courbe completement tri-dimensionnelle 
est celui de Bathe et Boulourchi [BAT 79]. Une portion a 45 degres d'un cer
cle de diametre 200 est encastree a une extremite et sollicitee par une force 
P = 600 normale a son plan a !'autre extremite. La section est de forme carree 
et sa valeur est !'unite. Nous adoptons les valeurs de E = 107 et v = 0 pour le 
module d'Young et le coefficient de Poisson respectivement. Le maillage com
porte 8 elements a 2 noeuds et Ia solution tres satisfaisante (voir tableau 1) est 
obtenue avec seulement 6 pas egaux de charge (60 pas sont utilises dans [BAT 
79]). La figure 4 est une vue 3-D des deformees de l'arc en fin de chaque pas. 

Tableau 1.- Deplacements de Ia poutre de Bathe et Boulourchi 

I Modele 

present avec int. red. 13.5469 -23.4505 53.3737 
present avec mod. InC. 13.5245 -23.4775 53.2829 

[BAT 79] 13.4 -23.5 53.4 
[SIM 86] 13.50 -23.48 53.37 
[CAR 88] 13.73 -23.67 53.50 

4.2. Cantilever sous moment et force perturbatrice 

Une cantilever (voir figure 5) de longueur l = 10 caracterisee par EA = 104, 
GA = 104

, EI = 102 et GJ = 102 (rigidites de traction, de cisaillement 
transverse, de flexion et de torsion) est !'objet de deux sollicitations, un moment 
de flexion A1 = 2.571" et une perturbation normale au plan du moment, de valeur 
F = 0.0625. La cantilever est discretisee avec 10 elements et 21 noeuds et 
chargee avec un seul pas. 
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3 

~2 

Figure 4.- Poutre de Bathe et Boulourchi. Deformees successives. 
F = 100, 200, 300,400,500 et 600 

~--

• • • • • • • • • • 

Figure 5.- Cantilever soumise a un moment et a une charge de 
perturbation 

\M 

Cet exemple est propose dans (IBR 95b] pour mettre en evidence la li
mitation du taux de convergence du modele utilisant la proposition de Simo 
(SIM 92] permettant de prendre la partie symetrique de la matrice tangente 
de rigidite non symetrique dans une formulation basee sur les interpolations 
isoparametriques de .6. w. 

Tableau 2.-Deplacements de Ia cantilever 

Modele 

present avec int. red. 
present avec mod. 1nc. 

[SIM 92] 
(CAR 88] 

-0.996651 
-0.998969 

-0.996188 
-0.996651 
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Tableau 3.- Normes de convergence pour Ia cantilever 

Present avec int.red [SIM 92] 

It Residu I Energie Residu I Energie 

0 7.854 X 10° 6.181 X 10° 7.854 X 10° 6.181 X 10° 

1 3.381 X 103 1.849 X 103 3.381 X 103 1.849 X 103 

2 2.657 x 1o-2 1.022 X 10-5 1.764 X 10- 1 4.852 X 10-3 

3 3.091 x 1o-3 2.088 x 1o-9 4.313 X 10- 1 2.381 X 10-4 

4 4.956 X 10-8 3.309 X 10-17 8.064 X 10-2 3.371 X 10-5 

5 7.635 X 10-12 2.677 x 1o-27 1.887 X 10- 2 5.865 X 10-6 

6 3.721 X 10-3 9.925 X 10- 7 

7 1.369 X 10-3 1.700 X 10-7 

8 5.299 X 10-4 2.909 X 10-8 

9 2.180 X 10-4 4.980 X 10- 9 

. . . ... 

. . . . .. 
27 6.902 X 10- 11 4.505 X 10- 23 

[CAR 88] 

It. Residu I Energie 

0 7.854 X 1QU 6.181 X 10° 
1 3.381 X 103 1.849 X 103 

2 1.831 x w- 1 1.559 X 10-3 

3 3.924 x w- 2 3.010 x 10-5 

4 9.433 x w-3 7.016 x 10- 7 

5 4.986 x w-4 1.721 X 10-8 

7 8.245 x w- 5 4.343 X 10- 10 

8 1.269 x w- 5 1.105 X 10- 11 

9 2.067 x w-6 2.821 X 10- 13 

. . . ... 
15 3.724 x w- 11 7.889 x 10-23 

Dans le tableau 3 on observe que contrairement aux formulations anterieures 
(voir [CAR 88] et [SIM 92]), avec notre element dont la matrice tangente de 
rigidite est symetrique, nous arrivons a assurer une convergence quadratique de 
la methode de Newton vers la solution du tableau 2, meme pour ce probleme 
3-D de forces non conservatives. 

4.3. Flambement plan d'un arc circulaire 

Nous considerons les grandes rotations bidimensionnelles lors d'un flambe
ment d'un arc circulaire ouvert de 215 degres sous l'effet d'une charge ponctuelle 
agissant a son centre. L'anneau mince est encastre d'un cote et repose sur un 
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appui simple de !'autre cote. La solution de reference est diie a DaDeppo et 
Schmidt [DAD 75]. On utilise pour ce probleme 40 elements avec 2 noeuds par 
element, et un pilotage de type longueur d'arc. 

Tableau 4.- Forces critiques pour l 'arc circulaire 

I Modele Force critique 

I present 905.5 

I [SIM 86] 905.28 

1 present 2o ele. a 3 noe. 897.4 

1 reference 897. 

La force critique calculee est en accord avec le travail de Simo et Vu-Quoc 
[SIM 86]. Une meilleure estimation de celle-ci est obtenue avec 20 elements 
courbes (3 noeuds par element) en raison de Ia forte courbure initiale de la 
structure. 

La reponse force-deplacement dans la figure 7 nous montre que le flambe
ment de l'arc se produit apres la manifestation de grands deplacements et de 
gran des rotations (voir les deformees de la figure 8). La non linearite de la 
courbe est importante avant d'atteindre le point limite. II est done indispens
able de traiter ce probleme avec une theorie geometriquement exacte, et non 
comme un probleme de flambement lineaire. 

4.4. Deversement d'une lame equerre sous charge ponctuelle 

On etudie la reponse non lineaire transversale de Ia poutre encastree de 
forme L schematisee dans la figure 9 quand une force Px agit dans son plan. 
La section de Ia poutre est une parois tres mince, presentant une rigidite de 
flexion dans son plan beaucoup plus importante que celle dans son plan normal. 
Le flambement est provoque par une perturbation Ps perpendiculaire au plan 
de l'equerre, retiree des que Ia charge critique est atteinte, comme recommande 
par les auteurs de cet exemple: Argyris eta!. [ARG 79]. 

Tableau 5.- Charges critiques de Ia lame equerre 

Modele 

present 

[ARG 79) 
[SIM 86] 
[CRI 90] 
[LEE 94] 

Force critique (N) 

1.083 

1.088 
1.09 
1.084 
1.084 

La force critique (voir tableau 5) trouvee avec un maillage de 20 elements est 
en tres bon accord avec les resultats que !'on trouve dans les articles specialises. 
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Figure 6.- Arc circulaire simplement appuye so us charge concentree 
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Figure 7.- Arc circulaire. Courbe charge-deplacement au centre 
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Figure 8.- Arc circulaire. Deformees successives 
P = 453.0, 905.5, 452.9, -77.12,456.3 et 955.8 

Section: 

I
·~ 

:b 

·' "~t~-

~ 

L = 240 mm 
b=30mm 
t=0.6mm 

Mll1Wl!l!. 

I' s 

E=71240N/mm
2 

v = 0.3 

·..,._X 

L 

P x = P : sollicitation ponctuelle 

P s = 0.001 P: force de perturbation 

Figure 9.- Lame equerre sous charge ponctuelle 
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Figure 10.- Lame equerre sous charge ponctue/le. Courbe 
charge-deplacement lateral 

Elle est associee comme le montre la loi charge-deplacement de la figure 10 a 
un point de bifurcation apres lequel le regime de reponse de la structure reste 
stable. La forme deformee est donnee dans la figure 11. 

4.5. Flambement lateral d'une lame equerre sous moments 

Ce test tres severe est aussi rapporte du travail de Argyris et al. [ARG 
79]. Il concerne Ia structure de l'exemple precedent. Les bords de Ia lame 
sont cette fois sous !'action de moments de flexion, ils ne peuvent se deplacer 
qu'horizontalement et ne peuvent tourner que dans le plan de celle-ci (voir 
figure 12). 

En raison de Ia symetrie geometrique et physique de ce test, seulement la 
moitie de Ia poutre est modelisee avec une discretisation de 10 elements finis a 
3 noeuds chacun. Le deversement de Ia structure est provoque en exercant au 
milieu C une force Ps = 10- 5M dans la direction transversale, pour simuler 
une imperfection. Elle est retiree au niveau critique de charge pour continuer 
!'analyse. 

Compare ala solution de reference de Timoshenko et Gere [TIM 61] ainsi 
qu'aux differents travaux anterieurs, le moment critique dans le tableau 6 corre
spondant a un flambement par bifurcation est tres bien estime. Le moment est 
trace en fonction du deplacement transversal du centre C de la lame dans la fi-
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Figure 11.- Lame equerre sous charge ponctuelle. Deformee en fin d'analyse 
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Conditions aux limites en B 

Conditions de symetrie en C 

Figure 12.- Lame equerre sous moments 
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Figure 13.- Lame equerre sous moments. Reponse latirale au point C 

2 

Figure 14.- Lame equerre sous moments. Vue latirale des diformees 
successives M = 599.3, 509.9, 367.0, 268.0, 224.0 et 180.9 
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Figures 15.- Lame equerre sous moments. Reponses dans le plan au point B 
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Figure 16.- Lame equerre sous moments. Projection des diformees 
successives M = 417.0, 241.6 et 212.4 

gure 13, et au point B, dans les figures 15 nous donnons Ia variation du moment 
en fonction du glissement et en fonction de Ia rotation permise. Les figures 14 
et 16 illustrent des projections planes de quelques deformees. La lame retrouve 
apres Ia revolution autours de !'axe X Ia meme valeur du moment critique de 
620.0 en raison de !'elimination de Ia force perturbatrice. 

Tableau 6.- Moments critiques pour Ia lame equerre 

5. Conclusions 

Modele 

present 

[ARG 79) 
[SIM 86) 
[LEE 94) 

Reference 

Moment critique (N mm) 

620.0 

618.75 
615.5 
618.3 

622.21 

Dans cet effort nous avons presente un nouveau traitement des grandes 
rotations 3-D vis-a-vis d'une implantation dans un calcul par elements finis, 
avec les deux options equivalentes: spatiale et materielle. L'objectif vise par 
ce travail etait de construire un element fini de poutre geometriquement exact 
satisfaisant. L'element est base sur une parametrisation simple des grandes 
rotations par les matrices orthogonales et une interpolation non lineaire. Cette 
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derniere est. une interpolation originale construite apres une consideration soi
gneuse de li\ relation entre Ia matrice orthogonale et le vecteur de rotation. 
Nons avons trouve que: 

( 1) L'interpolation non lineaire exige nne nouvelle demarche dans Ia lineari
sation coherente ou on doit d 'abord discretiser Ia forme faible par les interpo
lations proposees dans cet article, et ensuite lineariser ce resultat; 

(2) On trouve nne matrice tangente de rigidite symetrique quelque soit Ia 
charge externe appliquee; 

(3) On obtient toujours une convergence quadratique de Ia methode de 
Newton; 

( 4) On pent s'attaquer aux problemes de flam bement lineaire et non lineaire 
ainsi que les problemes de post-flambement; 

(5) Si l'on neglige quelques termes dans Ia matrice tangente de rigidite 
(voir [CAR 88]), nons ne pouvons garantir ni Ia convergence quadratique de la 
methode de Newton, ni Ia precision du calcul de la charge de flambement. 

Rernerciernents 

Nons tenons a remercier le Ministere de l'Enseignement Superieur algerien et 
l'abondement ANVAR 95 pour leurs a.ppuis financiers. 

6. Bibliographie 

(ARG 79] ARGYRIS J.H., H. BALMER, J.St. DOLTSINIS, P.C. DUNNE. M. 
HAASE, M. KLEIBER, G.A. MALEJANNAKIS, H.P. MLEJNEK and D.W. 
SCHARPF, Finite Element Method- The Natural Approach, Comput. Meth
ods Appl. Mech. Eng., 17/18, [1979]1-106 

(ARG 82] ARGYRIS J.H., An Excursion Into Large Rotations, Comput. Methods 
Appl. Mech. Eng., 32, [1982] 85-155 

[BAT 79] BATHE K.J. and S. BOLOURCHI, Large Displacement Analysis of Three
Dimensional Beam Structures, Int. J. Numer. Methods Eng., 14, [1979]961-986 

[BAT 90] BATOZ J.L. and G. DHATT, Modelisation des structures par elements 
finis, I. Solides elastiques, II. Poutres et plaques, III. Coques, Hermes, Paris, 
[1990] 

[CAR 88] CARDONA A. and M. GERADIN, A Beam Finite Element Non-linear 
Theory With Finite Rotations, Int. J. Numer. Methods Eng., 26, [1988] 2403-
2438 

[CIA 88] CIARLET Ph. G., Mathematical Elasticity. Volume I: Three-Dimensional 
Elasticity, North-Holland, Amsterdam, [1988] 



Poutres en grandes rotations tri-dimensionnelles 7 1 7 

(CRI 90] CRISFIELD M.A., A Consistent Co-Rotational Formulation for Non-Linear, 
Three-Dimensional Beam Elements, Comput. Methods Appl. Mech. Eng., 81, 
[1990] 131-150 

(DAD 75] DADEPPO D.A. and R. SCHMIDT, Instability of Clamped-Hinged Cir
cular Arches Subjected to a Point Load, J. Appl. Mech., 97, (1975] 894-896 

(FRE 78] FREY F. and S. CESCOTTO, Some New Aspects of the Incremental Total 
Lagrangian Description in Nonlinear Analysis, in Finite Elements in Nonlinear 
Mechanics, (eds. P.G. Bergan et al.), Tapir Publisher, Trondheim, (1978] 323-
343 

(GOL 80] GOLDSTEIN H., Classical Mechanics, Addison-Wesley, Reading, MA, 
[1980] 

(IBR 93) IBRAHIMBEGOVIC A., F. FREY, Finite Element Analysis of Linear 
and Nonlinear Planar Deformation of Elastic Initially Curved Beams, Int. J. 
Numer. Methods Eng., 36, (1993] 3239-3258 

(IBR 95a] IBRAHIMBEGOVIC A., On FE Implementation of Geometrically Non
linear Reissner's Beam Theory: Three-Dimensional Curved Beam Elements, 
Comput. Methods Appl. Mech. Eng., 122, (1995] 11-26 

(IBR 95b] IBRAHIMBEGOVIC A., F. FREY and I. KOZAR, Computational As
pects of Vector-Like Parameterization of Three-Dimensional Finite Rotations, 
Int. J. N umer. Methods Eng., (1995) in press 

(IBR 95c] IBRAHIMBEGOVIC A., H. SHAKOURZADEH, J-L. BATOZ, M. AL 
MIKDAD and Y-Q. GUO, On the Role of Geometrically Exact and Second 
Order Theories in Buckling and Post-buckling Analysis of Three-dimensional 
Beam Structures, Comp. and Structures, (1995] in press 

[LAN 85] LANG S., Differential Manifolds, Springer-Verlag, Berlin, (1985) 

(LEE 94) LEE H., D-W. JUNG, J-H. JEONG and I. SEYOUNG, Finite Element 
Analysis of Lateral Buckling for Beam Structures, Comp. and Structures, 53, 
[1994]1357-1371 

(MAR 83] MARSDEN J.E. and T.J.R. HUGHES, Mathematical Foundations of 
Elasticity, Prentice-Hall, Englewoods Cliffs, N.J., (1983) 

(REI 81) REISSNER E., On Finite Deformations of Space Curved Beams, J. Appl. 
Math. Phys., 32, [1981] 734-744 

(SIM 84) SIMO J.C. and L. VU-QUOC, A Finite Strain Beam Formulation. The 
Three-Dimensional Dynamic Problem. Part I, Comp. Methods Appl. Mech. 
Eng., 49, [1984] 55-70 

(SIM 86) SIMO J.C. and L. VU-QUOC, A Three-Dimensional Finite-Strain Rod 
Model. Part II: Computational Aspects, Comp. Methods Appl. Mech. Eng., 
58, [1986) 79-116 



718 Revue europeenne des clements finis. Vol. 4 - no 5-6/1995 

[SIM 92] SIMO J.C., The (Symmetric) Hessian for Geometrically Nonlinear Models 
in Solid Mechanics: Intrinsic Definition and Geometric Interpretation, Comp. 
Methods Appl. Mech. Eng., 96, [1992] 189-200 

[SPR 86] SPRING I<.W., Euler Parameters and the use of Quaternion Algebra in the 
Manipulation of Finite Rotations: A Review, Mechanism and Machine Theory, 
21, [1986] 365-373 

[TIM 61] TIMOSHENKO S.P. and J.M. GERE, Theory of Elastic Stability, McGraw
Hill, London, [1961] 

[ZIE 89] ZIENKIEWICZ O.C. and R.L. TAYLOR, The Finite Element Method: 
Basic Formulation and Linear Problems, vol I, McGraw-Hill, London, [1989] 


