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RESUME. Nous proposons dans cet article une formulation éléments finis pour les poutres
tri-dimensionnelles soumises a des grands déplacements et des grandes rotations mais
avec de petites déformations élastiques, situation souvent rencontrée dans les
constructions mécaniques et de génie-civil. La caractéristique principale de cette
Sformulation concerne le traitement des rotations finies : nous sommes capables a l'aide
d'une paramétrisation des grandes rotations 3D par des matrices orthogonales, grice a des
interpolations éléments finis non linéaires des rotations linéarisées, de fournir une
matrice tangente de rigidité symétrique permettant une convergence quadratique vers la
solution incrémentale, la linéarisation cohérente étant affectée par cette démarche.
Nombreux exemples numériques démontrent l'efficacité de ce développement.

ABSTRACT. We propose in this paper a finite element formulation for three-dimensional
beams undergoing large displacement and large rotations but small strains, many
structures of mechanical and civil engineering belong to this class of problems. The main
feature of this formulation concerns the treatment of finite rotations : by using the
orthogonal matrix parametrization of 3D finite rotations and a nonlinear finite element
interpolation of linearized rotations, we are able to provide a symetric tangent stiffness
matrix leading to quadratic convergence of the incremental solution procedure, and the
consistent linearization being affected by this approach. Several numerical examples
demonstrate the efficiency of this development.

MOTS-CLES: poutre tri-dimensionnelle de Reissner, grandes rotations, non linéarité
géométrique.
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1. Introduction

Les grands déplacements et les grandes rotations des structures poutres sont
le théme essentiel que nous abordons dans ce document. La difficulté provient
de la nature complexe des rotations d’amplitudes finies 3-D (voir [ARG 82]).
La paramétrisation intrinseque des grandes rotations conduit & une matrice
orthogonale qui est un élément d’un espace non linéaire dit variété SO(3).

D’un coté, la représentation par des matrices orthogonales des rotations
fintes tri-dimensionnelles apporte une clarté aux considérations théoriques de
ce probléme, mais de autre coté, elle nous ameéne a plusieurs conséquences
indésirables concernant I'implantation élément fini: la plus remarquable parmi
elles étant la non symétrie de la matrice tangente de rigidité (voir [SIM 86] et
[CRI 90]).

Ainsi dans ce travail nous proposons une méthode pour surmonter cet in-
convénient fondamental, fournissant une matrice tangente de rigidité symétri-
que. L’idée clé réside dans I’exploitation de la relation entre la matrice orthog-
onale des grandes rotations et ”le vecteur de grande rotation”. (Ce dernier
étant plutot un terme de confusion, pour clarifier il est référé au vecteur qui
n’est pas affecté par la rotation, c’est-a-dire le vecteur propre de la matrice
orthogonale des grandes rotations dont la valeur propre associée est égale a
1). Cette considération et ses issues, comme donné dans Ibrahimbegovié et al.
[IBR 95b] conduisent & une relation liant la matrice de rotation au vecteur de
rotation, et aussi leurs variations. Ensuite, par ’exploitation de ceci et par
la définition d’interpolations éléments finis isoparamétriques simples pour les
parameétres du vecteur de rotation (et ses variations), nous sommes capables de
définir les interpolations éléments finis non linéaires correspondantes valables
pour la paramétrisation de la matrice orthogonale.

Le fait que les interpolations éléments finis sont non linéaires implique que
les issues dans la linéarisation cohérente deviennent plus subtiles. En particulier
la procédure rigoureuse est: on a a linéariser le probléeme discret obtenu une
fois que les interpolations éléments finis choisies sont remplacées dans la forme
faible des équations gouvernantes.

Pour les interpolations éléments finis non linéaires, une procédure pareille
produit quelques termes additionnels par rapport a la forme simplement obtenue
par la discrétisation des équations continues linéarisées. Tous ces termes jouent
un réle important si on veut rendre cet élément fini utile pour I’analyse de
flambement [IBR 95¢] et garantir une convergence robuste de la stratégie basée
sur la méthode de Newton, et donc ne doivent pas étre omis. Il est intéressant
de noter que cette derniére observation a été faite par Frey et Cescotto [FRE
78] dans un cadre plus simplifié de I’analyse des poutres 4 deux dimensions.

Le profil de ce document est comme suit: dans la prochaine section nous
récapitulons les équations de base concernant les rotations finies 3-D disponibles
en versions spatiale et matérielle. Dans la suite, la version spatiale est privilégiée
et dans la section 3 nous présentons la forme faible des équations gouvernantes;
les interpolations non linéaires choisies et la forme linéarisée du probléme dis-
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cret conduisant a la forme explicite de la matrice tangente de rigidité. Plusieurs
problémes exigeants ont été résolus dans la section 4 en relation avec des
grandes rotations tri-dimensionnelles et de ’analyse du flambement et du post-
flambement des structures poutres, illustrant ainsi la valeur de ’approche pro-
posée. Une conclusion est présentée comme la section 5.

Remarques sur la notation: Dans ce document, les scalaires sont notés a
Paide de lettres miniscules standards, les vecteurs sont notés avec des lettres
miniscules grasses et les matrices sont écrites en utilisant des caractéres ma-
juscules gras. Les produits de deux vecteurs sont notés: a-b = a;b; pour le
produit scalaire, a X b = a;bj ;53 pour le produit vectoriel et a®b = a;b; pour
le produit tensoriel.

2. Paramétrisation des grandes rotations tri-dimensionnelles

Considérons une poutre courbe dans I'espace 3-D (voir figure 1) subissant
une grande transformation avec a la fois des déplacement et des rotations
d’amplitudes finies: Nous associons a chaque abscisse curvilligne s de la con-
figuration de référence de la poutre L un repére orthonormé g; en choisissant
g1 comme vecteur tangent a sa fibre neutre. Le repére transformé a; de g;
est aussi orthonormé. Il est obtenu par une translation de vecteur x¥ — x (ou
x¥ = p(x(s)) est le vecteur position courant) et une rotation caractérisée par
un tenseur a deux points A

A(s) = ai(s) ®gi(s)

= Aji(s)ef ®e;, [2'1]

ou 1—&”- est la représentation des coordonnées de A dans le systéme global de
coordonnées e; de la configuration de référence (dans laquelle nous définissons
des objets matériels), et e celui de la configuration déformée (dans laquelle
nous définissons des objets spatiaux). Le tenseur A appartient au groupe non
commutatif SO(3) de matrices orthogonales (A~! = AT spécial (det[A] = 1)
d’ordre 3 x 3 connu aussi comme le groupe de Lie. Il ne s’agit pas d’un espace
linéaire mais d’une variété différentielle [LAN 85].

Nous choisissons de confondre les deux systémes globaux de coordonnées,
mais nous retenons des symboles différents pour distinguer les objets liés a des

configurations différentes, ainsi on a:

ei(P:Iei — I:ef@ei . [22]
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Figure 1.- Poutre courbe dans l’espace

Donnons notre attention & partir d’ici, a la grande rotation d’une section
initialement normale & la fibre moyenne de la poutre, ayant pour cordonnée
curvilligne s.

Conformément au théoréme d’Euler, le vecteur de rotation ¥ reste inchangé
aprés transformation. Il s’agit en fait d’un vecteur propre de A associé a sa
valeur propre unitaire:

6 =A9
=19 .
Comme A est tenseur 4 deux points, liant le vecteur matériel ¥ & son image

spatiale 0, les deux vecteurs possédent les mémes mesures dans le référentiel
qu’on a choisi:

[2.3]

6-ef=19-e,-:9,-. [2.4]

Il est possible d’exprimer A en fonction de 8 par la formule de Rodrigues
[GOL 80] et [ARG 82]:

A = ezp[@®] = cosf I + £70@ + =229 3 0, [2.5]

oll nous avons noté 6 = /6% + 62 + 62 la magnitude du vecteur de rotation
et O le tenseur anti-symétrique qui opére sur un vecteur b comme le produit
vectoriel de 6 sur ce dernier c’est-a-dire:

0 —03 6, 01

@b:@xb;VbE?Rs;G):[eg 0 —01};6: 6, | . [2.6]
—6; 6, 0 s

On dit que @ est le vecteur axial de la matrice @. La décomposition du vecteur

tourné y de x dans la figure 2 permet d’établir directement I’expression de A
(équation [2.5]).
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Figure 2.- Grande rotation d’un vecteur x dans l’espace

La matrice de rotation virtuelle est obtenue par 'application de la dérivée de
Gateaux [CIA 88] & la forme exponentielle [2.5] en version spatiale ou matérielle
selon la terminologie de Ibrahimbegovié et al. [IBR 95b].

En version spatiale, on peut écrire la variation admissible de A sous la
forme:

SA = £[A4]

t=0
%[exp(a W) A]
=6WA ,

[2.7]

a=0

ou 'objet spatial §W est une matrice anti-symétrique dont le vecteur axial
est 6w. Autrement dit, le tenseur §W représente une rotation virtuelle a; qui
vient se superposer a la rotation existante, il est élément de ’espace tangent a
SO(3) au point A noté Ty SO(3), la figure 3 en donne une illustration.

Ce qui est le plus important pour la considération suivante est d’exprimer
la rotation virtuelle linéarisée spatiale éw en fonction du vecteur de rotation

virtuel 6@ (voir [IBR 95b] pour les détails)

sw = T(86) 56,

T(0) = “20 + =258 @ 4+ &=2700 0 6 .

[2.8]

Remarque 1: Nous pouvons d’une autre part formuler la rotation virtuelle A
dans ’espace 77 SO(3) tangent & SO(3) au point identité (voir figure 3), en ac-



698 Revue européenne des éléments finis. Vol. 4 - n° 5-6/1995

cord avec la représentation matérielle retenue par Argyris [ARG 82] et Cardona
et Geradin [CAR 88]

A = £[A4]

= LA exp(a 6)]
= AT |

a=0

ol le tenseur 6% anti-symétrique caractérisé par le vecteur axial 61) est cette
fois-ci un objet matériel. O

Remarque 2: Il existe un isomorphisme entre Ty SO(3) et R? et entre TySO(3)
et N3, et on peut alors considérer w et 61 comme des rotations linéarisées
c’est-a-dire comme des vecteurs de ’espace linéaire 3 (voir [CAR 88)). 1l est
d’ailleurs possible de les lier:

W = AP AT = 6w =A6v g
§O = ATSWA = 69 = AT 6w .
Remarque 3: Les matrices A et T sont composées des mémes matrices élément-

aires, donc elles partagent les mémes vecteurs propres. Nous pouvons alors
obtenir la relation 6y = TT(99) (voir [IBR 95b]). O

Figure 3.- Rotation virtuelle en versions: spatiale et matérielle



Poutres en grandes rotations tri-dimensionnelles 699

3. Modele géométriquement exact de poutre tri-dimensionnelle

A partir de cette section, nous nous intéressons a la description spatiale du
probléme de flexion des poutres, la théorie de Reissner [REI 81] approfondie
par Simo et Vu-Quoc [SIM 84] et Ibrahimbegovié [IBR 95a] formulant le modeéle
en efforts résultants est retenue.

3.1. Principe des travaux virtuels

Les déformations généralisées énergitiquement conjuguées aux efforts résult-
ants internes: force n¥ et moment m¥, peuvent étre définies par le vecteur de
déformation axiale et de cisaillement transverse, et le vecteur de courbure

€’ = ' —a;
K = w

[3.1]

3

respectivement, ol (o) = f;(o) désigne la dérivation par rapport a l’abscisse

curvilligne s, et w est le vecteur axial du tenseur anti-symétrique des courbures
Q= A'AT.

On considére ’écriture faible des équations d’équilibre et des réactions qui
correspond au principe des travaux virtuels en formulation Lagrangienne totale

G, A)-(bp,6WA) = /{ﬁge‘p~n‘p+£5n‘”'m“"} ds—/ {pn+éw-m}ds =0,
L L

[3.2]
ou n est une densité linéique de forces, m une densité linéique de moments,
et Ls(o¥) = AS6(ATe¥) (¢¥ est un objet vectoriel spatial) représente une

forme particuliére de la dérivée de Lie [MAR 83], ’application de celle-ci aux
déformations généralisées [3.1] nous donne les expressions de leurs variations
admissibles:

Lse? =0 —bw x ¢
Lsk? =6éw' .

[3.3]

3.2. Approximations élément fini et interpolation non linéaire des
rotations

La poutre est approximée a l’aide d’éléments finis. Sur chaque élément on
utilise une interpolation isoparamétrique [BAT 90] du vecteur position:

Nen

=Y Ni®) e =Ng°; 6p| =Nbp°. [3.4]
Le =1 Le

@
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Quant au paramétre de rotation virtuelle, son approximation est en fonction
des vecteurs de rotation nodaux comme suit:

Nen . Nen
Sw| =T(D_ Ns(€)8;) Y Ni(§)60; = T(N6° )N56°, [3.5]
Le J=1 I=1

Notons qu’il s’agit 1a d’une interpolation non conventionnelle ou le champ ap-
proximé n’est pas une combinaison linéaire des variables nodales, la matrice T
comportant des fonctions trigonométriques de la magnitude 6 elle méme ap-
proximée, est fortement non linéaire. Ce type d’interpolation est choisi dans
le but d’obtenir une matrice tangente de rigidité qui sera symétrique. Rap-
pelons nous qu’une interpolation isoparamétrique de §w conduit a une matrice
tangente de rigidité qui est non symétrique (voir [SIM 86]).

3.3. Discrétisation et linéarisation cohérente du principe des travaux
virtuels. Matrice tangente de rigidité

Le type d’interpolations qu’on utilise pour décrire le champ de rotation
nécessite que la discrétisation de la forme variationnelle [3.2] précéde sa linéari-
sation cohérente.

Le principe du travail virtuel peut s’exprimer en fonction des parameétres
discrets nodaux:

G| (9°,0°) - (69°,80°) = [, {(N'6p° — (TN§8°) x (N'¢°))-n?
LC
+((TN'+ NT)66°) - m®} ds
— [;{Nbp®* n+NT66° - m}ds = 0,
[3.6]
avec apparition de la dérivée suivant s de la matrice T [2.13] mise sous la
forme:

T'(6) =(6-6)(c1I+c20 +c3000)+ca® +c5(00060+026), [3.7

ol

fcosl — sinf fsinf + 2cosf — 2 3sinf — 20 — Bcosl
BT R ¢y = I ; €3 = B )

[ =

1 — cosf _ 8 —sind
=

Cq =
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Pour pouvoir obtenir un systéme d’équations algébriques non linéaires dont
la solution serait obtenue par un schéma itératif de Newton, nous appliquons a
la fonctionnelle discréte [3.6] 'opérateur tangent L correspondant a la dérivée
directionnelle suivant Ag® et AG°:

L4
e do

G

=G

[ +aAp®, 0° + aAB°]} =0, [3.8]
Le

a=0

cette linéarisation dite cohérente nous garantie la convergence quadratique de
Ialgorithme de Newton.

Pour une poutre avec loi de comportement élastique linéaire justifiée pour
des petites déformations: n¥ = AC,ATe? et m? = AC,,ATk?, avec les
matrices constitutives C, = diag(E£ A, G A’,, G A’3) pour 'effet de membrane
et de cisaillement transverse, et C,, = diag(G J, E I, E I3) pour Deffet de
torsion et de flexion. La linéarisation peut étre mise sous la forme:

L[G] 1=G + [, {Lse - ACo AT Lae+ Lsk - AC AT LAk} ds (3.9]
Le Le "
+ fLe{L:A Ls€? -n¥ + LA Lsr? -m“’} ds =0,
faisant intervenir les déformations incrémentales généralisées discrétes
Y — / e € !, A€
Lae N Ap® — (TN A6°) x (N’ ) [3.10]

Lak? = (TN +NT)A6 ,

et les incréments sur les déformations virtuelles: axiale et de flexion, discrets

eux aussl
LaLlse? = —(TNAG®) x (N §p®+ (N ¢°) x (TN 6°)) [3.11]
+(N'Ap®) x (TN §0°) + (N’ ¢°) x (AT N 66°)) , )
Lalsr? = —(TNAB)x ((TN'+SN)66°+w x TNO®)
+(AT N’ + ASN)§0° + Aw x (T N §6°) [3.12]

+w x (AT N 6§6°) ,
ou S est une matrice purement cinématique:

S = c1{0'®0]+c2[(0x 6')R6] +c3(0-6')[8R6] —ca[®')+c5(08-6')[T]+c5[028'],
[3.13]
et AT et AS sont les dérivées de Gateaux des matrices T et S.
Finalement le systéme d’équations non linéaires de taille 6 Nen x 6 Nen
relatif & un élément peut étre mis en évidence:

(G

Le]:(55“22).(re—fe+[Kfn+K;]<i‘g:>):0’ [3.14]
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ou on a noté r® le vecteur résidu interne élémentaire, dont la partie associée a
un noeud [ est:

N[ln‘p
ry :/ ds, [3.15]

—N; TT [N’ ¢ x]n® + (N TT + N; T' ) m?

f¢ est le vecteur des forces externes, pour un noeud I on a

Nrn
ff = / ds , [3.16]
¢ Np TT m
la matrice tangente de rigidité élémentaire est décomposée d’une manieére clas-
sique dans une formulation Lagrangienne totale en sa partie matérielle K7,
(matrice nettement symétrique) et sa partie géométrique K;; leurs parties as-
sociées aux noeuds [ et J sont respectivement:

N’ AC,AT Ny
Koy = [ o
| =Ny TT [N ¢*x]A C, AT N,/
N AC,AT [N’ ¢*x] T Ny
ds [3.17]

—N; TT [N’ ¢ x] AC, AT [N/ ° x]TNJ
AC

+(N'TT + Ny T’T) m AT (T N;' + T Ny)

et

Kzu—_/c

N[TT [n‘pX]N,]I

L
—NI'[n""x]TNJ ]

Ny(TT [n? @ (N' %) — (0% - (N ¢°))I]T + E(n* x (N ¢*)) Ny
+N(TT [m? @ w — (m? - w)I|T + Z(m? x w))N;
4+ N7 (TT [m?x]S — ST [m*x] T + H)N;
+N(TT [m?x] T + ET (m?))N,;'
+N/ (=TT [m¥ x] T + Z(m®)) N,y i

ds .

[3.18]
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Nous avons écrit [ex] pour noter la matrice anti-symétrique d’un vecteur ax-
ial e, avec les matrices fortement non linéaires dépendant des forces internes
généralisées assurant la symétrie de K7 suivantes:

=(a) = cl[a®9]—02[(9><a)®0]+03(0~a)[0®9]+C4[A]+C5(9-a)[I]+05[0EX)a] j
3.19
et

H= (ci(m 8") +com-(6x8)+cs(m-8)(0-60")) 1]
+ (a1(m - 6') + am - (8 x 8') + az(m - 6)(0 - 6")) [0 6] +c5[6' ®m +m @ 6']

+c3(m-0)[0'®0+000']+c3(0-6')[0@m+m®0]+c,[(8' xm)®R0+0(6' xm)] .
(3.20]

et les coefficients scalaires:

ay =c3—cy, ay= (e — 4cz)/€2 , az = (cg — beg) 6? .

Remarque 4: Si ’on obtient d’abord la forme linéarisée de 1’équation [3.2] et
puis on y remplace les interpolations [3.4] et {3.5], Pexpression du vecteur résidu
interne ne change pas par rapport & ce que ’on trouve dans [3.15]. On trouve
de méme pour K, , tandis que la partie géométrique de la matrice tangente
devient:

NITT [n‘/’x] NJI

€ —_
917 = | .

—N{'[n®x] T N; -

Ni(TT [§(n¢ @ (N ¢°) + (N' ) @n¥) — (n* - (N’ *))|T)N, | ds ,
+N;3(—ST [m¥ x] T + TT [m¥x] S) N,
+N;(ATT [m?x] T)N,'
+N;'(=1T7 [m? x] T)N; |

ce qui ressemble & I’expression proposée par Cardonna et Geradin (voir [CAR
88]). Nous constatons dans les exemples numériques qui suivent que les termes
qu’on ne trouve pas dans cette derniére expression par rapport a I’expression
[3.18] sont trés importants pour garantir la convergence quadratique de la
méthode de Newton. Nous constatons également (voir [IBR 95¢]) que ces ter-
mes manquant dans la derniére expression pour K, , sont trés importants
pour ’analyse du flambement.
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3.4. Mises a jour des grandes rotations et des courbures

L’actualisation aprés chaque itération du vecteur position ¢ et du vecteur
déformation €¥ ne pose pas de difficulté particuliére. Par contre la matrice
de rotation A, puisque nous utilisons Aw comme parameétre de rotation au
point de Gauss, est mise 4 jour d’une maniére optimale en ayant recours aux
parametres d’Euler et & quelques éléments de 1’algébre des quaternions [SPR
86].

Les paramétres d’Euler associés a la rotation autour du vecteur Aw de
magnitude Aw représente un couple constitué d’un scalaire gg,, et d’un vecteur
qu, appelé quaternion unitaire (g2, + qu - Qu = 1) et défini par:

Aw sind%
{QOw;Qw} = {COST, Auf
permettant d’évaluer par des opérations simples la matrice orthogonale de la

rotation Aw

Aw} (3.21]

ezp[AW] = (qow — Qw - Q) T+ 2 0w [QuwX] +2qw ® qu - [3.22]

L’ensemble des parameétres d’Euler est un sous-groupe de I’espace hyper-
complexe [SIM 86] qui permet de composer des rotations a I’aide d’une opération
de multiplication des quaternions, ¢’est-a-dire que metire a jour la matrice de
rotation

AGTY = ezp AW AG) [3.23]

revient & multiplier de la manere suivante par le quaternion {q(()il),,qg) } de
Aw(®| le quaternion {q(()i), q} associé a la matrice de rotation A®):
g 2 o 7
= . [3.24]
qUi+D) qS,,) q(()zu)) I+ [qﬂf)x] q®
Concernant la déformation de flexion/torsion, on montre facilement (voir

IBR 95a]) en utilisant sa paramétrisation par une matrice anti-symétrique, que
son actualisation peut s’effectuer a ’aide de ’expression suivante:

.

Wit = T(AWD) Aw ' 4 cop[AWO] ) . [3.25)

4. Exemples Numériques

Nous validons notre formulation avec des tests classiques bien connus en
analyse non linéaire géométrique de structures de type poutre sous charge-
ment, & Paide d’exemples de calcul de charges critiques, et avec des simulations
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du flambement et du post flambement de poutres accompagnées de courbes
complétes charge-déplacement. L’implantation de 1’élément fini en question
avec les variantes: integration réduite, modes incompatibles enrichissant le
champs de position, avec 2 ou 3 noeuds, a été réalisée dans le code FEAP [ZIE
89].

4.1. Poutre de Bathe et Boulourchi

Un exemple bien connu de poutre courbe complétement tri-dimensionnelle
est celui de Bathe et Boulourchi [BAT 79]. Une portion 4 45 degrés d’un cer-
cle de diamétre 200 est encastrée a une extrémité et sollicitée par une force
P = 600 normale a son plan & ’autre extrémité. La section est de forme carrée
et sa valeur est 'unité. Nous adoptons les valeurs de E = 107 et v = 0 pour le
module d’Young et le coeflicient de Poisson respectivement. Le maillage com-
porte 8 éléments & 2 noeuds et la solution trés satisfaisante (voir tableau 1) est
obtenue avec seulement 6 pas égaux de charge (60 pas sont utilisés dans [BAT
79]). La figure 4 est une vue 3-D des déformées de I’arc en fin de chaque pas.

Tableau 1.- Déplacements de la poutre de Bathe et Boulourchi

I Modéle ! Dép. u, I Dép. us I Dép. ug ]
présent avec int. réd. 13.5469 | -23.4505 | 53.3737
présent avec mod. inc. | 13.5245 | -23.4775 | 53.2829
[BAT 79] 13.4 -23.5 53.4
[SIM 86] 13.50 -23.48 53.37
[CAR 88] 13.73 -23.67 53.50

4.2, Cantilever sous moment et force perturbatrice

Une cantilever (voir figure 5) de longueur { = 10 caractérisée par EA = 104,
GA = 10*, EI = 10% et GJ = 10? (rigidités de traction, de cisaillement
transverse, de flexion et de torsion) est ’objet de deux sollicitations, un moment
de flexion M = 2.57 et une perturbation normale au plan du moment, de valeur
F = 0.0625. La cantilever est discrétisée avec 10 éléments et 21 noeuds et
chargée avec un seul pas.
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Figure 4.- Poutre de Bathe et Boulourchi. Déformées successives.
F =100, 200, 300,400, 500 et 600

® i
| F/
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I'co——-—okso-oc
|
|

Figure 5.- Caniilever soumise d¢ un moment et ¢ une charge de
perturbation

Cet exemple est proposé dans [IBR 95b] pour mettre en évidence la li-
mitation du taux de convergence du modéle utilisant la proposition de Simo
[SIM 92] permettant de prendre la partie symétrique de la matrice tangente
de rigidité non symétrique dans une formulation basée sur les interpolations
isoparamétriques de Aw.

Tableau 2.-Déplacements de la cantilever

[Modéle ] Dép. uy J Dép. uj I Dép. us ]
présent avec int. réd. -0.996651 | 3.72892 | 0.203059
présent avec mod. inc. | -0.998969 | 3.72796 | 0.203041
SIM 92] -0.996188 | 3.72855 | 0.195071
CAR 88| -0.996651 3.72892 | 0.203058
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Tableau 3.- Normes de convergence pour la cantilever

| [ Présent avec int.réd 1 [SIM 92]
[ It.J Résidu l Energie I Résidu | Energie
0 | 7.854x100 6.181 x 100 7.854 x 10° | 6.181 x 10°
1 | 3.381 x 103 1.849 x 103 3.381 x 103 | 1.849 x 103
2 12657x10"2 |1.022x10-% |1.764x10"! | 4.852 x 10-3
3 |13.091x10-3 |2088x10"9 |4313x10"' | 2.381x 10~*
4 | 4956 x10-8 |3.309x10"17 | 8.064x 102 | 3.371 x10~5
5 | 7635 x10°12 | 2.677 x 10727 | 1.887 x 102 | 5.865 x 10~°
6 3.721 x 10-3 | 9.925 x 10~7
7 1.369 x 10=3 | 1.700 x 10~7
8 5.299 x 10~4 | 2.909 x 10~8
9 2.180 x 104 | 4.980 x 10~°
27 6.902 x 10~ 11 | 4.505 x 10—23
[ [CAR 88] 1
[ Tt. | Résidu | Energie |

0 ]7854x10° ] 6.181 x 10°

1 |3.381x 10 | 1.849 x 103

2 | 1.831x10"! | 1.559 x 10—3

3 13.924x107% | 3.010x 10°°

4 19.433x1073 | 7.016 x 1077

5 |4.986x 104 | 1.721 x 108

7 | 8.245x 1075 | 4.343 x 10~10

8 | 1.269% 1075 | 1.105 x 10~

9 | 2.067x 106 | 2.821 x 10~13

15 | 3.724 x 10~ | 7.889 x 10~23

Dans le tableau 3 on observe que contrairement aux formulations antérieures
(voir [CAR 88] et [SIM 92]), avec notre élément dont la matrice tangente de
rigidité est symétrique, nous arrivons a assurer une convergence quadratique de
la méthode de Newton vers la solution du tableau 2, méme pour ce probléme
3-D de forces non conservatives.

4.3. Flambement plan d’un arc circulaire

Nous considérons les grandes rotations bidimensionnelles lors d’un flambe-
ment d’un arc circulaire ouvert de 215 degrés sous Deffet d’une charge ponctuelle
agissant & son centre. L’anneau mince est encastré d’un coté et repose sur un
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appui simple de 'autre coté. La solution de référence est dite & DaDeppo et
Schmidt [DAD 75]. On utilise pour ce probléeme 40 éléments avec 2 noeuds par
élément, et un pilotage de type longueur d’arc.

Tableau 4.- Forces critiques pour ’arc circulaire

| Modéle I Force critiqueJ
| présent T 905.5 |
[ [SIM 86] | 905.28 |
[ présent 20 élé. a 3 noe. | 897.4 ]
rréférence I 897. ]

La force critique calculée est en accord avec le travail de Simo et Vu-Quoc
[SIM 86]. Une meilleure estimation de celle-ci est obtenue avec 20 éléments
courbes (3 noeuds par élément) en raison de la forte courbure initiale de Ia
structure.

La réponse force-déplacement dans la figure 7 nous montre que le flambe-
ment de ’arc se produit aprés la manifestation de grands déplacements et de
grandes rotations (voir les déformées de la figure 8). La non linéarité de la
courbe est importante avant d’atteindre le point limite. Il est donc indispens-
able de traiter ce probléme avec une théorie géométriquement exacte, et non
comme un probléeme de flambement linéaire.

4.4. Déversement d’une lame équerre sous charge ponctuelle

On étudie la réponse non linéaire transversale de la poutre encastrée de
forme L schématisée dans la figure 9 quand une force P, agit dans son plan.
La section de la poutre est une parois trés mince, présentant une rigidité de
flexion dans son plan beaucoup plus importante que celle dans son plan normal.
Le flambement est provoqué par une perturbation P; perpendiculaire au plan
de ’équerre, retirée dés que la charge critique est atteinte, comme recommandé
par les auteurs de cet exemple: Argyris et al. [ARG 79].

Tableau 5.- Charges critiques de la lame équerre

| Modéle I Force critique (N) |
[présent | 1.083 J
[ARG 79] | 1.088
[SIM 86] | 1.09

[CRI 90] | 1.084
[LEE 94] | 1.084

La force critique (voir tableau 5) trouvée avec un maillage de 20 éléments est
en trés bon accord avec les résultats que I’on trouve dans les articles spécialisés.
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Figure 6.- Arc circulaire simplement appuyé sous charge concentrée
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Figure 7.- Arc circulaire. Courbe charge-déplacement au centre
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FEAP

Figure 8.- Arc circulaire. Déformées successives

P =453.0,905.5,452.9,-77.12,456.3 et 955.8

Géométrie Matériau
L =240 mm E = 71240 N/mm> P, =P
!b :03.’2 mm:: v=103 P=0.001P: force de perturbation

. sollicitation ponctuelle

Figure 9.- Lame équerre sous charge ponctuelle
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Figure 10.- Lame équerre sous charge ponctuelle. Courbe
charge-déplacement latéral

Elle est associée comme le montre la loi charge-déplacement de la figure 10 a
un point de bifurcation apres lequel le régime de réponse de la structure reste
stable. La forme déformée est donnée dans la figure 11.

4.5. Flambement latéral d’une lame équerre sous moments

Ce test trés sévére est aussi rapporté du travail de Argyris et al. [ARG
79]). 1l concerne la structure de ’exemple précédent. Les bords de la lame
sont cette fols sous 'action de moments de flexion, ils ne peuvent se déplacer
qu’horizontalement et ne peuvent tourner que dans le plan de celle-ci (voir
figure 12).

En raison de la symétrie géométrique et physique de ce test, seulement la
moitié de la poutre est modélisée avec une discrétisation de 10 éléments finis &
3 noeuds chacun. Le déversement de la structure est provoqué en exercant au
milieu C une force P, = 10~5M dans la direction transversale, pour simuler
une imperfection. Elle est retirée au niveau critique de charge pour continuer
I’analyse.

Comparé & la solution de référence de Timoshenko et Gere [TIM 61] ainsi
qu’aux différents travaux antérieurs, le moment critique dans le tableau § corre-
spondant & un flambement par bifurcation est trés bien estimé. Le moment est
tracé en fonction du déplacement transversal du centre C de la lame dans la fi-
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Figure 11.- Lame équerre sous charge ponctuelle. Déformée en fin d’analyse

I Section A-A :

Conditions aux limites en B

Géométrie Matériau ) VW= ex - ey =0
L =240 mm E =71240 N/mm
b =30 mm v=03 Conditions de symétrie en C
t=0,6 mm U=9y=9Z=0

Figure 12.- Lame équerre sous moments
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Figure 13.- Lame équerre sous moments. Réponse latérale au point C

FIEAP

Figure 14.- Lame équerre sous moments. Vue latérale des déformées
successives M = 599.3,509.9,367.0,268.0,224.0 et 180.9
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Figures 15.- Lame équerre sous moments. Réponses dans le plan au point B
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FEAP

Figure 16.- Lame équerre sous moments. Projection des déformées
successives M = 417.0,241.6 ef 212.4

gure 13, et au point B, dans les figures 15 nous donnons la variation du moment
en fonction du glissement et en fonction de la rotation permise. Les figures 14
et 16 illustrent des projections planes de quelques déformées. La lame retrouve
apres la révolution autours de I’axe X la méme valeur du moment critique de
620.0 en raison de I’élimination de la force perturbatrice.

Tableau 6.- Moments critiqgues pour la lame équerre

| Modéle | Moment critique (N mm) |
| présent I 620.0 |

[ARG 79] | 618.75
[SIM 86] | 615.5
[LEE 94] | 618.3

I Référence ] 622.21

5. Conclusions

Dans cet effort nous avons présenté un nouveau traitement des grandes
rotations 3-D vis-a-vis d’une implantation dans un calcul par éléments finis,
avec les deux options équivalentes: spatiale et matérielle. L’objectif visé par
ce travail était de construire un élément fini de poutre géométriquement exact
satisfaisant. L’élément est basé sur une paramétrisation simple des grandes
rotations par les matrices orthogonales et une interpolation non linéaire. Cette



716 Revue européenne des éléments finis. Vol. 4 - n° 5-6/1995

derniére est une interpolation originale construite aprés une considération soi-
gneuse de la relation entre la matrice orthogonale et le vecteur de rotation.
Nous avons trouvé que:

(1) L’interpolation non linéaire exige une nouvelle démarche dans la linéari-
sation cohérente ot on doit d’abord discrétiser la forme faible par les interpo-
lations proposées dans cet article, et ensuite linéariser ce résultat;

(2) On trouve une matrice tangente de rigidité symétrique quelque soit la
charge externe appliquée;

(3) On obtient toujours une convergence quadratique de la méthode de
Newton;

(4) On peut s’attaquer aux problémes de flambement linéaire et non linéaire
ainsi que les problémes de post-flambement;

(5) Si Pon néglige quelques termes dans la matrice tangente de rigidité
(voir [CAR 88]), nous ne pouvons garantir ni la convergence quadratique de la
méthode de Newton, ni la precision du calcul de la charge de flambement.
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