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REsUME. Ce travail est consacre au developpement d'une methode d'adaptation des mail/ages 
bidimensionnels appliquee a Ia simulation des ecoulements compressibles. La methode 
proposee repose sur des procedures de raffinement et de deraffinement et utilise une norme 
particuliere du residu discret. Cette norme s'est revetee un indicateur efficace des zones qui 
necessitent un enrichissement ou un deraffinement local. L'article presente brievement Ia 
methode d'etements finis utilisee pour resoudre les equations de Navier-Stokes et d'Euler, 
discute d'un algorithme de type Delaunay modifie pour Ia triangulation des domaines 
bidimensionnels quelconques et detaille les procedures d'adaptativite qui sont employees. 
Plusieurs problemes d'ecoulements compressibles sont enfin traites. 

ABSTRACI. This work presents some recent results on the solution of compressible flows using 
a simple adaptive mesh method and finite element code. This method consists of mesh 
enrichment and mesh derefinement procedures, and is based upon a special finite element 
residual norm. The residual norm provides a reliable indicator of regions to be adapted and 
hence to improve the quality of the solution. The paper presents the finite element 
formulation used, a modified Delaunay triangulation of arbitrary planar domains and the 
algorithms related to their adaptivity. Several numerical examples are presented which 
demonstrate the performance of our methods in solving compressible high speed flows. 
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1. INTRODUCTION 

Le developpement des methodes adaptatives est devenu un aspect im
portant dans !'application de Ia methode des elements finis. Ces methodes 
tentent d'optimiser automatiquement le maillage afin d'obtenir une precision 
souhaitee. Les methodes adaptatives reposent sur Ia generation automatique 
de maillages quelconques et sur !'estimation a posteriori de l'erreur locale. Les 
travaux theoriques sur les methodes d'estimation de l'erreur remontent a Ia fin 
des annees soixante dix (1-4] et se sont intensifiees durant Ia derniere decenie. 
En mecanique des fluides, on est encore a Ia recherche d'estimateurs simples et 
fiables, surtout pour le cas des systemes d'equations aux derivees partielles non 
lineaires et non stationnaires (par exemple, les equations de Navier-Stokes a 
plusieurs dimensions). L'estimateur de l'erreur, ou plutot l'indicateur d'erreur, 
le plus simple est sans doute une norme du gradient de Ia solution. Cependant, 
ce type d' indicateur ne permet pas de predire Ia taille ou Ia forme des elements 
qui sont requises pour atteindre une precision voulue. 

Pour les problemes elliptiques, les estimateurs d'erreurs sont bien etablis 
sur le plan theorique ( Babuska-Rheinboldt (1-4], Eriksson-Johnson (5], 
Zienkiewicz-Zhu (6]). Plusieurs techniques d'estimation d'erreur, plus ou moins 
heuristiques, ont ete proposees dans les cas des ecoulements compressibles 
(Lohner (7], Oden (8], Lefebvre (9], Navert (10], Hansbo- Johnson (11], Eriksson
Johnson (12], Sonar (13], ... ). Ces estimateurs sont definis par une norme 
d 'une variable particuliE~re representative du phenomene comme Ia densite (7 ,8] 
ou encore conime une norme du residu (9-13]. Si elles peuvent etre justifiees 
theoriquement dans le cas des equations scalaires lineaires, leur generalisation 
au cas des systemes multidimensionnels non lineaires reste encore un probleme 
ouvert sur le plan theorique, quoiqu'en pratique elles semblent donner des 
resultats numeriques valables. 

Cet article fait suite a un travail recent (14] publie dans cette meme revue 
dans laquelle nous avons detaille une formulation par elements finis pour Ia 
simulation des ecoulements de ftuides compressibles visqueux et non visqueux. 
Le present travail traite de !'adaptation du maillage. En particulier nous 
presentons un estimateur de l'erreur base sur le residu eh!mentaire. 

Deux techniques s'offrent en principe pour construire un nouveau mail
lage a partir d'un champ de Ia norme du residu. La premiere consiste en 
des procedures de raffinement/deraffinement des elements du maillage initial 
(8,9,15,16]. Dans Ia seconde approche, on etablit a partir du champ de l'erreur 
un autre champ de densite ou de taille des elements du nouveau maillage (17-
20]. Par Ia suite, on construit le nouveau maillage en utilisant une methode 
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classique, par exemple une methode de Delaunay ou une methode frontale (20-
24]. Le choix entre ces deux methologies n'est pas necessairement evident. 

Nous preconisons, dans un premier stade de recherche Ia seconde approche 
afin d' etudier essentiellement le comportement de la norme du residu lors des 
raffinements/deraffinements. Mais d'abord, nous presentons une variante de Ia 
methode de Delaunay pour mailler les domaines convexes et non convexes tout 
en evitant l'etape d'elimination des elements qui se trouvent hors des domaines. 

L'article est structure comme suit: Dans Ia premiere section nous rap
pelons brievement les equations de N avier-Stokes et la formulation variation
nelle de type Petrov-Galerkin; par la suite nous proposons une norme du residu 
elementaire de tout le systeme d 'equations aux derivees partie lies. Dans Ia 
quatrieme section nous presentons un algorithme de maillage automatique de 
domaines quelconques. 

Dans la cinquieme section nous detaillons, pour des fins de clarete, les 
procedures de raffinement et de derafinnemnt utilisees. Enfin, des exemples 
numeriques sont presentes afin d'etudier le comportement de l'estimateur 
d'erreur. 

2. METHODE D'ELEMENTS FINIS 

Nous desirons resoudre les equations d' Euler et Navier-Stokes pour un flu
ide compressible s'ecoulant dans un domaine bidimensionnel n. Ces equations 
s'ecrivent en fonction des variables conservatives V = (p, pu, E)1 sous la forme: 

V + F!'~v(V) - F~!ff(V) = F ,t 1,1 1,1 (1) 

ou F{dv(v) et Friff (V) designent respectivement les flux de convection et de 
diffusion dans la direction i, le vecteur F represente le terme source ( forces 
volumiques et sources de chaleur), pest la masse volumique, E etant l'energie 
totale par unite de volume, enfin u designe Ia vitesse. 

Nous presentons ici, brievement, la formulation variationnelle correspon
dant au systeme (1). Celle-ci utilise une variante de Ia methode SUPG et une 
viscosite de capture de chocs. Pour plus de details a ce sujet on peut consulter 
la reference [14]. Le probleme variationnel s'ecrit comme suit: trouver V tel 
que pour toute fonction de ponderation W on ait: 

1 d -d"ff 1 -d"ff 
0

[W · (V,t + Ff.i v- F)+ W,iFi' )]dO- r W.Fi' nidr (2) 

+"'"' 1 [A~W i]r[V t + F';'c;tv - F~~ff- F]dO = 0. L.....J 1 I - I J,J J 1J n• -e 
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Les fonctions V et W appartiennent a des espaces fonctionnels appropries. La 
matrice; est donnee par~ = (2::::; lc;jAjl)- 1 , avec A; les matrices jacobiennes 

des flux de convection ( i.e. A; = Fitv ) et n• designe un element du maillage. 
La matrice [cii] est Ia jacobienne de ia transformation geometrique de !'element 
reel a l'element de reference. Le vecteur Ffiff represente le flux de diffusion 
dans Ia direction i, calcule pour une viscosite totale egale ala viscosite physique 
du fluide plus une viscosite artificielle J.lcc, celle-ci etant definie dans Ia section 
suivante. 

La discretisation par elements finis utilise des interpolations continues, qui 
sont quadratiques pour Ia quantite de mouvement et Ia vitesse alors qu'elles 
sont lineaires pour les autres variables. II est a rappeler que ces interpolations 
verifient Ia condition de stabilite inf-sup. La methode de resolution utilise une 
marche dans le temps avec une discretisation temporelle du second ordre et 
l'algorithme iteratif GMRES avec un preconditionnement diagonal. 

3. NORME DU RESIDU DISCRET 

Dans !'equation (2), les termes de Ia premiere ligne representent les formes 
integrales associees a Ia formulation classique de type Galerkin. Les autres 
formes integrales sont des termes de perturbation qui sont ajoutes afin d'amelio
rer la stabilite spatiale lorsque Ia convection domine. L'introduction de ces ter
mes constitue en fait une modification du probleme original. Ces termes sont d' 
ailleurs nuls pour Ia solution forte exacte, ce qui fait de Ia methode SUPG une 
methode residuelle consistante qui converge selon un ordre optimal. Le fait de 
choisir une interpolation quadratique pour Ia vitesse nous permet de calculer 
une bonne approximation de Ia divergence du flux de diffusion. U ne interpo
lation lineaire conduirait a une divergence nulle de ce flux et parconsequent a 
une perte de consistance et de precision. 

D'autre part, on remarque qu'en appliquant a Ia formulation SUPG les 
techniques standards de !'estimation a priori de l'erreur, on peut faire appa
raitre le terme d'erreur II;RII2, oit llll2 represente Ia norme L2(f2) et 

R = V,t + Fi,tv - Ft~ff- F le residu local. Cette erreure peut etre reduite 
grace en particulier au raffinement du maillage. De plus, lorsque Ia solution 
est irreguliere, comme proche d'un choc ou dans une zone de forts gradients, 
la methode SUPG n'est pas stable. La stabilite doit etre alors renforcee, par 
exemple, en ajoutant a Ia viscosite du fluide une viscosite artificielle, dite de 
capture de chocs, qui depend du residu local. La remarque precedante, nous a 
inspire dans la definition de cette viscosite artficielle. Celle-ci va dependre de 



Une methode d'adaptation des maillages 387 

la norme L2(f2e) du residu local R pondere par la matrice I.. La viscosite de 

capture de choc est donnee par [14]: -

(3) 

ou ck est un parametre d'ajustement. 

On remarque que 1-'~c est, effectivement, faible lorsque la solution est lisse 
et prend des valeurs elevees en presence de chocs. De plus, 1-'~c est con~ue de 
fa~on a ce qu'elle soit homogene a une viscosite. Elle peut done servir aussi 
bien comme une viscosite artificielle de capture de chocs stabilisant la solu
tion et aussi comme indicateur des zones oil le residu n'est pas suffisamment 
faible. Cette norme constitue aussi une estimation de l'erreur commise dans la 
resolution du probleme physique original puisque la viscosite reelle du fluide se 
trouve modifiee. Le raffinement adaptatif du maillage a pour but la reduction 
de cette viscosite artificielle jusqu 'a un certain seuil desire. Les normes les 
plus courantes dans les techniques d'adaptivite, en ecoulement compressible, 
sont des normes euclidiennes des gradients d'une variable privilegiee, comme 
la pression ou la densite. Elles permettent en effet de localiser les chocs pour 
fin de raffinement. Ces normes de gradients, par contre, ne convergent pas vers 
zero et ne donnent pas d'indication pour la fin du raffinement. La norme que 
nous proposons tient compte, quant a, elle de tous les flux du systeme multi
dimensionnel et reftete dans quelle mesure les equations aux derivees partielles 
sont resolues localement. 

En effet, le systeme (1) peut aussi s'ecrire sous Ia forme: 

V t + A·V ·- (K··V ·) · = F I I ,I IJ ,J ,1 

oil Kij V J = Ftitr et Ai = Fi,tv. Dans le cas des ecoulements compressibles les 

matrices A; et Kij dependent de V. Soient V 11et Vrespectivement Ia solution 
continue et discrete du probleme variationnel (2) et soit Eh = V- V l'erreur. 
En supposant maintenant que les matrices A; et Kij sont constantes, on peut 
montrer !'equation d'evolution de l'erreur: pour tout vecteur de fonctions de 
ponderation (continues ou discretes) W on a , 

1 [W · (Eh t + A·E11 ·-F)+ W ·K··E11 ·]dO -1 W · (K·E11 ·n·) df I 1 ,1 ,1 lJ ,J IJ J I 
n r 

+ ~1 [(A·tw ·) r (Eh t + A·Eh ·- (K··Eh ·).-F)] dn L...J 1 ,I I 1 ,1 IJ ,J ,I 

o• ==-e 
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-(K-·Vh ·)·-F) dfl-"' { W. [[K··V11 ·))n· df 
•J ,J ,• ~ Jr •J ,J • 

e I"' 

ou [[Kij yh JlJ represente le saut du flux de diffusion a travers les cotes des 
elements. L' equation ci-dessus montre clairement que l'erreur depend directe
ment de l'operateur residu R(V11

) = (V11 ,t + AiV11 ,i- (KijV11,j),i- F) et des 
sauts du flux de diffusion. Une estimation de Ia norme de l'erreur E 11 peut etre 
donnee par une norme adequate du residu R(V11 ) du systeme , telle que celle 
proposee au para vent. Remarquons aussi que l'cc e est equivalente a Ia norme 
hiiR(Vh)ll2 puisque les coefficients de Ia matrice ; sont de l'ordre de hju oil 

u est le module d'une vitesse caracteristique. 

4 GENERATION DES MAILLAGES METHODE DE DELAU
NAY MODIFIEE 

Pour proceder au maillage d'un domaine n bidimensionnel, une discretisa
tion de sa fronti~re r doit. etre foumie comme une list.e de segments qui definis
sent le poly gone P = { P1 , P2, ... , Pn}. Le domaine n peu t egalement etre 
constitue de plusieurs sous domaines rlm convexes ou non convexes, tels que: 
n = unm, m = l, .. ,n. 

La methode que nous presentons est une amelioration de Ia methode clas
sique de Delauna.y-Voronoi· telle que decrite dans [20,21]. Elle suggere de 
proceder d'abord a une generation primaire d'un maillage en utilisant stricte
ment les noeuds de Ia frontiere r. A vee cette methode, il faut prealablement re
courir a !'addition de quatre nouveaux points d'appui autour des domaines non 
convexes [20,21]. Les points sont relies entre eux pour former un encadrement 
rectangulaire autour du domaine n. 

Cette procedure a I 'inconvenient de creer des elements qu 'il faut par Ia suite 
eliminer puisqu'ils se trouvent en dehors de Ia front.iere. En consequence, cette 
elimination peut causer une consommation importante du temps de calcul. 

Nous avons resolu cette incommodation, pour le cas 2D, en structurant 
judicieusement Ia base des donnees et en utilisant une frontiere de visibilite. 
Celle-ci etant definie comme une enveloppe qui subdivise n en deux regions 
soit rl8 Ia region maillee et n 1 Ia region non encore remaillee. 

Pour ce faire, il a faliu definir par convention un sens positif des aretes 
frontieres du domaine n suivant un ordre antihoraire pour les frontieres externes 
et un ordre horaire pour les frontieres internes (fig. la). De plus, une convention 
de signe pour la connectivite des elements a ete definie positivement dans le 
sens antihoraire. Ainsi, lors de Ia generation du maillage, tout element ayant 
une arete frontii~re doit avoir une connectivite qui respecte le sens positif de 
l'arete. 
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Tel que montre ala figure lb, I' element 1-3-2 a une connectivite correcte 
mais puisqu'il a au moins une arete frontii~re parcourue dans le sens inverse du 
parcours de la frontiere , cet element sera refuse. Cette situation se produit 
lorsque la frontiere est non convexe, et c'est ainsi que !'on empeche la formation 
d'elements,hors du domaine. 

pi 
1 ELE~ENT REJETE 

pi 0 Zjl pi 8 
15 3 

pZ 

pi 
13 • 

9 PI 12 

10 
pi 

p1
1
0 z 

15 

a) discretisation des frontieres b) test d 'acceptation des elements. 

Fig. 1 ordonnancement des points 

Pour creer Ia frontiere de visibilite, il a fa.llu prealablement renumeroter les 
noeuds suivant une direction donnee i.e: coordonnee en X et en Y croissant, (fig 
lb). On prend alors les trois premiers noeuds non colineaires trouves suivant 
cette direction pour former un premier element et ainsi donner naissance a la 
creation de la frontiere. Par la suite, le maillage evolu suivant cette direction 
en creant des elements qui utilisent obligatoirement une arete de la frontiere 
et qui respectent les conventions deja cites. Durant ce processus, la frontiere 
previent la formation de tout element ayant une arete qui l'intersecte. La figure 
2 montre !'evolution de cette fronW~re representee par un trait gras. Les traits 
pointilles donnent quelques exemples d'elements que cette frontiere empeche 
decreer. 

--::. /) -- ~ 

(a) (b) 

Fig. 2 evolution de Ia frontiere de visibilite 



390 Revue europeenne des elt!ments finis. Vol. 4- no 4/1995 

Par ailleurs, l'etape de discretisation primaire peut engendrer des elements 
trop gros ou trop aplatis (fig. 3a). Pour corriger les aplatissements, une etape 
de retournement d'aretes doit etre appliquee pour obtenir le maillage montre 
a Ia figure 3b. II faudra par Ia suite parcourir chacun des elements pour y 
inserer a leur barycentre un nouveau noeud qui permettra Ia creation de trois 
nouveaux elements dans le cas ou Ia taille de I 'element initial est plus grande 
qu'une valeur d'aire maximale A 0 • II est aussi possible d'inserer des nouveaux 
noeuds aux aretes des elements a couper. L'aire Ao est une variable nodale 
specifiee par l'usager pour chaque noeud des fronW~res du domaine 0. Par 
exemple, l'usager demande que les aretes de Ia frontiere aient une longueur 
h ~ ho et que tout element adjacent ait une aire A ~ Ao avec Ao = ¥ho 2 

• 

a) avant retournement d'aretes b) apres retournement d 'aretes. 

Fig. 3 maillage primaire 

La generation du maillage primaire conduit a !'obtention d'un champ 
scalaire pour A0 , i.e. pour chaque noeud de Ia frontiere est associee une valeur 
nod ale A0 • Par Ia suite, chaque nouveau noeud genere aura une valeur A0 qui 
sera Ia moyenne arithmetique des valeurs des noeuds sommets existants. 

L'etape d'insertion des nouveaux noeuds est repetee tant que l'aire de 
!'element depasse le minimum des valeurs nodales de A0 • Cette procedure a 
l'avantage de propager Ia distribution de Ao de Ia frontiere vers l'interieur du 
domaine, creant ainsi une densite d'elements selon une finesse desiree. Pour 
terminer Ia procedure de maillage, une seconde etape de retournement d'aretes 
doit etre appliquee pour chercher le maximum d'equilateralite des elements et 
ainsi corriger les aplatissements. Le critere geometrique utilise pour verifier 
l'equilateralite des elements se mesure par Ia norme 93 [20) donnee par 

(D- a)(D- b)(D- c) 
93 = fl3 (4) 

ou a, b et c sont les longueurs respectives des aretes du triangle et D est son 
demi-perimetre. Pour chaque element du domaine 0, une valeur de 93 est 
obtenue de ( 4) et ensuite comparee avec une nouvelle valeur obtenue apres un 
retournement d'aretes de !'element avec s,es voisins. Si Ia nouvelle configuration 
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donne une valeur de q3 superieure a Ia precedente, alors les aretes des elements 
concernes seront retournees. 

Fig. 4 maillage final apres insertion des noeuds barycentriques 

La methodologie proposee, peut etre resumee en huit etapes: 

etape 1 : Discretisation des frontieres du domaine en segments 
P = { P1 , P2 , ... , Pn} orientes suivant un sens antihoraire pour les 
frontieres externes et un sens horaire pour les frontieres internes 
du domaine n. (fig. la) 

etape 2 : Renumerotation des noeuds suivant une direction 
choisie. Preferablement suivant les directions X et Y. (fig.lb). 

etape 3 : Generer un premier element constitue des 3 premiers points non 
colineaires trouves suivant Ia direction choisie, faisant en sorte qu 'on 
peut generer un element acceptable. 

etape 4 : Initier ou reviser Ia frontiere de visibilite (fig. lb). 
etape 5 : Retour a l'etape 3 en utilisant obligatoirement une arete de Ia liste 

de visibilite combinee au second point trouve dans Ia direction 

prElVilegie permettant decreer un element d'aire non nulle et qui 
n'interferent pas avec aucune arete de Ia liste de visibilite (fig. 2). 

etape 6 : Retournement d'aretes du maillage primaire (fig. 3) [20). 
etape 7 : Insertion de nouveaux noeuds aux elements ayant une aire 

Ae > A0 • 

etape 8 : Retournement d'aretes applique aux elements qui ne respectent pas 
Ia norme q3 . 
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5 METHODE D'ADAPTATION 

La methodologie proposee pour !'adaptation de maillages utilise des crite
res bases sur Ia valeur elementaire de Ia viscosite artificielle /.lee. Elle per met 
principalement d 'effectuer des taches de raffinement et de deraffinement appli
cables aux elements triangulaires. Elle est particulierement bien adaptee pour 
Ia capture de chocs et a Ia resolution des zones a forts gradients. 

5.1 Procedure de raffinement 

Les techniques d'adaptation des maillages se sont grandement developpees 
aux cours des dernieres annees. Leur utilite premiere etant d'ameliorer Ia 
qualite de Ia solution tout en minimisant le nombre de variables de calcul et 
ainsi de reduire les temps de resolution. 

Dans Ia methode d'adaptation des maillages, il y a generalement deux 
etapes importantes a franchir. La premiere etant !'identification des zones 
du maillage qui ont besoin d'etre traitees en utilisant un critere d'estimation 
d'erreur. La seconde consiste a ajouter ou a eliminer des elements. Dans 
l'atteinte du dernier objectif, plusieurs techniques ont ete elaborees [15-20]. Par 
exemple, Ia plus simple consiste en un enrichissement generalise du maillage en 
coupant systematiquement tousles elements du modele en deux, trois ou quatre 
elements. Cette technique n'est toutefois pas efficace, puisque Ia croissance 
rapide du nombre d'elements augmente inutilement Ia base des donnees et le 
temps de resolution. Pour corriger cet encombrement., l'ajout ou !'elimination 
des elements ne se fait que localement selon !'interpretation qu'on fait du critere 
d'erreur. Dans notre approche, nous utilisons le champ de viscosite artificielle 
P.cc e qui est obtenu sur un maillage initial. Par Ia suite, il s'agit de suivre 
le comportement de P.cc e en ajoutant, uniquement dans les zones appropriees, 
quelques elements supplementaires par le biais de Ia fragmentation des elements 
identifies. Definissons d'abord le ratio tf;" par: t/Je = J.lcc•Jmax(p.c/). Par Ia 
suite, deux zones a remailler differemment sont identifiees; ce qui implique 
Ia creation de deux listes d'elements Ld = {rl/, .. , rln d}, (d = 1, 2); avec L1 

pour Ia liste des elements a couper en deux et L2 pour Ia liste des elements a 
couper soit en trois ou en quatre. Done, pour definir les deux listes, deux ratios 
tPI ::; tP2 du residu maximum devront etre fournis. A insi, les elements ayant un 
t/Je compris entre tPI et tP2 seront seJectionnes pour etre bissectes suivant J'arete 
Ia plus longue, alors que ceux dont Ia valeur t/Je depasse Ia borne superieure t/J2 

seront coupes soit en trois ou en quatre. 

Dans les cas ou un element n 'est pas selectionne pour le raffinement mais 
qu'un voisin vise une de ses aretes pour etre bissecte, ce dernier devra aussi etre 
bissecte pour se conformer au reste du maillage. Cette procedure de conformite 
a ete largement decrite par plusieurs auteurs tel que Sonar [13] sous le nom de 
"Green refinement" et par Lohner [15] sous le nom de "hanging nodes". 
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5.2 Procedure de deraffinement 

Le principal objectif vise par le deraffinement est de freiner }'augmentation 
trop brusque du nombre d'elements par le biais de l'elimination de quelques 
uns d'entre eux, dans les zones ou Ia concentration n'est plus justifiee. Pour 
y parvenir, on procede a Ia creation d'une troisieme liste L3 constituee de 
noeuds a etre elimines. Pour qu'un noeud apparaisse sur cette liste, il faut 
que le ratio t/; moyen associe a tous les elements auxquels il appartient ait une 
valeur inferieure a t/;3 , evidemment t/;3 ~ t/;1 . D'autre part, aucun element 
adjacent aux elements ayant ce noeud, ne doit etre selectionne pour fin de 
raffinement. Lorsque cette derniere condition n'est pas respectee, le noeud est 
automatiquement extrait de Ia liste. Une fois Ia liste completee, on la parcourt 
en procedant a une extraction noeud par noeud; ce qui necessite la destruction 
de tous les elements auxquels ce noeud appartenait. 

Fig. 5 processus de restauration du maillage suite a )'extraction d'un noeud 

A pres la destruction des elements initia.ux, on se ret.rouve avec une front.iere 
interne, qui peut etre concave ou convexe par endroit, pour laquelle on ap
plique I 'algorithme de Delaunay modi fie (voir section 4) afin de reconstruire de 
nouveaux elements dont le nombre est assure d'etre inferieur ace qu'on avait 
auparavant. Les lignes pointillees de Ia figure 5 montrent les elements initiaux 
alors que les lignes pleines donnent Ia nouvelle configuration. La procedure se 
poursuit avec le second noeud de Ia liste et ce jusqu'a ce que la liste soit vide. 

Toutefois, lorsqu'une grande zone comporte un residu t/; ~ t/;3 , cela peut 
conduire a une elimination massive des noeuds, entrainant ainsi des elements 
a devenir tres gros dans Ia zone concernee. Dans ce contexte, il y a risque 
d'extraire des elements que l'on devra rajout.er a Ia prochaine phase d'adapta
tion. Pour prevenir cet inconvenient, un paramet.re de controle a ete prevu 
pour extraire de fa<;on controlee les elements dont Ia norme de viscosite est 
faible. 
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Ce parametre, lorsqu'il est active, agit pour resireindre certains noeuds a 
ne pas etre elimines lorsqu'ils sont voisins d'un noeud deja elimine. 

Le deuxieme exemple d'application numerique que nous analyserons a Ia 
prochaine section montre l'effet d'une telle demarche. Cependant, lorsqu'une 
grande concentration d'elements devient inutile, plusieurs iterations de deraf
finement seront necessaires pour reduire Ia densite d'elements. Nous verrons 
dans le troisieme exemple de Ia section suivante un cas ou il est avantageux 
d'utiliser un deraffinement massif. En consequence, il faudra selectionner les 
plages de contr6le avec soin afin d'empecher que des elements enleves a une 
etape d'adaptation soient introduits de nouveau a une etape ulterieure. 

5.3 Decoupage anisotrope 

L'idee derriere cette procedure est d'orienter le decoupage des elements 
selon une direction privilegiee. Pour y parvenir, on permet aux nouveaux 
noeuds d'insertion de se positionner a des endroits qui peuvent etre differents 
de Ia position mediane d'une arete. Ainsi, it devient possible de fragmenter les 
elements de maniere anisotrope (fig. 6). 

·:ligne de 
·.choc 

pl 

-

·ligne de 
choc 

p2 

Fig. 6 insertion anisotrope des noeuds. 

Definissons d'abord les parametres suivants rela.tifs a l'arete que l'on veut 
decouper: 

et 

ou p1 et p2 sont les pressions aux sommets de l'a.rete et. max(pi) est Ia pression 
maximale dans tout le domaine n. Alors, les coordonnees du point i sont: 

avec (3 un parametre fourni par I 'usager tel que (3 ::; 1.0 ( typiquement, on prend 
(3 = 0.95). Le facteur 8; sert a. deplacer le noeud vers le sommet ou Ia pression 
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est la plus elevee, alors que le facteur exp-1..,,-111 permet d'eviter que le point 
i se supperpose a l'un des sommets de l'arete. 

6 APPLICATIONS NUMERIQUES 

6.1 Ecoulement supersonique autour d'un cylindre 

Un essai a ete realise pour simuler un ecoulement supersonique non visqu
eux autour d'un demi-cylindre. Les conditions imposees aux frontieres sont 
illustrees ala figure 7. Pour mettre en relief l'effet du deraffinement, le meme 
modele a ete adapte suivant deux fa<;ons, dont l'une exclu le deraffinement. 
Pour les deux cas le maillage intial est constitue de 3637 noeuds et de 17 46 
elements triangulaires quadratiques a six noeuds. 

r 
+ 

r 
p = Poo 
u, Uoo 
u. = 0 

T Too 

u · n 0 

Fig. 7 conditions aux frontieres. 

Le choix des parametres de remaillage est effectue afin de mettre en relief 
!'importance du deraffinement. A cet effet, nous avons desactive !'option du 
decoupage anisotrope des elements ainsi que tous les parametres de controle 
du deraffinement. Pour les deux cas, Ia zone de 18% a 100% de Ia viscosite 
artificielJe maXJ-tcc e est uti)isee pour se)ectionner Jes elements a etre coupes 
en quatre. Concernant le deraffinement, une plage de 0% a 2% du residu 
maximum de viscosite artificielle maxp.c/ est selectionnee. Les parametres de 
calculs utilises pour Ia resolution sont donnes dans le tableau 1. 
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Les figures 8-a a 8-e montrent !'evolution du maillage en quatre etapes 
d'adaptation sans derafinement. Les figures 9-a a 9-e montrent les isobares 
obtenues respectivement a chaque etape. 

1746 elements 
3637 noeuds 

(a) 

a) initial 

2870 elements 
5899 noeuds 

(b) 

4633 elements 
9430 noeuds 

(c) 

8415 elements 
17000 noeuds 

(d) 

Fig. 8 etapes d'adaptation du maillage. 

b) 1 ere etape c) 2 e etape d) 3e etape 

Fig. 9 evolution des isobares. 

10762 elements 
21695 noeuds 

(e) 

e) 4e etape 
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Le meme exemple est repris a Ia figure 10, montrant l'etat progressif du 
maillage lorsque !'option du deraffi.nement est activee. Les isobares correspon
dantes sont montrees a Ia figure 11. 

1746 elements 2651 elements 4357 elements 7804 elements 9996 elements 
3637 noeuds 5436 noeuds 8846 noeuds 15733 noeuds 20117 noeuds 

(a) (b) (c) (d) (e) 
Fig. 10 etapes d'adaptation du maillage. 

a) initial b) 1 ere etape c) 2e etape d) 3e etape 

Fig. 11 evolution des isobares. 
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Fig. 12 Comparaison avec solution remaille extrait de (Johan et al.[25]) 

La figure 13a montre la repartition de la viscosite Jlcc obtenue de la solution 
initiale avant !'adaptation du maillage. Apres 4 etapes d'adaptation, on se 
retrouve avec un maXJlcc beaucoup plus faible (voir tableau 1). Le choc est 
bien resolu comme en temoigne la figure 13b. 

a) Solution avant remaillage b) Solution apres remaillage. 

Fig. 13 Distribution de Jlcc 



Une methode d'adaptation des maillages 399 

Commentaires des resultats 

Dans les deux situations, le choc est tres bien localise. Cependant, le 
nombre moyen de directions GMRES par pas s'est ameliore d'environ 6% 
lorsque !'option du derafinement est activee. Cela s'explique par le fait que 
la deramification permet d'atteindre une plus grande densite d'elements se lo
calisant dans le choc, meme si le nombre total d'elements est d'environ 7.2% 
moins eleve que pour le cas de l'enrichissement seul. De plus, !'option de 
deraffinement a reduit le temps de calcul d'environ 26% par rapport au cas 
non deraffine. 11 est important de noter la decroissance du maximum de Ia 
norme residuelle maXJ.tcc e au COUrS des etapes de raffinementsjderafinements, 
alors que le maximum de Ia norme euclidienne du gradient de Ia pression croit 
continuellement, comme prevu d'ailleurs. 11 serait aussi possible de faire une 
prediction apriori de la taille h0 des elements du nouveau maillage en utilisant 
les valeurs calculees de J.tcc e sur un maillage exist ant en posant 

ou max(II!;RII) est le maximum sur 1' element de la norme euclidienne du 

vecteur ! R calcule aux points d 'integration numerique et J.tma:c la valeur maxi

male de fa viscosite artificielle qui est toleree. Par Ia suite, il s'agit de construire 
un nouveau maillage en utilisant l'algorithme de Delaunay dej"a decrit. 

TABLEAU 1 

DESCRIPTION INITIAL ETAPE 1 ETAPE 2 ETAPE 3 ETAPE 4 

A) Modele du raffinemen\ seul 

o Residu max. viscosite artificielle 0.173214 0.122116 0.066966 0.056709 0.029430 
o Norme du gradient de pression 5.932 5.922 11.701 23.000 44.163 
o Nombre total d'elements 1746 2870 4633 8415 10762 
o Nombre total de noeuds 3637 5899 9430 17000 21695 
o Nombre de pas de calcul 200 100 100 100 100 
o Memoire requise (Mo) 2.99 4.69 7.52 13.60 17.37 
o Nombre d'elemen\s coupes en 4 --- 324 491 1075 463 
o Nombre d'iHements coupes en 2 --- 152 290 557 958 
o Nombre moyen de directions --- 9.38 8.93 9.68 15.68 

GMRES par pas de calcul 

b) Modele avec deraffinement act if 

o Residu max. viscosite artificielle 0.173214 0.095121 0.062100 0.052629 0.026987 
o Norme du gradient de pression 5.932 5.888 11.006 22.554 43.234 
o Nombre total d'elements 1746 2651 4357 7804 9996 
o Nambre total de noeuds 3637 5436 8846 15733 20117 
o Nombre de pas de calcul 200 100 100 100 100 
o Memoire requise (Ma) 2.99 4.32 7.06 12.60 16.12 
o Nombre d'elements coupes en 4 --- 324 612 1125 603 
o Nombre d'elements coupes en 2 --- 152 256 531 1096 
o Nombre d'elements enleves --- 219 386 459 713 
o Nombre moyen de directions --- 8.05 9.94 10.88 10.35 

GMRES par pas de calcul 
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6.2 Ecoulement transsonique autour d'un profil N ACA 0012 

Cet exemple est utilise pour montrer le comportement du critere de vis
cosite artificielle dans !'adaptation d'un ecoulement transsonique non visqueux. 
II s'agit d'un ecoulement autour d'un profil NACA 0012 avec un angle d'attaque 
faible de 1.25% par rapport a un ecoulement a l'infini ayant un nombre de 
Mach de 0.8. Le maillage initial est constitue de 8150 elements triangulaires a 
6 noeuds et de 16496 noeuds (figure 14). La solution obtenue est montree a Ia 
figure 15. 

a) vue d'ensemble du domaine b) agrandissement du profil. 

Fig. 14 maillage initial 

Fig. 15 contour de pression initiale. 
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Nous avons effectue une seule etape d' adaptation incluant le raffinement 
et un deraffinement controle; ce qui a donne un maillage de 9424 elements et 
de 19050 noeuds tel que montre a la figure 16a). Cet exemple a ete traite 
par Sonar(13] (fig.16b). Il avait alors montre que !'utilisation de divers gra
dients d'une variable de l'ecoulement ne permet pas d'areter le processus de 
raffinement. C'est pourquoi, il a opte pour un indicateur du type hi!Rh lb (fig 
17b ), puisque celui-ci decroit avec le rafinement. Nos resultats obtenue avec 
le residu J.lcc (fig. 17a) semblent se comparer favorablement a ceux qu'il a 
obtenus, compte tenu qu'il a effectue 3 etapes d'adaptations sur un maillage 
initiale beaucoup plus dense. 

Fig. 16 a) 1 adaptation avec J.lcc b) tire de Sonar (13] 

Fig. 17 a) 30 Isobares avec J.lcc b) Isobares tire de Sonar (13] 
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a) contour du nombre de Mach b) contour des isothermes 

Fig. 18 solution finale apres une adatation 

La figure 19 montre l' evolution du coefficient de pression Cp le long du 
profil pour les deux maillages. On remarque bien que les chocs sont plus raides 
avec le raffinement. A remarquer que le choc a l'intrados est bien reproduit, 
ce qui n'est pas le cas dans plusieurs resultats presentes dans Ia litterature. 
Les courbes avec des '+' sont associees au maillage initilales alors que celles en 
traits continues sont pour le maillage adapte. 

-Cp 
1.20 

0.80 

0.40 

0.00 

-0.40 

-0.80 

-1.20 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

Fig. 19 profil du coefficient de pression Cp 
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6.3 Reflexion d'un choc oblique 

Ce troisieme exemple servira a montrer certains avantages qu'il peut y 
avoir a utiliser un deraffinement massif plutot qu'un deraffinement controle. 
D'abord definissons un deraffinement massif comme etant un processus par 
lequel on peut extraire plusieurs elements adjacents durant Ia meme seance 
d'adaptation du maillage. En contrepartie, un deraffinement controle ne pourra 
pas extraire deux elements voisins afin d'empecher que les elements ne devi
ennent trop gros. Pour mettre en evidence !'interet du deraffinement massif, 
nous traitons le probleme de Ia reflexion d'un choc oblique. Les conditions aux 
limites imposees sont schematisees sur Ia figure 20. 

41 r; ® 41 3 

[-;~~@ 
L~~ 

p' = 1.0 
.... = 2.9 

p' = 1.7 

.... = 2.667824 

... : = 2.9 ... : = 2.6!9334 

... : = o.o ... : = -0.50630 
M1 = 2.9 M' = 2.3781 
P' = 0.7!4286 P' = 1.52819 

Fig. 20 conditions aux frontieres. 

Contrairement aux deux exemples precedants, nous sommes partis cette 
fois d'un maillage structure de 1536 elements triangulaires quadratique a 6 
noeuds tel qu'illustre a Ia figure 21. Nous avons impose Ia condition d'imperme
-abilite sur Ia paroi ]1-2]. Tousles degres de liberte sont imposes aux frontieres 
[1-4[ et [4-3[ alors que Ia frontiere ]2-3] est laissee libre. La solution obtenue 
avec le maillage initial possede Ia distribution de pression illustree par Ia figure 
22. 

Fig. 21 maillage initial. 
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Fig. 22 contour initial du profil isobare. 

J 0 

2.5 

2.0 

1.5 

10 

o.~ 

0 0 0. 7 1.4 2 0 2 7 3.4 4.1 

Fig. 23 pression a Y = 0.57 

Une premiere etape d'adaptation est effectuee. Les elements ayant un ra
tio .1/J superieur a 2.4% ont ete choisis pour etre subdiviser en quatre alors que 
ceux ayant un ratio inferieur a 0.5%, verront leurs noeuds selectionnes pour 
etre elimines. L'option de deraffinement massif est aussi activee. Cette etape 
d'adaptation a permit !'extraction de 510 elements inutiles alors que 1916 nou
veaux elements ont ete ajoutes dans Ia zone de discontinuite pour finalement 
atteindre un total de 2942 elements. Le second maillage et Ia solution corre
spondante sont presentes aux figures 24 et 25. Le contour de pression de cette 
solution est donne pour 20 isobars. 
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Fig. 24 1 er remaillage. 

Fig. 25 contour de pression 20 isolignes. 

Cette nouvelle solution est par Ia suite adaptee en utilisant une plage de 8% 
du residu maximum jusqu'a 100% pour Ia selection des elements a etre coupes 
en quatre et ceux ayant une norme inferieure a 1.5% ont ete selectionnes pour 
le deraffinement. La nouvelle configuration a force 886 elements a etre coupes 
en quatre et 266 en deux. De plus elle a du extraire 1479 elements du au 
fait que nous avions ajoute volontairement trop d'eh~ments en peripherie des 
chocs, tel que discute a Ia section 5.2. La figure 26 montre le maillage final 
comportant 4387 elements et 8870 noeuds. La figure 27 montre le contour de 
pression calcule pour 20 isobars. 

Fig. 26 maillage final. 
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Fig. 27 contour isobare 20 isolignes. 

Une coupe prise a y = 0.57 sur le contour de pression (Fig.28) permet 
de constater !'amelioration de Ia solution par Ia clarte des plateaux et des 
deux chocs tres voisin de Ia solution analytique montre auusi sur Ia meme 
figure. Pour donner une meilleure idee de Ia zone de discontinuite une vue en 
perspective est montree a Ia figure 29. 

J.D r 

. 2:.() 

) 
1_5 

I 
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0_!) 

0 0 0 7 1 4 2.0 2 7 4 1 

Fig. 28 pression a y = 0.57 
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Fig. 29 vue isometrique de Ia pression. 

6.4 :Ecoulement complexe dans un ejecteur 

Cet exemple montre Ia performance du code d'eJements finis dans Ia 
resolution d'un ecoulement visqueux relativement complexe d'un ejecteur 
supersonique au les interactions des andes de choc avec les couches limites 
sont importantes. Les ejecteurs ou thermocompresseurs sont utilises dans une 
grande variete d'applications industrielles telles que le pompage, le brassage, 
!'augmentation de poussee et Ia recompression de vapeur. Le principe de fonc
tionnement des ejecteurs consiste a melanger deux courants: un dit primaire 
de niveau energetique tres eleve qui entraine un autre courant dit secondaire 
de niveau energetique tres faible. Les deux ecoulements entrent en contact et 
interagissent dans une conduite constituant Ia zone de melange ou l'ecoulement 
secondaire est re-energise pour une utilisation ulterieure. Dans les applications 
modernes a hautes efficacites energetiques, les ejecteurs fonctionnent en regime 
supersonique, ce qui complique leur conception et le mode de fonctionnement. 

Aux conditions de simulation utilisees (l'ecoulement reste stationnaire au 
nombre de Reynolds utilise et Ia geometrie est symetrique par rapport a l'axe 
central), le champ d'ecoulement est symetrique si bien que les calculs ne sont 
effectues que sur Ia moitie du domaine representee a Ia figure 30. A !'entree 
du domaine l'ecoulement est subsonique, ainsi Ia pression et l'enthalpie totales 
sont imposees. L'coulement simule doit sortir a une certaine pression statique 
imposee. Les conditions de non glissement et d 'adiabaticite sont utilisees sur 
toutes les parois solides du domaine. 
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Fig. 30 Geometrie de Ia tuyere 

Les calculs numeriques ont ete menes sur un ejecteur supersonique dont le 
rapport de section de Ia zone de melange Am a Ia section au colle de Ia tuyere 
du primaire Ap est de 5.45. Le rapport de Ia pression totale du secondaire P0 , 

a Ia pression totale du primaire Pop est de 0.3. Le nombre de Reynolds, base 
sur Ia hauteur de Ia section de melange, est de 2000 alors que le nombre de 
Prandtl est de 0.72. Les calculs sont d'abord effectues sur un maillage initial 
comportant 3515 elements triangulaires quadratiques pour un total de 7418 
noeuds (fig. 31). Selon les travaux de Fabri et Siestrunk [25], l'ecoulement 
dans les ejecteurs se fait selon differents regimes. Si l'ecoulement a Ia sortie de 
Ia tuyere primaire est supersonique, il s'agit d'un ejecteur supersonique pour 
lequel on peut avoir deux regimes: le regime mixte pour lequel l'ecoulement 
secondaire reste subsonique ou bien le regime supersonique pour lequel le jeux 
des rapports de pression statiques permet a l'ecoulement secondaire de devenir 
supersonique. Les resultats numeriques obtenus, representes sur les figures 32 
a 36, correspondent au regime mixte. L'ejecteur etant supersonique, les ondes 
de choc et de detente qui se forment a Ia sortie du primaire se reflechissent 
sur Ia surface de pression constante que delimite Ia couche limite interne du 
jet. Aussi, on constate une zone de decollement et de recirculation sur Ia 
paroi de Ia zone de melange. La figure 32 montre Ia distribution de f-Lee qui est 
concentree al'axe de symetrie et ala sortie de Ia tuyere secondaire ou le maillage 
initial est grossier. Un remaillage adaptatif sans deraffinement a ete effectue, 
consistant a decomposer en quatre les elements ayant un f-Lee superieure a 10% 
de max(J-Lcc) = 0.023 qui se trouve localisee au niveau de )'entre de l'ecoulement 
secondaire sur un element grossie. Le maillage final obtenu comporte alors 5350 
elements et 11173 noeuds (figure 37). Les resultats sont montres sur les figures 
38 a 42. On constate que Ia norme maximale de f-Lee a ete reduite a 0.016. 



Une methode d'adaptation des maillages 409 

Fig. 31 Maillage initial 3515 elements 

Fig. 32 Distribution de f..lcc· 

Fig. 33 Contour de pression pour 30 isobares 

Fig. 34 Contour du nombre de Mach 

Fig. 35 Vecteurs de vitesses 
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Fig. 36 Coupe longitudinale a l'axe de symetrie 
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Fig. 37 Maillage final apres une adaptation 5350 elements 

Fig. 38 Distribution de P.cc· 

~ooooo 
Fig. 39 Contour de pression 

Fig. 40 Contour du nombre de Mach 

Fig. 41 Vecteurs de vitesses 
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Fig. 42 Coupe longitudinale a I 'axe de symetrie 
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CONCLUSION 

Nous avons presente un algorithme simple pour generer des triangula
tions de type Delaunay en evitant Ia creation et par consequent !'elimination 
d'elements externes aux frontieres du domaine. Le mailleur obtenu est tres ro
buste pour generer des domaines planaires quelconques. II est aussi possible de 
l'utiliser pour effectuer des raffinements adaptatifs lorsque le champ des tailles 
des elements est connu. 

En presence de chocs, Ia formulation variationnelle est stabilisee en util
isant une viscosite artificielle qui est definie en fonction de Ia norme locale 
du residu du systeme d'equations aux derivees partielles. Cette norme con
stitue naturellement une estimation de l'erreur commise lors de Ia stabilisa
tion. Les maillages adaptatifs ont done pour but Ia reduction de cette norme. 
Les resultats numeriques montrent que le maximum de Ia viscosite artificielle 
converge avec le raffinement. Les procedures de raffinement/deraffinement 
presentees ne constituent pas necessairement Ia meilleure technique pour 
realiser le remaillage. Elles ont. ete developees pour des raisons de simplicite a.fin 
d' etudier le comportement de Ia. norme residuelle. II est interessant de tester 
Ia methode consistant a faire une prediction a.priori de Ia taille des elements a 
partir de Ia viscosite a.rtificielle et de remailler avec Ia methode de Delaunay. 
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