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REsUME. Ce travail conceme La formulation d'un nouvel element quadrileral a 4 nreuds pour 
['analyse lineaire de plaques en flexion-cisaillement transversal(CT). Elle est basee sur un 
modele variationnel mixte-hybride appele MiSP (Mixed Shear Projected). L'approximation 
des efforts de CT resulte de celle des moments de flexion en satisfaisant explicitement deux 
des trois equations d'equilibre. Les deformations de CT sont definies en fonction des 
deformations de bards projeties sur les degres de Liberti nodaux. La convergence de 
/'element est verifiie a /'aide de patch-tests de modes rigides et constants. Sa precision est 
evaluee a travers une serie de cas-tests standards relatifs aux problemes de plaques biaises 
et circulaires. 

ABSTRACT. This work deals with the formulation of a new 4-node quadrilateral element for the 
linear analysis of plate bending with transverse shear effect. This formulation is based on a 
variational hybrid-mixed model called MiSP (Mixed Shear Projected). The approximation of 
the shear forces results from that of bending moments with an explicit satisfaction of two of 
the three equilibrium equations. The TS deformations are defined in terms of the edge 
deformations which are projected on the nodal degrees of freedom. The convergence of the 
element is checked on a series of constant and rigid mode patch-tests, and its precision is 
evaluated on two series of benchmark examples related to skewed and circular plates. 

MOTS-CLEs :flexion, plaque, cisaillement transversal, MiSP4. 
KEY WORDS : bending, plate, transverse shear, MiSP4. 

l. Introduction 

Comme alternative aux modeles deplacements, les elements mixtes de plaque 
avec prise en compte des deformations de cisaillement transversal(Cf) sont apparus 
au milieu des annees 60. La premiere tentative ffi.t celle d'Herrmann (1965) [1]. 
Mais ce n' est qu' a Ia fin des annees 70 qu' ils ont ete introduits pour tenter de 
surmonter les difficultes liees au blocage en cr et aux modes parasites. L' apport de 
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Malkus et Hughes (1978) [2] sur Ia notion d' equivalence entre modeles mixtes et 
deplacements avec integration selective ffit d'une grande utilite, en permettant une 
justification des techniques d'integration reduite ou selective. Les approches 
remedes utilisecs dans les modeles deplacements pour vaincre le blocage en cr 
peuvent etre generalement reliees a des formulations mixtes oil les variables 
mecaniques et cinematiques sont approchees de fa~on independante [5,6,14,21,22]. 

A notre corutaissance, Hughes&al [10] et Lee&Pian (1978) [7] ont ete les 
premiers a expliquer les causes de Ia presence du blocage en CT dans Ie cas des 
structures minces et a donner des solutions pour l'eviter en utilisant le principe 
modifie ou non modifie de Hellinger-Reissner. Ces travaux ont permis a Lee&Pian 
[7] de proposer des elements triangulaires et quadrilateraux sans blocage mais avec 
des modes parasites dans certains cas. Les travaux de Noor&al (1981)[3] et de 
Lee&al(1982) [9] ont directement suivi ceux de Lee&Pian [7]. Notons que !'element 
mixte le plus simple (triangle a 3 n<~uds avec approximations lineaires du 
deplacement wet des rotations ~x, ~yet efforts tranchants Tx,Ty constants) conduit 
a Ull blocage severe en cr [4]. 

La plupart des approches mixtes ont d'abord utilise des fonctions d'interpolation 
des variables mecaniques (contraintes, efforts) exprimees dans le repere cartesien 
(x,y). II etait done necessaire, pour preserver l'invariance des elements par rapport 
aux changemenls de reperes, de considerer des bases d'interpolation completes. Ceci 
augmentait de fa~on considerable le nombre de parametres mecaniques pouvant 
nuire a Ia precision et a Ia stabilite numerique du modele. Une autre technique, plus 
attrayante, consiste a definir les contraintes ou les efforts dans le repere 
isoparametrique de I' element (f;, fl),l'invariance de celui-ci etant done preservee 
[17]. Cette approche semble ideate pour Ia formulation d'elements de coque mixtes 
oil il est convenable d' approcher les contraintes en se referant a Ia base naturelle ou 
isoparametrique elementaire. Actuellement, beau coup d' elements ( quadrilateraux 
dans Ia plupart des cas) utilisent cette approche. Nous citons en particulier: 

- L'element de Pinsky et Jasti (1989) [15] base sur un modele mixte general 
dans lequell' approximation des variables cinematiques (continuite cO) est 
associee a un ensemble de fonctions "bulle" independantes (w, ~x. ~y 
internes) exprimees en fonction des parametres generalises que les deux 
auteurs eliminent par condensation statique au niveau local. L' element "4-
node bubble" est defini par une interpolation bilineaire des variables 
cinematiques (w, ~X• ~y) et mecaniques <M>=<Mx My Mxy>.<T>=<Tx 
T y>et par une approximation cubique des fonctions "bulle" internes. En Luut, 
il y a 29 parantetres a elim.iner par condensation statique, ce qui est eleve pour 
un element de plaque. 

- La famille d' elements mixtes-hybrides de Saleeb&al [17,18] : I' element 
quadrilateral HMPL5 [17] est associe a 3 fonctions "bulle" (w, ~x. ~y) 
representees par le 5eme noeud interne. Les fonctions d'interpolation des 
variables cinematiques sont biquadratiques, celles des variables mecaniques 
{M} et {T} etant lineaires. Dans ce cas, un schema d'integration a 3 x 3 
points de Gauss(PG) est necessaire pour evaluer I' energie de cisaillement (2 X 
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2 PG suffisent pour Ia flexion). L' element triangulaire correspondant HMPI3 
[18] est tres simple a fonnuler (w, f3x. l3y : lineaires, {M} : constants et {T}: 
lineaire) mais reste toujours utilise sous forme de quatre sous-triangles 
croises dans un maillage donne. 

- L' element T63B3 de Zienkiewicz et Lefebvre (1988) [19] (triangle a 6 noeuds 
avec fonctions "bulle" d' ordre 4 pour f3x et 13y) possede 12 variables intemes : 
3 pour Tx. 3 pour T Y• 3 pour f3x et 3 pour f3y qui sont elimim!es au niveau 
local par condensation statique. Cet element est considere par plusieurs 
auteurs comme robuste. De bons resultats out ete obtenus pour les problemes 
standards de plaques minces et epaisses [11 '19]. 

- L'element triangulaire, tres particulier, d' Amold et Falk (1990) [20] est un 
element a continuite semi-CO pour w, cO pour f3x et f3y avec fonction bulle 
quadratique (At; lJ, A = 1 - t; - lJ) et T X• Ty constants. Cet element est 
considere par Zienkiewicz et son groupe [6, 12] comme simple et sans 
blocage. Une evaluation numerique de 1' element a ete faite par les auteurs 
[13,32]. Les resultats ont revele 1' existence d'un mode parasite. Sa disparition 
depend malheureusement du maillage considere. 

- Onate, Taylor, Zienkiewicz et leurs collaborateurs [6,34,35,36] ont 
recemment propose une famille d' elements DRM (Discrete Reissner Mindlin) 
triangulaires et quadrilateraux avec des degres de liberte additionnels au 
milieu des c<>tes. Ces elements,bases sur le modele deplacement avec des 
deformations de CT independantes, generalisent ceux de Kirchhoff discrets 
DKT et DKQ de Batoz et al [4,37,38,22]. Notons toutefois que !'element 
DRM (triangle) donne des resultats identiques a ceux de I' element DMT 
(Discrete Mindlin Triangle) d' Aalto (1988) [39] bien que les ddl(degres de 
liberte) additionnels ne soient pas les m~mes (ref. [13]). 

Pour eliminer le blocage en CT, tous les elements mixtes precedents (a 
1' exception de HMPI3 [18]) font appel a Ia notion de fonctions "bulle" d' ordre 
superieur (quadratiques, cubiques et d'ordre 4), en particulier pour les rotations. 
L' inconvenient majeur est le coOt eleve qu' engendrent ces f onctions, a cause du 
nombre de points d' integration numerique necessaires au calcul des matrices 
elementaires. Les calculs deviennent encore plus couteux lorsque 1' on traite par 
exemple des problemes non lineaires ... L' augmentation des parametres generalises 
associes aux fonctions "bulle" peut constituer egalement un inconvenient, lie cette 
fois-ci aux operations d'inversion de matnces lors du processus de condensation 
statique. 

Dans cet article, nous presentons la formulation (matrice de rigidite et efforts 
internes) d'un element quadrilateral de plaque combinant les approximations mixtes, 
l'utilisation des equations d'equilibre et les deformations de CT de substitution. Une 
evaluation numerique approfondie met en evidence les bonnes performances du 
nouvel element. 
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2. Formulation de l'element MiSP4 (Mixed Shear Projected 4-nodes) 

2.1. FonctionneUe 11lixte en dip/acements et contraintes generalisees 

L'c~lement propose dans Ia section 2.4, note MiSP4, resulte de l'utilisation d'une 
fonctionnelle mixte pour les plaques de Reissner/Mindlin avec modification des 
approximations de cisaillement transversal (Cf). Nous presentons dans un premier 
temps un element mixte note MiQ4(st) (§2.2) base sur Ia fonctionnelle mixte 
suivante [22] : 

II= L (nfnt - II~) (1) 
c 

avec w = w ; f3x = f3x et f3y = f3y sur Su 

Su : partie du contour oil.les deplacements w et rotations f3x et f3y sont imposes. 

nfnt = j. ( -l.<M> [Hrr (M) - l.<T> [H.,Jl {T} 
AC 2 2 

+ <M> (X}+ <T> {Y })dA 
(2) 

II~ =f W fzdA 
Ac 

(3) 

avec <M> =<Mx My Mxy> ; <T> = < Tx Ty> 

<X> = < f3x.x f3y.y f3x.y + f3y"' > ; < y > = <w .x + f3x w •Y + f3y> 

: deplacement suivant z et rotations de Ia normale dans les plans xz et yz. 
: charge suivant z par unite de surface. 

Pour un materiau isotrope homogene·: 

v 0 

3 
[H.:]=i Eh 11 0 I [Hr]- Eh v 1 0 (4) 

12 ( 1 - v4) 62(1+v) 0 1 

0 0 LY.. 
2 

Les equations d'Euler-Lagrange correspondant aux conditions de stationnarite de II 
(avec ()w = ()~x = ()f3y = 0 sur Su) sont : 

- sur Ia surf ace A : 

Tx,x + Ty.y + fz=O Mx.x + Mxy.y - Tx = 0 Mxy.x + My,y - Ty = 0 (5) 
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{X}-(Hrr {M}={O} {Y}- [I-L:}1 {T} = {o} 

- sur Ia frontiere Sf de A : 

Mx llx + M"-Y Dy = Mxn ; Mxy llx + My Dy = Myn ; Tx llx + Ty lly = Tn (6) 

Les variables independantes sont w, ~. f3y. Mx, My. Mxy, T x et Ty. 

2.2. EMment mixte-lzybride MiQ4(st). Approximations 

On considere un element quadrilateral (figure 1) avec Ies approximations 
suivantes: 

* La geometrie de l'element est definie par : 

4 4 

x = ~ N X; et y = ~ N y. (7) 

Xi, Yi sont les coordonnees des noeuds. Les fonctions de forme isoparametriques Ni 
s' ecrivent [21] : 

N=l.(1+l;;f;)(1+l)TJ); i=1,4et-1s; l;etTJs;1 (8) 
4 

La matrice Jacobienne [J] et son inverse m sont : 

[J]= I Ju 
J21 

J12l= I x,; 
J X,o 

22 

D] - 1 I Ju -J121 
det J _ ]z1 ]z2 

; det J = Ju lz2 - J12 Jzr 

(9) 

(10) 

N,; et N,11 sont Ies derivees des fonctions Ni par rapport a l; et 11· det J est le 
determinant de Ia matrice Jacobienne. 

* Les variables cinematiques w, ~x et ~ (CO) sont interpolees par : 

4 

w= ~ N Wt et /~\- 4 
N/13xi\ 

\13rl-~ \~1 
* Les variables mecaruques {M} et {T} sont definies par : 

<M>=< Mx My Mxy > 

(11) 

(12) 
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(PM]=[:: :: :] 
<0> <0> <p> 

<p> =< 1 (13) 

{aM} representent des parametres indetennines 

* Les efforts de cisaillement {T} sont obtenus directement a partir de 
I' approximation des moments de flexion (rei 12) par I' intermediaire des 
equations d'equilibre des moments : 

(14) 

(15) 

<p1> = < 0 .in .i12 rtiu + Si12 > ; < pz> = < 0 .i21 hz 11i 21 + t;izz > 

.itt..i12 • .i2I et.i22 sont les termes de Ia matrice Jacobienne inverse, constants si 
!'element est rectangulaire. lis deviennent variables en !; et 11 dans le cas general. 

lJ 

... 

Element de reference 

Figure l. Geometrie de l'etement 

Mx. My. Mxy : C"' 
Tx, Ty: c·•J 

Element reel 
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Remargues: 

- {T} est defini directement en fonction de {aM} (rei 12) via deux equations 
d'equilibre. Ainsi, les parametres {<q} sont lies a {a.M} et ne sont plus 
independants, comme c'est le cas dans les modeles mixtes classiques. 

- 3 ddl cinematiques sont consideres pour chaque noeud : le deplacement 
transversal w et Ies rotations de Ia normale f3x et (3y (figure 1). 

- Les efforts <M> = <Mx My Mxy> et <T> = <TxT y> sont decrits localement 

(par element) par des approximations locales a continuite c-1. 

- L'element est base sur un modele mixte-hybride au sens de Hellinger­
Reissner, avec satisfaction explicite des equations d'equilibre. 

La condensation statique des parametres {aM} permet d' obtenir des 
elements mixtes-hybrides a variables nodales de type deplacement et 
rotations (comme dans les modeles en deplacements). 

L' element n'utilise pas de fonctions "bulle", Ia condensation statique reste 
limitee aux parametres {a.M }. 

- L'utilisation des equations d' equilibre pour definir {T} en fonction de {a.M} 
diminue le nombre d'incommes du probleme, ce qui facilite les operations 
matricielles lors du processus de condensation statique. 

2J. Matrice de rigiditi de Nliment MiQ4(st) 

L'element mixte-hybride standard MiQ4(st) est celui pour lequel les 
deformations de flexion et les deformations de CT sont definies a partir de 
I' approximation standard des variables cinematiques : 

(Y} =[a:] (un) 

0 

Ni.y 

N.x 

0 

N 

<Un> = < \V, (3.; f3yi ... > 

] 
l 

(16), (17) 

i = 1, 4 (18) 

i = 1, 4 (19) 

i = 1, 4 (20) 
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Substituons les relations (12), (14), (16) et (17) dans l' expression de ITint (rel 2), 
ecrite sous fonne matricielle : 

[kaJ = 1· ( [PMY [Hrr [PM]+ [PTY [aj• [PTJ ) dA (22) 
Ae 

[koo] = f ( [PMf [Br] + [PTf [B.:] 1) dA (23) 
Ae 

Un schema d'integration a 2 X 2 points de Gauss permet !'integration exacte des 
matrices [kaJ et lkaul De plus,les produits [Bf] dA et [Bel d.A (rel23) ne font pas 
intervenir le determinant de [J] (rel10). 

La forme Ili:.t (21) s'ecrit, si <Un> = < <nM> <llo> > 

e 1 _. r;:c] {-" \ Ilint = -<Un> Lk. Unf 
2 

(24) 

WJ=r-~~] .. =. [~]] 
~kouf : [o] 

(25) 

L' elimination des parametres { UM} par condensation statique conduit a la 
matrice de rigidite elementaire finale : ([kaJ etant non singuliere). 

(26) 

Les variables fmales sont: w, f3x, ~ aux noeuds des elements. 

Le blocage en CT de MiQ4(st) est observe a travers une serie de tests qui 
consistent a evaluer l' influence de l' elancement Lib (Longueur/epaisseur) sur la 
fleche au centre d'ooe plaque carn~e avec ou sans distorsion et d'ooe plaque biaise 
(30°) (fig.2). 

L'element MiQ4(st) presente un blocage a partir de Llh = 20 en convergeant vers 
ooe fausse valeur pour un maillage dmme(figure 2). En consequence, le modele 
mixte-hybride standard est incoherent. Nous proposons d' eliminer ce blocage 
numerique en choisissant de representee autrement le champ de defonnations de CT. 
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1-- L = 100 ----f 2,0 

I \ 
• MiQ4(st) 

PE-CU 1,5 -Q) 
sym c .... 

L s: 1,0 ....... .......... 

1 
u 

e s: 
>. ... 0,5 

Uh 
0,0 ... ... 

Wrer = 1.26 I0-3 qL 4/D 1 10 100 1000 10000 

1--- L = 100 ---1 2,0 

I \ • MiQ4(st) 
PE-CU 1,5 ~ -Q) ... 

sym c 3: 
L ' 1,0 

1 
u ........_ 
3: 

"' l e 
~,~ 0,5 '-I- >. .. 

Uh 
distorsion A = L /24 0,0 --· 

Wrer= 1.26 I0-3 qL4/D 1 10 100 1000 10000 

PB-SS-CU 2,0 

f 
• MiQ4(st) 

1,5 \ -Q) .... ~~ 3: 1,0 '() 

~ 100 3: 
I I 

0,5 

W ref= 0.408 I0-3 qL 4/D 
-·· ... Uh 

0,0 
PE : plaque carree encastree 1 10 100 1000 10000 

PB-SS : plaque biaise 
simplement support6e 

CU : charge unifonne 

Figure 2. Influence de l'elancement UH sur Iafleche au centre We. Blocage en cr 
du modele mixte-hybride standard 
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2.4. Matrice de rigidite de /'element MiSP4 

L'abandon de la formulation deplacement conventionnelle pour laisser place aux 
formulations naturelles (methodes ANS, formulation libre, ... ) est le theme commun 
des investigations actuelles dans la recherche d'elements a haute performance (ref. 
[13,23]). 

Pour ce qui est des elements mixtes, nous avons sui vi cette nouvelle strategie des 
1989 (ref. [24]) en proposant l'element quadrilateral a 4 noeuds QM4y base sur le 
modele mixte modifie de Hellinger-Reissner avec w1e representation independante 
des deformations de CT. Cet element donne de tres bons resultats pour les 
problemes de plaques minces et epaisses mais presente deux modes parasites [22, 
24,25,32]. 

Nous avons etendu l'utilisation de l'introdliction des hypotheses de Mindlin sous 
forme discrete, au modele mixte-hybride sous sa forme generate. Le modele 
standard MiQ4(st) est ainsi remplace par unnouveau modele appele "Modele Mixte 
Projete en Cisaillement" (Mixed Shear Projected Model). L'element de plaque 
correspondant est appele MiSP4. Celui-ci considere le vecteur des deformations de 
CT { y} independamment de l'interpolation des variables w, ~ et l3y tout en gardant 
le nombre de parametres generalises «M de depart. {y} est defini en fonction des 
quantites {y k} sur les cotes d'un element. Celles-ci sont ensuite projetees sur les 

variables w, 13x. 13y aux noeuds en introduisant les hypotheses de Mindlin sous 
fonne discrete. 

Cette approche a ete utilisee pour les modeles deplacements par Bathe 
&Dvorkin [26, 27, 28], lbrahimbegovic[44] et Polit,Touratier&Lory[8]. Elle est 
egalement utilisee pour construire un element triangulaire par Hughes et al [43] et 
par Boisse& al [33, 42]. L'element MiSP4 peut done etre interprete comme une 
amelioration du modele mixte standard. Les caracteristiques de l'element MiSP4 
sont donnees dans le tableau sui vant : 

Geometrie Label ddl Approximations 

~ 
MiSP4 w.l3x. 13y 

- 13x .13y bilineaires 
- Mx. My. Mxy bilineaires 

Mixed §Pear (12 ddl) 
- T X• T y equations d'equilibre 
-YS• y'lllineaires en '11 et !; 

~ 
f_rojected - Ys constant par oote 
!-node 

La matnce £ka] (rel. 22) reste mchangee. L'mtroductJ.on des defonnatJ.ons de CT 

projetees permet de substituer la matrice (ji] a Ia matrice [Be] dans l'expression de 
rkaul (rei. 23). En consequence: 
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(27) 

Pour obtenir Ia matrice [a,] on utilise les approximations suivantes : 

{Y'={ Yxz \=DJ{n\ 
J yyz I I 

(28) 

avec {n\=J Hz \=[A)(YSk} 
I \ y tJZ I 

(29) 

(A]=!.[l-l'} 0 1+ l1 0 l (30) 
2 o 1+ s o 1-s 

<YSJt> =< y~ y~. yf. Y~z> (figure 3) (31) 

1 

Figure 3. Element MiSP4. Deformations de CT le long des cotes 

Les quantites <Yt;k> sont projetees sur les ddl aux nreuds en utilisant les 
integrates de contour le long de chaque cote {hypotheses de Mindlin sous fonne 
discrete): 

.J 

J 
(y ;z- w ·~- ~) ds = 0 (cotes 1 - 2 et 3 - 4) 

-I 

(32) 
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Ainsi, 

·1 

J 
( y I]Z - w ,,1 - 13,1) dr} = 0 ( c6tes 2 - 3 et 4 - 1) 

-1 

y~= l(wz- '''1 + 13;1 + 13;z} 
2 

[J] (rei. 9) 

< lln> = < \\\ fh;, {3yi i = 1, 4 > 

d'ou finalement : 

(Be]= [i] (A] (Ba] 

(33) 

(34) 

(36) 

(37) 

(38) 

La matrice constante lBcsl est facile a obtenir. La matrice de projection [Be] est 
lineaire en l;. '11 contrairement au modele deplacement classique oil [Bel est 
bilineaire. Notons que l'etat de deformation constant est represente correctement par 

le champ (34) et (35). La matrice [Be] est identique a celle de ('element Q4y (ref. 
[22], Chap. 4). 

Les efforts resultants {M} et {T} sont definis par les relations (12) et (14) 
respectivement. Les parametres{nM}. elimines au niveau local par condensation 
statique, soot donnes par : 

(39) 

Le test de blocage effectue precedemment sur le modele standard MiQ4(st) 
(figure2) est applique au modele MiSP4. Les resultats de Ia figure 4 montrent Ia 
coherence du modele. De plus, Ia solution de Kirchhoff est atteinte pour un 
elancement Llh =50 dans tous Ies cas. Elle demeure cependant stable quel que soit 
L/h. II n'ya pas de blocage en Cf, ni de mode parasite. 
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1---- L = 100 ------1 2,0 

PE-CU I ----- MiSP4 
1,5 

sym c 
.._ 
Q) 

L ... 1,0 ·······~···-~·········-······ 3:: 

1 
...... 

E 0 

;:. 3:: 0,5 
// 17 
V/1/ Uh 

0,0 
_, 

-3 4 1 10 100 1000 10000 VI,.,= 1.26 10 qL /D 

1--- L = 100 ---j 2,0 

PE-CU I ---- MiSP4 
1,5 

.... 
c 

Q) 

sym ... 
L 3:: 1,0 f-······--··-·-···~-~-

1 
...... 
0 

•17 ~1/ 3:: 
~ tA- ~ 0,5 
1/ln/ .. 
v 7}/)/" Uh 

distorsion A= L /24 0,0 
-3 4 

1 10 100 1000 10000 
W,., = 1.26 10 qL /D 

PB-SS-CU 2,0 

~ 
• MiSP4 

1,5 .... 
Q) ... 

3:: 1,0 1--··--·--··· ....... 
0 

3:: 
I 1!!!! I 0,5 

-3 4 Uh W,.,=0.408 10 qL ID 
0,0 ... ... 

PE : plaque carr6e encastree 1 10 100 1000 10000 
PB-SS : plaque biaise simplement 

SllppOlt6e 
CU : cflarie unifonne 

Figure 4./njluence de /'elancement Uh sur Iafleche au centre We. Coherence du 
modele MiSP4 
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3. Evaluation numerique des performances de l'element MiSP4 

L'element MiSP4 est de type ingenieur (geometric simple avec un minimum de 
ddl). Son interet sur le plan industriel depend des perl'ormances qu'il presente. Pour 
cela, nous avons etudie deux aspects essentiels, a savoir, la verification de Ia 
convergence (coherence ou consistance + stabilite) et l'evaluation de Ia precision 
pour un maillage donne (vitesse de convergence, influence des distorsions 
geometriques, ... ). 

3.1. Convergence du modele MiSP4 

Le calcul des valeurs propres de Ia matrice de rigidite d'un element Oll d'un 
assemblage d'elements MiSP4 a revele !'existence de trois valeurs propres nulles 
correspondant aux trois mouvements de corps rigides d'un~ plaque. MiSP4 n'a done 
aucun mode parasite. 

Les patch-tests cinematiques et mecaniques de deformations constantes, 
respectivement condition necessaire et condition necessaire et suffisante de 
convergence, ont ete effectues. Quelle que soit Ia distorsion du maillage, l'element 
MiSP4 reproduit tous les etats constants de deformations et de contraintes. 

En consequence, La convergence de notre element est assuree quand la taille des 
elements tend vcrs zero. 

3.2. Tests de preciswn de I' element 

La precision de l'element MiSP4 est evaluee a travers une serie de cas tests 
standards incluant des plaques epaisses ou minces, avec prise en compte des 
distorsions geometriques. Les resultats correspondants soot compares a ceux 
obtenus pard' autres elements avec cr. 

3.2.1. Plaque biaise ( 30°) mince simplement supporu!e soilS charge uniforme 

Ce probleme est considere comme deli cat par I' ensemble des chercheurs en 
elements finis. Classiquement, une solution de reference due a Morley est obtenue 
en utilisant Ia theorie de Kirchhoff [29]. Nons avons etudie ce probleme en 
considerant deux valeurs del' elancement (L/h = 100 et 1000). 

Les n!sultats de la fleche au centre, obtenus par l'element MiSP4, sont reportes 
sur Ia figure 6. Nons les avons compares a ceux obtenus par deux elements de 
plaque epaisse consideres comme robustes : I' element T63B3 de Zienkiewicz et 
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Lefebvre [19] et l' element Q4y [22,24] (ou MITC4 de Bathe et Dvorkin [26]). Ces 
resultats sont donnes en fonction du nombre de ddl actifs (nombre total de ddllibres 
apres imposition des conditions aux limites). 

Y. E D 

* Conditions aux limites : 
S 1 : w = 0 sur ABDE 

4x4MiSP4 
etc ... 

( NDDL actifs = 59 ) 

Figure 5. Plaque biaise ( a=30°) simplement supportee so us charge uniforme. 
Dmmees 

Commentaires : 

Dans le cas tres mince (Lih = 1000), Ia convergence vers Ia solution de 
plaque mince (Morley [29]) est obtenue par l' ensemble des elements avec 
des vitesses differentes. La distorsion du maillage semble influencer les 
n!sultats de l' element Q4y . Notons qu'un maillage 4*4 a suffi a !'element 
MiSP4 pour atteindre Ia solution de Morley. 
Cependant,le cas limite (Uh = 100) a suscite uncertain nombre de questions 
pour les chercheurs. Si nous examinons le resultat de Ia figure 6, nous 
remarquons Ia convergence vers une solution autre que celle de Morley pour 
les plaques minces. Babuska et Scapolla [30] ont beaucoup etudie ce 
probleme. La solution 3D pour Llh = 100 est tres proche de celle obtenue par 
notre element l'vli.SP4 et l' element T63B3, a l' exception de Q4y qui reste 
toujours lent. 
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Figure 6. Plaque biaise ( 30°) simplement supportee so us charge uniforme. Fleche 
au centre enfonction du nombre de ddl actifs. Performance de /'element MiSP4. 
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Nous avons egalement evalue, pour le cas L/h = 1000, les moments maximum et 
minimum au centre de Ia plaque. Leurs valetlfs ainsi que celle de Ia fleche au centre 
sont nonnalisees par rapport a la solution de reference de plaque mince (Morley). 
Les resultats correspondants sont reportes sur les figures 7,8 et 9 oii !'element 
MiSP4 est confronte a quelques elements recents de plaque avec Cf. Le nombre de 
ddl etant different pour chaque element, les courbes de convergence sont donnees en 
fonction du nombre de ddl actifs. 
2,0,-------------------------------------------------~ 

...... 04y ,Tl£40] cu .... 
~ DSQ - HMPLS 

1,5 u 
~ MiSP4 

0,5 WreC:s0.40810"3qL4JO I NDDL actifs 

10 100 1000 

Figure 7. Plaque biaise (30°) simplement supportee sous charge uniforme 
(Uh=lOOO). Convergence de Iafleche au centre. 

r--...... 

1,5 

cu 
~ Q4y .... 

~ DSQ -M 6 HMPLS 
CIS 
E • MiSP4 
~ ......_ 

_MiS'P4 ....... ~ ....,. ... 
1,0 

.,.. ...-

0,5 . MreC= 1.9110"2qL2 INDDL actifs I . . 
10 100 1000 

Figure 8. Plaque biaise ( 30°) simplemellt supportee so us charge uniforme 
( Uh=lOOO). Convergence du moment maximum au centre. 
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.... 
Q4y ... --1!1--a.. 

~ DSQ 
1,5 - HMPl5 c e 

~ 
MiSP4 

1,0 --------;;:::::::;-;;-;r:~:=.-=;?-·-=;;;;;;;;;~=~ 

flDDL actifs 

10 100 1000 

Figure 9. Plaque biaise ( 30°) simplement supportee so us charge uniforme 
(Uh=lOOO). Convergence du moment minimum au centre. 

32.2. Analyse d'une plaque circulaire epaisse et mince 

z. 

• Mailla~s coosjd~ris: 

- 3 ~l~ments MiSP4 - 12 ~l~ments MiSP4 

·~: 
E=3·loS, v = 0.3 
h=O.l et 1 
2Rih = 100 etlO 

-charge uniforme : q =1 

• Condhjoos pux limiles : 
-sym~trie: 

Py=OsurBC 
Px=OsurAC 

- encastrement : 
Et :w=Bx=By=O 

surAB 
- appui simple : 

S 1 : w = 0 sur AB 

- 48 ~l~ments MiSP4 

Figure 10. Plaque circulaire isotrope. Donnees et mail/ages 
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La figure 10 montre Ia geometrie et le maillage elements finis utilise pour 
!'analyse d'une plaque circulaire isotrope epaisse (R/h = 5) et mince (R/h = 50). Ce 
test est egalement interessant car ilmet en e\'idence Ia distorsion geometrique des 
elements. Un quart de plaque est discretise en tenant compte des conditions de 
symetrie et deux types de conditions aux limites soul consideres. 

Des solutions analytiques incluant les effets de CT sont obtenues pour les 
problemes de plaque a comportement a"'\:isymetrique [22, 31]. 

• Plague mince sous charge uniforme. Convergence de Ia fleche et du moment 
de flexion radial Mr au centre 

En utilisant les maillages de Ia figure 10 pour une plaque mince (Rib = 50) sous 
charge w1iforme q = 1, nous avons evalue Ia fleche au centre C, pour les cas 
simplement supporte (S 1) et encastre (El), et Ie moment Mr au centre pour le cas Sl 
uniquement. Les resultats correspondants (figures 11 et 12) sont normalises par 
rapport aux solutions de reference et donnes en fonction du nombre de ddl actifs 
obtenus apres imposition des conditions aux limites. 

L' element l\fiSP4 est compare a quelques elements existants de plaque avec CT. 
L'element quadrilateral de Saleeb & al HMPL5 [17] est fonnule avec un nreud 
"bulle" inteme. Le nombre de ddl actifs serait done important par rapport a !'element 
MiSP4. Notons le bon comportement de notre element pour ce type de probleme . 

..... • 4-node bubble u 

"" ~ - Q4y - DSQ 
~ 

."" 

• MiSP4 

0,875 ss_u . Rlh=SO 

NDDL actifs 

0 50 100 150 

Figure 11. Plaque circulaire mince ( Rlh=50) simplement supporJee so us charge 
uniforme. Convergence de Iafleche au celltre 
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-

0,95 

1,05 

M 4-node bubble 

~ Q4y 

0,85 DSQ 

• MiSP4 
• HMPLS 

E_U. Rlh=50 

NDDL actifs 
0,65 ......_ _ _.__---~. __ ...._ _ _,_ _ __. __ ...1-_..J 

0 50 100 150 

(a) Plaque encastrle. Fliclre au centre 

ss_u. RJh=SO 

4-nocle bubble 
Q4y 
DSQ 
MiSP4 

I NDDL actifs 

0,90 -'----'----.l"------'----.l"------'----L----'-----1 
0 40 80 120 

(b) Plaque slmplement support/e. Moment Mr au c•ntre 

Figure 12.Plaque circulaire mince (Rih=50) sous charge wziforme. Convergence 
de la jleche et du moment Mr au centre 
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_Distribution des efforts n!sultants suivant le rayon d'une plague encastn!e 
soumise a une charge unif onne 

Sur les figures 13, 14 et 15 sont presentees les courbes de distribution des 
moments de flexion ~[ret Me et de l'effort tranchant Tr le long du rayon de la 
plaque encastree sous charge uniforme. Deux valeurs du rapport rayon/epaisseur 
sont considerees : Rih = 5 (plaque epaisse, cp "' 0.2) et R/h = 50 (plaque mince, 
cp "' 0.002). Les solutions de reference sont (ref.22) : 

Ma(r)=a(R2 -1+3v rz.) ;T~r)=-qL; a=q 1+ v 
I+ v 2 16 

Le resultat des figures 13 a 15 est obtenu en considerant le maillage a 48 
elements Mi.SP4. Les efforts Mr, Mij et Tr sont evalues aux n<!!uds. On observe que 
l'element Mi.SP4 pennet une tres bmme approximation de la solution exacte pour les 
efforts Mr. Meet Tr dans le cas epais et mince. 

2 

~ 0 

·I 

·2 

-3~----~----~------~----~------~ 
0 I 2 3 4 r s 

(a) plaque epaisse (R/h = 5) 

0 2 3 4 r 5 

(b) plaque mince (R/h =50) 

Figure 13. Plaque circulaire encastree sous charge wziforme. Moment Mr suivant 
le rayon. 
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3~------------------------------~ 

2 

O 1-•-- MISP4 

. R~f. 

-tL------L----~~----~----~----~ 
0 1 2 3 4 r s 

(a) plaque epaisse (R/h = 5) 

3~------------------------------~ 

2 

• MiSP4 

0 -- RU. 

-tL------L------L-----~------~----~ 
0 1 2 3 4 r 5 

(b) plaque mince (R/h =50) 

Figure 14. Plaque circulaire encastree so us charge wziforme. Moment Me suivant 
le rayon. 
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3~----------------------------. 

2 

~-Rtf. 
• MiSP4 

r 

0 
0 1 2 3 4 5 

(a) plaque epaisse (R/h = 5) 
4 

• MiSP4 

3 
Rtf. 

~ 2 

r 

oL-----~----~----~-----L----~ 
0 1 2 3 4 5 

(b) plaque mince (R/h =50) 

Figure 15. Plaque circulaire encastree sous charge uniforme. Effort Tr suivallt le 
rayon 
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4. Conclusion 

Un nouvel element fini de plaque en flexion/Cf est developpe dans ce travail. II 
s'agit d'un element quadrilateral a 4 nreuds MiSP4 ( Mixed Shear Projected 4-
nodes), formule a partir d'un modele variationnel mixte-hybride au sens de 
Hellinger-Reissner. Les defonnations de cisaillement transversal sont des 
defonnations de substitution definies en fonction des deformations tangentielles aux 
bords de l'element. Celles-ci sont ensuite projetees sur les variables nodales en 
utilisant l'hypothese de Mindlin sous forme discrete. Les efforts tranchants sont 
obtenus en satisfaisant explicitement les equations d'equilibre des moments .. 

L'etement MiSP4 peut etre utilise pour l'analyse des structures elastiques 
formees de plaques minces ou epaisses. II passe tons les patch-tests de modes 
rigides et de deformations constantes. Les tests de plaques biaises a 30° et de 
plaques circulaires sont consitteres par les ingenieurs comme severes, une 
convergence monotone vers les solutions de reference est obtenue par notre element 
dans tous les cas traites. L'element penuet egalement d'obtenir tule bonne precision 
sur les efforts resultants pour les deux cas-tests. 

Notons que les tests classiques relatifs aux problemes de plaques carrees et 
rectangulaires, non presentes dans ce travail, out egalement ete effectues. De tres 
bons resultats ont ete obtenus pour des cas de chargement et de conditions aux 
limites differents. 

L'element MiSP4 peut etre considere comme parmi les elements mixtes les plus 
simples et les plus performants. 
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