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RESUME. La caracterisation du comportement rheologique des materiaux dans le domaine 
non lineaire a /'aide d'essais experimentaux conduisant tres souvent a des hats de contrainte 
et de deformation heterogenes, complique singulierement /'identification directe des 
parametres materiels. On propose, dans cet article, une methode d'identification inverse 
permettant d'eviter les problemes lies a /'interpretation des essais experimentaux, et de 
determiner avec plus de precision les parametres materiels. L'algorithme developpe est base 
sur le coup/age d'une methode d'optimisation et d'une methode de calcul par elements finis. 
La methode proposee est validee par Ia determination des parametres de comportement 
elastique non lineaire de polymeres, puis appliquee dans le cas elasto-viscoplastique a Ia 
determination des parametres de Ia loi d'ecoulement d'un alliage d'aluminium. 

ABSTRACT. The characterization of rheological behaviour of materials in nonlinear range is 
based on experimental tests, characterized by non-homogeneous stress and strain states, 
making the direct identification very difficult to perform. In this paper, an inverse 
identification method is proposed to avoid the problems raised by the interpretation of the 
experimental tests and to determine more accurately material parameters. The algorithm 
developed consists of an optimization method and a finite element method. This algorithm is 
first tested by the determination of material parameters in the case of the nonlinear elastic 
behaviour of polymers, then applied to the inverse identification of viscoplastic parameters of 
an aluminium alloy. 

MOTS-CLES : comportements non-lineaires, parametres materiels, identification inverse, 
optimisation, elements finis. 
KEY WORDS : nonlinear behaviour, material parameters, inverse identification, optimization, 
finite elements. 
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1. Introduction 

La ~termination des parametres materiels caractmstiques intervenant dans 
les equations de comportement des materiaux se fait generalement a l' aide d' essais 
experimentaux de traction, compression plane ou axisymetrique, torsion, .... Dans le 
domaine non lineaire, et plus particulierement dans le domaine des grandes 
deformations (hyperelastiques, elasto-plastiques ou elasto-viscoplastiques), le 
passage des grandeurs globales, issues de mesures effectuees par l'appareillage 
experimental comme les forces ou couples appliques, deplacements ou rotations 
d'ensemble, vers les grandeurs locales telles que contraintes, ~formations, ou 
vitesses de deformation necessite des mod~les. Ces modeles sont le plus souvent tres 
approcbes et utilisent des hypotheses fortes, telles que l'hypoth~se d'homogeneite 
des champs. Le calcul par la methode des elements finis de la reponse de 
I' eprouvette, consideree comme structure, a une sollicitation donnee, permet de 
s'affranchir de Ia plupart des hypotheses utilisees dans les modeles simplifies, et done 
d'accroitre a priori la precision de !'identification parametrique, consideree comme 
probleme inverse. En effet, la theorie des problemes inverses fournit des methodes 
mathematiques et algorithmes d'optimisation [TAR 87], [BUI 93], permettant de 
faire coincider, selon une certaine norme, la reponse mesuree et la reponse calculee 
par le m~le consi~re pour une sollicitation ou un ensemble de sollicitations. Cette 
methodologie reposant sur I' inversion numerique par la methode des elements finis a 
deja ete utilisee dans les problemes d'elasticite lineaire [SCH 92], ou de thermique 
lineaire [BEC 85] par exemple. Des probl~mes d'identification dans le domaine non 
lineaire ont egalement ete abordes [MAH 93], [VID 91], mais les problemes etudies 
sont pour la plupart limites au cas des petites deformations. 

Dans cet article, nous proposons une methode d' identification parametrique 
inverse applicable aux problemes non lineaires dans le domaine des grandes 
deformations. Cette methode combine une procedure d'optimisation pour reduire 
I' ecart entre reponses globales mesurees et calculees, et une methode d' elements finis 
pour obtenir Ia reponse de I' eprouvette a une sollicitation similaire imposee 
experimentalement. L'algorithme d'optimisation repose sur une approche de type 
Levenberg-Marquardt [LEV 44], [MAR 63] modifiee afin de permettre la prise en 
compte de contraintes physiques sur les parametres. La methode des elements finis 
permettant l'inversion numerique est basee sur l'utilisation et l'exploitation de la 
decomposition multiplicative du gradient de ~formation [SIM 92] et de la 
decomposition modale de la reponse elastique [GHO 94]. 

Deux applications de cet algorithme sont presentees. La premiere application, 
de validation de la procedure d'optimisation, concerne I' identification des parametres 
materiels du comportement hyperelastique non lineaire de polymeres, a partir 
d' essais de traction. La seconde application concerne !'identification parametrique du 
comportement elasto-viscoplastique d'alliages d'aluminium, deformes dans un large 
domaine de deformation, de vitesse de ~formation et de temperature, a l'aide de 
l'essai de bipoin~onnement. On montre que l'algorithme propose permet egalement 
!'identification du coefficient de frottement entre eprouvettes et outillage de 
compression. 
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2. Formulation du probleme et procedure d'optimisation 

2.1. Formulation du probleme 

On considere un solide s (eprouvette) occupant un domaine no de frontiere r 0 

dans Ia configuration initiale et un domaine .0. de frontiere r dans Ia configuration 
courante. Soit T=[O,T] I'intervalle de temps (ou d'observation) considere. 

Les equations d'equilibre locales (en l'absence de force de volume et 
d'inertie) s'expriment classiquement sous Ia forme: 

rT=~ 
dans 

T ·D = f sur s 

u = u sur 

.0. 

rcr 

ru 

(a) 

(b) 

(c) 

[1] 

ou T represente le tenseur des contraintes de Cauchy, n Ia normale exterieure au 

domaine considere, f
5 

Ia densite surfacique de forces imposees sur Ia partie r cr de r, 

et u le champ de deplacement impose sur Ia partie r u de r, (r cr n r u = 0 ). 

On suppose que le tenseur des contraintes T a un instant tE T soit une 
fonction des deplacements u(x,t) par l'intermediaire des parametres materiels p et 
des equations de comportement reliant T aux derivees spatiales et temporelles du 
deplacement u(x,t). 

Soit n> I' espace des parametres de dimension n, et so it U x T I' espace des 
solutions en deplacement du probleme d'equilibre [1]. On suppose aussi que pour un 
jeu de parametres materiels pE n>, Ia resolution du probleme direct : 

[2] 

soit possible, moyennant des conditions de regularite suffisante pour le probleme [1]. 
On introduit I' application smjective S : 

[3] 

et soit iit un element de M x T, espace des valeurs mesurees. II n'est en general 

pas possible de resoudre le probleme inverse, ou encore trouver I' application inverse 
de S telle que : 

[4] 

Ceci provient du fait que generalement UxT i:- MxT, et que I' application inverse 
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n'est pas unique. Les problemes de ce type sont qualifies de mal-poses. 
Pour remedier ace fait, !'inversion thoorique est remplacee par une approche 

optimale, se traduisant par le fait que le vecteur solution u1(p) doit etre le plus proche 

possible, au sens d'une certaine norme, des grandeurs mesurees u
1

• 

Une fonctionnelle permettant I' optimisation est ainsi introduite et Ia solution 
recherchee p E 1P correspond au minimum de cette fonctionnelle : 

avec 

Min [S (p)] 
p E JP 

S(p) = llut(p)- 0 tiiM x ']l' 

[5] 

Dans cette expression, la norme sur Mx1f doit etre precisee, le choix d'une norme 
L2 correspond a !'expression suivante de S(p): 

S(p) = ! "" "" [u .. (p)- u .. ] 2 

2. L.. . L.. l,j l,J 
JE IMJE ly 

[6] 

oil I:MI et ly soot des ensembles d'indices respectivement sur M et sur 1f. 

Bien que dans la formulation ci-dessus, nons ayons considere que la reponse 
etait du type deplacement u1(p ), il est clair que la demarche est applicable pour tout 

autre type de reponse, tel que par exemple les reactions sur nne partie de la frontiere, 
ou bien encore les temperatures ou flux thermiques. Dans la suite, on utilise le terme 

generique R~(u(p)) pour designer la reponse calculee et R~ pour designer la 

reponse mesuree. 
Comme donnees du probleme, on considere des mesures experimentales, soit 

ponctuelles en un nombre Nm de points du domaine, soit resultantes sur des portions 
de surfaces du domaine (efforts, ... ) correspondant a un nombre Nm d'essais 
distincts. Le temps t, ou le chargement, est discretise par Nt valeurs distinctes. 

L' expression de la fonction erreur au sens de la norme L2 prend la forme : 

1 Nm Nt 
1 

T 

S(p) = 2 L L [ri)ut(p))] 2 = 2r(ut(p)) r(ut(p)) 
i = lj = 1 

[7] 

Le vecteur residu r represente 1' ecart entre la reponse mesuree R~ et la 

reponse calculee R~(u(p)) par le modele, et prend la forme suivante: 

r(u1(p)) = R~(u(p))- R~ [8] 

La strategie mise au point ici consiste a tirer profit de !'aspect incremental de 
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Ia methode des elements finis dans le cas non lineaire de maniere a disposer du 
nombre necessaire Nt de valeurs pour pouvoir identifier les parametres mattriels 
inconnus. Ainsi, pour chaque valeur ~· j=l, ... ,Nt, du temps, on peut calculer une 

reponse R~(u(p)), le vecteur parametre p etant fixe, a laquelle on fait correspondre 

une reponse experimentale R~. determinee a partir de la courbe de charge mesuree 

au cours de 1' essai. 
Pour que les parametres gardent une signification physique, il convient de 

limiter le domaine d'investigation en tenant compte des bomes imposees par la 
physique du probleme. Ceci est accompli en introduisant des contraintes dans la 
minimisation de !'equation [7]. Ces contraintes sont ecrites sous la forme: 

j = 1, q [9] 

oil Cj sont les fonctions contraintes et q est le nombre de contraintes. Dans le cas de 

1' identification de parametres mattriels independants, les fonctions Cj sont des 

fonctions lineaires en p, servant a limiter le domaine de variation de p. Le calcul des 

derivees de ces fonctions est done possible. 

La fonction erreur est modifiee de fa~n a tenir compte des contraintes sur les 

parametres, en definissant Ia fonction erreur modifiee s· par: 

q (J). 

S*(p) = S(p) + L _J 
j =I C/p) 

ou roj representent des poids non-negatifs. 

2.2. Minimisation de la fonction erreur 

[10] 

Une methode de Levenberg-Marquardt est utilisee pour minimiser la fonction 
erreur definie par !'equation [10] [SCH 92]. 

Partant d'une estimation initiale des parametres p<0> satisfaisant les 

' de al . . 'al (O) } 'd 6n d ' cont.ramtes et v eurs m1t1 es roj pour es po1 s, une s""~uence e corrections 

apporttes aux parametres est determinee jusqu'a ce que Ia convergence soit atteinte 
selon un critere donne. Le pas de variation des parametres dp, a !'iteration k est 
calcule a partir du systeme d' equations suivant : 

ou A. (scalaire non-negatit) est le paramet.re de Levenberg-Marquardt, r est le vecteur 
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rtsidu defini par I' equation [8], Jest Ia matrice Jacobienne deS, f et H contiennent 

les derivees premi~res et secondes, respectivement, des fonctions de penalite 

ponderees par rapport aux param~tres. 

nest~ noter ici !'importance des valeurs initiales pour Ia convergence de Ia 
methode de Levenberg-Marquardt En effet plus Ia valeur initiale pour le jeu de 
param~tres est eloignee de Ia solution plus le nombre d'iterations est eleve. Pour 
choisir Ia valeur initiale, on peut utiliser les rtsultats de !'identification directe qui 
foumit un jeu de param~tres proche de Ia solution "recherchee". En outre, si Ia 
methode de Levenberg-Marquardt permet d'eviter les maxima en comparant les 
valeurs successives de Ia fonction erreur, elle ne permet pas d' eviter les minima 
locaux qui peuvent entraver Ia convergence de I' optimisation. 

Les elements de J sont donnes par : 

a itr. · aR~ · i = 1, Nm 
J .. = ~ = _I,J a= 1,n [12] 
l,J apa: apa: j = 1, Nt 

Comme les parametres sont atteints d'une maniere implicite dans Ia 
formulation elements finis, une approximation par differences finies de Ia matrice 
jacobienne, J, dans I' equation [11] est utilisee. La matrice jacobienne est recalculee ~ 
chaque iteration en perturbant les parametres un par un et en resolvant un probl~me 
elements finis direct pour chaque perturbation. 

Pour faciliter le choix de A. et ameliorer le conditionnement du syst~me, 
I' equation [11] est souvent normee avant resolution. On definit A et b par : 

{
A= JTTJ+H {a) 

b = -J r+ f (b) 

- -
La matrice normee A et le vecteur norme b sont alors definis par : 

- Aap 
Aap = --;:::?-==:== 

JAa:a:App 

- ba: 
b =--

a: JAaa 

a,~ = 1, n 

a = 1, n 

[13) 

[14] 

La forme normee de I' equation h resoudre en dp, s'ecrit alors de Ia f~on 

suivante: 

(A+A.I)dp = b 
et dp est calcule ~partir de dp en utilisant Ia relation suivante: 

dpa: 
dp = --

a JAaa 
a = 1, n 

[15] 

[16] 
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(1). Initialisation des parametres p<0> et du parametre de Levenberg-Marquardt 
A(O)=O,OOl. 

(2). Resolution du probleme elements finis direct en p<0> pour calculer les 

deplacements u<0>, et evaluation de Ia fonction erreur s<0>. 

(3). Initialisation des poids des fonctions de penalite ro}0>=0,0001C}0>s<0>; j=l,q. 

Evaluation des fonctions de penalite, ~}0>; j=1,q et de Ia fonction s*<0>. 

(4). Pour une iteration k=O, 1,2, ... K 

(4a) Calcul de la matrice Jacobienne, J(k>, a l'aide d'une methode de 
differences finies en resolvant n problemes directs. 

(4b) Calcul des derivres des fonctions de ¢nalite pour former ftk) et t<k>. 

(4c) Resolution de I' equation [15] pour determiner le pas de correction dp<k>, 
et mise a jour des parametres par: p(k+l) = p(k) + dp(k). 

(4d) Resolution du probleme elements finis direct en p<k+t). Evaluation de 
s}k+l); j=l,q et de s*(k+l). 

(4e) Verifier si s*Ck+l) < s*Ck) 

( 1) Si Faux, augmenter A et Retour en 4c 

A(k+l) = v),_Ck>, rojCk+l) = v.rojCk>, itst = 0 (*) 

(2) Si Vrai, itst = itst+ 1, continuer 

(4t) Diminuer A et ro· · A(k+l) = A(k) I v ro.Ck+l)- ro.Ck) 1 v J. , J - J 

(4g) Verifier si itst = 5 
(1) SiFaux, k =k+1 et Retour en (4a) 
(2) Si Vrai Stoo. 

Tableau 1 : Algorithme de resolution 

(*) Le choix devest arbitraire mais Ia valeur v = 10 s' est averre etre un boin 
choix en pratique [MAR 63]. 

II est a noter que Aaa = 1 Va. e [1, n], permet le controle de A. d'une 

maniere independante du probleme et coherente d'iteration en iteration. 
L'algorithme de resolution est precise dans le tableau 1. 
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2.3. Validation numerique de Ia procedure d'optimisation 

Afin de valider Ia procedure numerique d' optimisation, une application est 
realisee consistant en Ia determination des param~tres materiels du comportement 
elastique non lineaire de polym~es. 

La loi de comportement triaxiale retenue est de Ia forme : 

[17] 

ou T et e representent respectivement le tenseur des contraintes de Cauchy et le 
tenseur des deformations infinitesimales (e=V8u). Le vecteur des param~tres tt 

identifier est p=[p1,Jl2,p3]T=[K,C,n]T. 
On choisit, pour realiser I' identification, l'essai de traction uniaxiale. Dans ce 

cas Ia loi [17] se met sous Ia forme : 

[18] 

ou e et T sont les composantes respectives de e et T dans Ia direction de traction. 
La fonction erreur s' exprime sous Ia forme : 

Nt [ ((T~)n T~)]2 
S(p) = ~i ~~ e~- ~ + 9~ [19] 

ou Nt est le nombre de mesures, correspondant tt un ou plusieurs essais pour diverses 
valeurs de Ia deformation ei. On applique tt cette fonction erreur l'algorithme de 
Levenberg-Marquardt modifie avec les contraintes suivantes : K>O, C>O, n>O. 
L'identification inverse a ete effectuee dans le cas de deux polym~es, un polyamide 
et on polypropyl~ne. Les caracteristiques geometriques ainsi que les resultats de 
1' optimisation sont reportes tableau 2. 

Valeur 
Polypropylene 

Valeur 
Polyamide 

initiale 
So=l8,85 mm2 

initiale So=l9,63~ 
L0:50mm L0=50mm 

K(MPa) 20,0 35,78 10,0 90,76 

C (MPa) 30,0 29,71 100,0 107,26 

n 10,0 7,19 10,0 7,71 

Tableau 2 : Parametres identifies pour les dif!erents essais 
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Les figures 1 et 2 representent les resultats obtenus en fin du processus 
d'identification pour chaque materiau. 

5 
---e- Experience 

4 ---Identification inverse 

e 
Polyamide 

g 3 

-c 
G) 

E 2 G) 

en c 
.2 :c 1 

0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 
Effort (kN) 

Figure 1. Courbes experimentale et calcutee en .fin de processus d'identijication 
inverse pour le materiau a base de polyamide. 

1 
-a-Experience 

.-8 
---.--Identification inverse 

e Polypropylene e - 6 .... 
= ~ 

5 4 
t:l') 

= ~ -< 2 

00 0,2 0,3 0,4 0,5 
Effort (kN) 

Figure 2. Courbes experimentale et calcutee en fin de processus d'identijication 
inverse pour le materiau a base de polypropylene. 
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La figure 3 represente I' evolution de Ia fonction erreur ainsi que des 
parametres materiels en fonction du uombre d'iterations, dans le cas du Polyamide, et 
ce pour deux estimations initiales differentes des parametres. Le nombre d'iterations 
necessaire pour Ia convergence de Ia methode d' optimisation est dans ce cas de 9. 

210 4 r-----~~~----------, Polyamide 
100r-------------------~ 

~.510 4 

c:n 
g 110 4 
w 
c: 
0 

~ 5000 
& 

0 

105 

100 
u 95 
~ 

~ 90 
f! 
8!. 8 5 

80 

-piO) 
1 

--i3-p (O) 
2 

80 

20 

Polyamide 

-p(O) 
1 

--i3-p (0) 
2 

0 of---:;.___,2~----;3~4f---;~of-----;e.t--*'"7 --+a --+g _,...1 o 
1terat1ons 

11 ~~--~~~--------~ 
10,5 

10 
<= 9,5 
~ 

~ 9 
f! 
~ 8,5 

8 

Polyamide 

-piO) 
1 

--i3-p (0) 
2 

~-r--+-+--+--+--.!s'--.,f---;~ol---r'o 7 • 5 o 1 o 
Iterations 

Figure 3. Evolution de lafonction erreur et des parametre materiels au cours de 
l 'identification. 

Cette application a permis de mettre au point et de valider l'algorithme 
d'optimisation mis en place. L'application tl un modele de comportement plus 
complexe et tl un essai avec champ de deformation heterogene devient alors 
envisageable, apres avoir precise Ia technique d'inversion par Ia methode des 
elements finis. 

3. Calcul de Ia reponse de Ia structure par Ia methode des elements finis 

La resolution du probleme d'equilibre [1] par Ia methode des elements finis 
utilise Ia formulation faible associee qui s' ecrit sons Ia forme : 

G(ut(p), 11) = f T(ut<p)):V~t11dV- f (fs · 11) dS = 0 
nt ra 

[20] 

ou 11 est un champ de deplacement bomogene assode (11=0 sur ru) et V: 11 designe 
t 

le gradient symetrique de 11 par rapport tlla configuration courante. 
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L'equation G(ut(p).TI)=O est non-lineaire en ut(p). La resolution de cette 
equation est effectuee par une methode iterative de type Newton exprimee sous Ia 
forme: 

[21] 

ou 8u represente 1' accroissement de la variable u. 

En tenant compte de la forme de G(u1(p)), !'equation [21] se transforme en: 

[22] 

La quantite G:(Y'
8 

ut(p)) represente l'operateur tangent coherent evalue en 
XI 

tenant compte de l'algoritbme de calcul des contraintes et variables d'etat. Cet 
operateur tangent est non singulier en !'absence d'instabilites geometriques et 
materielles, ce qui assure la convergence de la methode de Newton. Dans le cas ou 
1' operateur tangent deviendrait singulier, il convient de completer la methode de 
Newton par une technique de continuation pour assurer la convergence. 

Dans la methode des elements finis avec formulation en deplacement, la 
forme discretisee de [1] est utilisee pour le calcul d'un accroissement incremental de 
deplacement 8u entre les instants lg et ln+l que l'on notera 8un+l [BAT 82], [ZIE 89]. 

L' equation [22] est done ecrite, apr~s discretisation, et sous forme implicite iterative : 

Le vecteur [F a<V (n + 1) ut(p))] n + 
1 

represente le vecteur des forces nodales 

internes, tan dis que la matrice [ KT] n + 
1 

represente la matrice de raideur tangente. 

Ces deux grandeurs sont donnees par les expressions : 

[24] 

[K ] (i) = A [ J (Be (i)) T G: (i) (Y's u ( ))Be (i) dVel 
T n+1 e n+1 n+1 (n+l) tP n+l 

n.•(l) 
D+l 

oil Be est la matrice elementaire d'interpolation des deformations et rt le volume de 

!'element fini considere, A represente l'operateur d'assemblage sur les elements. 
e 
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4. Application a l'identification du comportement tHasto-viscoplastique d'un 
alliage d'aluminium 

4.1. Description de Ia procedure de calcul direct 

Les o¢rations de laminage des alliages d' aluminium a chaud ou a tiMe 
mettent en jeu de grandes deformations, accompagnees de temperatures elevees et de 
hautes vitesses de deformation. Dans ce cadre, les variations de vitesse de 
deformation modifient notablement l' etat de contrainte dans le materiau et le 
carac~re dominant est le comportement elasto-viscoplastique. On doit done disposer 
d'une formulation elasto-viscoplastique en grandes deformations, capable de 
representee le comportement du materiau de l'ambiante aux hautes temperatures. Le 
mod~le doit etre suffisamment precis pour rendre compte des pbenom~nes physiques 
accompagnant Ia deformation a chaud tels que Ia restauration dynamique ou Ia 
recristallisation dynamique. Un tel mod~le a ete propose et deceit dans [GEL 93a, 
GEL 93b, GEL 94a, GEL 94b]. On ne s'interesse ici qu'a l'algorithme de calcul du 
gradient de deformation, des contraintes et des variables internes. Cet algorithme est 
base sur Ia decomposition multiplicative du gradient de deformation et sur un schema 
d'integration temporel de type prediction-correction. 

Pour une configuration a l'instant fn+I> le gradient de deformation total peut 
s'exprimer en fonction du gradient de deformation a l'instant tn et du gradient 

incremental selon Ia relation multiplicative : 

[25] 

II convient ensuite de determiner Ia partie elastique et viscoplastique du 

gradient de deformation en utilisant Ia decomposition multiplicative F = rFP [GEL 
86]. 

4.l.l.Phase de prevision e/astique 

On consid~re qu'a l'instant fn+I• pour Ia phase de prevision elastique, le 

gradient de deformation plastique est fixe et egal a Ia valeur a !'instant fu. Ceci 

implique Ia relation suivante [GHO 94] : 

Fe(O) = F (FP) -1 
n+l n+l n [26] 

Considerant les relations [25] et [26] ci-dessus, on obtient Ia prevision 

elastique pour le tenseur de Cauchy-Green gauche Be : 

[27] 
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Le choix d'une mesure logarithmique pour les d~formations ~lastiques 
implique: 

e(O) _ !I Be(O) 
en+ 1 - 2 n n+ 1 

[28] 

Finalement, le tenseur des contraintes de Cauchy est ~valu~ par Ia relation 
contrainte-~formation sous Ia forme [GHO 94] : 

Te(O) _ Ce. e(O) 
n+1 - .en+1 [29] 

ou Ce = K (1 ® 1) + 2G( 14 - ~ (1 ® 1)), est le tenseur d'~lasticiW isotrope. 

4.l.l.l.Phase de correctionplastique 

Sous l'hypoth~se d'incompressibilire de I' ~ulement plastique, le tenseur des 
taux de d~formation plastique s'exprime sous Ia forme: 

[30] 

ou devT est Ia partie d~viatorique du tenseur des contraintes de Cauchy, definie par : 

trT 
devT = T- -1 (1 est le tenseur identire du second ordre) et 

3 

·P /2 p p 112 
£ = ~'3 (devD :devD ) est Ia vitesse de ~formation viscoplastique. Dans 

l'~uation [30] acrepresente Ia contrainte d'~oulement du mat~riau ~pendant de Ia 
deformation plastique ~uivalente et des variables internes. 

Dans cette ~uation, le tenseur des taux de d~formation est colin~aire A Ia 
direction du tenseur des contraintes de Cauchy, comme dans Ia thoorie de plasticiW 
J2. La difference majeure est qu'ici l'~ulement viscoplastique a toujours lieu m~me 

pour de faibles valeurs de Ia contrainte [KOC 75]. 
On montre que le tenseur des contraintes Tn+1 peut ~tre calcul~ it partir de Ia 

resolution de I' ~uation scalaire [GEL 94a] : 

·P /31 e<o>l (af) n+ 1 + 3G£n+ 1At = ~2 devTn+1 [31] 

ou Ia contrainte d'~ulement ar s'exprime en fonction de Ia ~formation 

viscoplastique ~uivalente, Ia vitesse de d~formation viscoplastique ~quivalente et la 
temperature sous Ia forme [GEL 93a], [GEL 93b], [GEL 94a], [GEL 94b] : 
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[32] 

Oy [ Z ]1/n .vp [ Q] 
ou a 0 = ,ass = ~Argsh -(A) et Z = £ exp RO . 

[
exp(Z*)] m exp 

1 + z 

On consi~re que les propri~Ws ~lastiques sont identifi~ et on ne s'inWresse 
qu 'ttl' identification de Ia partie viscoplastique du comportement Les six param~tres 

h identifier sont done: p=[pl•P2•P3•P4·Ps.P6l=[Z"' ,m,~,A,n,K]. 

4.2. Identification inverse du coefficient de frottement et des parametres materiels 
a l'aide de l'essai de bipoinfonnement 

L'essai util~ pour l'identification des param~tres materiels est l'essai de 
bipoin~nnement dont Ia goom~trie est representee figure 4. 

Au coors de chaque essai, on enregistre I' ~volution de I' effort de compression 
ainsi que de l'~largissement lateral L\hmax en fonction de Ia reduction d'~paisseur 

L\h=h-ho. 

(a) 

b) 

Figure 4. Geometrie de l'essai de bipoinfonnement (a) avant (b) apres la 
deformation. 
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4.2.1./dentijication inverse du coefficient de frottement pour un essai de 
bipoi11fonnement 

Une bonne identification paramttrique ~ I' aide de I' essai de bipoin~nnement 
doit tenir compte du frottement accompagnant cet essai. Pour tvaluer le coefficient 
de frottement pour un lubrifiant donnt, on utilise l'algorithm.e d'identification inverse 
dtvelop¢ prectdemment. Dans cette tvaluation, on exploite le fait que 
1' tlargissement lattral ne dtpend que du frottement En effet, des observations 
exptrimentales ont montrt que l'tlargissement ne dtpendait ni de la composition de 
1' alliage ni des conditions thermomtcaniques d' essai. Ces observations ont tte, par 
ailleurs, confirmres grace ~ des simulations numtriques tridimensionnelles [GHO 
94]. La sollicitation consiste, dans ce cas, en une rtduction d'tpaisseur .6.11 alors que 
la reponse est I' tlargissement lattral maximal Abmax (figure 4). 

La goomttrie de 1' tchantillon est choisie de telle sorte que 1' tlargissement soit 
plus tlevt pour les faibles valeurs du frottement, c'est-~-dire b>w (figure 4). 

4.2.l.l.Calcul de la reponse par elements finis 

La modtlisation de 1' tlargissement lattral ntcessite une discrttisation 3D du 
probl~e. L' tltment utilist pour Ia discretisation est un tltment hexatdrique ~ huit 
nreuds et ~ trois degres de libertt par nreud, avec une proctdure mixte ~ trois champs 
pour la prise en compte de l'incompressibilitt (mtthode B). Le dtplacement est 
impost de fa~n incrtmeiltale. Pour chaque incrtment correspondant ~ une rtduction 
d' tpaisseur on calcule 1' tlargissement correspondant, en resolvant le probl~me 
d' tquilibre discretist. La figure 5 reprtsente le maillage initial utilist pour 
!'identification inverse, tandis que la figure 6 reprtsente un exemple de maillage 
dtformt. 

Figure 5. Mail/age initial utilise pour I' identification inverse. 
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Figure 6. Maillage defonrre obtenu par le type de calcul realise. 

4.2.1.2.0ptimisation par Ia methode des moindres carres 

Pour chaque increment Llhi de r&luction d' ~paisseur, on peut calculer une 

r~ponse en ~largissement L1bic• a Iaquelle on fait correspondre une reponse 

ex¢rimentale L1b{, ~tetmin~ a partir de Ia courbe d'~largissement mesur~ au 
coors de I' essai. 

Etant donoo que les conditions thermom~caniques d' essai ont mt faible effet 
sur I' ~largissement lateral, un seul essai ex¢rimental est utilis~ pour l'identification 
(Nm=1). La fonction erreur s'~rit done dans ce cas sous Ia forme suivante: 

1 Nt 2 
S(p) = 2 L (L1b~- L1b~) [33] 

i = 1 

Dans le prore~ d' optimisation, les contraintes 0<J.1.<1 sont introduites afin 
que le coefficient de frottement garde des valeurs realistes comprises entre 0 et 1. 

Les figures 7 a 9 repr~sentent les r~ultats obtenus a Ia fin du processus 
d'identification pour un alliage d'aluminium et pour diff~ents lubrifiants. 

Le tableau 3 repr~nte les valeurs du coefficient de frottement identifi~ pour 
diff~rents lubrifiants. 

Huile mim1rale Graphite TeO on 

J.l 0,255 0,11 0,075 

Tableau 3 : Valeurs des coefficients de frottement identifies pour les lubrijiants 
consideres. 
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-&-Experience 
-Identification inverse 

Huile minerale 
J! = 0,255 

0,6 0,7 0,8 
h/h 

Figure 7. Courbes experimentale et calculee en fin de processus d'identijication 
inverse avec comme lubrijiant l'huile minerale. 

1 '12 
--&-Experience 

1 '1 -Identification inverse 
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1,04 

1,02 

1 
0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

h/h
0 

Figure 8. Courbes experimentale et calculie en fin de processus d'identijication 
inverse avec comme lubrijiant le graphite 
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0 .c 
-~ .. 

E .c 

-e-- Experience 
---Identification inverse 

1 '1 
Teflon 

J.l = 0,075 

1,05 

1
o,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

h/hll 
Figure 9. Courbes experimentale et calcutee en .fin de processus d'identijication 
inverse avec comme lubrijiant le teflon. 

4.2.2./dentijication inverse des para.tn£tres materiels 

Dans Ia partie precedente, nous avons d~termin~ de mani~re inverse le 
coefficient de frottement associ~ h un lubrifiant donn~. La valeur trouvre va etre 
utilis~e au cours de !'identification inverse des param~tres mawriels de Ia loi 
d'ecoulement. Ainsi, comme les essais experimentaux ont ~W r~alis~ en utilisant le 
lubrifiant teflon, une valeur de ~.075 pour le coefficient de frottement a ~t~ adoptre 
au cours des calculs ~lements finis portant sur 1' essai de bipoin~onnement. 

4.2.2./.Calcul de la reponse par elements finis 

De la meme f~on que pour !'identification du coefficient de frottement, le 
deplacement est impos~ de f~on incrementale. Pour chaque increment de 
d~placement du poin~n. on calcule l' effort normal sur le poin~n en calculant Ia 
somme des reactions nodales normales pour les m1:uds en contact avec le poin~n. 

4.2.2.2. Optimisation par la methode des moindres carres 

Pour chaque increment ui de deplacement, on peut calculer une reponse en 

effort correspondant h l'effort impose sur le poin~n Rjc, h laquelle on fait 

correspondre une r~ponse ex¢rimentale R{, d~terminre h partir de Ia courbe de 
charge mesurre au cours de l'essai. Le comportement ~tudie ici etant fortement 
dependant de Ia vitesse de deformation ainsi que de Ia temperature, les resultats de 
plusieurs essais realises pour differentes temperatures (300°C, 400°C et 500°C) et h 
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diverses vitesses de d~formation (O,ls-1; ss-1 et 40s-1) ont ~t~ exploites au coors de 
I' identification, et dans ce cas Nm=9. 

La fonction cofit s'ocrit, done: 

l Nm Nt 2 
S =- ~ ~ (R~ .-R~ .) 2 £J £J l,J l,J 

[34] 

i = 1j = 1 

A cette fonction cofit, on applique l'algorithme d'optimisation de Levenberg
Marquardt, dans lequel on introduit les contraintes reportees tableau 4, qui represente 
aussi les valeurs des parametres identifi~s correspondantes, ainsi que les valeurs 
initiales choisies. 

Parametre Contraintes Valeur initiale Valeur identifit~e 

z* O<Z* <50 20,0 34,086 

m O<m< 1 0,1 0,21 

~ 0< ~ < 100 40,0 45,7435MPa 

A 0<A<50 20,0 27,962 

n O<n<l 0,1 0,191 

K O<K< 500 200,0 243,5503 MPa 

Tableau 4 : Valeurs des parametres identifies. 

Les figures lOa tt lOc representent les resultats obtenus en fin du processus 
d'identification pour un alliage d'aluminium pour diverses conditions 
thermom~caniques. 

Afin d'~valuer l'efficacite de Ia m~thode d~veloppre, quelques comparaisons 
entre identifications directe et inverse ont ~te effectu~es. Les r~sultats sont reportes 
sur les figures lla et llb. On remarque sur ces figures que !'identification 
param~trique inverse permet une meilleure representation de Ia r~ponse mesurre. 
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Figure lOa. Courbes experimentale et calcutee en fin de processus d'identijication 
inverse pour un alliage deforme a une vitesse de O,ls-1. 
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Figure lOb. Courbes experimentale et calcutee en fin de processus d'identijication 
inverse pour un alliage deforme a une vitesse de 5s·1. 
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Figure toe. Courbes experimentale et calcutee en fin de processus d'identijication 
inverse pour un alliage deforme a une vitesse de 40s"1. 
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Figure lla. Comparaison entre identification directe et identification inverse pour 
une temperature de 400°C et une vitesse de deformation de O,ls-1. 
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Figure llb. Comparaison entre identification directe et identification inverse pour 
une temperature de 400°C et une vitesse de deformation de 5s-1• 

5. Conclusions 

La m~thode d'identification param~trique inverse propo800 dans cet article, 
pour la d~termination des param~tres matmels de comportements non lin~s. 
repose sur !'utilisation d'une m~thode d'optimisation d'une fonction erreur de type 
moindres carres, coupl6e h une mtthode de rtsolution non lin~ du problcrne direct 
discrttist par tltroents finis. L;algorithme d'optimisation est bast sur la mtthode de 
Levenberg-Marquardt modifi~ pour tenir compte des conttaintes sur les param~tres. 

La m~thode propos6e a ~~ appliqure pour !'identification des param~tres 
d'une loi d'tcoulement viscoplastique h l'aide de l'essai de bipoin~onnement dans le 
domaine des grandes deformations ou le domaine considere est de forme largement 
variable. On a montrt de plus que Ia mtthode propo800 permet, moyennant 
I' adoption d'une fonction erreur appropri6e, d'identifier le coefficient de frottement 
de 1' essai de bipoin~nnement. 

Des developpements sont en cours pour remplacer le calcul de sensibili~ par 
difftrences finies, par un calcul de sensibilite par diff&enciation directe par rapport 
aux. param~tres. 



484 Revue europeenne des elements finis. Vol. 4- no 4/1995 

6. Bibliographie 

[BEC 85] BECK J.V., BLACKWELL B., St. CLAIR C.R., Jr, Inverse heat conduction lll-posed 
problems. John Wiley & Sons, New York, (1985). 

[BUI 93] BUI H.D., Introduction aux problemes inverses en mecanique des materiaux, 
Eyrolles, Paris, (1993). 

[BAR 74] BARD Y., Nonlinear Parameter Estimation, Academic Press, New York, (1974). 

[BAT 82] BATIIE K.J., Finite Element Procedures in Engineering Analysis, Ed. Prentice Hall 
Int., New York, (1982). 

[CAR 61] CARROLL C.W., ''The created response surface technique for optimizing nonlinear 
restrained systems", Operations Res., 9, 169-184, (1961). 

[GEL 86] GEUN J.C., "Application of implicit methods for the analysis of damage with 
temperature effects in large strain plasticity problems", Numerical Methods for Nonlinear 
Problems, Vol. 3, Pineridge Press, Swansea, 494, (1986). 

[GEL 93a] GEUN J.C., GHOUATI 0., RAYNAUD G.M., TREPIED L., "Numerical and 
experimental simulation of hot rolling of aluminium alloys". In lArge Plastic Deformations, Ed. 
by C. Teodosiu imd F.Sidoroff, A.A. Balkema, 405-414. (1993). 

[GEL 93b] GEUN J.C., GHOUATI 0., SHAHAN! R., ''Identification and modelling of 
constitutive equations for hot rolling of aluminium alloys from the plane strain compression 
test", In Modelling of Metal Rolling Processes, The Institute of Materials, London, 239-255. 
(1993). 

[GEL 94a] GEUN J.C., GHOUATI 0., SHAHAN! R., "Apports de la simulation num6rique 
pour !'identification du comportement rhwlogique des alliages d'aluminium par essai de 
bipoin~nnement'', J. Phys. ill, France, 4, pp.685-706, (1994). 

[GEL 94b] GEUN J.C., GHOUATI 0., SHAHAN! R., "Modelling the plane strain 
compression test to obtain constitutive equations of aluminium alloys", Int. J. Mech. Sci., 36, 
773-796, (1994). 

[GHO 94] GHOUATI 0., ''Identification et modelisation numerique directe et inverse du 
comportement viscoplastique des alliages d' aluminium", These de doctorat, Universite de 
Franche-Comte, Juillet 1994. 

[KOC 75] KOCKS U.F., "Constitutive Relations for Slip", in A.S. Argon (eel.), Constitutive 
Equations in Plasticity, Ml.T. Press., Cambridge, 81, (1975). 

[LEV 44] LEVENBERG K., "A method for the solution of certain nonlinear problems in least 
squares", Quart. Appl. Math., 2, pp.164-168, (1944). 

[Mah 94] MAHNKEN R., and STEIN E., ''The identification of parameters for visco-plastic 
models via fmite-element methods and gradient methods". ModeUing Simul. Mater. Sci: Eng., 
2, 597-616. (1994). 

[MAR 63] MARQUARDT D.W., "An algorithm for least squares estimation of non-linear 
parameters", J. Soc. Indust. Appl. Math., 11,431-440, (1963). 

[SCH 92] SCHNUR D.S. and ZABARAS N., "An inverse method for determining elastic 
material properties and material interface", Int. J.for Num. Meth. in Eng., Vol.33, 2039-2057, 
(1992). 



Identification parametrique inverse 485 

[SIM 92] SIMO J.C., "Algorithms for static and dynamic multiplicative plasticity that preserve 
the classical return mapping schemes of the inf"mitesimal theory", Comput. Meth. Appl. Mech. 
Eng., 99, pp 61-112. (1992). 

[TAR 87] TARANTOLA A., Inverse Problem Theory, Elsevier, (1987). 

[VID 92] VIDAL C.A., LEE H.S., HABER R.B. "The consistent tangent operator for design 
sensitivity analysis of history-dependent response". Camp. Syst. in Eng., 2, 509-523. (1991). 

[ZIE 89] ZIENKIEWICZ O.C. and TAYLOR R.L., The Finite Element Method, Fourth 
Edition, Vol.l, Basic Fonnulation and Linear Problems, Me Graw Hill Book company, (1989). 

Article soumis le 25 juillet 1994. 
Version revisee le 10 juillet 1995. 




