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RESUME. Nous développons dans cette série d'articles des schémas numériques pour capturer
les ondes de choc dans les écoulement compressibles. Dans cette premiére partie nous
résolvons l'équation scalaire de convection par deux approches différentes. La premiére, qui
est la méthode de Lax-Wendroff-Richtmyer (LWR), est de type centré. La seconde, appelée
méthode de Distribution de la Fluctuation (FS) est de type décentré (Upwinding). Bien
qu'initialement cette derniére ait é1é écrite dans le cadre des volumes finis, nous avons pu la
réécrire dans un formalisme strictement éléments finis par un choix adéquat de fonction de
pondération. Les deux méthodes ont é1é validées sur divers exemples impliquant l'équation
scalaire de convection en 2-D.

ABSTRACT. The principal goal of this papers is the development of numerical models to
capture shock waves in compressible flows. In this first part we should only resolve the
scalar convection equation. An explicit scheme for time discretization and FEM with linear
triangular element for the space discretization should be emploved. We have investigated two
approaches. The first one, called the LWR method, is a centered sheme while the other one is
the Fluctuation Splitting method based on an upwinding scheme. Initially, the second method
was developed in a Finite Volume context, however we have rewriten it in a FE context by
suitable choice of weighted functions. These methods are applied to different 2-D scalar
convection equation examples.
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1. Introduction

Dés les années 50, la résolution par les différences finies des problémes de convec-
tion pure, en utilisant un schéma centré explicite s’est heurtée a des difficultés
d’instabilité. A cet égard, les travaux de Lax constituent un point de départ
fondamental. En effet, en 1954 il introduisit la forme conservative des équations
[Lax54]. Il montra notamment qu’une condition nécessaire pour qu’un schéma
respecte la relation de Rankine-Hugoniot, et puisse donc reproduire correcte-
ment les discontinuités, est de discrétiser la forme conservative des équations
de ’écoulement. Par ailleurs, en 1960 il développa son schéma de second or-
dre connu sous ’appellation de schéma de Lax-Wendroff dont Voriginalité réside
dans la fagon de combiner la discrétisation du temps et de ’espace [LW60]. Avec
Pobjectif de stabiliser le schéma d’Euler qui est inconditionnellement instable, un
développement en série de Taylor dans le temps a ’ordre 2 est d’abord effectué,
suivi d’une discrétisation spatiale centrée. Le résultat est un schéma conservatif,
précis et stable sous condition.

La méthode des éléments finis de type Galerkin a rencontré des difficultés
similaires dans la modélisation de 1’équation de convection pure. Les premiers
a avoir mis l’accent sur I’importance du couplage existant entre la discrétisation
du temps et de 'espace via les caractéristiques ont été Parott et Morton [DQ92,
Mor85, MP80]. Ils proposérent une méthode de type Petrov-Galerkin, dans
laquelle 1a fonction de pondération change a chaque pas de temps afin d’obtenir
la meilleure précision possible. Bien que ce schéma ne soit pas conservatif et se
généralise difficilement aux systémes multidimensionnels, il constitue un tour-
nant historique dans ’application de la méthode des éléments finis aux problémes
de convection. En effet, deux années plus tard, les travaux de Donea donnent
naissance a la méthode de Lax-Wendroff en éléments finis appelée également
méthode de Taylor-Galerkin [Don84a, Don84b].

L’idée de Donea, 4 'instar des travaux de Lax-Wendroff en différences finies
et en contraste avec ce qui se faisait jusqu’alors en éléments finis, a été de
procéder d’abord a la discrétisation du temps par un schéma d’Euler explicite
de second ordre avant d’effectuer la discrétisation dans I’espace par la méthode
de Galerkin. Il obtint des schémas d’ordre deux et trois, stables sous condition.

De leur coté, les méthodes décentrées en éléments finis ont jusqu’a récem-
ment été limitées aux méthodes SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin) et
GLS (Galerkin Lest Square) [HFM86, Joh92, SED94] qui ont connu un grand
essor durant les années 80. Ce type de méthodes est cependant trés répandu dans
les différences finies et les volumes finis, berceau de la méthode des ” Fluctuation
Splitting”.

Woodward et Colella [Roe86, WC84] ont montré que pour ces deux formula-
tions (différences finies et volumes finis), les méthodes décentrées sont plus per-
formantes que les méthodes centrées couplées a un modéle de viscosité numérique
dans les écoulements 1-D, alors que I'inverse se produit dans les écoulements
bidimensionnels. Ceci, s’explique par le fait que les équations hyperboliques ex-
priment la propagation d’un phénomene physique et qu’en 1-D il n’y a que deux
directions possibles de propagation (£1.). En 2-D, une infinité de directions de
propagation sont possibles, mais le décentrement est effectué essentiellement par
la résolution d’un probléme de Riemann perpendiculairement aux interfaces du
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maillage, ceci méme si la direction de propagation est oblique par rapport a ces
interfaces. En conséquence, on assiste a une dépendance de la solution vis a vis
du maillage et & des performances moindres que celles obtenues en 1-D [SDR91].

La notion de fluctuation et de signal a été introduite initialement par
P. Roe en 1982 [Roe82]. Elle fit appliquée & ce moment & ’équation scalaire de
convection en 1-D. Cependant, il est montré que dans ce cas, elle est équivalente
a la méthode des volumes finis classiques [SDR91}. Par contre, sa généralisation
a Péquation scalaire de convection en 2-D et 3-D réalisée en 1987 [Roe87],
est originale et englobe beaucoup de schémas bien connus. Elle est basée sur
une discrétisation du domaine en éléments triangulaires et des approximations
linéaires. La fluctuation (ou le résidu) est alors calculée sur chaque élément
puis distribuée entre ses noeuds moyennant une certaine pondération qui dépend
de la direction de la vitesse de convection de ’onde en propagation [BDRS92,
DSB+92, Roe87, SDP*91].

Notre objectif dans cette étude est d’élaborer une présentation unifiée des
schémas centrés de type Lax-Wendroff-Richtmyer (LWR) et de schémas décen-
trés de type Distribution de la Fluctuation (FS: Fluctuation Splitting) dans
un formalisme éléments finis. Dans la section 2, nous présentons le schéma de
Lax-Wendroff-Richtmyer (LWR) et ses principales caractéristiques. La section
3.1 est consacrée a la notion de fluctuation et ses diverses écritures pour un
triangle T3. Dans la section 3.2 nous formulons le probléme variationnel et
nous donnons les espaces admissibles. Nous consacrons ensuite la section 3.3
au développement de schémas numériques de Distribution de la Fluctuation
[DSB*92, DSR90, Roe87, SDP*91]. La section 3.4 traite de la linéarisation de
P’équation scalaire [SDP*91, SDR91]. L’étude s’achéve par des tests numériques
llustrant les propriétés du schéma de LWR et de chacun des schémas de la
section 3.3.

2. Schéma de Lax-Wendroff-Richtmyer

Considérons I’équation scalaire non linéaire de convection

Ju + 0f(u)  Og(u)

ot Oz Oy

=0 (1]

Nous notons

u = u(z,y,t") et uwti= u(:l: y,t" + At)
fr= 1) et ¢g" =g(u")

2.1. Modele discret

Le schéma de Lax-Wendroff-Richtmyer, ou de Taylor-Galerkin en 2 étapes
[LMZ85, PPF*88, RM67], s’obtient par le développement en série de Taylor
de u"*! & I'ordre deux dans le temps, suivi de la conversion des dérivées tem-
porelles en dérivées spatiales par 'intermédiaire de I’équation de base [1] et de
la factorisation des termes au temps n + 1 . 1l sécrit



274  Revue européenne des éléments finis. Vol. 4 - n° 3/1995

1 At (Gf* g
n+3 — n_ ="
" “ 2 (833 + By) 2]
afn+§ 6gn+§
n+1 _ no__
u = u At( e + 5y )

Les termes f"+3 et g"t3 seront explicités dans la section 2.2. Le modéle
éléments finis est obtenu par ’écriture faible des relations [2]:

~ bl At afm ~
IV(I)_Lw(u+ u") dQ + o n'p(a +—67>d§2_0 [3]

et
Wy = / P (utt —ut) dQ+ At/ (zﬁ,xf"*% +y g”*é) dQ
Q Q
—At/ ¥ (f"+%nx +g"+%ny) dr =0 (4]
r

Les espaces admissibles pour W(;y s’expriment par les conditions: ¥ et unt3
constant par élément (donc de type C~1) et u™, f, g" de type C°. Pour Wiiry,
elles s’expriment par: ¥, u®*!, u™ de type C?; f**+3 g"*3 sont de type C° (cf.
section 2.2). En outre, ¥ = 0 sur la portion de I' correspondant a des conditions

aux limites de type Dirichlet. La discrétisation par éléments finis se fait alors en
deux étapes:

Etape 1 (étape locale) : Le choix de ¢ dans C~! permet de déduire u2+% de la
formne (3]

e _ n+ld At afr _
Wy = /new(zﬂ — ") de, - 2/1&((% 5 ) .=0
= Au "*2—/ u"dQe—E/ (‘”” ) (5]

Q 2 Ja,

e

A lissue de cette étape, nous obtenons a partir de u™, f*, ¢" le terme
+3 —ngd o . . .
ug 2 = w7 constant sur chaque élément. Nous déterminons par la méme
.=t ol 1 1
occasion f = f (u”+2) et 7"tz =g (H"+2).

Etape 2 (étape globale) : La forme W) est mise sous la forme

Wur) = Z W(eu) 6]

qui en utilisant les approximations relatives & W) et en effectuant I’assemblage
meéne a un systeme linéaire

[M]{Au} = {R)} [7]
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ol [M] est la matrice masse, { R} le résidu et Au = u?+! — .

La résolution de ce systéme algébrique est effectuée d’une maniére itérative
par une simple méthode de Jacobi [Str86]. L’algorithme de résolution s’écrit

i

{ {Au®) 0

{Au®#D) = (Aau®) + [M7] ((R) - [M] {Aa®)) .

Du fait du bon conditionnement de la matrice [M], trois itérations sont en
général suffisantes pour avoir une bonne approximation de la solution du systéme
linéaire. i est trés fréquent que le systéme [7] soit diagonalisé par |'utilisation de
la matrice masse diagonale [M]. 1l suffit alors de se limiter & une seule itération
dans ’algorithme de résolution [8]. Il convient de noter qu’aucun stockage de
matrices n’est nécessaire.

2.2. Traitement des termes f**3 et gnti

1 1 27 ~ » e -
Le calcul de f**2 et g"*2 sur chaque élément peut &tre réalisé de plusieurs
maniéres [Bou93]. Nous choisissons

1

i R R A i I L

o=

-7) [

avec

o1 1
= dQ, t § = — dQ.
f Ae/ncf et 3 Ae/neg

1 1 . ~ . .
f712 et g"t2 appartiennent donc au méme espace d’approximation que f", g".

2.3. Stabilité

Dans le cas de I’équation scalaire 1-D

Ju ou
a +a '8—; =0
I’analyse de stabilité de von Neumann montre que le schéma est stable si le
nombre de Courant v < 1 ou v < 1/\/3, selon que ’on utilise la matrice masse
diagonale ou la matrice masse pleine.

Dans le cas de I'équation scalaire 2-D

.a_l_t__*_ @ b@_o
5t "%z ey T

et sur un maillage triangulaire régulier, cette analyse [RBT90] montre qu’il y a
stabilité lorsque v < 0.5.
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3. Méthode de Distribution de la Fluctuation

3.1. Notion de fluctuation

La méthode de Distribution de la Fluctuation se propose de résoudre numéri-
quement ’équation de convection linéaire en 2-D

us+a-Vu=0 (10]

ol le vecteur vitesse de convection a = (a, b} est constant. La dérivée temporelle
est approximée par la méthode d’Euler explicite

(11]

Quant a 'approximation spatiale, elle est effectuée par éléments finis en con-
sidérant des éléments triangulaires linéaires.

3.1.1. Positivité et consistance

La discrétisation spatio-temporelle conduit & un schéma discret de récurrence
représentant 1’évolution de la fonction solution. Si I’on utilise la matrice masse
diagonalisée en éléments finis, le schéma numeérique apreés assemblage s’écrit sous
la forme générale

utto= Y qupy [12]

j=-m

ot u? indique la valeur de u au point (z;,y;), a U'instant ¢ = t".
La relation [12] doit respecter la condition de consistance, qui impose au
schéma de reproduire tout champ constant u"”(z,y) = ug. Cecl se traduit par

D=1 [13]

Définition 1 Un schéma est dil linéaire st les coefficients ¢; sont indépendants
des ul; dans le cas mverse, il est dit non linéaire. Un schéma est dit positif s
les coefficients c; sont postlifs.

La propriété de positivité implique qu’aucun nouvel extremum ne peut ap-
paraitre, donc que

mkin (W) <uftt < max (ufpr)

et par conséquent que le schéma n’oscillera pas au voisinage de discontinuités.

Remarque 1 La posilivité locale définie au niveau élémentaire garantil la post-
tivilé globale.
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3.1.2.  Fluctuation
Définition 2 La fluctuation est le taur d accumulation qui est défini par

P = / u,dfd, = —/ a- -Vudfl, ou encore ¢, = A° o [14]
Q 0

e e

. <€ - . . .
ou ¢ est Uaccumulation par unité de surface. La fluctuation exprime la mesure
d’'équilibre spatial.

Remarque 2 Sia-Vu =0, alors ¢, = 0 el ’élément est en équilibre.

3.1.3. Expression de la fluctuation pour un élément T3

Nous présentons d’abord un ensemble de relations qui seront utilisées dans la
section 3.3 pour décrire difTérents schémas de distribution de la fluctuation. Nous
donnons ensuite les différentes expressions que peut prendre la fluctuation.

Aspects géométriques [DT84] :

L’approximation élémentaire étant linéaire, les fonctions d’interpolation sur
I’élément de référence s’écrivent

<Ny, Npy Ng>=<1-€-7n,&, 1>

Quant a la fonction 7 qui transforme I’élément de référence en un élément réel,
elle se définit par la matrice jacobiennne

= [ S22 ] =01 = gl ) () 15)

avec

{m,-,-}:{ Z:;; }

1 : . .
et A¢ = -_jdet(J) = Aire du triangle. Le vecteur normal ny;, ¢ = 1,2,3 est

orienté vers 'intérieur, son module est égal a la longueur du c¢oté (i), opposé au
neeud 7 de 'élément (fig.1). Nous avons donc

—1, _— —
ny, :{ L‘i‘i"’ } , nlgz{ .Lgfl; } X 11,3:{ ‘Lyjl } [16]

Les vecteurs ny; vérifient

N +n;,p+n3=90 (17]

Par ailleurs, pour un vecteur unitaire m quelconque, on a

<m > [j][/]{m} =1 [18]
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nr ni3

Figure 1 : Normales aux cétés.

qui en utilisant [15] devient
(m - ) (w21 - m) + (M -ny3) (231 -m) =1 (19]

Expression du gradient :

Les gradients de u sur ’élément par rapport a (€,7) et par rapport (z,y)
sont reliés par le jacobien:

{Viemu} = { - } = { o o } = U{Vyu} [20]

Nous en déduisons
z ) 1
{Veyu} = { Zy } = UViemul = 5oz iz} {nis)] {Viemu}

= QLAC ((ua — uy) {nip} + (uz — u1) {n3})

qui, compte tenu de [17], devient

3

{Vieyu} = { Z; } = 2;, Y (nudw [21]

i=1

En particulier, le gradient des fonctions d’interpolation s’écrit

1
VN,‘ = ﬁ"l“ [22]
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Expression de la fluctuation ¢, :

La variable u est linéaire et la vitesse de propagation a constante sur chaque
élément. La fluctuation se met alors sous la forme

Ge = / udQe = —/ a -VudQ, = -A°(a Vu) (23]
. 1)

<

Or & partir de [21]

3 3
1 1
a -Vu= S A Za TN U = g .Ezl kiu; (24]

=1

les coeflicients k; étant définis par

1
ki = 5(1 Sy [25]

De plus, grace a [17], les k; vérifient la propriété:

3 1 3 3
;ki:§a~;n“ :;kizo (26]
2
3 ’
() ¢
a
> (1
1 1
@ =
3 3 2

Figure 2 : Triangle & un seul c6té amont (a gauche) ; Triangle i deux cétés amont (a
droite).

Une conséquence importante de la définition de k; est qu’elle permet de
distinguer les cotés par ou la perturbation rentre de ceux par ou la perturbation
sort. St k; > 0, le flux est entrant dans ’élément & travers le coté (i); st k; < 0,
elle en sort. Pour un triangle de sommets 1,2,3, deux cas sc présentent: la
perturbation rentre par un coté et sort par deux cotés, ou elle rentre par deux
cHtés et sort par un scul (fig.2).
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En utilisant [24], 'expression de la fluctuation [23] s’écrit

3
e = — Z kiu; [27]
i=1

Elle peut prendre différentes formes selon 'orientation de a. En particulier, ¢,
prend une forme simple dans les deux cas suivants:

1. La direction de a est selon le coté 1-2 (fig.3), nous avons alors

ks = %a -nyz3 =0
A cause de [26], 'expression [27] devient
be = —ka (uz — w1) (28]
2. De méme si la direction de a est selon le c6té 1-3 (fig.3), nous avons
ky=a -n,=0

La fluctuation {27] prend la forme

¢e = ~k3 (U3 - ul) [29]

N3 3

D"
N
3

Figure 3 : Cas 1 : k3 =0 (a gauche) ; Cas 2 : k; = 0 (& droite).

On souhaite construire différents schémas qui distribuent la fluctuation sur
les noeuds de 1’élément. 1l est alors utile d’écrire ’expression de ¢, sous différentes
formes et obtenir ainsi diverses décompositions de cette fluctuation. Dans la
présentation suivante, nous supposons que le vecteur a est orienté tel que le flux
entre par deux cotés. Pour la simplicité, les deux cotés considérés sont le coté
(3) de sommets 1-2 et le c6té (2) de sommets 1-3 (fig.2 & droite).

Expression bi-directionnelle :

La vitesse de convection a est projetée sur les c6tés 1-2 et 1-3 (fig.4):

a=ajz+ a3 [30]
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La fluctuation est ainsi composée de deux termes
¢, = —A° (a2 + a13) - Vu= 12+ é13

Les expressions de @12 et ¢q3 se déduisent de [28] et [29] pour donner

$12 = —ko(uz —uy) et @13 = —ka(uz —u1)

Nous pouvons également exprimer ¢,2 et @13 en fonction de ¢, tel que

pra=0az¢. et ¢13= a3z,

281

(31]

En effet, la définition des k;, jointe & la relation [20] montrent que les relations

[31] s’écrivent
1
P12 = —5((1 -1yp)(e2 - Vu) = and,
1
$13 = —5(0’ “nu3)(€31 - Vu) = asée

En utilisant la relation [23] nous obtenons:

1 (a -np)z2 - Vu) s = 1 (a-n3)(xa; - Vu)
- 24 a-Vu

2= oA a-Vu ’
D’apres [18],
<a>[l[/[{Vu} =< a > {Vu}

En utilisant les expressions {15], nous obtenons

VT ((a-n9)(x21 - Vu) + (a - nuzl (s - Vu)) =< a > {Vu}

qui montre que oy et ag vérifient la propriété fondamentale

s +az =1

(32]

(33]

[34]
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Figure 4 : Forme bi-directionnelle (& gauche) ; Forme bi-région (4 droite).

Expression par bi-région :

L’élément 123 est divisé en deux triangles 124 et 143 selon la direction de
la vitesse a (fig.4). La fluctuation est également décomposée en deux parties

e = 143 + P124 (35]

tel que

¢143:_/ a-VudQ, et ¢m:_/ a-VudQ, [36]
143 124

D’aprés [28], [29] nous avons
$1a3 = —ka(us —u1) et ¢r2a = —ka(ug — w1) (37]
et & cause de [35]
$e = — (ko + ka)(ug — u1) = k1(ug — uy)
d’ou
— e (38]
Finalement, en utilisant [37]

P14 = 020, , @143 = 030,

les coeflicients a9, a3z étant définis par as = —:l , az = —%‘li et vérifiant
oy + az = 1

Remarque 3 Les coefficients ay el az sont égauz st la direction de a passe par
le miliew du célé 2-3.

Expression frontale :
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Soit m le vecteur unitaire défini par

_ Vu
m= [Vu|

Nous définissons la vitesse frontale a,, par
am = (a-m)m [39]

Nous avons alors

Vu

am -Vu={a m)|Vu|= (a-lv—ul

) |Vu| = a-Vu [40]

La fluctuation s’exprime en fonction de la vitesse frontale par
¢ = —A(a-Vu) = —A%(ay, - Vu)

Elle peut étre décomposée de la méme maniére que dans le cas de la décom-
position bi-directionnelle, mais en utilisant cette fois la vitesse frontale a,, au
lieu de la vitesse a. Cette démarche, que nous ne détaillons pas puisqu’elle est
identique & [30]-[34] dans lesquelles a est remplacé par a,,, conduit a

be = 12 + 13 tel que @12 = asrd., P13 = azd.
avec des coefficients a; définis par

1
= ﬁ(m ‘nyg)(x21-Mm) , az = 2;3

Ces coefficients vérifient la propriété

ay (m - ny3)(®31 - m) [41]

as +az =1

3.2. Forme variationnelle

L’écriture variationnelle considérée dans cette section permet de développer de
facon originale les schémas scalaires de type Distribution de la Fluctuation par
éléments finis. Pour ce faire, nous introduisons une nouvelle variable ¢ pour
récrire I’équation scalaire de convection sous la forme

ur—¢=0
{¢+a-Vu:0 [42]

La discrétisation temporelle étant effectuée a I’aide du schéma d’Euler explicite,
la formulation faible associée a [42] s’écrit en fonction de (u, ¢)

Way = Y Wiy =D (Wi + AtWg) =0 [43]

Wan = Y Wg=0 [44]
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avec

Wi, :/ PN (H _yn) dg,

Sc
W,g:_/ P ¢ dQ,
Q.
W;:/ PP (4 + a - Vu)dQ,
Q

e

YO k) 4(8) étant les fonctions de pondération. Dans cette étude, nous choi-
sissons les espaces admissibles suivants: u dans I’espace C9, avec une variation
linéaire sur 1’élément: u = Z‘?:l Niu;.

¥(#) ¢ dans ’espace C~! (constants sur I’élément). L’espace des fonctions (M)
est choisi afin d’obtenir une matrice masse diagonale. Quant a l’espace des
fonctions ¥(¥)| il est choisi dans le but de distribuer la fluctuation sur différents
nceuds. Le choix de ¢*¥) est la composante essentielle pour la construction de
schémas par la notion de distribution de la fluctuation. On peut ainsi obtenir
des schémas linéaires positifs, non linéaire positifs, etc ... Sur chaque élément
triangulaire, nous avons

P = < pF Pk Py >{ ¢}

Y1, ¥, Y3 sont les coefficients nodaux. Les fonctions Pz-(k) vont étre définies de
différentes maniéres, suivant le schéma que ’on veut obtenir. Par exemple, dans
le cas ot 'on a un seul ¢6té amont 2-3 (le flux entre par le seul coté 2-3 et nous
renvoyons toute la fluctuation sur le nceud aval 1, (fig.2 a gauche)):

ko k _ pk _
Pi=1, Ph=P;=0
Afin de respecter la conservation, il est nécessaire que

3

3
Sr® =, YoNi=1 (45]

i=1 i=1

3.3. Schémas scalaires en deux dimensions

Nous présentons cing schémas de la famille de distribution de la fluctuation.
Pour ce faire, nous distinguons deux situations, le flux est entrant soit par le
coté (2-3), soit par les deux cotés (1-2) et (2-3) (fig.2).

Les approximations pour ’élément triangulaire associées aux formulations
variationnelles [43]-[44] sont:

3
U= E Niu;
=1

_go %
0=6= "0

1/)(¢) =1
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L’expression de W qui est locale (par élément) s’écrit

Wdf:qﬁe—i—/n a-VudQ, =0

d’ou
3
b = —/ a - VudQ, = —Zkiui
e i=1

k; étant donné par [25]. Pour la forme Wj;, nous utilisons la matrice masse
diagonale

Ae| L 00 uptt —up
Wi =<1 ¥o 3> T 010 uptl —uf [46]
00 1 ultt — oyl
La fonction
WB =< s e > { PO} [47]

peut étre choisie de deux manieres. La premiére consiste & prendre
(k)
P = a; tel que oy +as+ a3z =1

1

Ce qui conduit a
We=— [ ¥W20d9e = — <1 v ¥3> ({ o }4e)
et la forme intégrale élémentaire

e Ae n
i = <o (400 -

La deuxiéme possibilité consiste & décomposer ¢,

Ae

Tl p+ar{e }m)) (48]

$e = ¢1 + ¢2

puis & choisir des fonctions ¥/(*) différentes pour ¢y et pour ¢». La forme intégrale

e
We = —/ B 22 40
k a. Ae

e _ (&) 1 (L)¢2
Wi ——/mw(l AedQ _/ 1/’(0)A

devient
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dans laquelle nous choisissons
1/)85)) =<Y1 Y2 Y3 > { ol } [49]
W =<1 e vs>{ o } [50]
tel que
a(ll) + a(zl) + agl) =1 et a(lz) + a(zz) + agz) =1
Cette procédure meéne a une forme intégrale élémentaire de la forme

Wi=—- <ty 2 ¥3> ({ asl) }¢1+{ al(z) }d’z) [51]

3.3.1.  Schéma linéaire positif (Schéma N)

Grace au coeflicient k;, il est possible de différencier les cétés correspondant a
un flux entrant (k; > 0) des c6tés correspondant a un flux sortant (k; < 0).

Elément avec 1 c¢6té amont :

Dans le cas d’un élément avec un seul c6té amont, par exemple tel que
k1 >0, k2 <0, k3 < 0 (fig.2), toute la fluctuation est envoyée au noeud aval 1.
La fonction test de distribution est alors

3
p® =S PFly; avee PP =1, P{M =0, PF =0
i=1
d’ou
¥ =y,
La forme intégrale

devient

€ €

Wiy = < ¥ > (1%_{ ut! }_<'%—{ ul }+At{ o }¢e>) [52]
avec

ar=1,0,=0, az=0
Le schéma sera positif si le pas de temps est tel que

A° A¢
i — At
Atk < 3 ou < 3%

(53]
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Elément avec 2 cotés amont :

Si le flux est rentrant par rapport aux cotés 1-2 et 1-3 (fig.2), et dans le but
d’obtenir un schéma positif, on décompose ¢. en deux parties a la maniére de
la décomposition bi-directionnelle {31]

be = P12+ P13

avec

$12 = —ka(uz —u1) et ¢13 = —ks(us— u1)

La fonction %(F) est choisie différente pour ¢12 et ¢13 de fagon identique a [49]-

[50], et tel que le nceud cible soit en aval i.e. noeud 2 pour ¢13 et noeud 3 pour

$13. Nous reprenons donc [49]-[50] avec
a(ll):O , agl):l agl):

)

a(lz) =0 agz) =0, agf) =1

La forme intégrale s’écrit alors

n+1 n
e Uy A¢ Uy 0
Wiy=<#i> |5 qub p— |59 w5 p+At] én [54]
ug ! uf $13

Le schéma obtenu est linéaire et il est localement positif si le pas de temps
est tel que

A° 11
At < Tomin | —, —
< =-min (kg’ k3> {55]
3.3.2. Schéma linéaire avec faible diffusion A (LDA)

Ce schéma est linéaire mais pas positif. 1l reproduit correctement 1’influence de
la fluctuation constante (u linéaire en coordonnées spatiales).

Dans le cas d’un élément 4 un seul c6té amont, le schéma est identique au
schéma N [52]. Si I’élément admet 2 cotés amont (fig.2), la fonction p{*) est
choisie selon [47] avec

0
(=1 &
_ky
ki
La forme intégrale s’écrit
A° A y
Wiy = < > 7{11?7”}— 5 lul) + At —2 3o (56]

ks
k1



288  Revue européenne des éléments finis. Vol. 4 - n® 3/1995

Les coefficients de distribution de la fluctuation sont donc

vl k3
=0 s = —— , = —-=
o) o3 by asz k1 (57
et vérifient
ay+as+az=1

1.e. la fluctuation est distribuée selon la décomposition bi-région.
Le schéma est localement positif sous la condition

A° 1 1
At < —kyjmin | —, —
< thabmin (1) 58]

3.3.3. Schéma de Lax-Wendroff

I1 est également possible de construire un schéma de type Lax-Wendroff dans
le cadre de la méthode de Distribution de la Fluctuation en choisissant (%)
adéquatement. Soit

. At
) = <Yy Yy 3> ({ N; }+—2—{ a - VN; })
La forme intégrale
We = — <k>ﬁd98
k /{;e 1/) .Ae

se met alors sous la forme

We=<v1 ¥ ¥3>{ a } ¢

Les a; se déterminent en utilisant [22]

1
a-VN,; = 2Aeavn“ = Eki
Nous obtenons
1 1Atk;
i= =+ = 59
AT )

Nous retrouvons le schéma de Lax-Wendroff qui est linéaire mais non positif.

3.3.4. Schéma non linéaire NN

La non linéarité du schéma est naturellement introduite par 'utilisation de la
vitesse frontale a,, au lieu de la vitesse a, puisqu’ainsi les k; vont dépendre de
Vu. Nous allons résoudre 1’équation non linéaire

up+an, - -Vu=0
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qui esl équivalente &
u;+a-Vu=0

a cause de [40]. 1l convient de noter que cette approche est purement multidi-
mensionnelle.

Il y a cependant une difficulté a4 définir la vitesse frontale dans les régions
ou la solution est lisse (|Vu| petit). Une combinaison linéaire de a et de a,, de
la forme

a"=an+fa,

est utilisée dans ce cas. Le vecteur a, = a — ap, est un vecteur parallele aux
isolignes (fig.5), et B une fonction positive de |Vu| variant entre 0 et 1 qui permet
d’utiliser une vitesse de propagation égale a a,, ou a a, suivant que 1’on est en
région lisse (8 = 1,a* = a) ou en région a fort gradient (3 = 0,a* = a,»). La
fonction # qui intervient dans [60] est définie par

1 si |Vu|< 1078
1
BVl =1 — (logyo (IVu)) +1) si 107° < |[Vu| < 107!
0 si |Vu]>10"!

Figure 5 : Vitesse frontale.

Considérons tout d’abord le cas ol il y aurait un seul noeud cible déterminé
a partir de la vitesse a@. Il n y a pas lieu alors d’introduire la vitesse frontale @,
le schéma [52] est encore utilisé.

Si par contre, deux nceuds cibles sont détectés, les coefficients k; sont recal-
culés a partir de a,,

m 1
k" = 58m M [60]

et on vérifie que I'on a encore les mémes cotés amont avec a,,. Dans ce cas,
comme I'indique la figure 6 (2 gauche), on se retrouve a distribuer une fluctuation
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)

(1)

(3) 2

Figure 6 : Schéma NN : cas 1 (4 gauche). Schéma NN : cas 2 (4 droite).

duc a a,,. Nous reprenons alors la démarche pour définir le schéma N en utilisant
a,, au lieu de a.

11 pourrait arriver que les nceuds cibles déterminés & partir de a,, solent
différents de ceux déterminés a partir de a. La figure 6 (4 droite) en est une
illustration; d’apres la direction de a la fluctuation sera distribuée entre 2 et 3,
or d’apres la direction de a,, elle sera envoyée sur le seul nceud 2. Dans de
telles circonstances, on choisit le nceud commun qui est ici le neeud 2.

La logique du schéma NN proposée par I’équipe VKI [DSB*92] est la sui-
vante :
Déterminer les neuds cibles en utilisant a,
S’il y a un seul neud aval, envoyer toute la fluctuation dessus,
S’il y a 2 neuds aval (2 et 3 par exemple):
1. Siam  mnypy > 0 et ap -1y3 > 0 (£fig.6 & gauche) distribuer la
fluctuation entre les neuds 2 et 3 suivant [54], le calcul de
k3 et k5 étant basé sur la vitesse frontale.
2. Si @y -mnyy >0 et an -ny3 <0 (fig.6 & droite) envoyer la fluc-
tuation sur le neud 2,
3. Sinon 1’envoyer sur le neud 3

3.3.5. Schéma de niveau de Roe

Comme dans les autres schémas, si le triangle admet un seul c¢6té amont, la
fluctuation entiére est envoyée sur le nceud aval. Si le triangle admet 2 nceuds
cibles 2 et 3, deux cas se présentent:

1. La ligne de niveau passant par le nceud amont 1 coupe le coté aval (1)
(fig.8), alors la fluctuation est envoyée sur un seul parmi les noeuds 2 et
3 de telle sorte que la ligne de niveau est redirigée dans la direction de la
vitesse de convection.
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Si la ligne de niveau passe hors du segment [2,3] (fig.9), la fluctuation va
étre distribuée entre les nocuds 2 et 3 de la fagon suivante:

%—u;”'l = “—43—u§‘ + A;Auq
(61]
< 1 e
—'A3—’U.g+ = %ug + AzAusz

A; est le :—13 de la surface de tous les triangles entourant le nceud ¢, elle est
représentée sur la figure 7.

En comparant [61] & {48], nous obtenons

AQ AUQ = At a2¢e , A3 AU3 = At a3¢e

As Aus + Az Aug = At (02 + a3)¢e = At ¢, [62]

Par ailleurs, la figure 9 montre que

A A
n - n - = n [63]
Uy — Uy Uz — U
et de [62]-[63] nous déduisons
ul' — uf
Au; = ! ! At our i=2,3 64
Aol =)+ Aau —up) O P 164
Les coefficients de distribution de la fluctuation seront donc
Ai(ul —ulf :
o = (uf = u7) pour i=2,3 [65]

Az(uf —ul) + As(uf — uf)

[ algorithme du schéma de Roe s’écrit finalement [SDR91] :
If (seul k; > 0) then

envoyer la fluctuation sur le neud i

else if (seul ki < 0) then

end

if ((uf —u}) (v} —u}) >0) then
distribuer la fluctuation entre les neuds ¢ et j
else if ((u; — ug)¢d.) < 0) then
envoyer la fluctuation sur le neud ¢
else
envoyer la fluctuation sur le neud j
end if
if

Le dénominateur dans [64] peut devenir petit. Ceci se produit si (u; — us)

et (ua — ug) ont le méme signe et sont petits individuellement. Pour que I'on
ait une indétermination il faut aussi que ¢, soit petit. De tels triangles peuvent

étre

considérés comme étant en équilibre et sont ignorés.
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n

Figure 7 : Surface A; autour du nceud 1.

/

Figure 8 : Schéma de niveau de Roe :

1

cas 1.

% u 1

Figure 9 : Schéma de niveau de Roe : cas 2.
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3.4. Linéarisation conservative

Dans la section précédente, nous avons présenté différents schémas pour une
vitesse de propagation a(z,y) = a = constante. En pratique, on retrouve des
vitesses non uniformes autant pour les problémes linéaires (a = a(z, y)) que non
linéaires (@ = a(u(z,y))). Nous présentons dans cette section, la démarche pour
obtenir une vitesse constante élémentaire @, en respectant la conservation de la
fluctuation.

Soit I’équation scalaire non linéaire

du | 0f(w) | Og(u)

at Oz Jdy =0 (66}
Sous forme quasi-linéaire elle s’écrit
Ju du Ou
5t + a(u )31: + b(u)—a—y =0 [67]
avec
_ 9f(w) 9g(u)
a(u) - au ) (u) au

On définit les composantes @, b sur chaque élément de telle sorte que la fluctua-
tion soit conservée par

of  0Og Ju  -0Ou

—b, = LY dq, = — +b— | dQ,
o= [ (ot ) /e(“aﬁ %) 168
Une solution pour @, b qui vérifie la conservation de la fluctuation consiste 3

choisir
3f(u) / Ju / Og(u) —/ Ju
dQ. =1 —dQ2. ———dQ.=b —d

Q. (9:6 [ 31: Q. 3y . 8 Q [69]

Sous I'hypothése u, f et g linéaires en z, y sur chaque élément, nous obtenons

3 3 3
u:ZN,-u,- . F=) Nifi QIZMQ;’
i=1 i=1 i=1

3

3 3
Vu=) VNaw , Vf=) VNfi , Vg=3 VN

i=1 i=1 i=1
Compte tenu de [22], @, b sont déduits de [69],

anzrft 7= Znuygz‘
En;w u; PRI

@ et b étant ainsi calculés, tous les schémas de la section 3.3 peuvent étre
appliqués pour résoudre ’équation de convection. La forme de la fluctuation est

[70)
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similaire au cas de 1’équation linéaire, mais elle est définie a partir des vitesses
de convection linéarisées. En effet, en notant

(1)

~¢e = Aea -Vu

| 2

Pexpression [68] devient

A P’aide de [21] elle se récrit

3

[ =R

"¢e =

3
a - E uiny; =
i=1 1

kiu;
1

ou
k" = §E s MYy

La fluctuation est uniquement fonction des variables nodales u; et de la vitesse
a, les flux n’ont pas besoin d’étre évalués.

4. Exemples numériques

La validation d’un modéle numérique constitue une étape fondamentale dans
toutes les méthodes de résolution numérique. Qutre la vérification de la program-
mation, elle permet de mieux cerner le comportement des algorithmes. Dans ce
but, nous soumettons le schéma de Lax-Wendroff-Richtmyer (LWR) avec masse
pleine et les cinq schémas issus de la méthode de Distribution de la Fluctuation,
a une série de tests faisant ressortir leurs caractéristiques essentielles.

Dans les trois exemples que nous allons considérer, le maillage est isotrope
(fig.10), le pas de temps est At = 0.01, et le régime permanent est considéré
atteint lorsque

Jurt! — umas -6
<10
"ul - uollma:t

4.1. Introduction des exemples
4.1.1. Discontinuité de contact

Ce test modélise une discontinuité de contact (ou onde de cisaillement) [Spe87].
Il s’agit en fait de résoudre numériquement 1’équation linéaire

Ju ou Ju
5t Tt =0 [71)
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Figure 10 : Maillage isotrope.

oll a = c0os22.5°, b = sin22.5°. Le domaine de calcul est le carré [0,1] x [0,1],
avec les conditions aux limites

u(z,0)=0, 0
u(0,y)=1,0

z

<
<y

<1
<1

Lorsque le régime permanent est atteint, la solution exacte est

Uer(z,y) =1 si bz—ay<0
Uer(z,y) =0 sl bz—ay>0

Le maillage est isotrope (fig.10) et comprend 30 x 30 éléments. La solution
initiale est u = 1 sur tout le domaine.
4.1.2. Rotation d’un profil carré

Ce test concerne le transport d’un profil carré [Spe87], modélisé par 1’équation
linéaire a coefficients non constants

du Ou Ju
il = 72
o tVar Ty 0 (72
avec les conditions aux limites

u(z,0) = 0 si r < —0.65

u(z,0) = 1 si —0.65 << -0.35

u(z,0) = 0 si —035<z<0

u(-1y) = 0 si 0<y<i

u(z,1) = 0 si 0<y<l1

Le domaine de calcul étant constitué du rectangle [~1,1] x [0,1]. La solution
exacte vaut 1 entre les deux cercles de rayons 0.35 et 0.65 et 0 ailleurs.

Le maillage est composé de 60 x 30 éléments, et la fonction u = 1 est choisie
commie solution initiale.
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4.1.3. Equation de Burgers

Yy
(1L,LS) (@15,L5)

\ 4

(B)
u=-0.5

0,0 (1,0)
Figure 11 : Equation de Burgers, solution exacte.
L’objectif est de résoudre 1’équation de Burgers [Spe87], qui constitue un modéle

simnplifié des équations d’Euler avec présence d’ondes de choc. Sur le domaine
[0,1.5] x [0, 1.5], nous résolvons 1’équation

du  Out du _

FTr + a—y =0 [73]
avec les conditions aux limites
u(z,0) = 156-2r si 0<z<l1
u(z,0) = —-05 si 1<z<15
u(0,y) = 1.5 st 0<z<15
u(l.5,y) = -05 s 0<z<15H
A D’état permanent, [’équation [73] s’écrit
ou? Ou
— +=—=0 4
Oz + Jy [74)

dont la solution exacte est donnée par (fig.11)

Uez(Z,Y) = 1.5 dans la région A
Uez(z,y) = . 5052 dans la région B
Uer(z,y) = 1—__—27:’: dans la région C

Le passage de la région (A) a la région (C) et de la région (C) 4 la région (B) se
fait de maniére continue, alors que durant le passage de (A) a (B), la variable
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subit une discontinuité et passe de 1.5 a -0.5. Le point P origine du choc est de
coordonnées (0.75,0.50).

Le maillage contient 40 x40 éléments, et la solution initiale est u = —0.5 sur
tout le domaine.

4.2. Discussion

Les résultats numériques sont présentés sur les figures (12, 14, 16) sous formes
d’isolignes. Des coupes effectuées &a ¢ = 1, a y = 0 et & y = 0.975, pour les
exemples 1, 2 et 3 respectivement, sont représentées sur les figures (13, 15, 17).

Pour le schéma LWR, le choc de I’exemple 1 est assez bien localisé, maisil y
a apparition d’oscillations au voisinage de la discontinuité. Ces oscillations sont
assez fortes dans 'exemple 2 bien que I’équation a résoudre est linéaire. Cela
est dii a la vitesse de convection qui contrairement a P’exemple précédent n’est
pas constante. Dans ’exemple 3, nous assistons a de trés fortes oscillations au
voisinage du choc. En fait, si ’on tente de résoudre les équations d’Euler avec le
schéma LWR sans addition de diffusion numérique, Pampleur de ces oscillations
est tellement intense qu’il devient impossible de converger. Il est alors impératif
dans ce cas de recourir aux techniques de "shock capturing” afin d’amortir ces
oscillations.

Pour les schémas construits par la méthode de Distribution de la Fluctua-
tion, les résultats numériques confirment les résultats théoriques de la section 3.
La grande diffusion et le manque de précision du schéma N, qui est du premier
ordre sont apparents sur tous les tests. Le schéma LDA et le schéma de Lax-
Wendroft sont nettement plus précis, mais le caractére oscillatoire au voisinage
de discontinuités est confirmé. Egalement, il convient de noter que le schéma de
Lax-Wendroff déduit dans le cadre de la méthode de Distribution de la Fluctu-
ation est trés proche du schéma Lax-Wendroff-Richtmyer avec masse diagonale
de la section 2. Le schéma NN et le schéma de Roe sont certes meilleurs, ils
ne présentent aucune oscillation, mais ils sont tout de méme diffusifs, cela est
manifeste dans la rotation du profil carré (fig.15). Notons que le choc présent
dans le test sur ’équation de Burgers est trés bien capté par ces deux derniers
schémas.

5. Conclusion

Ce travail traite de la résolution de 1’équation de convection bidimentionnelle
en présence de discontinuités dans le domaine. Nous utilisons des schémas ex-
plicites pour la discrétisation du temps et la méthode des éléments finis pour la
discrétisation de ’espace. Grace & sa souplesse, 1’élément triangulaire linéaire
s’adapte particulierement 4 ce type de problémes.

Nous avons considéré deux méthodes. La premiere, de type centré, consiste
a déterminer la solution au cours d’un pas de temps en deux étapes: une colloca-
tion par sous domaines avec un élément par sous domaine, suivie par I’application
de la méthode de Galerkin. Le schéma obtenu est conservatif, précis, mais il
génere des oscillations aux voisinages des chocs et nécessite 'incorporation d’un
modele de diffusion numérique.
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La deuxiéme méthode, Distribution de la Fluctuation, est de type décentré
(Upwinding). Bien qu’écrite initialement dans le cadre des volumes finis, nous
avons pu réécrire les différents schémas dans un formalisme strictement éléments
finis par un choix adéquat de fonctions de pondération. Les caractéristiques de
chacun des schémas ayant été montrées sur une série d’exemples, nous retien-
drons le schéma NN, & cause de sa simplicité et sa précision, pour capturer les
chocs en fluide compressible dans la deuxiéme partie de cette étude [BSDN95].
Il sera comparé au schéma de Lax-Wendroff-Richtmyer.

Nous pensons qu’une suite immédiate a ce travail serait ’application de la
méthode de Distribution de la Fluctuation a 1’équation de convection-diffusion.
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(b)

(f)

(a)

(¢)

(a) schéma LWR, (b) schéma N, (c) schéma LDA,

(d) schéma Lax-Wendroff, (e) schéma NN, (f) schéma de Roe.

Figure 12 : Onde de cisaillement :
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Figure 13 : Onde de cisaillement : (a) schéma LWR, (b) schéma N, (c} schéma LDA,
(d) schéma Lax-Wendroff, (e) schéma NN, (f) schéma de Roe.
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(a) (b)

Figure 14 : Rotation d’un profil carré : (a) schéma LWR, (b) schéma N, (c) schéma
LDA, (d) schéma Lax-Wendroff, (e) schéma NN, (f) schéma de Roe.
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(a) schéma LWR, (b) schéma N, (c) schéma

Rotation d’un profil carré :
LDA, (d) schéma Lax-Wendroff, (e) schéma NN, (f) schéma de Roe.

Figure 15 :
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Figure 16 : Equation de Burgers : (a) schéma LWR, (b) schéma N, (c) schéma LDA,

(d) schéma Lax-Wendroff, (e) schéma NN, (f) schéma de Roe.
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Figure 17 : Equation de Burgers : (a) schéma LWR, (b) schéma N, (c) schéma LDA,
(d) schéma Lax-Wendroff, (e) schéma NN, (f) schéma de Roe.
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