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RESUME. Nous developpons dans cette serie d'articles des schemas numeriques pour capturer 
les andes de choc dans les ecoulement compressibles. Dans cette premiere partie nous 
resolvons /'equation scalaire de convection par deux approches differentes. La premiere, qui 
est Ia methode de Lax-Wendroff-Richtmyer (LWR), est de type centre. La seconde, appelee 
methode de Distribution de Ia Fluctuation (FS) est de type decentre (Upwinding). Bien 
qu'initialement cette demiere ail ete ecrite dans le cadre des volumes finis, /lOllS avons pu Ia 
reecrire dans Wl formafisme strictemenl elements finis par U/l choix ad equal de function de 
ponderation. Les deux mer/wdes ont ete validees sur divers exemples impliquant !'equation 
scalaire de convection en 2-D. 

ABSTRACT. The principal goal of this papers is the development of numerical models to 
capture shock waves in compressible flows. In this first part we should only resolve the 
scalar convection equation. An explicit scheme for time discretization and FEM with linear 
triangular element for the space discretization should be employed. We have investigated two 
approaches. The first one, called the LWR method, is a centered sheme while the other one is 
the Fluctuation Splitting method based on an upwinding scheme. Initiallv, the second method 
was developed in a Finite Volume context, however we have rewriten it in a FE context by 
suitable choice of weighted functions. These methods are applied to different 2-D scalar 
convection equation examples. 
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1. Introduction 

Des les annees 50, la resolution par les differences finies des problemes de convec
tion pure, en utilisant un schema centre explicite s'est heurtee a des difficultes 
d'instabilite. A cet egard, les travaux de Lax constituent un point de depart 
fondamental. En effet, en 1954 il introduisit la forme conservative des equations 
(Lax54]. Il mantra notamment qu'une condition necessaire pour qu'un schema 
respecte la relation de Rankine-Hugoniot, et puisse done reproduire correcte
ment les discontinuites, est de discretiser la forme conservative des equations 
de l'ecoulement. Par ailleurs, en 1960 il developpa son schema de second or
dre connu so us ['appellation de schema de Lax-Wendroff dont 1 'originalite reside 
dans la fa~on de combiner la discretisation du temps et de l'espace (LW60]. Avec 
1 'objectif de stabiliser le schema d 'Euler qui est inconditionnellement instable, un 
developpement en serie de Taylor dans le temps a l'ordre 2 est d'abord effectue, 
suivi d'une discretisation spatiale centree. Le resultat est un schema conservatif, 
precis et stable sous condition. 

La methode des elements finis de type Galerkin a rencontre des difficultes 
similaires dans la modelisation de !'equation de convection pure. Les premiers 
a avoir mis ['accent sur !'importance du couplage existant entre la discretisation 
du temps et de l'espace via les caracteristiques ant ete Parott et Morton (DQ92, 
Mor85, MP80]. Ils proposerent une methode de type Petrov-Galerkin, dans 
laquelle la fonction de ponderation change a chaque pas de temps afin d'obtenir 
la meilleure precision possible. Bien que ce schema ne soit pas conservatif et se 
generalise difficilement aux systemes multidimensionnels, il constitue un tour
nant historique dans !'application de la methode des elements finis aux problemes 
de convection. En effet, deux annees plus tard, les travaux de Donea donnent 
naissance a Ia methode de Lax-Wendroff en elements finis appelee egalement 
methode de Taylor-Galerkin (Don84a, Don84b]. 

L 'idee de Donea, a 1 'instar des travaux de Lax-Wendroff en differences finies 
et en contraste avec ce qui se faisait jusqu'alors en elements finis, a ete de 
proceder d'abord a la discretisation du temps par un schema d'Euler explicite 
de second ordre avant d'effectuer la discretisation dans l'espace par la methode 
de Galer kin. Il obtint des schemas d 'ordre deux et trois, stables so us condition. 

De leur cote, les methodes decentrees en elements finis out. jusqu'a recem
ment ete limitees aux methodes SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin) et 
GLS (Galerkin Lest Square) (HFM86, Joh92, SED94] qui out connu un grand 
essor durant les annees 80. Ce type de methodes est cependant tres repandu dans 
les differences finies et les volumes finis, berceau de la methode des "Fluctuation 
Splitting". 

Woodward et Colella (Roe86, WC84] ont montre que pour ces deux formula
tions (differences finies et volumes finis), les methodes decentrees sont plus per
formantes que les methodes centrees couplees a till modele de viscosite numerique 
dans les ecoulements 1-D, alors que !'inverse se produit dans les ecoulements 
bidimensionnels. Ceci, s'explique par le fait que les equations hyperboliques ex
priment la propagation d'un phenomene physique et qu'en 1-D il n'y a que deux 
directions possibles de propagation (±lx). En 2-D, une infinite de directions de 
propagation sont possibles, mais le decentrement est effectue esscntiellement par 
la resolution d'un probleme de Riemann perpendiculairement aux interfaces du 
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maillage, ceci meme si Ia direction de propagation est oblique par rapport a ces 
interfaces. En consequence, on assiste a une dependance de la solution vis a vis 
du maillage eta des performances moindres que celles obtenues en 1-D [SDR91). 

La notion de fluctuation et de signal a ete introduite initialement par 
P. Roe en 1982 [Roe82). Elle filt appliquee ace moment a !'equation scalaire de 
convection en 1-D. Cependant, il est montre que dans ce cas, elle est equivalente 
ala methode des volumes finis classiques [SDR91). Par contre, sa generalisation 
a !'equation scalaire de convection en 2-D et 3-D realisee en 1987 [Roe87), 
est originale et englobe beaucoup de schemas bien connus. Elle est basee sur 
une discretisation du domaine en elements triangulaires et des approximations 
lineaires. La fluctuation ( ou le residu) est alors calculee sur chaque element 
puis distribuee entre ses nceuds moyennant une certaine ponderation qui depend 
de Ia direction de Ia vitesse de convection de l'onde en propagation [BDRS92, 
DSB+92, Roe87, SDP+91). 

Notre objectif dans cette etude est d'elaborer une presentation unifiee des 
schemas centres de type Lax-Wendroff-Richtmyer (LWR) et de schemas decen
tres de type Distribution de Ia Fluctuation (FS: Fluctuation Splitting) dans 
un formalisme elements finis. Dans Ia section 2, nous presentons le schema de 
Lax-Wendroff-Richtmyer (LWR) et ses principales caracteristiques. La section 
3.1 est consacree a Ia notion de fluctuation et ses diverses ecritures pour un 
triangle T3. Dans Ia section 3.2 nous formulons le probleme variationnel et 
nous donnons les espaces admissibles. Nous consacrons ensuite Ia section 3.3 
au developpement de schemas numeriques de Distribution de Ia Fluctuation 
[DSB+92, DSR90, Roe87, SDP+91). La section 3.4 traite de Ia linearisation de 
!'equation scalaire [SDP+91, SDR91). L'etude s'acheve par des tests numeriques 
illustrant les proprietes du schema de LWR et de chacun des schemas de Ia 
section 3.3. 

2. Schema de Lax-Wendroff-Richtmyer 

Considerons !'equation scalaire non lineaire de convection 

Nous notons 

un = u(x, y, tn) et 
r=J(un) et 

2.1. Modele discret 

un+l = u(x, y, tn + ~t) 
gn = g(un) 

[1) 

Le schema de Lax-Wendroff- Richtmyer, ou de Taylor-Galerkin en 2 etapes 
[LMZ85, PPF+88, RM67), s'obtient par le developpement en serie de Taylor 
de u"+ 1 a l'ordre deux dans le temps, suivi de Ia conversion des derivees tem
porelles en derivees spatiales par l'intermediaire de !'equation de base [1) et de 
la factorisation des termes au temps n + ~- II s'ecrit 
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ttn- D..t (or + ogn) 
2 ox f)y 

n (ar+~ fJgn+~) tt - D..t -- + --fJx f)y 

[2] 

Les termes r+~ et gn+! seront explicites dans Ia section 2.2. Le modele 
elements finis est obtenu par 1\~criture faible des relations [2]: 

r D..t r (ar f) n) Wen= Jn 1/J ( un+! - u") dO.+ 2 ln 1/J fJx + :Y dO.= 0 [3] 

et 

Wun = ll/J (un+l- un) dO.+ D..t l ( 1/J,rJ"+! + 1/J,y gn+!) dO. 

-D..t [ V' (r+!nx +gn+~ny) df = 0 [4] 

Les espaces admissibles pour Wen s'expriment par les conditions: 1jJ et un+! 
constant par element (done de type c- 1 ) et u", r, gn de type C0

. Pour Wu I), 

elles s'expriment par: 1/J, un+l, un de type C0; r+!, gn+! sont de type C 0 ( cf. 
section 2.2). En outre, 1jJ = 0 sur Ia portion de r correspondant a des conditions 
aux limites de type Dirichlet. La discretisation par elements finis se fait alors en 
deux etapes: 

Etape 1 ( etape locale) : Le choix de 1jJ dans c- 1 permet de deduire u~+~ de Ia 

forme [3] 

==> [5] 

A !'issue de cette etape, nous obtenons a partir de un, fn, gn le terme 

u~+~ = un+! constant sur chaque element. Nous determinons par Ia meme 

occasion yn+~ = f (un+~) et gn+~ = g (U''+!). 
Etape 2 ( etape globale) : La forme Wu I) est mise so us Ia forme 

[6] 

qui en utilisant les approximations relatives a Wun et en effectuant !'assemblage 
mene a un systeme lineaire 

[M]{D..u} = {R} [7] 
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oil [M) est Ia matrice masse, {R} le residu et Llu = u"+l- u". 
La resolution de ce systeme algebrique est effectuee d'une maniere iterative 

par une simple methode de Jacobi [Str86). L'algorithme de resolution s'ecrit 

0 
{Llu(kl} + [M£ 1

] ({R}- [M) {Llu(kl}) [8) 

Du fait du bon conditionnement de Ia matrice [M), trois iterations sont en 
general suffisantes pour a voir une bonne approximation de la solution du systeme 
lineaire. II est tres frequent que le systeme [7) soit diagonalise par !'utilisation de 
la matrice masse diagonale [M£). Il suffit alors de se limiter a une seule iteration 
dans l'algorithme de resolution [8). II convient de noter qu'aucun stockage de 
matrices n 'est necessaire. 

2.2. Traitement des termes in+! et gn+! 

Le calcul de r+! et g"+! sur chaque element peut etre realise de plusieurs 
manieres [Bou93). Nous choisissons 

in+ ./; = i" + (--="i +! --in) n+ 1 n (-+ 1 -) • , g 2 = g + 9" 2 - tr [9] 

avec 

et -n 1 r 
g = Ae Jr g drle 

n. 

i"+! et gn+! appartiennent done au meme espace d'approximation que i"' g". 

2.3. Stabilite 

Dans le cas de !'equation scalaire 1-D 

fJu fJu 
-+a-=0 
fJt fJx 

!'analyse de stabilite de von Neumann montre que le schema est stable si le 
nombre de Courant v < 1 ou v < 1/ J3, selon que l'on utilise la matrice masse 
diagonale ou Ia matrice masse pleine. 

Dans le cas de !'equation scalaire 2-D 

fJu fJu fJu 
-+a-+b-=0 
fJt fJx fJy 

et sur un maillage triangulaire regulier, cette analyse [RBT90) montre qu'il y a 
stabilite lorsque v < 0.5. 
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3. Methode de Distribution de la Fluctuation 

3.1. Notion de fluctuation 

La methode de Distribution de Ia Fluctuation se propose de resoudre numeri
quement !'equation de convection lineaire en 2-D 

u,1 +a· 'Vu = 0 (10] 

ou le vecteur vitesse de convection a= (a, b) est constant. La derivee temporelle 
est approximee par Ia methode d'Euler explicite 

U,t = --~-~-- (11] 

Quant a !'approximation spatiale, elle est effectuee par elements finis en con
siderant des elements triangulaires lineaires. 

3.1.1. Positivite et consistance 

La discretisation spatio-temporelle conduit a un schema discret de recurrence 
representant I' evolution de Ia fonction solution. Si I 'on utilise Ia matrice masse 
diagonaJisee en elements finis, Je schema numerique apres assemblage s'ecrit SOliS 

Ia forme generale 

m 

L Cjui+i (12] 
j=-n1 

ou u;' indique Ia valeur de u au point (x;, y;), a !'instant t = tn. 
La relation (12] doit respecter la condition de consistance, qUI Impose au 

schema de reproduire tout champ constant un(x, y) = u 0 . Ceci se traduit par 

[13] 

Definition 1 Un schema est dit lineaire si les coefficients Cj sont independants 
des u;'; dans le cas inverse, il est dit non lineaire. Un schema est dit positif si 
les coefficients Cj sont positifs. 

La propriete de positivite implique qu'aucun nouvel extremum ne peut ap
paraitre, done que 

et par consequent que le schema n'oscillera pas au voisinage de discontinuites. 

Remarque 1 La positivite locale definie au niveau elbncntaire garantit Ia posi
tivite globale. 
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3.1. 2. Fluctuation 

Definition 2 La fluctuation est lc taux d 'accumulation quz est de[znl par 

ou ~e est /'accumulation par unite de surface. La fiuctuatzon exprime Ia mesure 
d 'equilibre spatial. 

Remarquc 2 Sz a· 'Vu = 0, alors rPe = 0 et /'element est en equilibre. 

3.1.3. Expression de la fluctuation pour un eh~ment T3 

Nous prcsentons d'abord un ensemble de relations qui seront utilisees dans Ia 
section 3.3 pour decrire differents schema.<> de distribution de Ia fluctuation. Nous 
donnons ensuite les differentes expressions que peut prendre Ia fluctuation. 

Aspects geometriquf's [DT84] : 

L'approximation elementaire etant lineaire, les fonctions d'interpolation sur 
!'element de reference s'ecrivent 

Quant a Ia fonction T qui transforme I 'element de reference en un element reel, 
elle se definit par Ia matrice jacobiennnc 

avec 

[.Jj = [ < Xz] > ] et [j] = [Jrl = 2Al e [{n,z} {nl3}] 
< X31 > 

{ 
x;- x· } {x;;} = J 
y;- Yi 

[15] 

1 . 
et Ae = 2det(J) = Aire du triangle. Le vecteur normal n1;, z = 1,2,3 est 

oriente vers l'interieur, son module est ega! a Ia longueur du cote (i), oppose au 
nocud ide !'element (fig.1). Nous avons done 

n1 1 = { 
-y32 } 

X32 
[16] 

Les vecteurs nu vcrifient 

[17] 

Par ailleurs, pour 11n vecteur unitaire 1n quelconque, on a 

< m > [j] [J] { m} = I [ 18] 
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1 

2 

Figure 1 : Normales aux cotes. 

qui en utilisant [15] devient 

[19] 

Expression du gradient : 

Les gradients de u sur l'element par rapport a(~, ry) et par rapport (x, y) 
sont relies par le jacobien: 

Nous en deduisons 

{Y'(x,y)u} = { ~:~ } = [j]{V'(C'I)u} = 2~e [{n12} {n13}] {Y'(t,q)u} 

1 = 
2
Ae ((u2- ul) {nl2} + (u3- u1) {n13}) 

qui, compte tenu de [17], <kvi<'nt 

En particulier, le gradient des fonctions d'interpolation s'ecrit 

1 
vN; =-A n1,· 2 e 

[21] 

[22] 
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Expression de Ia fluctuation 1/Je : 

La variable u est lincaire et Ia vitesse de propagation a constante sur chaque 
Clement. La fluctuation se met alors sous Ia forme 

Or a partir de [21) 

1 3 1 3 a· 'Vu = -. -e La· n1; U; = Ae L k;u; 
2A i=t i=t 

les coefficients k; etant definis par 

1 
k; = -a·nli 

2 

De plus, grace a [ 17), les k; verifient Ia propriete: 

2 

3 

[23) 

[24) 

[25) 

[26) 

2 

Figure 2 : Triangle a un seul cote amant (a gauche) ; Triangle a deux cotes amant (a 
droite). 

Une consequence importante de Ia definition de k; est qu'elle permet de 
distinguer les cotes par ou Ia perturbation rentre de ceux par ou Ia perturbation 
sort. Si k; > 0, le flux est entrant dans !'clement a travers le cote (i); si k; < 0, 
elle en sort. Pour un triangle de sommets 1 ,2,3, deux cas se presentent: Ia 
perturbation rentre par un cote et sort par deux cotes, ou elle rentre par deux 
cotes et sort par un seul (fig.2). 
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En utilisant [24], !'expression de Ia fluctuation [23] s'ecrit 

3 

¢e =- Lk;u; 
i=l 

[27] 

Elle peut prendre differentes formes selon !'orientation de a. En particulier, ¢e 
prend une forme simple dans les deux cas suivants: 

1. La direction de a est selon le cote 1-2 (fig.3), nous avons alors 

A cause de [26], !'expression [27] devient 

[28] 

2. De meme si Ia direction de a est selon le cote 1-3 (fig.3), nous avons 

La fluctuation [27] prend Ia forme 

[29] 

a 

Figure 3 : Cas 1 : k3 = 0 (a gauche) ; Cas 2 : k2 = 0 (a droite). 

On souhaite construire differents schemas qui distribuent Ia fluctuation sur 
les nceuds de !'element. II est alors utile d'ecrire !'expression de ¢e sous differentes 
formes et obtenir ainsi diverses decompositions de cette fluctuation. Dans Ia 
presentation suivante, nous supposons que le vecteur a est oriente tel que le flux 
entre par deux cotes. Pour Ia simplicite, les deux cotes consideres sont le cote 
(3) de sommets 1-2 et le cote (2) de sommets 1-3 (fig.2 a droite). 

Expression bi-directionnelle : 

La vitesse de convection a est projetee sur les cotes 1-2 et 1-3 (fig.4): 

[30] 
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La fluctuation est ainsi composee de deux termes 

Les expressions de ¢ 12 et ¢ 13 se deduisent de (28] et (29] pour donner 

(31] 

Nous pouvons egalement exprimer ¢ 12 et ¢13 en fonction de ¢e tel que 

En effet, Ia definition des k;, jointe a Ia relation (20] mont rent que les relations 
(31] s'ecrivent 

1 
rP12 = -2(a · nl2)(x21 · Y'u) = n:2¢e 

1 
¢13 = -2(a · n13)(x31 · Y'u) = n:3¢e 

En utilisant Ia relation (23] nous obtenons: 

1 (a· n13)(x31 · Y'u) 
' G:3 = --2Ae a· Y'u 

(32] 

D'apres (18], 

< a > (j](J]{Y'u} =< a > ·{Y'u} 

En utilisant les expressions (15], nous obtenons 

1 
2
Ae ((a· n12)(x21 · Y'u) +(a· n13)(x31 · Y'u)) =<a> ·{Y'u} (33] 

qui montre que n: 2 et n:3 verifient Ia propriete fondamentale 

(34] 
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2 

Figure 4 : Forme bi-directionnelle (a gauche) ; Forme bi-region (a droite). 

Expression par hi-region : 

L'element 123 est divise en deux triangles 124 et 143 selon Ia direction de 
Ia vitesse a (fig.4). La fluctuation est egalement decomposee en deux parties 

rPe = rP143 + rP124 [35] 

tel que 

rP143=-J a·'Vudrle et rPt24=-J a·Vudrle 
143 l24 

[36] 

D'apres [28], [29] nous avons 

[37] 

et a cause de [35] 

d'ou 

[38] 

Finalcment, en utilisant [37] 

les coefficients C\'2' (\'3 etant definis par C\'2 = - ?,- ' C\'3 = - i7 et verifiant 
(\'2 + C\'3 = 1 
Remarque 3 Les coefficients a 2 et a 3 sont egaux si Ia direction de a passe par 
le milieu du cote 2-3. 

Expression frontale : 
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Soit nt le vecteur unitaire defini par 

V'u 
m = IVul 

Nous definissons Ia vitesse frontale Urn par 

Urn = (a · nt) 1n 

Nous avons alors 

Urn· V'u =(a· m) IVul = (a· ~~: 1 ) IVul =a· V'u 

La fluctuation s'exprime en fonction de Ia vitesse frontale par 

<Pe = -A•(a · V'u) = -A•(arn · V'u) 

[39) 

[40) 

Elle peut etre decomposee de Ia meme maniere que dans le cas de Ia decom
position bi-directionnelle, mais en utilisant cette fois Ia vitesse frontale Urn au 
lieu de Ia vitesse a. Cette demarche, que nous ne detaillons pas puisqu'elle est 
identique a [30)-[34) dans lesquelles a est rem place par Urn, conduit a 

¢;. = </!12 + </!13 tel que </!12 = cx2</Je, </!13 = cx3¢;e 

avec des coefficients ex; definis par 

Ces coefficients verifient Ia propriete 

cx2 + cx3 = 1 

3.2. Forme variationnelle 

L 'ecriture variationnelle consideree dans cette section permet de develop per de 
fac;on originale les schemas scalaires de type Distribution de Ia Fluctuation par 
elements finis. Pour ce faire, nous introduisons une nouvelle variable ¢; pour 
recrire !'equation scalaire de convection sous Ia forme 

[42) 

La discretisation temporelle etant effectuee a !'aide du schema d'Euler explicite, 
Ia formulation faible associee a [42) s'ecrit en fonction de ( u, ¢;) 

L:wtn = L(WM- + ~tWk) = o [43) 

[44) 
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avec 

WAf = 11/J(M) ( un+l - un) drle 
He 

Wk =- { 1/J(k) ¢ drle 
Jne 

w; = 11/J(<P) (¢+a. 'Vu) drle 
ne 

1jJ(M), 1/J(k), 1f;(<P) etant les fonctions de ponderation. Dans cette etude, nous choi
sissons les espaces admissibles suivants: u dans l'espace C 0 , avec une variation 
I. ' . I' 'I' "'3 N mea1re sur e ement: u = ~i=I ;u;. 

1j;(<P), ¢dans l'espace c- 1 (constants sur !'element). L'espace des fonctions 1/J(M) 
est choisi afin d'obtenir une matrice masse diagonale. Quant a l'espace des 
fonctions 1/J(k l, il est choisi dans le but de distribuer Ia fluctuation sur differents 
nceuds. Le choix de 1/J(k) est la composante essentielle pour la construction de 
schemas par la notion de distribution de Ia fluctuation. On peut ainsi obtenir 
des schemas lineaires positifs, non lineaire positifs, etc . . . Sur chaque element 
triangulaire, nous avons 

1/J(k) = < plk P{ p; > { 1/J; } 

1/;1 , 1/;2 , V'3 sont les coefficients nodaux. Les fonctions P;(k) vont etre definies de 
differentes manieres, suivant le schema que !'on veut obtenir. Par exemple, dans 
le cas oil l'on a un seul cote amant 2-3 (le flux entre par le seul cote 2-3 et nous 
renvoyons toute Ia fluctuation sur le nceud avail, (fig.2 a gauche)): 

P k pk k 
1 = 1 , 2 = p3 = 0 

Afin de respecter Ia conservation, il est necessaire que 

3 

~ p(k) = 1 
L' , (4.5] 
i=1 

3.3. Schen1as scalaires en deux dimensions 

Nous presentons cinq schemas de Ia famille de distribution de Ia fluctuation. 
Pour ce faire, nous distinguons deux situations, le flux est entrant soit par le 
cote (2-3), soit par les deux cotes (1-2) et (2-3) (fig.2). 

Les approximations pour !'element triangulaire associees aux formulations 
variationnelles (43]-(44] sout: 

3 

11 = LN;u; 
i=l 
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L'expression de WJ qui est locale (par element) s'ecrit 

WJ = <Pe + 1 a· 'Vu d0.e = 0 
n, 

d'ou 

3 

<Pe = -1 a· 'Vud0.e =- Lk;u; 
n, i=l 

k; etant donne par (25]. Pour Ia forme WAI, no us utilisons Ia matrice masse 
diagonale 

Ae [ ~1 0~ 0~ l { WM- = < t/Jl th 1/>3 > T [46] 

La fonction 

[47] 

peut etre choisie de deux manieres. La premiere consiste a prendre 

Ce qui conduit a 

et Ia forme integrale elementaire 

La deuxieme possibilite consiste a decomposer ¢e 

puis a choisir des fonctions 1/J(k) diiTerentes pour ¢ 1 et pour ¢ 2 . La forme integrale 

devient 
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dans laquelle nous choisissons 

tel que 

1/;~~? = < 1/J1 1/J2 1/;3 > { aP) } 
1/Jg? = < 1/J1 1/J2 1/;3 > { aF) } 

Cette procedure mene a une forme integrale elementaire de la forme 

3.3.1. Schema lineaire positif (Scl1ema N) 

(49] 

(50] 

(51] 

Grace au coefficient k;, il est possible de differencier les cotes correspondant a 
un flux entrant (k; > 0) des cotes correspondant a un flux sortant (k; < 0). 

Element avec 1 cote amont : 

Dans le cas d'un element avec un seul cote amont, par exemple tel que 
k1 > 0, k2 < 0, k3 < 0 (fig.2), toute la fluctuation est envoyee au nreud aval 1. 
La fonction test de distribution est alors 

3 

1/;(k) = L P?)l/J; avec P?) = 1, PJk) = 0, PJk) = 0 
i=l 

d'ou 

La forme integrale 

devient 

Wtn = < 1/J; > (
Ae 
-{ 
3 

n+l 
U· • 

avec 

a1 = 1 , a2 = 0 , aa = 0 

Le schema sera positif si le pas de temps est tel que 

Ae 
ou !::J..t <-

3kl 

(52] 

(53] 
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Element avec 2 cotes amont : 

Si le flux est rentrant par rapport aux cotes 1-2 et 1-3 (fig.2), et dans le but 
d'obtenir un schema positif, on decompose <Pe en deux parties a Ia maniere de 
Ia decomposition bi-directionnelle [31] 

avec 

La fonction '!j;(k) est choisie differente pour ¢; 12 et ¢; 13 de fa<;on identique a (49]
[50], et tel que le nceud cible soit en aval i.e. nceud 2 pour ¢; 12 et nceud 3 pour 
¢;13· N ous reprenons done (49]-[50] avec 

O:l1) = 0 , 0:~1) = 1 , 0:~1) = 0 

0:(2)- 0 
, 2 -

0:(2)- 1 
, 3 -

La forme integrate s'ecrit alors 

Le schema obtenu est lineaire et il est localement positif si le pas de temps 
est tel que 

b.t <-min - -Ae ( 1 1 ) 
- 3 k2, k3 

[55] 

3.3.2. Schema Jineaire avec faible diffusion A (LDA) 

Ce schema est lineaire mais pas positif. II reproduit correctement !'influence de 
la fluctuation constante ( u lineaire en coordonnees spatiales ). 

Dans le cas d'un element a un seul cote amont, le schema est identique au 
schema N [52]. Si !'element admet 2 cotes amont (fig.2), la fonction '!j;(k) est 
choisie selon (47] avec 

{Pt} ~ { 

La forme integrale s'ecrit 

Wc'n ~ < >/>; > (~' {ui+')- (~' lurl +Llt { [56] 
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Les coefficients de distribution de Ia fluctuation sont done 

Cl'j = 0 ' [57) 

et verifient 

I.e. Ia fluctuation est distribuee selon Ia decomposition bi-region. 
Le schema est localement posit.if sous Ia condition 

(58] 

3.3.3. Schema de Lax-Wendroff 

II est egalement. possible de construire un schema de type Lax-Wendroff dans 
le cadre de Ia methode de Distribution de Ia Fluctuation en choisissant '!j;(k) 

adequatement. Soit 

1/J(k) = < 1/J1 1/J2 1/;3 > ( { N; } + ~t { a· \7 N; } ) 

La forme integrale 

se met alors sous Ia forme 

Les n; se determinent en utilisant [22) 

Nous obtenons 

1 1 D.t k; 
n·=-+---

' 3 2 Ae 
[59] 

Nous retrouvons le schema de Lax-Wendroff qui est lineaire mais non positif. 

3.3.4. Schema non Jineaire NN 

La non linearite du schema est naturellement introduite par !'utilisation de Ia 
vitesse frontale am au lieu de Ia vitesse a., puisqu'ainsi les k; vont dependre de 
\7 u. N ous allons resoudre I 'equation non lineaire 

1l,t + U.m · \ltt = 0 
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qui est cquivalente a 
U,t+a.·V'u=O 

a cause de (40]. II convient de noter que cette approche est purement multidi
mensionnelle. 

II y a cependant une difficulte a definir Ia vitesse frontale dans les regions 
ou Ia solution est lisse (JV'uJ petit). Une combinaison lineaire de a. et de O.m de 
Ia forme 

a. • = O.m + f3 O.p 

est utilisee dans ce cas. Le vecteur a.P = a - am est un vecteur parallele aux 
isolignes (fig.5), et f3 une fonction positive de JVuJ variant entre 0 et 1 qui permet 
d'utiliser une vitesse de propagation egale a am ou a a, suivant que !'on est en 
region lisse (/3 = 1, a• = a) ou en region a fort gradient (/3 = 0, a• =am)· La 
fonction f3 qui intervient dans [60] est definie par 

Sl 

Sl 

Sl 

JVuJ ~ 10-6 

10-6 ~ JVuJ ~ 10- 1 

JV'uJ ~ 10- 1 

am _____ _ a: ________ a 

u=u 

Figure 5 : Vitesse frontale. 

Considerons tout d'abord le cas ou il y aurait un seul ncX:?ud cible determine 
a partir de Ia vitesse a. II n y a pas lieu alors d'introduire Ia vitesse frontale am, 
le schema [52] est encore utilise. 

Si par contre, deux nceuds cibles sont detectes, les coefficients k; sont recal
cules a partir de O.m 

k'!' =~a. · n1· I 2 ffi I [60] 

et on verifie que !'on a encore les memes cotes amant avec a.m. Dans ce cas, 
com me I 'indique Ia figure 6 (a gauche), on se retrouve a distribuer une fluctuation 
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2 

2 

Figure 6 : Schema NN : cas 1 (a gauche). Schema NN : cas 2 (a dcoite). 

due a am. N ous reprenons alors Ia demarche pour definir le schema N en utilisant 
am au lieu de a. 

II pourrait arriver que les nreuds cibles determines a partir de am soient 
differents de ceux determines a partir de a. La figure 6 (a droite) en est une 
illustration; d'apres Ia direction de a Ia fluctuation sera distribuee entre 2 et 3, 
or d 'apres Ia direction de am, elle sera envoyee sur le seul nreud 2. Dans de 
telles circonstances, on choisit le nreud commun qui est ici le nreud 2. 

La logique du schema NN proposee par l'equipe VKI [DSI3+92] est Ia sui
vante : 
Determiner les noouds cibles en utilisant a, 
S'il y a un seul nooud aval, envoyer toute la fluctuation dessus, 
S'il y a 2 noouds aval (2 et 3 par exemple): 
1. Si a.m · n12 > 0 et am· n13 > 0 (fig.6 a gauche) distribuer la 
fluctuation entre les nreuds 2 et 3 suivant [54], le calcul de 
k!t et k!J etant base sur la vitesse frontale. 
2. Siam ·n12 > 0 et am ·n13 < 0 (fig.6 a droite) envoyer la fluc
tuation sur le nreud 2, 
3. Sinon l'envoyer sur le nreud 3 

3.3.5. SclH§ma de niveau de Roe 

Comme dans les autres schemas, si le triangle admet un seul cote amont, Ia 
fluctuation entiere est envoyee sur le nreud aval. Si le triangle admet 2 nreuds 
cibles 2 et 3, deux cas se present.cnt: 

I. La ligne de niveau passant par le nreud amant 1 coupe le cote aval (1) 
(fig.8), alors Ia fluctuation est envoyee sur un seul parmi les nreuds 2 et 
3 de telle sorte que Ia ligne de niveau est redirigee dans Ia direction de Ia 
vitesse de convection. 
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2. Si Ia ligne de niveau passe hors du segment [2,3] (fig.9), Ia fluctuation va 
etre distribuee entre les noeuds 2 et 3 de Ia fa~on suivante: 

[61] 

A; est le ~ de Ia surface de tous les triangles entourant le noeud i, elle est 
representee sur Ia figure 7. 

En comparant [61] a [48], nous obtenons 

d'ou 

Par ailleurs, Ia figure 9 montre que 

u3- u'l 

et de [62]-[63] nous deduisons 

Les coefficients de distribution de Ia fluctuation seront done 

A·(un- un) 
t i 1 . 2 3 

a;= A ( n n) A ( n n) pour l = ' 
2 u 2 - u 1 + 3 u3 - u 1 

L'algorithme du schema de Roe s'ecrit finalement [SDR91] 

If (seul k; > 0) then 
envoyer la fluctuation sur le n~ud i 

else if (seul kk < 0) then 
if ((u;'- uk) (uj- uk) > 0) then 

[62] 

[63] 

[64] 

[65] 

distribuer la fluctuation entre les n~uds et j 
else if ((tti- uk)<Pe) < 0) then 

end if 

envoyer la fluctuation sur le n~ud 
else 

envoyer la fluctuation sur le n~ud J 
end if 

Le denominateur dans [64] peut devenir petit. Ceci se produit si ( u 1 - u3) 
et (u 2 - u3 ) ont le meme signe et sont petits individuellement. Pour que !'on 
ait une indetermination il faut aussi que <Pe soit petit. De tels triangles peuvent 
etre consideres comme etant en equilibre et sont ignores. 
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Figure 7: Surface A; autour du nceud i. 
1 

Figure 8 : Schema de niveau de Roe : cas 1. 
1 

Figure 9 : Schema de niveau de Roe : cas 2. 
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3.4. Linearisation conservative 

Dans Ia section precedente, nous avons presente differents schemas pour une 
vitesse de propagation a(x, y) = a = constante. En pratique, on retrouve des 
vitesses non uniformes autant pour les problemes lineaires (a.= a(x, y)) que non 
lineaires (a= a(u(x, y))). Nous presentons dans cette section, Ia demarche pour 
obtenir une vitesse constante elementaire a, en respectant Ia conservation de Ia 
fluctuation. 

Soit !'equation scalaire non lineaire 

fJu of(u) og(u) -+--+-- =0 fJt ox fJy 

Sous forme quasi-lineaire elle s'ecrit 

avec 

fJu fJu fJu 
- + a(u)- + b(u)- = 0 
at ax oy 

( ) 
- of(u) 

a u - fJu , b(u) = fJg(u) 
fJu 

[66] 

[67] 

On definit les composantes a, b sur chaque element de telle sorte que la fluctua
tion soit conservee par 

[68] 

Une solution pour a, b qui verifie Ia conservation de Ia fluctuation consiste a 
choisir 

r fJ~(u) drle =a r ~u drle , r og(u) drle = b r au drle [69] 
ln. ux ln. ux ln. oy ln. oy 

Sous !'hypothese u, f et g lineaires en x, y sur chaque element, nous obtenons 

3 

u= LN;u; , 
i=l 

3 3 

f= LNd; , g = LN;g; 
i=l i=l 

3 3 3 

'lu = L'l N;u; , 'l f = L'l N;fi , 'lg = L'l N;g; 
i=l i=l i=l 

Compte tenu de [22], a, b sont deduits de [69], 

a= 2: nlixli b = 2: ntiyYi 

L nlix u; ' L nt;y u.; 
[70] 

a et b etant ainsi calcules, tous les schemas de Ia section 3.3 peuvent etre 
appliques pour resoudre !'equation de convection. La forme de Ia fluctuation est 
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similaire au cas de I 'equation lineaire, mais elle est definie a partir des vitesses 
de convection linearisees. En effet, en notant 

I 'expression (68] devient 

-r/Je=Aea·'Vu 

A !'aide de (21] elle se recrit 

1 3 3 -

-r/Je = -a· L u;n1; = L k;u; 
2 

i=l i=l 

ou 
- 1 
k;=-a·n~; 

2 

La fluctuation est uniquement fonction des variables nodales u; et de Ia vitesse 
a, les flux n'ont pas besoin d'etre evalues. 

4. Exemples numeriques 

La validation d'un modele numerique constitue une etape fondamentale dans 
toutes les methodes de resolution numerique. Outre la verification de la program
mation, elle permet de mieux cerner le comportement des algoriihmes. Dans ce 
but, nous soumettons le schema de Lax-Wendroff-Richtmyer (LWR) avec masse 
pleine et les cinq schemas issus de Ia methode de Distribution de Ia Fluctuation, 
a une serie de tests faisant ressortir leurs caracteristiques essentielles. 

Dans les trois exemples que no us allons considerer, le maillage est isotrope 
(fig.10), le pas de temps est !lt = 0.01, et le regime permanent est considere 
atteint lorsque 

4.1. Introduction des exemples 

4.1.1. Discontinuite de contact 

Ce test modelise une discontinuite de contact ( ou on de de cisaillement) (Spe87]. 
II s'agit en fait de resoudre numeriquement !'equation lineaire 

fJu fJu fJu 
-+a-+b-=0 at ax oy (71] 
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Figure 10: Mail/age isotrope. 

ou a= cos22.5°, b = sin22.5°. Le domaine de calcul est le cam~ [0, 1] x [0, 1], 
avec lcs conditions aux limites 

u( X, 0) = 0 , 0 :::: X :::: 1 
u(O, y) = 1 , 0 ::; y::; 1 

Lorsque le regime permanent est atteint, Ia solution exacte est 

{ 
Uex(x, y) = 1 
Uex(x, y) = 0 

SJ 

Sl 

bx-ay<O 
bx-ay>O 

Le maillage est isotrope (fig.10) et comprend 30 X 30 elements. La solution 
initiale est u = 1 sur tout le domaine. 

4.1.2. Rotation d'un profil earn~ 

Ce test concerne le transport d'un profil carre [Spe87], modelise par !'equation 
lineaire a coefficients non constants 

au au au 
-+y--x-=0 at ax ay [72] 

avec les conditions aux limites 

u(x,O) 0 SJ X< -0.65 
u(x,O) 1 SJ -0.65 < X :S -0.35 
u(x,O) 0 Sl -0.35 < X :S 0 

u(-1,y) 0 SJ 0:Sy:S1 
u( x, 1) 0 SJ 0:::: y:::: 1 

Le domaine de calcul etant constitue du rectangle [-1, 1] x [0, 1]. La solution 
exacte vaut 1 entre les deux cercles de rayons 0.35 et 0.65 et 0 ailleurs. 

Le maillage est compose de 60 x 30 elements, et Ia fonction u = 1 est choisie 
comme solution initiale. 
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4.1.3. Equation de Burgers 

(1,1.5) (1.5,1.5) 

(B) 

u = -0.5 

X 

(0,0) (1,0) 

Figure 11 : Equation de Burgers, solution exacte. 

L'objectif est de resoudre !'equation de Burgers [Spe87], qui constitue un modele 
simplifie des equations d'Euler avec presence d'ondes de choc. Sur le domaine 
(0, 1.5] X [0, 1.5], nous resolvons !'equation 

ou ou2 ou 
-+-+-=0 
ot ox oy 

avec les conditions aux limites 

u(x,O) 1.5- 2x Sl 0:Sx:S1 
u(x,O) -0.5 Sl 1 :S X :S 1.5 
u(O, y) 1.5 Sl 0 :S X :S 1.5 

u(1.5, y) -0.5 Sl 0 :S X :S 1.5 

A l'etat permanent, !'equation [73] s'ecrit 

ou2 ou 
-+-=0 
ox oy 

dont Ia solution exacte est donnee par (fig.ll) 

Uex(x, y) = 
Uex(x, y) = 
Uex(x, y) = 

1.5 
-0.5 

1.5- 2x 
1- 2y 

dans Ia region A 
dans Ia region B 

dans Ia region C 

[73] 

[74] 

Le passage de Ia region (A) a Ia region (C) et de Ia region (C) a Ia region (B) se 
fait de maniere continue, alors que durant le passage de (A) a (B), Ia variable 
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subit une discontinuite et passe de 1.5 a -0.5. Le point P origine du choc est de 
coordonnees (0.75, 0.50). 

Le maillage contient 40x40 elements, et Ia solution initiale est u = -0.5 sur 
tout le domaine. 

4.2. Discussion 

Les resultats numeriques sont presentes sur les figures (12, 14, 16) sous formes 
d'isolignes. Des coupes effectuees a X = 1, a y = 0 et a y = 0.975, pour les 
exemples 1, 2 et 3 respectivement, sont representees sur les figures (13, 15, 17). 

Pour le schema LWR, le choc de l'exemple 1 est assez bien localise, mais il y 
a apparition d'oscillations au voisinage de Ia discontinuite. Ces oscillations sont 
assez fortes dans l'exemple 2 bien que !'equation a resoudre est lineaire. Cela 
est dii a Ia vitesse de convection qui contrairement a l'exemple precedent n'est 
pas constante. Dans l'exemple 3, nous assistons a de tres fortes oscillations au 
voisinage du choc. En fait, si l'on tente de resoudre les equations d'Euler avec le 
schema LWR sans addition de diffusion numerique, l'ampleur de ces oscillations 
est tellement intense qu'il devient impossible de converger. II est alors imperatif 
dans ce cas de recourir aux techniques de "shock capturing" afin d'amortir ces 
oscillations. 

Pour les schemas construits par Ia methode de Distribution de la Fluctua
tion, les resultats numeriques confirment les resultats theoriques de Ia section 3. 
La grande diffusion et le manque de precision du schema N, qui est du premier 
ordre sont apparents sur tous les tests. Le schema LDA et le schema de Lax
Wendroff sont nettement plus precis, mais le caractere oscillatoire au voisinage 
de discontinuites est confirme. Egalement, il convient de noter que le schema de 
Lax-Wendroff deduit dans le cadre de Ia methode de Distribution de Ia Fluctu
ation est tres proche du schema Lax-Wendroff-Richtmyer avec masse diagonale 
de Ia section 2. Le schema NN et le schema de Roe sont certes meilleurs, ils 
ne presentent aucune oscillation, mais ils sont tout de meme diffusifs, cela est 
manifeste dans Ia rotation du profil carre (fig.15). Notons que le choc present 
dans le test sur !'equation de Burgers est tres bien capte par ces deux derniers 
schemas. 

5. Conclusion 

Ce travail traite de Ia resolution de !'equation de convection bidimentionnelle 
en presence de discontinuites dans le domaine. Nous utilisons des schemas ex
plicites pour Ia discretisation du temps et Ia methode des elements finis pour Ia 
discretisation de l'espace. Grace a sa souplesse, !'element triangulaire lineaire 
s'adapte particulierement a ce type de problemes. 

Nous avons considerc deux methodes. La premiere, de type centre, consiste 
a determiner Ia solution au cours d'un pas de temps en deux etapes: une colloca
tion par sous domaines avec un element par sous domaine, suivie par !'application 
de Ia methode de Galerkin. Le schema obtenu est conservatif, precis, mais il 
genere des oscillations aux voisinages des chocs et necessite I 'incorporation d 'un 
modele de diffusion numerique. 
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La deuxieme methode, Distribution de la Fluctuation, est de type decentre 
(Upwinding). Bien qu'ecrite initialement dans le cadre des volumes finis, nous 
avons pu reecrire les differents schemas dans un formalisme strictement elements 
finis par un choix adequat de fonctions de pondcration. Les caracteristiques de 
chacun des schemas ayant ete montrees sur une serie d'exernples, nous retien
drons le schema NN, a cause de sa simplicite et sa precision, pour capturer les 
chocs en ftuide compressible dans Ia deuxieme partie de cette etude [BSDN95). 
Il sera compare au schema de Lax-Wendroff-Richtmyer. 

Nous pensons qu'une suite immediate ace travail serait !'application de la 
methode de Distribution de Ia Fluctuation a !'equation de convection-diffusion. 
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(e) (f) 

Figure 12: Onde de cisaillement : (a) schema LWR, (b) schema N, (c) schema LDA, 
(d) schema Lax- Wend rolf, (e) scl1ema NN, (f) schema de Roe. 
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Figure 13: Onde de cisaillement : (a) schema LWR, (b) schema N, (c) schema LDA, 
(d) schema Lax-Wendroff, (e) schema NN, (f) sd1ema de Roe. 
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Figure 14 : Rotation d'un profil cam§ : (a) schema LWR, (b) schema N, (c) schema 
LDA, (d) schbua Lax- Wend rolf, (e) schema NN, (f) schema de Roe. 
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Figure 15 : Rotation d'un pcofi.l cam§ : (a) schema LWR, (b) schema N, (c) schema 
LDA, (d) schema Lax-Wendcoff, (e) schema NN, (f) schema de Roe. 
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Figure 16: Equation de Burgers: (a) sdH~ma LWR, (b) schema N, (c) schema LDA, 
(d) schema Lax- Wend rolf, (e) schema NN, (f) scl!ema de Roe. 
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Figure 17: Equat.ion de Burgers: (a) schema LWR, (b) schema N, (c) schema LDA, 
(d) scl!Cma Lax-Wendroff, (e) schema NN, (£)schema de Roe. 
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