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RESUME. Les technologies informatiques nouvelles dans le domaine du calcul nunu!rique 
permettent aujourd'hui d'aborder les problhnes de nuicanique c/e maniere diffirente. Ainsi le 
developpement de Ia programmation orientee objet a permis de restructurer les codes de 
calcul numerique bases sur Ia methode des e/bnents finis [ZJM 92] avec pour effet d'en 
faciliter le developpement et Ia maintenance. Dans le cadre de cet article, on propose une 
formulation orientee objet appliquee a Ia derivation symbolique et a Ia programmation 
automatique des formes matricielles e/ementaires pour Ia methode elbnents finis. 

ABSTRACT. New technologies in computer science applied to numerical computations allow 
new approaches of mechanical problems. The development of object-oriented programming 
leads to better structured codes for the finite element method and facilitates development and 
maintainability. The purpose of this paper is to extend the object-oriented approach to the 
symbolic derivation and automatic of the elemental matrix fonns of the finite element method. 
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1. Introduction 

En mecanique, Ia demarche elements finis (E.F.) par approche variationnelle 
conduisant de Ia forme forte d'un probleme aux conditions de bord a !'obtention 
d'un code de calcul numerique peut s'averer longue et fastidieuse. Celle-ci ctebute 
par le choix d'une formulation variationnelle, I'obtention d'une forme faible 
convenable, le choix de Ia discretisation du milieu et des interpolations des 
differents champs consideres, )'obtention des formes matricielles et enfin Ia 
programmation de celles-ci dans un code existant, Ie cas echeant. Ainsi de 
nombreux dcveloppements destines a automatiser, en partie, certaines operations 
ont ete realises. Le calcul symbolique represente un apport considerable dans cette 
demarche. L'utilisation de logiciels de calcul symbolique permet de generer des 
formes matricielles et de les implementer dans des langages existants. Une 
premiere approche de ce type a consiste a utiliser un Iogiciel de calcul symbolique 
afin de resoudre un probleme particulier en fonction de parametres ; cette demarche 
est illustree sur des exemples simples d'elasticite dans [lOA 93]. Une autre 
demarche consiste a calculer symboliquement les matrices de masse ou de rigidite, 
ou leurs coefficients et a generer le code E.F. correspondant ; [HOA 80] [NOO 79] 
[CEC 77] [BAR 89] [KOR 79] et [WAN 86] en sont des exemples (Ia plupart de ces 
Iogiciels de calcul sont d'ailleurs capables de generer le code correspondant a une 
expression symbolique). Ces systemes necessitent cependant une etude theorique 
prealable et semblent relativement lourds a utiliser, bien qu'ils reposent sur un 
concept de programmation automatique. 

Le but de cette etude est done de donner a l'ingenieur mecanicien un 
environnement capable, d'une part, d'effectuer les differentes derivations 
symboliques du probleme de fa<;on quasi automatique, en generant en particulier les 
formes matricielles symboliquement, et d'autre part, de generer automatiquement le 
code correspondant. Les donnees que l'on souhaite introduire au depart sont les 
equations differentielles du probleme initial. Le systeme doit alors laisser tous les 
degres de liberte necessaires a l'utilisateur pour resoudre le probleme, et ce dans un 
environnement interactif relativement convivial. Ceci est illustre par l'exemple de 
I'elastodynamique lineaire sur Ia figure 1. 

Cet article presente d'abord brievement le travail realise precedemment dans 
I' application de Ia programmation orientee objet a Ia methode elements finis 
(implementation directe des formes matricielles), travail qui a debouche sur Ia 
realisation du logiciel FEM-Object (voir Figure 1, codage direct dans le code E.F.). 
Une approche similaire a ete appliquee a I'etude theorique qui precede 
!'implementation du code numerique, approche qui ctebouche sur Je code FEM­
Theory (voir Figure 1, les outils de manipulations symboliques permettent d'obtenir 
une forme du probleme que I' on introduit automatiquement dans le code E.F. FEM­
Object). Ainsi, le nouvel environnement cree, qui combine FEM-Object et FEM­
Theory, permet d'avoir une demarche continue depuis les equations differentielles 
du probleme pose, jusqu'a Ia generation du logiciel E.F. qui est automatique. Les 
differentes barrieres entre formes symboliques et numcriques sont effacees. 
L'environnement de programmation qui a permis cette integration est 
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SMALLTALK. Au stade actuel du developpement, le logiciel FEM-Theory permet 
d' apprehender toute forme variationnelle qui fait intervenir des formes lineaires et 
des formes bilineaires dont les termes peuvent inclure des derivees premieres. 
L'extension de Ia meme approche a d'autres formes variationnelles et a d'autre 
termes derives ne presente cependant aucun probleme de fond. 

Probleme aux conditions debord FEM-Th eory 

a.; . .~+~= P u,, surQ 

cri1 = cijl..lEll surQ ; E" = Syrn(uu) sur Q 

u="ll sur din; a,,n, = F; sur(),Q 

u(l =0) = u0 sur Q; .Qll (t = 0) = tt 
()t 

surQ 

OUTILS DE 
MANIPULATIONS 
SYMBOLIQUES 

------- ---------- ------... ! c .. .. = § .g 
0 '"' ·~ e 
c = w c 

I Structure 
I Oonneei 

Code Elements Finis 

H Structure I ---------- I Resullats I CALCUI. 

FEM-Object 

Figure 1. Demarche de resolution d'un probleme par fa methode elements finis 

2. Un langage a objets: SMALL TALK 

La programmation par objets dans les langages SMALLT ALK et C++ 
appliquee a Ia M.E.F. est largement decrite dans [ZIM 92], [DUB 92] et [DUB 93]. 
II est cependant intcressant de revenir sur les raisons qui ont amenc au choix de 
SMALLTALK pour cette etude, et non de C++ par exemple, le logiciel FEM­
Object existant dans les deux versions [DUB 92] et [DUB 93]. 

Tout d'abord il ressort nettement que SMALL TALK est un outil de prototypage 
des plus agreable et rapide ; C++ est par contre plus performant du point de vue 
calcul numerique. Cette convivialitc vient du fait que plus qu'un langage de 
programmation, SMALLTALK est un environnement complet : environnement 
graphique, outils de dcbogage, ... Ne voulant dcvelopper qu'un prototype, il etait 
nature! de profiter de l'environnement SMALLTALK, etant donne que pour le 
programme projete ( FEM-Theory ) Ia vitesse d'execution n'est pas un facteur 
fondamental. Cet environnement de programmation posscde de plus, un ensemble 
important de classes predcfinies, source importante d'outils pour le developpement. 
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Davantage encore, dans I'environnement SMALLTALK les modules FEM­
Theory et FEM-Object sont regroupes dans un meme environnement, ce qui permet 
d'avoir une demarche completement continue des equations differentielles d'un 
probleme, aux tests numeriques du modele, et ce sans compilation et lancement de 
modules independants. II est possible, pour cette raison, d'avoir une demarche 
similaire a celle d'un developpement sur papier pour Ia theorie, avec Ia possibilite 
d'effectuer des tests relativement importants, bien que limites par le manque de 
performance de SMALL TALK. 

3. Implementation de FEM-Object dans l'environnement SMALL TALK 

3.1. Probleme de reference et hierarchie 
Le probleme initial sur lequel est base Ia hierarchisation, est celui de 

l'elastodynamique Iineaire debouchant sur le probleme semi-discret 
Md" + Kd = f(t) ou M, Ia matrice de masse, K Ia matrice de rigidite et f(t) le 

vecteur force generalisee sont formes a partir des contributions elementaires. Le 
schema d'integration dans le temps choisi ici est un schema implicite de differences 
finies, l'algorithme de Newmark. De ce probleme de reference sont tires les objets 
necessaires a Ia resolution. Ainsi, dans Ia hierarchic (Figure 2), on peut distinguer 
des objets decoulant de !'analyse E.F.(classe Element, ... ), d'autres de !'analyse du 
schema d'integration dans le temps (classe TimeStep, ... ) et enfin d'autres 
representant des outils (classe Tool, .... ), tel que le schema d'integration numerique 
par exemple. 

3.2. Description des principales classes 

La hierarchic de FEM-Object est completement decrite dans [DUB 92]. 
Cependant, une breve description des principales classes liees a !'analyse E.F. est 
necessaire a Ia bonne comprehension de l'environnement complet, et met de plus en 
evidence Ia demarche systematique de description des codes objets. 

La classe Element et ses sous-classes 
L'element est !'objet dont !'existence apparalt Ia plus evidente, et qui contient 

toutes les informations venant des equations differentielles du problemc. Les sous­
classes d'Element heritcront des attributs et methodes communs a toutes les classes 
et implementeront les comportements particuliers. 
Les tikhes realisees par !'element se decomposent en trois parties : 

- identifications et manipulations des attributs suivants : noeuds, nombre de 
noeuds, materiau, charges reparties, points de gauss. 

- calcul et assemblage des matrices de masse et de rigidite, et vecteur force 
generalisee 
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- mise a jour a chaque pas pour les calculs dynamiques ou non lineaires. 

Les sous-classes d'Eiement (PlainStrain, Truss2D, ... ) prendront en charge les 
taches suivantes : 

- methode d'instanciation (il n'y a pas d'instances de Ia classe Element, mais de 
ses sous-classes) 

- calculs des matrices d'interpolations (necessaires au calcul des matrices 
elementaires) et calcul de Ia loi de comportement 

- calculs lies au schema d'integration choisi, ici gaussien : calculs des points de 
gauss, de Ia matrice jacobienne (changement de repere local/global). 
Une grande partie du comportement lie a l'assemblage est ctelegue au noeud et au 
degre de liberte. 

FEMObjcct 
FEMComponent 

Dof 

Element 
PlaneStrain 
Truss2D 

Load 
BoundaryCondition 
Body Load 

DeadWeight 
NodaiLoad 
SurfaceLoad 

LoadTimeFunction 
ConstantLTFunction 
PeakLTFunction 

Material 
Node 
TimeStcp 

NewmarkStep 
StaticStep 

Domain 
LinearSystem 

BandSystem 
FuiiSystcm 

Tool 

FEMTheory 

GaussPoint 
Polynomial 

N.B. : les classes souligm!es correspondent a l'environnement 
SMALL TALK de base [SMA 93b I 

Figure 2. Hierarchie de FEM-Object [DUB 92] 
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La classe Node 
Le noeud definit sa position par l'intermediaire de l'attribut dictionnaire des 

coordonnees. De Ia meme fa~on, il manipule ses degres de liberte, son tableau 
d'assemblage dans le systeme lineaire global, et !'ensemble de ses charges nodales. 
On peut noter que !'element s'adressera a lui pour !'assemblage dans le systeme 
global d'equations. 

La classe Dof 
Cette classe a pour but de separer les operations associees a un seul degre de 

liberte. Ainsi, il manipulera les inconnues, Ia numerotation associee dans le 
systeme lineaire, et Ia manipulation des conditions debord cinematiques. 

La classe Domain 
Cette classe represente le probleme numerique a resoudre. Son comportement se 

decompose en deux parties : 
- se definir et manipuler ses composantes : ensemble d'elements, de noeuds, des 

pas de temps, des pas de charge, ... 
- resoudre le probleme, c'est a dire former le systeme lineaire a chaque pas de 

temps et lui demander de se resoudre. 

La classe TimeStep et ses sous-e/asses 
Cette classe est au temps ce que Ia classe Element est a l'espace. Ce sont done 

ses sous-classes qui implementent Ia technique de resolution de !'equation 
differentielle ordinaire et done Ia manipulation des coefficients algorithmiques. 

Cette description mettant en evidence les principaux objets et leurs 
comportements associes permet d'identifier aisement les parties de code qu'il est 
necessaire de creer pour introduire une nouvelle theorie dans FEM-Object. Si l'on 
desire implementer un nouveau schema d'integration dans le temps, on creera une 
sous-classe de TimeStep ; pour un nouveau schema d'integration numerique, on 
creera une classe du meme type que GaussPoint et on modifiera en consequence les 
classes ou !'integration intervient ; pour une nouvelle theorie, on implementera un 
nouvel element (sous-classe de Element). Ces trois dernieres remarques mettent en 
evidence les changements apportes a Ia structure et a !'organisation des codes E.F. 
par Ia programmation orientee objet, ce qui les rend plus facilement cxtensibles et 
reutilisables. 

4. Implementation de FEM-Theory dans l'environnement SMALL TALK 

La suite de cet article s'attache a montrer comment, partant d'une theorie, on 
peut arriver a !'implementer dans l'environnement decrit ci-dessus de fa~on quasi­
automatique. 
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4.1. Probleme de reference et hierarchie 

4. 1.1 - Probleme de rejirence 
Le probleme theorique choisi pour degager Ia demarche et les objets necessaires 

a Ia hierarchisation est celui de l'elastodynamique lineaire. La formulation complete 
de Ia forme forte du probleme se trouve sur Ia figure 3. Les notations usuelles sont 
utilisees (voir [HUG 87]). La demarche choisie pour appliquer Ia methode E.F. est 
!'approche par formulation variationnelle. Ellc est illustree par Ia figure 3. 

I. 

'n 

Forme forte 
£~uation d',l.qulllf.r<>' 

o,_,+f=pu,. U 

(ondotions d<> bord 

o. II I = F, 

u = n 
Cundthuns initi~k'5 · 

u '( 0. 11.) = u~ 

U{ 0. It)::: U 

U>i de cnmport.,ment : 

0 • = C.., E 

n 

u 

n 

Choix de l'utilisateur: 

- fonctions de ponderation M · 1 · 
-formulation variationnelle : = = = = .. ampu allons 
- integration par par1ies. substitution.... 11 

symboliques 

2. 

3. 

Forme faible 

{ p u • w ) u + a { u , w I = ( w • f ) , + ( w , F )1 • n - a ("'I' , w ) 

Choix de l'utilisateur: 
-fonctions d'intef(X>lation o· , . . 
- nombre de nocuds . - - -- - --a...._ IscrellsatiOn 
-dimension de l'espace ·- - -- - ~ •lr automatlque 

M d 

Systeme matriciel 

+ K d = r Forme symbolique 

Generation 
automatique 
d'un element dans 

, lr un code existant 

Code Elements Finis 

Figure 3. Demarche generate de resolution par approche variationnelle. 
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Afin de limiter !'etude, on ne prendra pas en compte le schema d'integration 
dans le temps. 

Une etude detaillee de Ia demarche permet de mettre en evidence trois etapes 
illustrees en figure 3. La premiere est le passage du probleme sous forme 
differentielle a une forme faible equivalente, forme necessaire a !'application de Ia 
methode E.F. Ceci necessite un certain nombre d'operations et un utilisateur 
competent : choix de Ia formulation variationnelle, integration par parties de 
certains termes, remplacement de certains termes, . .. La deuxieme partie 
correspondant a !'application de Ia M.E.F. peut etre entierement automatisee, a 
condition qu'un certain nombre d'indications soit donnees par l'utilisateur 
(dimension de l'espace, nombre de noeuds, nom des fonctions d'interpolation pour 
un champ considerc, ... ). L'automatisation de ce processus est illustree par un 
exemple. 
Choisissons le terme suivant: 

a(u, w) = f cijklu(i,j)w(k,l) dv 
Q 

On note u<UJ Ia partie symetrique de l'opcrateur gradient applique au champ 

vectoriel u et C est un tenseur du 4iernc ordre. 

A pres discretisation, l'operateur a(., .)devient a(u", w") = d' Kd* ou uh et wh 
sont les approximations des champs u et w et ou les matrices sont dCfinies de Ia 
fa9on suivante : 

K= A~~,(k") 

d = A:~1 (de) 
d* =A 11

" (d*e) 
e=l 

ou A exprimc roperateur d'assemblage des contributions elementaires. 

Les matrices elementaires s'expriment alors de Ia fa9on suivante: 
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e = [k;QJ 

k~8 = J B~DB; dv 
n, 

k e 'k" PQ =e; ABej 

avec: 

1 ~ P, Q ~nee= (ned'nen) 

P = ned(A -I)+ i 

Q = 11 ed ( B- 1) + j 

nee est le nombre d'equations de !'element 

ned est le nombre de degres de liberte par noeud 

ne" est le nombre de noeuds de I' element 

11sJ est Ia dimension de I'espace 

ek represente le k-ieme vecteur de base 

F 

B 

D 

D
El I I. . . 
C Jest a 01 constitutive. 

On peut noter que dans Ia formation de e Ia matrice BA (voir [HUG 87]) 

decoule de Ia discretisation de l'operateur gradient applique a u et B8 • de Ia 

discretisation de l'operateur gradient applique a w. Ainsi on peut reconstituer 
automatiquement les matrices elementaires a partir des champs et de l'operateur qui 
leur est applique. II ne reste alors qu'a calculer les structures B; pour le champ 
considere. C'est cette demarche qui a ete adoptee pour !'approximation elements 
finis dans FEM-Theory. 

Notons enfin que pour cette seconde etape le resultat de Ia discretisation de Ia 

forme faible consideree est : dm Md* + d' Kd* = f' d* ou d* decoule de w, le 

champ virtue!. Afin d'obtenir Ia forme desiree pour !'implementation, il faut 
invoquer le fait que cette equation est vraie quel que soit d* , on peut alors ecrire : 

dm M + d' K = f' . Cette operation constitue un nouvel outil pour Ia forme 
discretisee. La forme ainsi obtenue est exploitable pour generer le logiciel, c'est Ia 
troisieme et derniere etape de Ia demarche. 
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Les objets degages de cette etude sont enumeres et brievement presentes ci­
dessous. 

L'objet le plus evident qui apparait pour construire !'abstraction des equations 
differentielles du probleme est !'expression. Celle-ci est organisce sous forme de 
somme de produits de termes. La classe Expression, abstraction de !'expression, a 
done pour principal attribut une liste modelisant le comportement d'une somme, 
instance de Ia classe SumList. Cette liste contiendra elle meme des instance de Ia 
classe ProdList, classe qui modelise le comportement de produit de termes ou 
d'expressions. On peut noter que le produit a pour attribut un signe (+ ou -). Enfin, 
l'entite de base est le terme. II est decrit sur Ia figure 4. Ces attributs sont son nom 
et ses differents indices. Afin d'illustrer cette description, Ia figure 5 montre un 
exemple d'abstraction d'expression ; produits, sommes et termes y sont 

representes. L'expression ( cr ij,j + f; )w; est le produit de !'expression ( cr ij,j + f;) 

et du terme W;, le tout avec un signe positif. L'expression (crij.j+ f) est Ia 

sornmc de deux produits contenant chacun d'eux un seul terme, respectivement 

cr ij.j et f. 

L'expression : (cr ... + [)wi !J,j t 

Son abstraction : 

I 
- - - - - - -

l ,- - - -
1 '- -

I 
I 11+1 ·a I 

I 
y,j ' 

I + - - - I 

:1+1 
'-

I 
I 

1\,tt () .. . I t: I 
I 

lJ,J I 
- -

I 
Nom:U Nom: (I 

- - - -
lndit.:cs: I Indices: IJ 
Indices de dCrivation : - Indices de derivation : J L..6ganda: - - Somma 
Indices de derivation Indices de derivation 
par rapport au temps : tt par rapport au temps : - --- Produil 

Tanna 

Figure 4. Deux abstractions de termes Figure 5. Abstraction d'une expression 

A partir de ces quatre objets, on pcut deja modeliser partiellement le systeme 
differentiel de depart (Figure 3, point I). Afin de modeliser une formulation 
variationnelle, d'autres objets sont necessaires. 
L'integrale, classe Integral, est le premier d'entre eux. On peut decrire l'integrale 
comme suit (Figure 6) : 
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f cr if.jwi dv 
n 

- fonction de l'integrale : cr ij ,j wj 
- domaine: n 

Figure 6. Abstraction d'une integrate 

Les attributs importants de Ia classe sont done sa fonction, instance de Ia classe 
Expression, et le nom de son domaine d'integration, une chaine de caracteres. 
L'ecriture d'une formulation variationnelle necessite d'avoir a sa disposition une 

fonctionnelle (classe Functional), par exemple 1 = J (cr ... + f - pu 
11 

)w. dv. 
1),) I I, I 

n 
Une fonctionnelle est une expression dont les entites de base sont des integrates ; 
expression et fonctionnelle ont done des comportements voisins. 

Une formulation variationnelle est une equation dont les membres de droite et 
de gauche sont des fonctionnclles. Le nom de Ia classe est done IntEquation. 

Le systeme matriciel de Ia figure 3, finalement, est un ensemble d'equations 
dont lcs membres sont des expressions discretisees (classe DiscretizedExpression), 
e'est a dire que les entites elementaires de ces expressions particulieres son! ici des 
matrices de discretisation (classe DiscretizationMatrix), expressions symboliques 
des matrices clementaires, et dont lc comportement est proche de cclui du tcrme. 
Ainsi dCcrits, lcs objets peuvent ctre hierarchises. 

4.1.2- Hierarchie 

La hierarchic proposee, suffisante pour resoudre le probleme considere, est 
montree dans Ia figure 7. Les differentes classes enumcrecs dans le paragraphe 
precedent sont integrees dans l'environnement SMALL TALK ([SMA 93a et b]). 

On remarque tout d'abord que FEM-Object (code E.F.) ct FEM-Theory 
coexistent dans Ia memc hierarchic. Programmer en SMALL TALK ne revient qu'a 
enrichir l'cnvironncment de base. Ceci se fait de trois manieres differentes: 

-specialisation de classes cxistantcs par ajout d'une sous-classe 
- ajout de nouvelles classes 
- ajout de comportements particuliers a des classes existantes (ajout de methodes) 

Ainsi lcs classes simulant les sommes et produits ne sont que des specialisations 
d'une classc existantc representant une collection ordonnec d'objets quelconques 
(classe Ordered Collection). Les classes SumList et ProdList sont ainsi rcgroupees 
sous les deux classes abstraites FEMTheoryOrderedCollection et 
Expression Lists. La premiere regroupe toutes les classes particulieres que l' on 
utilisera pour cet environncment, Ia deuxieme les deux types de Iistes utiles a 
)'abstraction d'expressions et de fonctionnelles. 
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La majeure partie des classes sont regroupees sous Ia classe abstraite FEMTheory. 
On remarque que les classes Functional et DiscretizedExpression ne sont que des 
specialisations de Ia classe Expression, leur structure est Ia mcme. La meme 
remarque peut etre faite pour les classes IntEquation et Term pour leurs sous­
classes respectives. 
Enfin, notons que quelques methodes ajoutees a Ia classe String (abstraction d'une 
chaine de caracteres [SMA 93a et b)) permettent d'instancier les expressions a 
partir de chaines de caracteres. 
Cet environnement permet de deriver symboliquement les formes successives du 
probleme, et d'effectuer les calculs symboliques necessaires afin d'obtenir les formes 
souhaitees. 

Collection 
Indexed Collection 

OrderedCollection 
FEMTheoryOrderedCollection 

Expression Lists 
Prod list 
SumList 

FEMObject 

FEMTheory 
Expression 

DiscretizedExprcssion 
Functional 

FEMMatrices 
BiMatrix 
NiMatrix 

Field 
Integral 
lntEquation 

DiscretizedEquation 
System 
Term 

DiscretizationMatrix 

N.B. : les classes soulignees correspondent a l'environncment 
SMALL TALK de base [SMA 93b]. 

Figure 7. Hierarchie de FEMTheory 
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4.2. Description des classes 

4.2.1. Classe FEMTheory et ses sous-classes 

La classe FEMTheory 
Cette classe regroupe les principales classes ajoutees a Ia hierarchic. Elle n'est 
jamais instanciee. Son seul attribut est hierarchicParent. Toutes les sous-classes 
heriteront de celui-ci. Cet attribut permet de faciliter Ia circulation d'information 
entre objets, de Ia fa~on suivante : 

L'objet formulation variationnelle (instance de Ia classe lntEquation) a une 
structure de "poupees gigognes". Son membre de gauche est une fonctionnelle, 
c'est a dire une "liste somme" (instance de SumList) de "listes produits" 
(instance de ProdList), contenant elles-memes des integrales. La fonction a 
integrer est une expression, une fois de plus liste de listes de termes. Si I' on 
considere que chacun de ces termes a besoin d'une meme information, le plus 
simple est alors de Ia stocker au niveau de !'equation. La difficulte consiste 
ensuite pour le terme a remonter a celle-ci. Or, si par exemple !'objet "integrale" 
(instance de Integral) connai't sa fonction a integrer ou si les "listes sommes" 
connaissent leurs elements (listes produits), Ia reciproque n'est pas vraie et done 
les informations ne peuvent circuler que de haut en bas (encapsulation des 
donnees). Pour palier a cet inconvenient, on donne a chaque objet un attribut 
hierarchicParent qui n'est que !'objet qui est au dessus de lui dans cette 
structure ; une hierarchic de structure est creee. Ainsi si un objet desire une 
information qu'il n'a pas, il Ia demande a !'objet qui le contient, son attribut 
hierarchicParent. Celui-ci fait de meme s'il n'a pas !'information, le message 
remonte ainsi jusqu'a ce qu'un objet ait le moyen de retrouver !'information 
demandee. Le comportement est illustre ci-dessous. 

La classe FEMTheory n'implemente que le comportement generique lie a son 
attribut hierarchicParent. Prenons par exemple Ia methode qui permet de 
retrouver Ia dimension de l'espace. Elle est implementee ici de Ia fa~on suivante: 

giveS pace Dimension 

A hierarchicParent gi veSpaceDimension 

C' est une instance de Ia classe lntEquation qui est en me sure de fournir Ia 
dimension de l'espace. Elle dispose en cela de Ia methode suivante: 

giveSpaceDimension 

spaceDimcnsion isNil 

iffruc:[ spaceDimension :=self getSpaceDimension]. 

AspaceDimension 
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Grace au polymorphisme, le message «self giveSpaceDimension» renverra a Ia 
methode correctc, cclle qui correspond a !'objet Iui-memc (self). 
Toutes Ies autres methodes de cette classc sont basees sur ce meme principe. 

La classe Expression et ses sous-classes 
La classe Expression 
Lc comportement de Ia classe comprend trois parties. 

La premiere conceme toutes les manipulations symboliques. On notera les outils 
mathematiques d'addition, multiplication, ... , d'inversion, de derivation en repere 
local et global, ... Des methodes de recherche de terrnes de types particulicrs, 
recherche d'une divergence par exemple (methode giveDivTerm qui renvoie Ie 
premier terme dont I'operateur applique est Ia divergence). De plus, !'expression 
peut effectuer une distribution complete de tous ses terrnes, et effectuer un 
remplacement de ses terrnes par d'autres terrnes. 
La seconde partie concerne Ia discretisation d'une expression (par exemple du type 

CiiklE k/u)E ii ( w)). 

La troisieme touche a Ia creation de code. 
II est important de noter que Ia quasi totalite du comportement de Ia classe est 
deleguee a I' attribut «SOmme», instance de Ia classe SumList. 

Les smts-classes de Ia classe Expression 
La classe Functional 

La totalite du comportement lie a Ia manipulation (expansion) est heritee de Ia 
super-classe mis a part les taches de generation de code et de discretisation qui sont 
specifiques. De plus, Ia fonctionnelle pourra demander a une de ses composantes 
(integralc) de s'integrer par parties. 

Classe DiscretizedExpression 
Les remarques concernant Ia classe precedente restent valables. 

Seuls deux outils de manipulation et un outil d'analyse sont ajoutes, a savoir une 
methode qui invoque Ia minimisation par rapport a un champ virtue!, une methode 
qui transpose ses terrnes, et enfin une methode capable de rechercher Ia Iiste des 
instances de DiscretizationMatrix provenant de champs virtue is. 

Les Classes FEMMatrices, BiMatrix and NiMatrix 
Ces classes implementent Ies structures de base permettant Ia generation des 

matrices elementaires. L'implementation d'un nouvel operateur mathematiquc dans 
Ia theorie entralne Ia creation d'une nouvelle sous-classe. La classe BiMatrix 
correspond a I'operateur B issu de I'operateur gradient (voir [HUG 87]). 

La classe Integral 
Cette classe implemente sensiblement les memes outils qu'Expression en ce 

qui conceme Ies manipulations ( addition, soustraction, developpement, ... ). La 
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difference notable est que Je dcveloppement d'une integrale utilise Ia propriete de 
linearite de J'integrale. 

La classe IntEquation et ses sous-classes 
La classe IntEquation 

Les taches principales de cette classe sont les manipulations des donnees Jiees 
aux inconnues du probleme et aux differents termes. Cet objet englobe Ia totalite 
des autres objets composant le probleme avant discretisation ; apres discretisation, 
c'est une instance de DiscretizedEquation qui joue ce rOle. 

La classe DiscretizedEquation 
Le comportement qui concerne les manipulations est herite. Seules les taches 

nouvelles liees a Ia nature des composantes elementaires sont implementees, c'est a 
dire «invocation de l'independance lineaire» des equations du systeme differentiel 
et transposition. 

La classe System 
L'invocation de l'independance lineaire de Ia forme faible discretisee par 

rapport a chacun des champs virtuels donne a priori un systeme d'equations (cas 
des formulations mixtes). Cet objet n'intervenant que dans Ia troisieme ctape de Ia 
demarche, son comportement n'est lie qu'a Ia generation de code et a Ia 
manipulation de donnees ( dimension de l'espace, nombre de noeuds 
geometriques, ... ). On peut noter que Ia fonction de generation de Ia matrice 
jacobienne (changement de repere local/global dans Ia formulation E.F.) lui 
incombe. Ceci s'explique par le fait que cet objet est Ia representation complete du 
probleme, et qu'en particulier il contient les notions relatives a !'element (elements 
finis), celui-ci etant defini par rapport a un repere de reference local. 

La classe Term et ses sous-classes 
La classe Term 

La particularite de cet objet reside dans le fait qu'il est capable de s'analyser. II 
peut rechercher sa nature, c'est a dire savoir s'il est un champ vectoriel ou scalaire, 
determiner l'operateur qui lui est applique, donner sa nature (virtue! ou solution). 
De plus, il possede tout le comportement permettant de se discretiser, suivant sa 
nature. 

La classe DiscretizationMatrix 
Son comportement est lie au fait que cette classe represente !'abstraction des 

matrices elementaires. On peut ainsi Ia transposer, effectuer des substitutions dans 
sa matrice et !'objet sait s'analyser : matrice definie sur un domaine, sur son bord, 
inconnue, loi de comportement, ... 
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4.2.2. Classe FEMTheoryOrderedCollection et ses sous-classes 
La classe ExpressionLists et ses sous-classes 

La classe ExpressionLists 
Cette classe abstraite ne fait que specialiser le comportement de Ia classe 

existant a Ia base, c'est a dire OrderedCollection. Cette classe a un seul attribut 
hierarchicParent (voir classe FEMTheory). Ainsi, aux methodes de base sont 
ajoutees des methodes plus appropriees de manipulation des objets contenus. Par 
exemple, Ia methode d'ajout d'un objet a Ia liste, modifie l'attribut 
hierarchicParent de ce dernier, qui devient Ia liste elle-meme. 

La classe SumList 
Cette classe est impliquee dans Ia construction des objets expression 

(Expression), fonctionnelle (Functional) et expression discretisee 
(DiscretizedExpression). Son comportement est tres lie a celui de ces classes 
(l'attribut «Somme» de ces objets est une instance de SumList). Son comportement 
se decompose en trois parties. La premiere conceme les manipulations de liste. On 
trouve ici des methodes liees a !'expansion d'expressions, additions, mais 
egalement des methodes !ices a Ia derivation d'expressions. Pour une somme, 
!'operation de derivation n'est qu'une simple manipulation : Ia somme demande a 
ses produits de se deriver (Ia derivee de Ia somme est cgale a Ia somme des 
derivces). La deuxieme partie est !'analyse de ses composantes comme par exemple 
le recherche d'un tem1e sur lequel est applique l'operateur divergence. Les taches 
sont deleguees aux produits. La troisieme est Ia discretisation de celle-ci, egalement 
deleguce aux produits. 

La classe ProdList 
Les taches associees a cet objet peuvent etre classees en trois groupes, de Ia 

meme fa<;:on que pour Ia classe SumList. Les manipulations principales effectuces 
sur Ia liste produit sont l'ajout et l'enlevement d'elements d'une autre liste, et Ia 
derivation qui est implementee de fa<;:on naturelle (fg )' = J'g + fg'. L'analyse de 

ses composantes constitue Ia partie Ia plus importante de son comportement. Le 
produit peut retrouver toutes sortes de termes contenus, par exemple un champ 
virtue! ou un champ solution. Enfin, pour le processus de discretisation, le produit 
demande leur discretisation a chacun de ses tennes, et rearrange leurs differentes 
contributions pour construire Ia matrice elcmentaire finale. 

4.2.3. Methodes ajoutees a une classe: classe String 
La saisie des differentes equations se fait via le clavier et done des chaines de 

caracteres. Ainsi Ia classe String aura deux methodes supplementaires, Ia premiere 
instanciant les entites elementaires que sont les terrnes et Ia deuxieme instanciant 
les expressions. 
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4.3. Genericite de l'environnement 

Du point de vue des manipulations symboliques, l'environnemcnt crec pcrmet 
]'introduction de n'importe quel type d'cquations diffcrentielles dans les 
formulations choisies ; en effet, Ia convention de notation indicielle le permet. Le 
seul outil spccifique developpc ici, est ]'integration par parties avec application du 
theoreme de Ia divergence. On peut envisager aisement ]'introduction de nouveaux 
outils a ce niveau, ou Ia modification d'outils existants, telle que Ia separation des 
taches d'integration par parties et d'application du theoreme de Ia divergence, et ce 
sans avoir a reprendre le code de FEM-Theory. II suffit de venir ajouter les 
methodes realisant ces manipulations. L'objectif d'enrichissement de 
l'environnement avec de nouveaux outils de manipulation est atteint. 

D' un point de vue E.F., les operateurs qui peuvent etre traites sont restreints a 
ceux correspondants aux structures B et N clementaires (voir [HUG 87]). La prise 
en compte de nouveaux operateurs necessite I' enrichissement de Ia classe 
FEMMatrices. Le traitement d'un meme operateur, via des structures matricielles 
diffcrentes, necessite, en plus, une possibilite de choix laissee a l'utilisateur, entre 
plusieurs structures. L'objectif d'enrichisscment de l'environnement avec des 
structures de traitement des operatcurs differentiels nouveaux est egalement atteint. 

La description de Ia hierarchic permettant d'obtcnir le systeme matriciel sous 
forme symbolique etant terminee, il reste a etablir le lien entre les deux "modules", 
FEM-Theory et FEM-Object de I'environnement. Ceci est fait par l'interrnediaire de 
Ia generation automatique d'un nouvel clement dans FEM-Object. 

5. Generation automatique du code Elements Finis en SMALLT ALK lien 
entre les environnements symbolique et numerique 

La derniere ctape dans le symbolisme est Ia generation du code. Les forrnules 
ainsi programmees seront evaluees numeriquement. Le devcloppement des 
paragraphes precedents montrc qu'il suffit, a partir du systeme matriciel obtenu, de 
gencrer unc sous-classe de Ia classe Element dont toutes les taches sont devalues au 
calcul des matrices elementaires. 
Toutes les informations necessaires a Ia generation de Ia classe sont encapsulees 
dans les differcnts objets composant !'instance de System. Ainsi chacun d'eux va 
apporter les informations qu'il possede quand celles-ci lui seront demandees. 
Implementer en SMALL TALK revient en fait a enrichir I'environnement soit en 
ajoutant des classes soit en ajoutant des methodes. Les classes cles de Ia 
programmation automatiquc sont les classes DiscretizationMatrix, Matrix, 
Integral et Expression. En effet, ce sont elles qui vont creer lc code proprement 
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dit, les autres classes ne faisant que contr61er le processus en creant par exemple les 
selecteurs de methode ('computeStiffnessMatrix', 'computeMassMatrix' ... ). 

La classe System 
L'ordre de creer un nouvel element est cnvoye au systeme. Celui-ci cree alors une 
sous-classe a Ia classe Element de FEM-Object. II donne a cette classe Ia methode 
d'instanciation de !'element. Le message permettant decreer les methodes de calcul 
de Ia matrice jacobienne est egalement envoye, car le systeme possede cette 
information (information globale concernant le changement de repere local/global). 
Le reste du comportement est delegue aux instances de DiscretizedEquation. 

La classe DiscretizedEquation 
Les tiiches sont deleguees a !'instance de DiscretizedExpression formant le 
membre de gauche (tousles termes etant prealablement ramenes dans ce membre). 

La classe DiscretizedExpression 
Les taches sont deleguees a l'attribut «somme» instance de SumList 

La classe SumList 
Les taches sont deleguees a chaque instance de ProdList contenue dans SumList. 

La classe ProdList 
La Iiste va determiner Ia nature de Ia matrice elementaire en vue de creation de Ia 
methode permettant de l'evaluer numeriquemcnt dans FEM-Object. Ainsi, A dans 
le produit Ad,,, sera reconnue matricc de masse et il lui sera demande decreer une 

methode de selecteur de methode 'computeMassMatrix', alors que B dans le produit 
Bd sera reconnue matricc de rigidite (selecteur de methode 
'computeStiffnessMatrix'). Si le produit nc contient qu'un seul tcrme, c'cst que Ia 
matrice correspond a unc contribution de force generalisee (de volume ou de 
surface) ; les taches de creation de code lui sont done deleguees pour Ia creation 
d'une methode de calcul de charges. 

La classe DiscretizationMatrix 
Son comportement a deux aspects. 

- dans Ia methode createMethod: aSelector inElement: anElement les taches 
sont decentralisees vers l'attribut elementaryMatrix, une matrice instance de 
Matrix. 

- dans Ia methode createLoadMethodslnE!ement: anElement !'objet detennine 
s'il est defini sur le domaine ou sur son bord et envoie un message dont le sclectcur 
de methode est celui prescntc ci-dessus. 
Le reste du comportement est decentralise vers !'instance de Matrix de l'attribut 
«matrice eiCmentaire». 
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La suite de Ia description est consacree aux classes qui vont creer le code de calcul 
proprement dit. 

La classe Matrix 
L'objet matrice a deux types de methodes a creer: 

- le premier est Ia methode qui renverra Ia structure matricielle et qui calculera 
chacun des coefficients de Ia matrice. 

- le deuxieme est !'ensemble des methodes permettant de calculer chacun des 
coefficients ; ceci est laisse a Ia charge de chacun des coefficients de Ia forme 
symbolique (non anticipation sur leur nature) 
Decrivons le processus a partir d'un exemple simple. Prenons Ia matrice 2:2 
suivante: 

[
objl 

stiffnessMatrix = obj
3 

obj2] 
obj4 

ou obj I, obj2, obj3 et obj4 sont des objets pouvant etre des instances de Integral, 
Matrix ou Expression (non-anticipation sur le contenu de Ia matrice). 
Le code gcnere par !'objet matrice pour le calcul de Ia matrice stiffnessMatrix sera 
(le selecteur de methode choisi est 'computeStiffnessMatrix' ): 

computeStiffnessMatrix 
I answer I 

Commentaires 

answer:= Matrix new: (2@2). Creation d'une mat rice 2:2 

answer at:( 1@ 1) put: (self computeStiffnessMatrix 11 ). Met/a valeur du resultat ducal cui 

answer at:( 1 @2) put: (self computeStiffnessMatrix 12). 
answer at:(2@ 1) put: (self computeStiffnessMatrix21 ). 
answer at:(2@2) put: (self cornputeStiffnessMatrix22). 

~answer 

'selfcomputeMatrixX11' en position 1:1 

Renvoie Ia reponse 

La matrice demande ensuite a ses composantes obj I, obj2, obj3 et obj4 de creer les 
methodes leur permettant de se calculer, en leur donnant le sclecteur de methode 
correct. Pour !'objet obj I, ce selecteur est : 'computeStiffnessMatrix II', 'II' 



346 Revue europeenne des elements finis. Vol. 4 - no 3/1995 

indique Ia composante concernce et est rajoute au selecteur de Ia matrice elle­
meme. II en est ainsi pour chacune des composantes. 

La Classe Integral 
La liste des taches !ices a l'integrale pour Ia creation de code est Ia suivante: 

- creation d'une methode qui renvoie le tableau des points de gauss (le choix du 
type d'integration se fait ici, on pourrait par exemple realiser unc integration 
symbolique exacte) 

-creation de Ia methode qui renvoie le calcul numerique de l'integrale 
- envoi du message permettant a Ia fonction a integrer de creer les methodes 

pour se calculer (cas de !'integration numerique) 
Si l'on considere l'exemple suivant: 

objl = J objx dv 
D' 

Le code cree pour calculer numeriquement l'integrale par un schema numerique de 
type Gauss est (le selecteur de methode 'computeStiffnessMatrix II' pour cal euler 
objl provient de l'exemple precedent): 

Commentaires 
computeStiffnessMatrix II 
I answer gaussPointsArray gp coordinates weight function determinant I 

answer:= 0. 
gaussPointsArray :=self giveGaussPoint~Array. 

lnitialisatioll de Ia valeur d 0 
lnstanciation des points de Gauss 

Schema d 'inti~? ration 

gaussPointArray do:[:gpl Boucle sur les poims de Gauss 
liP estle point de Gauss courant 

coordinates := gp giveCoordinates. Recuperatimz des coordomzees de gp 

function :=self computeStiffnessMatrixFunction !!At: coordinates. Calcul de lafmzction d integrer de 
obj I qui est( ({a cree sa methode de 

cal cui) 

determinant :=(self giveJacohianMatrixAt: coordinates) detcnninate. Calcul du determinant de Ia 
jacobienne llll point couraiZI 

weight := gp give Weight. Recuperation dupoids de liP 

answer:= answer+ (function* dctenninate *weight). 
]. 

"answer Ren I'Oie Ia reponse 
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L'integrale demande ensuitc a sa fonction, ici f, de creer sa methode pour se 
calculer en un point quelconque passe en argument. Le selecteur de methode 
correct lui est donne. Pour !'objet f, ce selectcur est 
'computeStiffnessMatrix llFunctionAt:', 'FunctionAl:' indique que fest Ia fonction 
d'une integrale. 
Remarque : f peut etre une instance des classes Integral, Matrix ou Expression. 

La classe Expression 
Le principe de creation de methode dans !'element considere est le suivant. II s'agit 
de creer Ia chaine de caracteres correspondant au code source en declarant les 
variables, ici locales au niveau de Ia methode, et en les instanciant (module de 
Young par exemple), Ia forme symbolique de !'expression etant obtenue par le 
message : self printString ; c'est une chaine de caractere. La chaine ainsi obtenue 
peut etre compilee. 
Dans Ia continuite de I'exemple precedent, on supposefinstance de Expression, et 
de Ia forme: 

f = ((0.5x+0.5)x1 + (0.5x -0.5)x2)ES((0.5x+ 0.5)x1 + (0.5x -0.5)x2) 

La methode correspondante est alors : 

computeStiffnessMatrix II FunctionAl: point 

I answer material x xI e s I 

material :=self giveMaterial. 
e :=material give: 'youngModulus'. 
s := material give: 'area'. 

x := point giveCoordinate: I. 

xI :=(self giveN ode: I) giveCoordinate: I. 
x2 :=(self giveN ode: 2) giveCoordinate: 2. 

answer:= ((0.5*x+0.5)*x I +(0.5x-0.5)*x2)*e*s 
*((0.5*x+0.5)*x I +(0.5*x-0.5)*x2). 

~answer 

Comment aires 

Declaration des variables 

L'etement donne son materiau 
Le materiau donne ses caracteristiques 

lnstanciation de Ia coordonnee courante 

Instanciation de Ia coordonnee courante 
pour les noeuds 

Calcul de /'expression (ses variables sont instanciees) 

Renvoie Ia reponse 

II est a noter que l'utilisateur doit fournir Ia liste des constantes qu'il a utilisees 
ainsi que Ia correspondance avec cclles que !'on trouvera dans le fichicr de donnees 
du probleme numerique. Par convention, les variables x, y, z correspondent aux 
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coordonnees du point courant, et les variables xi, x2, yl, ... , yN, aux coordonnees 
des noeuds de I' element. 

Cette part de comportement depend bien entendu du langage d'implementation, 
mais seulement d'un point de vue syntaxique. La localisation des taches est tout a 
fait generate. Le meme schema peut s'appliquer a n'importe quel couple langage 
informatique I code E.F. 

6. Applications 

Dans cette partie, sont decrits deux exemples d'ecoles de derivation, depuis Ia 
formulation du probleme variationnel, jusqu'au test numerique des elements crees. 
On n'ira pas au deJa de cet aspect descriptif dans le cadre de cet article. Ces 
exemples ont ete choisis de fa<;on a avoir une formulation tres classique (equation 
de Ia chaleur) et une formulation mixte (probleme de stokes). Les aspects 
theoriques des deux formulations developpees dans cette partie sont decrits en 
details dans [HUG 87]. 

6.1. Equation de Ia chaleur 

6.1.1. Formeforte duprobleme 
La fonne forte du probleme aux conditions de bord et conditions initiates peut 

etre donnee comme suit [HUG 87] : 

Trouver T: Q X [0, T] telle que: 

pCT,, +q;,; = f sur Qx]O,T[ 

T = g sur r~: X ]0, T( 

-q;n; = h 

q; = -KijT,j 

T(x,O) = T0 (x) 

sur r, X ]0, T[ 

sur Qx]O,T[ 

XE Q 
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ou: 
Q est le domaine 
rh est le bord du domaine sur lequel sont appliquees les 
conditions naturelles 
fg est le bord du domaine sur lequel sont appliquees les 
conditions essentielles 
Test le champ de temperature solution 
f, g, et h dependent des coordonnes spatiales et 
temporelles 
n est Ia normale exterieure au domaine 

6.1.2. Formulation variationnelle 
La formulation variationnelle du probleme proposee est Ia suivante : 

Soit'Vl'ensemble des champs de temperature virtuels: 

V={T(x,t)xE QettE [O,T]I T(x,t)=OpourxE rg etTreguliere} 

Soit S !'ensemble des champs de temperature solutions: 

s={T(x,t)xE QettE [O,T]IT(x,t)=g(x,t)pourxE rg 
et T reguliere } 

Trouver T E S telle que V w E 11 on 
ait : 

J pCT,1 wdv + J qi,i wdv = J fwdv 
n n 

avec J pCT(O)wdv = J pCT0wdv 

6.1.3 Derivation dans FEMTheory 

Notation 
Apres derivation complete du probleme Ia fenetre de FEMTheory 

(environnement fenetre Windows) se presente comrne le montre Ia figure 8. II est 
tout d'abord necessaire de decrire les notations employees (Tableau 1). Le principe 
de representation est que tout objet est capable de donner sa representation sous 
forme de chaine de caracteres. Ainsi une expression recompose sa representation en 
demandant a chacune de ses composantes de lui fournir sa contribution. 
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La convention adoptee iciest qu'un terme est represente par une lettre capitale, son 
nom, les indices etant des lettres minuscules et les indices de derivation etant 
precedes d'une virgule. Cela permet de conserver des notations proches de celles 
utilisees couramment. 

Figure 8. Derivation du probleme de thermique dans FEMTheory 

Notations mathematiques Notation dans FEMTheory 
usuelles 

a 2U. 
Terme 

__ I 
Ui,tt 

dt 2 

Expression pCT, +qii (RCT,t+Qi,i) 

Integrale I q .. wdv 
1,1 INT { (Qi,iW) II D} 

D 

Fonctionnelle I qi,iwdv+ I fwdv INT{(Qi,iW) II D}+INT{(FW) II D) 
D D 

Equation I qi,iwdv+ I fwdv = 0 INT{(Qi,iW) II D}+INT{(FW) II D}=(O) 
D D 

Tableau 1. Notations employees dans FEMTheory 
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Description 
Decrivons le probleme a partir de l'ecran de FEMTheory (Figure 8). Les outils 

disponibles sont regroupes dans le bas de Ia fenetre. Chacun d'eux envoie un 
message soit a l'objet courant, c'est a dire a celui represent€ sur Ia derniere ligne 
ecrite a l'ecran, soit a I' objet selectionne a l'ecran. Celui-ci reagit en fonction de Ia 
methode activee. Ces outils sont presentes et decrits dans [EYH 94], nous ne nous 
interesserons ici qu'aux derivations apparaissant sur Ia fenetre principale. 

- Ligne I: La saisie des differentes composantes permettant d'instancier 
!'objet represente sur cette ligne, c'est a dire une instance de IntEquation, se fait 
par l'intermediaire de fenetres de saisie. Les expressions simples et equations sont 
instanciees a partir de chaines de caracteres, par exemple Ia chaine «DCT,t+Si,i­
R=O» pour former le principe variationnel. Ainsi on appellera «D» Ia densite 
volumique du milieu (a ne pas confondre avec le domaine ayant le meme nom) et 
«C» Ia capacitc thermique du milieu. 

- Ligne 2: Afin de pouvoir traiter convenablement chacun des membres du 
principe variationnel dans le but d'obtenir une forme faible, il est necessaire de 
developper Ia ligne 1. Le bouton 'Expand' permet de realiser cette operation. Les 
fonctions a integrer de chaque integrale sont developpces (instances d'Expression) 
et Ia proprictc de lincaritc de l'intcgrale est appliquee. Les deux instances 
d'integrales sont remplacees par trois nouvelles instances dans le membre de 
gauche de !'equation (lhs). 

- Ligne 3: L'instance representee par «INT{(WSi,i) //D)» est seleetionnce a 
l'ecran sur Ia ligne 2 pour etre integree par parties (en fait pour integration par 
partie et application du theoreme de Ia divergence), en activant le bouton 
'Integrate by parts' ; le message correspondant est envoye a !'instance selectionnee. 
Elle est remplacee dans I' equation par deux instances de Integral dont les 
fonctions a integrer sont instanciees a partir du sien. L'instanciation des nouveaux 
termes se fait a partir des noms et indices des termes initiaux. On peut noter ici le 
tcrme «Ni» qui represente par convention Ia normale extcrieure a Ia surface au 
domaine et le caractere «d» place devant le nom du domaine qui repnSsente le bord 
de celui ci. 

- Ligne 4: L'instance «INT{(NiWSi)//dD} est selectionncc a l'ecran afin 
d'utiliser Ia condition de bord naturelle. Par l'intermediaire d'une fenetre, 
l'utilisateur donne d'une part !'expression qu'il veut remplacer et d'autre part celle 
par laquelle il veut Ia remplacer. La fonction a integrer, instance d'Expression, 6te 
de ses composantes les instances de termcs concernces, ici «Ni» et «Si», et les 
remplace par Ia nouvelle instance d'Expression contenant une seulc instance de 
Term: «(F)». L'outil permettant cette operation est 'Substitute'. 

- Ligne 5: La meme operation qu'cn ligne 4 est rcalisce pour utiliser Ia loi 
constitutive. 
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- Ligne 6: La meme operation qu'en Iigne 2 est realisee, c'est a dire que les 
deux membres de !'equation sont developpes. 

- Ligne 7: L'objet de Ia ligne 6 represente une forme faible du probleme. 
Dans le passage des !ignes 6 a 7 sont condensees les operations suivantes : passage 
de Ia notation tensorielle a Ia notation vectorielle, approximation du probleme par 
Ia methode de Galerkin, discretisation du domaine en elements et interpolation des 
differents champs sur !'element. Ce schema est pour !'instant le seul implemente, et 
le bouton 'Discretize' permet d'envoyer le message correspondant aces operations 
a I' objet equation. Le processus de discretisation a ete decrit precedemment. 
L'utilisateur aura a fournir un certain nombre de renseignements tels que Ia 

dimension de l'espace, le choix de !'interpolation (u = ~ N d. par exemple, le L II 

I 

choix des fonctions d'interpolation pouvant etre realise plus tard), choix des 
coefficients des matrices constitutives,... Le resultat est une instance de 
DiscretizedEquation dont Ia representation est sur cette ligne. On peut noter que Ia 
representation d'une matrice elementaire, donnee par son attribut name, indique Ia 
fac;:on dont elle a ete obtenue ; par exemple «INT[t(B(N)) Kl B(N).]» represente 

une matrice de type rigidite, elle est obtenue par le produit B' KB integre sur le 
domaine elementaire (notation definie dans [HUG87]). Dans ce cas, I' operateur B 
est applique aux fonctions d'interpolations N; . 

- Ligne 8: L'equation de Ia ligne 7 etant verifiee pour tout d• , son 
coefficient est identiquement nul. Cette operation est realisee sur I' equation 
discretisee avec l'outil 'Invoke linear independance' et elle est realisee en utilisant 
l'outil de derivation, derivation par rapport aux termes decoulant de Ia 
discretisation de champs virtuels. Le resultat de cette operation est un ensemble 
d'equations instances de System (voir Ia formulation mixte du deuxieme exemple), 
chaque instanced' equation etant ajoutee a celui-ci. 

- Ligne 9: 
-~: La premiere chose que !'on puisse faire est de transposer chaque 

membre de !'equation. Le bouton 'Transpose' permet de realiser cette operation. 
Chacun des termes de !'equation discretisee, qui sont des instances de 
DiscretizationTerm, est transpose, c'est a dire que sa matrice elementaire est 
transposee et qu'il est affecte d'un indice de transposition indiquant dans Ia 
representation que le terme a ete transpose. 

-J::!: Cet objet etant Ia representation du systeme a partir duquel on pourra 
generer le code E.F. il faut remplacer les differentes fonctions d'interpolation par 
leurs valeurs dans les matrices elementaires. u ne fenetre permet de selectionner 
differents types de fonctions et de les attribuer aux fonctions, ce sont des fonctions 
bilineaires sur un element a 4 cotes. Cette operation consiste a Creer un dictionnaire 
de fonctions dans lequel sont mises les fonctions et leurs derivees successives (qui 
sont evaluees symboliquement), et a remplacer les differentes fonctions par leurs 
valeurs dans l'attribut elementalMatrix des instances de termes discrctises. 

-f: La derniere etape est Ia generation automatique de code. La seule 
option possible pour !'instant est Ia generation d'un element dans FEM-Object 
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version SMALL TALK. Pour cela il faut cliquer le bouton 'SMALLTALK' dans la 
fenetre FEMObject. Le message 'createNewElementlnFEMObject' est envoye a 
l'objet System. La procedure suit ensuite la description donnee dans le chapitre 
precedent. 

Le but de la demarche n'est pas aujourd'hui de generer du code pour effectuer 
des calculs importants (en d'autres termes, le code genere n'est pas optimise). II 
permet cependant de realiser des calculs suffisarnment grands pour tester 
I' approche utilisee. Ceci est montre a l'aide du test numerique suivant. 

6.1.4. Test de !'element 

Formulation du probleme numerique 
Le probleme test que I' on se propose de resoudre dans cet exemple est presente 

en figure 9. 
Le maillage du domaine est presente figure 10, il contient 27 elements. 
Les coefficients sont pris tels que (voir notation dans la derivation dans 
FEMTheory): 

D=l U.S.I.(densite), C=lO U.S.I. (capacite calorifique) et K=lO 
U.S.I.(conductivite therrnique) 

Figure 9. Description du probleme Figure 10. Maillage du domaine 

Resultats 
L'integration dans le temps se fait par la methode de Newmark (voir [HUG 87] 

pour la theorie et [DUB 92] pour !'implementation dans FEMObject) avec a=0.5. 
Le pas de temps est pris egal a 0.1. Les resultats sont presentes en figure 11. 
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Figure 11. Resultats numeriques 

On observe que le champs de temperature converge vers Ia solution du regime 
etabli qui est un gradient uniforme de temperatures. Ce calcul permet ainsi de 
valider Ia formulation choisie. 

6.2. Probleme de Stokes 

Le but de ce paragraphe est de montrer que !'approche proposee est applicable a 
des formulations rnixtes. La presentation est Ia meme que pour le paragraphe 
precedent. Seules seront commentees les specificites liees a cette formulation. 

6.2.1. Forme forte du probleme 

La forme forte du probleme aux conditions de bord peut etre donnee ainsi [HUG 
87] : 

Trouver u: Q telle que : 

(J ij,j + fi = 0 

u .. =0 
1,1 

U; =g; 

cr ijnj = h; 

cr ij = - p8 ij + Tij 

Tij = Kijklcij(u) 

surQ 

surQ 

sur rg; 

sur rh; 

surQ 

surQ 
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ou: 
Q est Je domaine 
rg, est lc bord du domaine sur Jequel sont appliquees Jes 

conditions essentielles 
r,, est le bord du domaine sur Jequel sont appliquees Jes 

conditions naturelles 
u est Je champ de vitesse 
p est le champ de pression 
f, g, et h dependent des coordonnees spatiales 

6.2.2. Formulation variationnelle 

La formulation variationnelle du probleme proposee est Ia suivante : 

Soit'Vl'ensemble des champs de vitesse solution: 

'V={u(x)xE Q I u(x)=OpourxE ['g etu reguliere} 

Soit S I' ensemble des champs de vitesse virtue is : 

s={u(x)xE Q I u(x)=g(x)pourxE ['g etu reguliere} 

Soit PI' ensemble des champs de pression solution : 

p = {p(x) X E Q I p reguliere } 

II suffit ici de definir un seul ensemble de champ de pression p car Je probleme ne 
fait pas intervenir de condition de bord en pression. On prendra Je meme ensemble 
pour les champs de pression virtue! ou solution. 

Trouver U E S et p E i2' tel que : 

I w(cr ... +!, )dv +I qw .. dv = 0, V wE 'Vet V q E P 
I lJ ,) l J,l 

n n 

6.2.3. Derivation dans FEMTheory 

La figure 12 montre Ia derivation du probleme. 
La description est Ia meme que celle faite dans Ia partie precedente. On peut 

simplement noter certains points interessants lies a Ia formulation mixte. Ainsi a Ia 
Iigne II on peut noter que le systeme possede deux equations, cela venant du fait 
que Ia formulation est construite a partir de deux champs virtuels (pression et 
vitesse). En bref: 

Ligne I: Representation du probleme. 



356 Revue europeenne des elements finis. Vol. 4- no 311995 

Figure 12. Derivation du probleme de Stokes dans FEMTheory. 
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Ligne 2: Developpement de chaque membre de !'equation. 
Ligne 3: Integrations par parties et 'application du theoreme de la divergence a 

«INT{ (WiSij,j)//D }. 
Ligne 4: Separation de la partie spherique et deviatorique du tenseur «Sij». 

«Dij» est la representation de la fonction Dirac. 
Ligne 5: Developpement de chaque membre de !'equation. 
Ligne 6: Substitution de «Sij» en utilisant la loi constitutive. 
Ligne 7: Substitution de «SijNj» en utilisant la condition debord naturelle. 
Ligne 8: Developpement de chaque membre de !'equation. 
Ligne 9: Substitution de «Wi,jDij» par «Wi,i» (contraction d'indices). 
Ligne 10: Approximation et discretisation du probleme. 
Ligne 11: Invocation du principe d'independance lineaire. 
Ligne 12: Resultat de la transposition. Remplacement des fonctions 

d'interpolation (fonctions bilineaires pour la vitesse, constantes pour la pression). 
Generation du code E.F. 

6.2.4. Test de /'element dans le code FEMObject 

Formulation du probleme numerique. 
Le probleme numerique choisi pour illustrer cette partie est celui de 

l'ecoulement le long d'une cavite. 11 est decrit en figure 13. Le maillage contient 
121 elements (Figure 14 ). 
Le coefficient de viscosite dynamique est pris egal a 1. 

;1~-1 v-o 
J 

u-c:~ v=O ~~~ 

, 
~~=0 v=O 

10111111 

1 
... I 

Figure 13. Description du probleme Figure 14. Maillage du domaine. 
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Resultats numeriques 
Les resultats numeriques sont donnes figure 15 pour les donnees ci dessus ; 

ainsi les !ignes de courant et le champ de pression sont donnes. Ces resultats, ainsi 
que tous les autres exemples realises permettent de montrer que cette formulation 
n'est pas adequate, en particulier pour Ia pression (par exemple un maillage 10*10 
elements met en evidence le phenomene de 'checkerboard' dfi au choix de 
!'interpolation). Ainsi, des formulations stabilisees seront plus appropriees pour ce 
genre de calculs. On a ainsi pu tres rapidement verifier que cette formulation ne 
conduit pas a des resultats satisfaisants. 

Figure 15. Presentation des resultats numeriques pour le probleme de Stokes. 

7. Conclusion 

L'approche proposee dans cet article permet d'effectuer la derivation des formes 
matricielles et leur programmation automatique dans un code existant, directement 
a partir des equations differentielles. Les operateurs reconnus a ce jour, sont la 
partie symetrique de 1' operateur gradient applique a un champ tensoriel, 1' operateur 
gradient applique a un champ scalaire, et ce quel que soit la dimension de 1' espace. 
L'environnement est limite a des problemes lineaires. La suite logique du travail est 
done d'augmenter le nombre d'operateurs, et d'etendre leur application au domaine 
de Ia mecanique non-lineaire. 

L'approche developpee ici est tout a fait generale et peut etre envisagee avec 
n'importe quel type de langage. On s'est restreint ici a implementer le code E.F. 
FEM-Object en version SMALL TALK par souci de rapidite de mise en application 
des concepts. La convivialite de l'environnement SMALLTALK et I' aspect nature! 
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de sa conception en font un puissant outil de prototypage. FEM-Object version C++ 
sera utilise lorsque lc souci d'efficacite dans le calcul numerique predomine. 

La derivation s'effectue dans un environnement graphique permettant de 
realiser les differentes operations naturellement (fenetres, boutons, selection a 
l'ecran, ... ). Ce nouvel environnement, FEM-Theory, permet d'avoir une demarche 
continue depuis le probleme theorique pose, jusqu'a Ia generation automatique du 
code numerique. Cette approche a etc testee sur des problemes simples aux 
conditions initiales et conditions de bords. La derivation complete d'un probleme 
prend environ une heure, tests compris. L'interet d'un tel outil pour evaluer le 
potentiel d'une nouvelle formulation variationnelle est mis en evidence en 
particulier par une tentative de formulation simple du probleme de Stokes. 

Ce type d'approche s'insere dans le cadre plus large des systemes d'aide a Ia 
conception dans le cadre de !'analyse mecanique. On se rCferera a [FRI 92] et 
[TWO 93]. L'approche objet apporte un modele nature! de description du probleme. 
Ainsi, on pourra s'affranchir de toute etude sur papier pour les developpements 
theoriques, ici une nouvelle formulation pour Ia M.E.F., et reduire le temps de 
developpement. 

Une approche symbolique-objet a ete choisie afin de s'eloigner de Ia 
programmation, et de se rapprocher du langage nature! du mecanicien : on 
manipule ici des expressions, integrales, formulations variationnelles,... On 
s'affranchit ainsi des contraintes de programmations liees aux outils de calculs 
symboliques classiques. L'apport d'outils de haut niveau d'abstraction est d'une 
aide considerable en mecanique. Dans lc domainc des codes numeriques, !'approche 
orientee objet a apporte de grands changements dans !'organisation et Ia 
construction des codes. Une meilleure organisation du logiciel permet d'en 
ameliorer Ia maintenance, Ia reutilisabilite, et I' extension. 

Les caracteristiques de Ia programmation orientee objet conduisant a ce resultat 
sont !'encapsulation des donnees, !'organisation hierarchique du code associee a Ia 
notion d'heritage, le polymorphisme et enfin !'envoi de messages. II en resulte des 
codes de modularite accrue, permettant un prototypage rapide, et une 
decentralisation complete du controle au niveau du programme, qui ressemble alors 
davantage a un assemblage de modules plus ou moins independants, mais 
appartenant au memc cnvironnement. 
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