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RESUME. Ce papier presente une etude numerique du comportement d'un modele base sur 
!'approximation quadratique en elements finis pour Ia modelisation de problemes transitoires 
de transport par advection-diffusion. Ce modele repose sur une technique classique de 
fractionnement (splitting) en temps de !'equation de transport. La partie d'advection est 
traitee avec une approche Taylor-Galerkin 8-ponderee de deuxieme et troisihne ordre. 
Quant cl !'equation de diffusion, elle est discritisee par un schema standard du type Galerkin 
8-pondere. Pour ces deux phases et cll'aide d'une analyse de Fourier, une etude d'erreurs est 
proposee en considerant des elements quadratiques. Les resultats de cette analyse revelent 
des informations intiressantes sur le comportement de schemas numeriques bases sur des 
approximations elevees. Ces informations sont validees par quelques tests numeriques 
representatifs cl une et deux dimensions. 

ABSTRACT. This paper presents a numerical study of the behaviour of a model based on 
quadratic finite element approximation for transient advection-diffusion problem modelling. 
This model is based on a classical splitting technique, the advection-diffusion equation being 
split in time. The advection part is computed by a &-weighting Taylor-Galerkin approach. As 
to the diffusion equation, it's discretized by a standard &-weighting Galerkin scheme. For 
these two phases and based on Fourier method, an error analysis is proposed using 
quadratics elements. Results of this analysis show interesting investigations on the behaviour 
of numerical schemes based on high approximations. These investigations are confirmed by 
some representative numerical examples in one and two dimensions. 

MOTS-CLES: advection-diffusion, splitting, Taylor-Galerkin, analyse de Fourier, 
approximation quadratique. 
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1. Introduction 

II est a present bien connu que les methodes numcriques standards produisent des 
oscillations parasites et non physiques lorsqu'elles sont appliquees aux problemcs 
advectifs de transport. C'cst ainsi que durant les deux dernieres deccnnies de 
nombrcux chercheurs et praticiens des techniques numeriques ont essaye d'apporter 
unc interpretation et des remedes aux deficiences en question. 

Une des plus celebres contributions reside dans les travaux de Donea qui 
remontcnt deja au debut des annees quatre-vingts. En effct, a Ia lumiere des 
observations soulignccs par Morton et Parrott [MOR 80] concernant les fonctions de 
ponderations de Petrov-Galerkin, Donea [DON 84] introduisit !'approche Taylor­
Galerkin (TG) en elements finis pour modeliser les problemes transitoires 
d'advection. La philosophic de Ia methode consiste a faire preceder Ia discretisation 
spatiale par Ia discretisation temporelle en considerant un dcveloppcment en seric de 
Taylor du tcrme transitoire, ce qui est !'inverse de Ia demarche classique sui vie par Ia 
methode des elements finis. Une analyse complete de Ia methode est presentee dans 
Ia reference [DON 87]. 

En utilisant une technique de desintegration d'operateurs diffcrentiels proposee par 
Marchuk en [MAR 75] sous ]'appellation "Splitting method" et par Yanenko (voir 
[Y AN 79]) comme 'fractional-step method", Donea eta!. ont presente [DON 84] une 
extension de Ia methode TG aux problemcs transitoires d'advection-diffusion. 
L'application de cette demarche aux equations de Navier-Stokes a aussi fait !'objet 
des recents travaux de Laval [LA V 88, LA V 90]. Toutefois, le problemc des 
conditions aux limites a prcscrire lors de Ia modclisation de chacune des phases 
d'advection et de diffusion en utilisant ladite methode de desintegration reste critique. 
C'est d'ailleurs Ia ou reside Ia faiblesse de Ia strategic en question. 

La methode Taylor-Galerkin est encor~ discutee dans un des plus recents articles 
de Donea [DON 92] en utilisant des elements lineaires. Une presentation synthetique 
des methodes adaptees a Ia resolution par elements finis des problemes de transport 
par advection-diffusion est aussi exposee. 

Dans le present travail, on se propose de tester et d'analyser l'algorithme Taylor­
Galerkin/splitting en utilisant des fonctions d'approximation quadratiques en 
elements finis. Pour ce faire, le probleme transitoire d' advection-diffusion d' une 
variable scalaire est considere. Pour chacunc des equations d'advection et de diffusion 
et sur Ia base d'une analyse de Fourier, une etude detaillee des eneurs numeriques est 
presentee dans un contexte unidimensionnel. Des tests numeriques a une dimension 
sont prevus pour verifier les resultats de cette etude. Quelques exemples en deux 
dimensions sont aussi traites avec des maillages en elements quadratiques de forme 
triangulaire (T6) et quadrilaterale (Q9). Une discussion sur les resultats obtenus et 
leur comparaison avec les recents travaux de Donea et a!. [DON 92] est enfin 
pn!sentee. 

Le contenu de !'article est orclonne comme suit: clans Ia section suivante le 
probleme de transport par advection-diffusion est pose. La section 3 est reservee a un 
bref rappel de Ia technique de fractionnement. Les formulations par elements finis 
choisies pour les deux problemes d'advection et de diffusion sont detaillees a Ia 
section 4. A pres une presentation de I' analyse d'erreur dans Ia cinquicme partie, les 
tests numeriques en une et deux dimensions sont considcres dans Ia section 6. Une 
conclusion est finalcment presentee. 
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2. Probleme transitoire d'advection-diffusion 

Le probleme classique de transport d'une quantile scalaire ¢par advection­
diffusion en regime transitoire consiste a trouver 1/J(x,t), X E .Q et t E ]0, T[, T>O, de 
sortc que: 

¢,~ + u.V¢- V.vV¢=/ , sur .Q, tE ]0, T[ [IJ 

ifi._x,t) = d(x,t) , sur f".1, IE )0,71 [2] 

n(x). v V ifi._x,t) = g(x,t) ,sur~. f E )0,71 [3] 

¢(x,O) = ¢0(x) , XE f2 [4] 

oi1: f, ¢: .Q--?/ff., d: ~1 --?/ff. et g: TR--?/ff. sont des fonctions prealablement specifices. 

u represcnte le vecteur vitesse suppose solenoi'dal, i.e, V.u=O, et v>O denote le 
coefficient de diffusion. t clesigne Ia variable temps et T Ia periocle temporelle 
cl'ctude . .Q est un borne de !ff.2 de frontiere Tdecomposee comme suit: 

[5] 

Par n on note le vecteur normal a r 
En realite, !'usage de Ia technique de fractionnement pour Ia resolution d'un tel 

probleme pose dans certaines circonstances de serieuses difficultes, specialement pour 
les conditions aux limites a prescrire a Ia sortie du domaine d'etucle. Par exemple, 
clans le cas de !'equation d'advection, des conditions de type [2] ne pcuvent etre 
envisagees a Ia partie aval de l'ecoulement. 

Ceci etant souligne, le probleme cl'advection-cliffusion trait€ clans Ia suite du 
present travail est suppose clepourvu de ccs particularites. Le second membre de 
I' equation [ 1] est aussi suppose absent. 

3. Strategie de resolution: technique de fractionnement 

En un premier temps, nous utilisons une technique de fractionnement pour fairc 
eclater en temps les deux operatcurs clifferentiels de !'equation [1]. En effet, si on 
considere I' equation [I] sans second membre, Ia philosophic de fractionnement 
consiste a reecrire cette equation sous Ia forme: 

C/J,r + 0¢ = 0 [6] 

avec: 

[71 

Sur l'intervalle tempore! L1t=t"+ 1-t". le probleme [6] peut etrc represente par: 

'p=i,2 [8] 
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de sorte que pour p= I, le probleme [8) decrit Ia phased' advection, so it: 

[9) 

et pour p=2, le problcme [8) decrit Ia phase de diffusion, soit: 

[10) 

avec Ia notation: 

m"-m" m"-m"+l thn+l_fh"+l 
'1'1-'1' , '1'2-'1'1 et 'I' -'1'2 [II] 

4. Formulation par elements finis 

II s'agit de discretiser les problemes [9) et [ 10] sur une peri ode temporelle egale a 
dt= f''+ 1.t". Ces deux problemcs sont traites separement avec des schemas 
convenables de discretisation comme l'indiquent les points ci-dessous. 

4.1. Phase d'advection 

La phase d'advection est done representee par !'equation [9) qui, rapportee au 
temps t''=ndt, s'ecrit: 

[12) 

n+l 
Par un developpement en serie de Taylor au quatrieme ordre de ¢1 =~A(x,(n+ I )Lit) 

autour de (x,ndt), on deduit: 

[13) 

ou a,, all et am designent les symboles de derivation partielle temporelle premiere, 
seconde et tertiaire respectivcment. 

De meme, si on effectue un dcveloppcmcnt similaire de ¢1(x,nLlt) autour de 

(x,(n+ I )Lit) , il dccoule: 

[14) 

Le schema e-pondere s'obtient en effectuant !'operation (1-81)[13] + 81[14], 
0:0:81:0:1, comme le precise Ia reference [PAR 90]. Ceci donne: 
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fl>n+l fl>n 
'1'1 -'1'1 

L1t 

ou s vaut 0 pour un developpement d'ordre 2 et 113 pour un developpement d'ordre 3. 
Comme u est suppose solenoidal, il est possible d'etablir a partir de !'equation 

[ 12] les relations suivantes: 

[16] 

Par une combinaison des equations [15] et [16], on deduit: 

[17] 

avec: 

[18) 

Ace Stade, il est question de formuler, a !'aide de Ia methode des residus ponderes 
de Galerkin, le probleme variationnel associe a [17]. II consiste, en terme d'une 

approximation par elements finis, a trouver r/J:1E ~~r/', tE [0,71 tel que, pour lOUt 

h " w1 E 1(} , nous aurons: 

et 

0= L w~'(rp:\=o-(r/Jdo)d£2 [20] 

ou ( 1/Jdo, correspond a Ia solution du probleme d'advection-diffusion a Ia peri ode 

temporelle precedente d'analyse. ~~r/' designe J'espace des fonctions test. Si on 

considere que ~~r,'' consiste en I' ensemble des fonctions d'interpolation declasse cO en 

elements finis, de SOrte que Si r/J:1E K/', aJors !'equation [J9) devient: 

0 = L 04h[(I +(81 L1t)u.V)~I/J1 + u.Vif1]dQ 

+ b L a{[-"~' (,-e,xu.V(u.VJJ-'~ - ~ (I-2e,xu.V(u. v ~n] m 12n 
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et Ia condition aux limites correspondante s'ecrit: 

" ¢ 1 (x,t) = d(x,t), V XE ~I et tE )O,T[ [22] 

lfJ! 
11 

represente l'cspace des fonctions poids et N el le nombre de domaines 

" elementaires fll'. On admet aussi que 1/J regroupe des fonctions d'interpolation de 

I CO 'I' t.. . d . 11 .cy," I c asse en e ements mts et one st w1 E v , a ors: 

h 
W1 (X,t) = 0, '\/ XE f',1 

[23] 

L'equation ll9) constitue ce qui a ete appele Ia formulation "Taylor-Galerkin 8-
ponderee" appliquee au problemc d' advection l9]. L'equation l21) constitue Ia forme 
integrate adoptee en utilisant une approximation quadratique. II est a noter que dans 
cette equation, on n'a pas applique !'integration par parties des termes d'ordre 
superieur afin d'eviter !'apparition des termes de contour difficilement quantifiables 
dans cette premiere etapc de resolution (advection). Enfin, pour s=O, le modele sera 
note par TG28 correspondant a un schema du second orclre de [ 15]. On le notera par 
TG38 lorsque s=/13, ce qui correspond a un schema de troisieme ordre de !'equation 
[15). 

4.2 Phase de diffusion 

La phase de diffusion consiste en Ia resolution de !'equation [I 0] qui au temps 
t"=ni1t, s'ecrit: 

¢2.r - V. v'V ¢2 = 0 [24] 

avec ¢2=¢; 
La formulation integrate qu' on se propose de considerer pour ce probleme repose 

sur Ia methode des residus ponderes classique de Galerkin. En terme d' une 

approximation par elements finis, i] s'agit de trouver C/J~1 E IK::1, fE [Q,Jl tel que, pour 

" "q'" ' . ' . . tout Wz E u , nous aurons apres mtegratton par partte: 

[25) 

et 

l26] 
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ou (¢2)o correspond a Ia solution du probleme d'advection a Ia periode temporelle 

actuelle d' analyse. ¢~' et cui' rcprescntent des functions d' interpolation de classe C0 

verifiant les memes conditions [22) et [23] que ¢;' et w;' respcctivcment. 
En ce qui conccrnc Ia discretisation temporcllc, !'equation [251 est traitc avec un 

schema de type Euler en dillerences finies lequel est ponctere par le coefficient 82, 

o-::;e2-::;J. 

5. Analyse d'erreurs 

Pour chacune des phases d'advection et de diffusion representees par les problcmes 
[21] et [25], nous avons mene une etude d'erreurs en utilisant une analyse de Fourier 
dans un contexte unidimensionnel selon Ia demarche proposee recemment par Khelifa 
et Ouellet [KHE soumis]. 

En admettant que Ia vitesse d'advection u et le coefficient de diffusion v sont 
constants, Ia premiere etape de cette analyse consiste a etablir Ia relation aux 
differences (le stencil) relative a chacun des deux problemes en utilisant des elements 
quadratiques de type L3 (discretisation uniforme). L'influence des conditions aux 
Iimites peut etre negligee ou supprimee (cas d'un domaine infini ou de conditions 
aux limites periodiques dans un domaine tini d'etude respectivement, [HIR 88)). 

En fait, !'approximation quadratique engendre deux equations aux differences 
distinctes correspondant ace qu'on intitule par Ia suite Ie noeud extremite et le noeud 
milieu. Pour une discretisation temporelle a deux niveaux, ces relations aux 
differences peuvent ctre formulees en general sous Ia forme suivante selont Ia 
notation d'Einstein : 

noeud extremite i=j-2 clj+2 [27a] 

a,¢;'+ 1 + b,¢;' = 0 noeud milieu k=j clj+2 [27bj 

ou ai, bi, a, et b, designent des coefficients relies au schema numerique et bien 

entendu aux parametres ctefinissant lc probleme physique. 
Presente dans un contexte d'analyse d'erreur de troncature par Cullen et Morton 

[CUL 80], sous forme d'analyse modale par Cullen [CUL 82) et Bates et Cathers 
[BAT 86] et sous une forme un peu plus generale d'analyse d'erreurs de dissipation et 
de dispersion recemment par Khelifa et Ouellet [KHE soumisj, Ia methoclologie 
preconisee pour !'etude clu schema decrit par !'equation [27) repose sur !'analyse de 

Fourier et consiste, en substituant Ie mode ¢11e- ;''"e;c. dans cette equation. a 
rechercher une solution ayant Ia forme : 

noeud extremite [28aj 

noeud milieu [2Xb] 
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ou 1/Jo et CA1 representent les valeurs initiales de Ia solution nurnerique calculce aux 

noeuds extremite et milieu respectivement, w Ia dispersion numerique (generalement 
complexe), k le nombre d'onde et h le pas cl'espace. 

En introcluisant [28] clans [27], on aboutit a un systeme cl'cquations de forme : 

(c A1 + J.11)¢n + (c A!+ P!)iiio = 0 

(c X,+ p,)¢n + (c X!+ P2)iiio = 0 

noeud exrremite 

noeud milieu 

129aj 

[29b] 

ou G = e- iwM et A; , II; , X; et P; designent des coefficients generalement complexes 

et fonction de !'angle de phase f3=kh, des parametres relics au probleme physique et 
d'autres relies au schema numerique. En ce qui concerne les formulations donnees 
par [21] et [25], les valeurs de ces coefficients sont presentees en annexes. 

Afin d'eviter Ia solution triviale, le determinant de Ia matrice des coefficients 
associee au systeme [29] doit etre egal a zero, soit : 

Les racines de cette equation peuvent etre formulees simplement par: 

ou: 

c--B+VB1 -4AC 
- 2A 

A = A,X2- A2X, 

B=(A,P1 -X2p,) -(A2p,-X,J.t1 ) 

c = p,p2 -p!pl 

[30) 

[31] 

[32a] 

[32b] 

[32c] 

L'equation [31] exprime Ia relation modale ou de dispersion numenque 
caracteristique du schema numerique base sur une approximation quaclratique. On 
note Ia presence de deux valeurs possibles de G dans cette equation. La valeur 
correspondant au signe " + ", notee GP dans Ia suite de )'article, est attribuee au 
mode physique et assure Ia propagation de Ia solution, alors que Ia valeur 
correspondant au signe " - ", no tee GM par Ia suite, correspond au mode de calcul et 
affecte Ia stabilite clu schema numerique selon Bates et Cathers [BAT 86]. En realite, 
il a etc prouve que les deux modes GP et GM peuvent affecter simultancment Ia 
stabilite clu schema [KHE soumis]. 

Pour que Ia solution recherchee [28] soil numeriquement stable, il est evident 
qu'il faut que les modules de GP ( IGPI ) et de GM ( IGMI ) soient infcrieurs a !'unite 
sinon l'amplitucle de l'onde sera arnplifice indefiniment. Ceci exprime clone Ia 
condition de stabilite propremenl elite du schema numerique base sur une 
approximation quadratique. 
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A propos ctu probleme de diffusion [25], cettc analyse a revele, comme prevu, que 
GP et GM sont reels. Les modules ou les valeurs absolues de ces derniers sont 
presentes sur Ia figure I en fonction de !'angle de phase f3 et du nombre de diffusion 

D = vl1t/h2
. Cette illustration montre que le schema explicite est 

inconditionnellement instable alors que les schemas correspondant a e2 ega! //2 et 1 
sont inconditionnellement stables comme il est bien connu. II paralt aussi que, 
contrairement a ce qui a cte etabli pour !'equation d'advection [KHE soumis], Ia 
stabilite du probleme parabolique est plutot dictee par le mode de calcul GM. 

Ayant obtenu les modes G P et G M, il est possible d'evaluer les en·eurs 
numeriques en tant que variables transitoires selon !'approche proposee par Khclifa el 
Ouellet [KHE soumisj, elles s'expriment au temps t par: 

E' = IG' le-i(<P.: .. -<P.~.) 
lit' /It' 

noeud extremite [33a] 

E' =I G' I e-i(<P.: ... - <~>;,) 
IIIII IIIII 

noeud milieu [33b] 

ou E~, et E;,"' designent les en·eurs numeriques associees aux noeuds extremite et 

milieu respectivement au temps t=nt.t, c;P,:, et c;P,:, les phases numeriqucs 

correspondantes et c;P,:_, Ia phase cxacte. Les facteurs c;" et c;,, sont donnes par : 

c;,_ = CP. GP" + CM. GM" [34a] 

c;.,., = CP.RP. GP" + CM.RM. GM" [34b] 

ou RP et RM designent les rapports entre les amplitudes initiales de l'onde aux 
noeuds milieu et extremitc lorsque G prend les valeurs GP et GM respectivement et 
les coefficients CP et CM sont : 

CP = T-( 1_-_R_M--'--c) 

(RP-RM) 

CM _ ..,..,(_1 -_R_P~) 
' - (RM- RP) 

Les erreurs de dissipation et de dispersion s'expriment alors au temps t par : 

Erreur de dissipation = { 
1

1 c;.- 1

1 
Gnm 

Erreur de dispersion = 

<l>' -<l>' = t _1(-/m ag(E;,,)) 
"' '"' g R' A£') eet\ 1/t' 

<l>' -<l>' = t ,-1(-/m ag(E;.,,)) 
""' "" .~ R-> "E' ) (:et\ IIIII 

noeud extremite 

noeud milieu 

noeud extremite 

noeud milieu 

[351 

[361 

[37] 
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Les coefficients RP, RM, CP et C!v! correspondant au problcme de diffusion [25) 
sont montres sur Ia figure 2. II sont apparus reels et identiques pour les trois valeurs 
considerces du coefficient de ponderation 82 et celles du coefficient de diffusion D. 
Pour ce probJeme de diffusion, Ia figure 3 presentc lc comportement de l'erreur de 
dissipation (l'erreur de dispersion est nulle) pour lcs situations caracterisees par un 
angle de phase f3 de rc/10 et un nombre de diffusion D de 0.2 et f3=rc15 et D=112. 
Trois rcmarques importantes meritent d'etre soulignees. Premierement, Ie 
comportement du schema aux noeuds extremite et milieu ne prescnte pas de 
differences notables particulicrement lorsque 82 ega] a J/2 ou I. En second lieu, 
!'evolution de l'erreur est monotone et enfin, meme s'il a ete prouve par !'etude des 
modes GP et GM que le schema relatif a 82 ega! a I est inconditionnellement stable 
(les modules de ces modes sont inferieurs a !'unite), ce schema genere une crreur de 
dissipation qui a tendancc a amplifier Ia solution numerique et non a l'amortir. Ces 
remarques seront verifiees dans le traitement des exemples numeriques presentes dans 
Ia prochaine section. 

A propos du probleme d'advection [21], Ia me me demarche a ete sui vie pour 
mener !'analyse d'erreur. II a ete prouve [KHE soumis] que pour un prohleme 
hyperholique tel que [21], les modes GP et GM et !'ensemble des coefficients RP, 
RM, CP ct CM sont complexes en general et varient en fonction de !'angle de phase, 
du nombre de Courant et du coefficient de ponderation 81. Ccs coefficients 
participent done non seulement a Ia perturbation de !'amplitude de l'onde mais aussi a 
sa phase, comme le montrent les equations [34] et [37). Les resultats de !'etude des 
erreurs de dissipation et de dispersion presentes dans les figures 4 a 7 a Cte menc dans 
les cas Oll ]'angle de phase f3 ega! a rc/10 et le nombre de Courant Cr ega! a 0.3 et 
f3=rc110 et Cr =0.9. 

Plusieurs remarques ressortent des resultats de cette etude. Pour les schcmas 
correspondant a 81=0 et 81= 1, les modeles TG28 et TG38 se distingucnt 
principalement par l'en·eur de dispersion. Le modele TG38 paralt plus dispersif que 
TG28 lorsque 81= 1. Pour les deux modeles, Ia solution calculee au noeud extremite 
est plus amplifiee que celle au noeud milieu lorsque 81=0. Les resultats obtenus 
avec 81= 112 montrent un comportement transitoire des erreurs de dissipation et de 
dispersion. II s'avere que I 'amplitude de l'onde est amplifiee au noeud extremite et 
amortie au noeud milieu selon deux modes opposes tout en assurant Ia stabilite 
inconditionnelle du schema comme il a ete etabli dans ]'etude des modes GP et GM 
[KHE soumis). En plus des deux modes opposes a hautes frequences, le traitement 
de l'exemple illustre par les figures 6 et 7 revele ]'existence de deux autres modes 
parasites a basses frequences mais toujours opposes. Ce meme exemple met aussi 
en evidence les performances relatives des modeles TG28 et TG38 pour 81=112. Le 
modele TG38 paralt plus dissipatif au noeud extremite par rapport au modele TG28 
ct inversement pour lc noeud milieu. Quant a l'erreur de dispersion, lc modele TG28 
s'avere nettement plus clispersif que le modele TG38. Cette erreur consiste en une 
avance de phase dans le cas de TG28 et en un retard de phase pour TG38. Pour lcs 
deux modelcs, cette erreur de dispersion est legerement plus importantc au noeucl 
extremite qu'au nocud milieu. On tente de verifier ces remarques par les exemples 
presentes dans Ia section suivante. 
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A titre de comparaison, dans les travaux publics par Donea et al. [DON 87) et 
Donea et Quartapelle [DON 92], il a etait etabli que pour Ie probleme d'aclvection, Ie 
schema de Crank-Nicolson Taylor Galcrkin procluit une erreur de dissipation exacte 
en considerant une approximation lineaire. Les resultats de Ia presente etude rcvclc 
finalement que !'approximation quadratique engendre une violation de cctte 
importante propriete. Cependant. ces rcsultats montrent que Ia perturbation de 
!'amplitude est faible et qu'cn termes de modules des modes C P et C M, 
!'amplification est exacte. 

6. Exemples numeriques 

Etant donne un probleme unidimensionnel de propagation d'onde par un processus 
d'advection ou de diffusion, il doit exister une equivalence entre !'information obtenue 
a partir de !'analyse d'erreur proposce ci-dessus et les resultats de Ia modelisation 
proprement elite du phenomenc. C'est dans I'optiquc de verifier cctte assertion que Ies 
exemples numcriques a une dimension sont discutcs dans Ia presente section pour 
en fin s'assurcr de Ia validite des resultats ci-dessus presentes. 

Considerons un domaine unidimensionnel de longueur 400 diseretise en 200 
elements a trois noeuds (L3 avec h=l). II s'agit d'etudier separemenl Ies problemes 
de transport d'une hannonique d'angle de phase f3=kh par Ies processus de diffusion 
[25] et d'advcction [21]. L'etat initial consiste en l'onde monochromatiquc 

I/J1i" = I/J0ei(/3J) pour les deux problemes. Quant aux conditions aux Iimites, elles 

sont laissees libres pour Ie probleme de diffusion. La condition non stationnaire 

1/J,e··iCOI = I/J0e-i(kuntu) est impOSCe a l'a1110nt dU domaine pOUr Je probleme d'advection 

avec une condition libre a l'aval. Le coefficient de diffusion v [25] et Ia vitessc 
d'advcction u [21) sont considcres egaux a !'unite. 

Afin d'eviter les perturbations parasites reliees aux conditions aux limites, on 
examine Ia solution numcrique dans Ia zone centrale du dornainc, soit les noeuds 
extremite et milieu correspondant a x=200h et x=20/ h respectivement. Scion Ia 
methoclologie sui vie dans !'analyse d'erreurs, Ia solution numerique en question peut 
ctre clccritc par : 

1/J;' = 1/Jn[ CP.CP" + CM.CM"] eifij noeud extremite [38a] 

¢;' = 1/1,[ CP.RP.CP" + CM.RM.CM"] eifij noeud milieu [38b] 

Cctte solution cloit clone corrcsponclrc a Ia solution modelisce en considerant lcs 
memes parametres. 

La comparaison de Ia solution preclite a partir de !'equation [38) (notee "stab") ct 
cclle calculee par le modele [25] (notce "num") pour unc dun~e de I 00 pas de temps 
est illustrce sur lcs figures 8 ct 9 OLI Ies deux exemples corrcspondant a un angle de 
phase f3 de rr//0 ct un nombre de diffusion D de 0.2 et f3=rr/5 et D=l/2 sont traites. 
La co·J·ncidence des rcsultats est nette. Sur Ies figures I 0 et II, on prcsente unc 
comparaison de Ia solution modclisee et de Ia solution cxacte (notce "cxa") qui s'ecrit 

dans cc cas e·linfi' eifii. Cettc illustration pcrmct de justifier Ies constatations un pcu 



138 Revue europeenne des elements finis. Vol. 4 - no 2/1995 

ambigues soulignees dans Ia section precedente concernant le schema correspondant a 
82= 1 (fig. 3C). II apparalt alors (fig. I OB et I I B) que ce schema surestime Ia valeur 
modelisee. 

La meme procedure a ete mence pour !'analyse du problcme d'advcction. Lcs 
n~sultats sont prescntes dans lcs figures 12 a 15 oi:t on note par TG2T-S et TG3T-S 
respectivement lcs solutions numeriques obtenues en utilisant les modcles TG28 et 
TG38 dans [38] rcspectivcmcnt ct par TG2T-N et TG3T-N lcs solution modC!isecs 
corrcspondantcs [21j. Ut encore Ia co·lncidencc des resultats est dernontree. 

L'cxamcn des figures 14C ct I SC confirmc clairement lcs resultats presentes sur 
lcs figures SC ct 7C. Lc retard de phase produit par lc modele TG38, plus acccntue 
que celui induit par le modele TG28, est bien observe. Dans lc memc ordre d'idecs, 
l'importante avance de phase ct le faiblc retard de phase correspondant aux schemas 
TG28 et TG38 rcspectivement, montres dans les figures 5B et 7B, sont bien 
confirmes sur lcs figures 14B et 15B. 

A propos des tests en deux dimensions, on a modelise dans un premier excmple 
le prob!Cmc de "melange transversal de deux courants d concentration uniforme" (voir 
[FIS 79] p50) comme l'illustre Ia figure 16. 

La solution exacte associec ace type de probleme est formulee par: 

¢ = ¢, (1- etf(--y )) 
2 V4Dx/u 

[39] 

Nous avons traite cet cxemple avec une grille de maillagc de 20x20 elements 
quadratiqucs (7'6 ct Q9) en resolution instationnaire avec un pas de temps !J.t=O.U5s. 
Aussi, on a juge opportun de consiuercr trois valcurs du coefficient de diffusion, so it 

1 o-2, 1 o-3 et ](;--+. Cclles-ci correspondent aux valeurs du nombrc de Peclet 
elemcntaire de 2.5, 25 ct 250 respcctivcment. Une valeur de 1/Js= !. 0 est aussi 

choisie. 
Pour chaque cas, on ellcctue lc rei eve des pro fils transversaux sur lcs sections S I, 

S2 et S3 a l'equilibre (fig. 16). Les figures 17 a 19 montrcnt une comparaison des 
profils en question (obtenus avec le schema TG38, 81=112 et un maillage en Q9) ct 

ccux correspondant a Ia solution exacte. Les rcsultats obtenus avec le schema TG28. 
e 1= 112 et/ou un maillage en 7'6 sont trcs similaires aux resultats numeriqucs 

prcsentes. Ces resultats montrcnt principalcment que Ia diffusion numerique laterale 
(cross1vind numericol dif.fi1sion) est traite corrcctemcnt par lcs deux modele~. 

Dans un second exemple clc transport en deux dimensions, on examine lc 
probleme de rotation du cone. Ce type de test se clistinguc par !'aspect advectif de 
transport dans un champ de vitessc bidimensionnel. La version traitee dans Ia 
prcsente etude a ere consicleree par Donea et al. [DON 87]. A titre de rappel, lc 
prohleme consiste a model iser I' ad vcction d' unc distribution bidimensionnelle en 
cosinus dans un champ de vitesse defini par une rotation rigidc. La condition initiale 

du problcme est don nee par: 1/J(x,O)=(l/4 )(I +cosnX)(l +cosnY) si (X 
2 
+ Y \c; I ct 

nullc sinon. X=(x-x,.)la, Y=(y-y,)la avec x,=-y,= 1/6 ct a=0.2. 
Lc do maine de simulation consiste en un earn~ unitairc f -112,112 ]X/-112, 112] avec 

Ia condition ¢=0 imposcc sur toutc Ia frontierc. Lc calcul est cllectue avec unc 
densite de maillage de 1 5xl5 elements quadratiqucs (corrcspondant a 30x30 e!emcnts 
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lineaires clans [DON 87]) et un pas de temps dt=2Trl200. La solution numcrique est 
examinee aprcs une rotation complete du cone. 

La solution obtenue dans [DON 871 en utilisant le schema TGLW (Taylor­
Galerkin Lax-WendrolT) correspond aux valeurs extremes l/Jnwx=0.988 et ¢111 ;11 =-0.022. 
Les resultats de Ia presente etude sont montrcs sur Ia figure 20. La solution obtenue 
avec un maillage en Q9 est meilleure. La simulation avec un maillage en clement 
To donne une solution numerique affectee d'oscillations parasites de faible amplitude. 
Il est possible que ce phcnomcne soit similaire a ce qui a etc observe dans le 
probleme a une dimension. L'analyse d'erreur a bien montre que Ia solution 
numcrique calculce aux noeuds extremitc et milieu est perturbce par des modes 
parasites dillerents qui ont tenclance a amplifier Ia solution au noeucl extremitc et it 
l'amortir au noeud milieu lorsque 81=1!2. 

7. Conclusion 

Dans le cadre de Ia resolution numerique du phcnomene transitoire d'aclvection­
diffusion, nous avons analyse, dans Ia presente etude, un algorithme base sur 
!'approximation quadratique en elements finis. 

En un premier temps, il etait question cle revoir les principales etapes menant a Ia 
formulation paramctrique Taylor-Galcrkin 8-ponclcrc pour Ia resolution du probleme 
d' advection multidimensionnel. 

En parallcle, nous avons retenu Ia methode classique de Galerkin pour traiter le 
problcme de diffusion. La fusion des deux opcrateurs est alors realisce conformcment 
a Ia technique de fraetionnement. Ceci definit Ia structure du modele analyse. 

Dans une seconde etape. nous avons mene une etude parametrique des crreurs de 
dissipation et de dispersion engendrecs par le modele dans un contexte 
unidimensionnel. Basee sur unc analyse de Fourier, cette etude a revele que 
]'approximation quadratique engenclre deux modes affectant Ia solution numerique par 
le biais de coefficients de ponclcration. Ces modes et ces coefficients sont reels pour 
le problcme de diffusion ct fournisscnt une meillcurc precision dans le cas du schema 
de Crank-Nicolson Galerkin. Par contre, ils se sont rcveiCs complexes dans le cas du 
probleme d'advection. Les qualitcs de precision du schema de Crank-Nieolson 
Taylor-Galerkin sont un peu perturbees par un phcnomene d'amplification et 
d'amortissernent de Ia solution aux noeuds extremite et milieu respcctivement. Cette 
etude a montre aussi que le modele TG38, avec ses termcs de second ordre, possede 
un comportement mcilleur a l'egard des erreurs de dispersion. 

Lcs rcsultats de !'etude d'erreurs ont etc confirmces par quelques tests numeriques 
a une dimension. Deux cxemples numeriques en deux dimensions ont ete enfin 
traites pour mcttre en evidence les qualitcs du modCie TG38 (8= 1/2) dans lc 
traitement du prob!Cme de diffusion numcrique latcrale. 

Rappclons que le present algorithmc a etc utilise pour Ia simulation de quelques 
problcrnes de propagation de polluant suite :t des rejets varies IKHE 921. 

Remarque: 
Sur Ia figure 20, des clements lincaires (TJ ct Q4 J sont employes seulcment pour 

obtenir une bonne presentation tridimcnsionnellc. 
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Anncxc I 

Valeurs des coefficients A,. J.l,' X, et r" corrcsponclant it ]'equation de diffusion 1251 
en fonction du cm:llicicnt de pondcration G2. de !'angle de phase f3=kh ct du nomhrc 

de diffusion D. 

A.,= [ -*+~ BJJ }n.1(2J3) + [~+ ~ B2 D l 
A2 = [ ~- 482 D }·o.1(J3) 

X I = [ ~ - 2 8 2 D} {},\ (13) 

X' = [!.. + 28,DJ . 5 -

J.1 1 = [_!_ + _!_(1- 8, )DJ cos( 2/3) + [-!_ + !_ (!- 8, )DJ 
5 2 . 5 2 -

,U 2 =[-~-4(1-82 )D }·os(f3) 

;.1, = [ -~- 2( 1- 82 )D }·os(J3) 

P,=[-~+2(!-8JD] 

Anncxe II 

Valeurs des coefficients A., ' jl, . X, et P, correspondant a !'equation d'advection 121] 
en fonction du coctlicient de pondcration 8,, de !'angle de phase J3=kh, du parametres 

ct du nombre de Courant Croi:1 i=Y-/. 

A., = [ -~ + Cr 2 
( e,- s) }·o.l( 2/3) + D + Cr

2 
( 8,- s) J + i[ ( -8,Cr)sin( 2/3) l 

A 2 = [ *- 20·
2 

( e,- I) }·os(J3) + i[ ( 48p·) sin(!3) l 
i, = [ * + Cr 2

( 01 - s)}·os(J3) + i[( 81Ci )sin(J3)] 

i, =[1-Cr'(B,-s)J 
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11, = [~ + Cr 2
(( e,- !) + .1) ]cos(2f3) +[ -% + Cr'(( e,- !) + .~)]+ i[ Cr( O,- !)sin(2f3)] 

/1 2 = [ -~- 2Cr'(( 81 - !)+ s) ]cos(f3)+ i[ 4Cr( 1-81 )sin(f3)j 

fi 1 = [ -~+ Cr 2
(( 81 -1)+s)]cos(f3)+ i[ Cr( 1- O, ).1in(/J)j 

p2 =[-~-Cr'((e, -1)+s)] 
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Figure 8. Equation de diffusion : comparaison des re::;ultats, cas 
m't (3 = ;"

0 
et D=0.2. Les ab1·eviations "stab" et "num" 

designent les solutions numeriques obtenues par lcs 
equations {S8} et {25} respectivement. 
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Figure 9. Equation de diffusion : comparaison des resultats, cas 
Ott f3 = ~ et D=O. 5 (me me notation que dans !a figure 
8). 
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Figure 10. Equation de diffusion : compamison entre La solu­
tion numerique et la solution exacte, cas ou (3 = f 
et D=O. 5 (mbne notation que dans les figures 8 el 9). 
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B. Scluima correspondant a () 2 = 1.0. 

Figure 11. Equation de diffusion : comparaison entre la. solution 
nurnerique et la solution exacte, cas o1't (3 

2
rr

5 
et 

D=0.5 (meme notation que dans les figures 8-10). 
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C. Schenw correspondant d 01 = 1.0. 

Figure 12. Equation d'advection : comparaison des resullats, ex­
em.ple de propagation d 'une mule dan.' le8 conrlition8 
j3 = t"o et Cr=0.3 (observation au nocud exlremite). 
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Figure 13. Equation d 'advection comparaison des r·esultats, ex­
emple de propagation d 'une orule dans les conditions 
(3 = 1rr0 et Cr=0.3 (observation au noeud milieu). 
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C. Schema correspondant a 01 = 1. 0. 

Figure 14. Equation d 'advection : comparaison des resultats, ex­
emple de propagation d 'une on de dans les conditions 
(3 = ~ et Cr=0.9 (observation au noeud extremite). 
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Figure 1.5. Equation d 'advection : comparaison des nisultats, ex­
emple de propagation d 'une on de dans les conditions 
f3 = ~ et Cr=0.9 (observation au noeud milieu). 
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Figure 16. Probleme de melange transversal de deux courants a concentration 
uniforme : donnees du prob/eme. 
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Figure 17. 
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Probteme de melange 
transversal de deux courants 
a concentration uniforme : 
resultats pour v=O.Ol m2/s. 
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Figure 18. Probleme de melange 
transversal de deux courants 
a concentration uniforme : 
resultats pour v=O.OOJ m2/s. 
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Figure 19. Probleme de melange 
transversal de deux courants 
a concentration uniforme : 
resultats pour V= 0. 0001 
m2/s. 
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Figure 20. Probleme de rotation du cone : resultats obtenus 
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