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RESUME. L'objectif de cet article consiste a presenter les grandes /ignes de Ia dbnarche 
adoptee par les auteurs pour etablir une modelisation precise des actions exercees par Ia 
matiere ensilee sur les parois des silos, a !'aide d'une approche aux etbnents finis. Le 
modele de calcul developpe permet de suivre fidelement les dif.ferentes phases d'utilisation 
du silo : le remplissage est simule en activant progressivement les couches d'elements 
finis a l'interieur de Ia cellule, et Ia modelisation de Ia vidange est basee sur une approche 
assez pragmatique des conditions aux limites a !'interface entre Ia zone en ecoulement et 
Ia zone morte ( ou Ia paroi). Les aspects esse1ltie/s de Ia modelisation portent 
principalement sur Ia prise en compte du comportement fortement non lineaire des 
materiaux ensiles, ainsi que sur le respect des conditions de frottement le long des parois. 
La deuxieme partie de !'article est consacree a !'illustration des possibilites du modele ; 
apres avoir compare les solutions obtenues avec des resultats de mesure sur des silos en 
vraie grandeur, de far;on a valider le modele de calcul, !'accent est plus particulierement 
mis sur !'utilisation du modele en vue d'etab/ir les bases de solutions analytiques 
permettant d'ameliorer le calcul et Ia conception actuelles des silos. 

ABSTRACT. The paper deals with the description of a suitable finite element method for an 
accurate simulation of grain action along the walls of silos. The model allows to compute 
the stress distribution inside the silo during the filling and the discharging stages. To 
simulate the filling, the finite element layers are set in action progressively, and at the 
discharging stage, the computation is based on efficient assumptions about the boundary 
conditions along the interface between the flow area and the dead zone. The main 
conditions to satisfy for a significant calculation of stresses along the silo wall are 
related to the very non linear constitutive law of the ensiled material, and with the 
friction law at the wall. In the second part of the paper, comparisons are made to show the 
good agreement between the computed solutions and stress measurements carried out 
during full scale tests. The FEM has also been used to establish the basic assumptions of 
simplified analytical solutions in order to improve the actual silo design. 

MOTS-CLES : silo, tremie, action des grains, remplissage, vidange, comportement non 
lineaire, frottement aux parois. 
KEY WORDS : silo, hopper, grain action, filling and emptying stages, non linear 
constitutive law, friction effect. 

Revue europeenne des elements finis. Vol. 4 - no 2/1995, pages 209 a 259 



210 Revue europeenne des elements finis. Vol. 4 - no 2/1995 

1. Introduction 

Depuis Ia publication de Ia theorie de JANSSEN a Ia fin du siecle dernier (en 
1895), Ia determination analytique des actions exercees par Ia matiere ensilee 
sur les parois d'un silo a fait !'objet de nombreuses etudes et publications tant 
en France qu'a l'etranger ; pourtant a l'heure actuelle, il n'existe pas dans 
Ia litterature scientifique, pas plus que dans les codes de dimensionnement, 
de consensus sur un modele analytique, a Ia fois simple et reconnu par les 
differents partenaires ( constructeurs de cellules, bureaux de controle technique, 
etc ... ) pour un calcul precis des sollicitations aux parois, meme pour des silos 
de geometric simple (axisymetrique). Ainsi, au plan europeen, Ia comparaison 
entre les solutions adoptees dans les codes de dimensionnement, qu'ils soient 
franc;ais (Norme Fran«aise NF P22-630 [9]), allemand (DIN 1055 teil 6 [10]), ou 
emanant de Ia Communaute Europeenne (EC1 ENV 1991-4 [11]), s'est traduite 
par Ia mise en evidence de divergences importantes entre les differentes solutions 
[3]. II faut d'ailleurs souligner que !'incertitude quanta Ia validite de tel ou tel 
modele, presente des Ia phase de remplissage, est encore plus grande lors de 
l'ecoulement de Ia matiere, les deux phases d'utilisation du silo (remplissage et 
vidange) se caracterisant sou vent par des efforts aux parois assez differents et 
toujours plus importants a Ia vidange. 
En France plus particulierement, Ia construction de silos metalliques destines 
aux produits agricoles represente un enjeu economique important : constitues 
d'une infrastructure relativement Iegere, de telles enceintes de stockage 
permettent de repondre rapidement a Ia demande des cooperatives agricoles 
dont les besoins s'expriment souvent tardivement en fonction de l'abondance 
des recoltes. Pour satisfaire aux contraintes economiques, ce type de silo doit 
imperativement faire ]'objet d'un dimensionnement optimal des parois, qui ne 
peut reposer que sur une connaissance precise des actions dues a Ia matiere 
ensilee. Aussi, ne disposant pas, jusqu'a ces dernieres annees, de reglementation 
franc;aise propre a !'evaluation des actions dans ce type de cellule, un vaste 
programme de recherche a ete engage par le Centre Technique et Industriel de 
Ia Construction Metallique pour combler cette lacune ; les travaux presentes 
dans cet article ont ete realises en etroite collaboration avec ce programme 
de recherche qui comportait plus precisement trois grands axes d'investigation 
complementaires : 
- le premier a concerne !'experimentation de cellules en grandeur reelle sur 
une base experimentale conc;ue specialement pour les besoins de Ia recherche, 
l'objectif etant d'etablir ainsi une base de donnees aussi complete que possible 
pour Ia validation des modeles de calcul. 

- le deuxieme domaine d'investigation avait pour objectif d'etudier en 
laboratoire le comportement rheologique des materiaux (principalement 
cerealiers) stockes en silo. A partir d'essais de laboratoire realises en particulier 
au Laboratoire de Mecanique des Solides de !'Ecole Polytechnique, des concepts 
de comportement caracteristiques du type de produit etudie ont pu etre mis 
en evidence, et traduits en terme de lois de comportement pour etre ensuite 
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utilises dans un modele de calcul numerique. 

Enfin le troisieme aspect de Ia recherche, en relation directe avec les etudes 
realisees au Laboratoire de Structures de I 'I.N .S.A. de Rennes, avait trait a 
Ia determination des actions exercees par Ia matiere ensilee sur les parois 
des cellules ; a ce titre, un modele specifique de calcul par Elements Finis 
a ete developpe pour suivre le plus fidelement possible !'evolution du champ 
des contraintes, notamment des contraintes normales et des contraintes de 
frottement a Ia paroi, lors du remplissage et lors de Ia vidange d'un silo de 
geometrie quelconque. 

Par rapport a d'autres approches par Elements Finis de Ia litterature 
[12, 13, 14, ... ], dans lesquelles !'etude cinematique de l'ecoulement a ete 
privi!egiee (profils des vitesses a l'interieur du silo, formation de voutes) 
parfois sur Ia base d'une modelisation numerique sophistiquee en dynamique 
transitoire faisant intervenir des lois de comportement rheologique complexes 
(loi d'ecoulement plastique a plusieurs potentiels, prise en compte d'une 
composante visqueuse, etc ... ) , Ia MEF presentee dans cet article est orientee 
vers une approche plus pragmatique du probleme : cherchant prioritairement 
a evaluer de maniere precise les efforts aux parois, on s'est tout d'abord 
interesse au developpement d'un modele de calcul adapte a Ia simulation de 
Ia phase de remplissage du silo. Puis dans un deuxieme temps, on a aborde 
Ia phase de vidange, celle-ci etant consideree comme un etat perturbe de Ia 
phase de remplissage. Cette demarche nous a permis de debaucher sur un 
modele numerique plus facile a mettre en oeuvre, ne faisant intervenir dans 
Ia formulation que des concepts de comportement determinants dans le calcul 
des actions aux parois, et parfaitement definis au plan de Ia caracterisation 
experimentale. 

L'objectif principal de cet article consiste done a presenter les grandes !ignes 
de la demarche adoptee dans Ia formulation numerique du probleme, et a 
montrer les solutions obtenues en les comparant notamment a des mesures 
experimentales de contraintes realisees en vraie grandeur sur la base fran<;aise 
de Chartres. Le plan de !'article sera le suivant : 

Dans un premier temps, on precise les differentes hypotheses retenues dans Ia 
modelisation au niveau du comportement mecanique de la matiere ensilee. 
Dans un deuxieme temps, on donne Ia formulation des deux types d'element 
fini utilises, l'un relativement classique en partie courante de la matiere ensilee, 
!'autre, plus original, au contact de Ia paroi ; les algorithmes de calcul introduits 
pour simuler respectivement le remplissage et Ia vidange de Ia cellule sont 
egalement developpes dans cette partie. 
Enfin, Ia troisieme partie est consacree a !'illustration des possibilites de 
modelisation : les differents exemples traites permettent de mettre en evidence 
!'evolution des contraintes a Ia paroi entre Ia phase de remplissage et Ia phase de 
vidange ; !'accent est egalement mis sur ]'exploitation des resultats numeriques 
(distribution des contraintes a l'interieur du silo) en vue d'etablir les fondements 
de nouvelles theories analytiques pour un calcul simplifie des actions aux parois. 
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2. Non linearites materielles liees au comportement intrinseque des 
materiaux pulverulents ensiles 

La mise en equation du comportement rheologique des materiaux granulaires 
constitue un probleme delicat a traiter ; il repose presque obligatoirement sur 
!'assimilation du domaine etudie a un milieu parfaitement continu, homogene 
et isotrope, hypothese que !'on con<;oit aisement etre assez eloignee de Ia realite 
physique. Pourtant, malgre les approximations inherentes a une telle approche, 
!'etude experimentale du comportement des materiaux en vrac stockes en silo 
a permis de degager un certain nombre de concepts de comportement qui 
s'inscrivent dans ce contexte idealise de !a Mecanique des Milieux Con tin us. En 
France, les etudes realisees d 'une part, au Laboratoire de Mecanique du Soli de 
de !'Ecole Polytechnique sur du ble et du riz en paddy (1, 2], et d'autre part au 
Laboratoire G.T.Ma de l'I.N.S.A. de Rennes sur du sable de Fontainebleau (4], 
ont conduit a definir principalcment quatre concepts fondarnentaux a prendre 
en compte pour une moclelisation realiste du comportement cl'un produit 
granulaire a l'interieur d'un silo ; ces concepts sont les suivants : 

-tout d'abord, il yale caractere rigidifiant du comportement lorsque !a pression 
moyenne augmente a l'interieur de l'echantillon etudie ; 

- en presence d'un niveau de sollicitation deviatorique suffisant, il pent se 
develop per un effet de clilatance (gonflement) ; 

- le passage du domaine de comportement contractant au domaine dilatant 
peut se definir en utilisant le concept d'etat de "contrainte caracteristique" (2) 
qui correspond a un seuil de desenchevetrement des grains a partir duqucl !a 
vitesse de deformation volumique de l'echantillon change de signe ; 

- enfin, en ce qui concerne !a nature de !a deformation du materiau, le caractere 
non lineaire de !a loi apparait nettement, y compris dans le domaine elastique. 

II importe egalement de rappeler que l'objectif principal du modele de calcul 
porte sur !a determination clu champ des contraintes a !a paroi d'un silo ; aussi, 
bien que les materiaux en presence soient proches de ceux couramment etudies 
en Mecanique des Sols, !a connaissance de l'etat de deformation reel au sein du 
milieu ne prend pas ici un caractere imperatif et ne presente un interet que dans 
!a mesure ou il conditionne, d'une certaine fa<;on, !a distribution des efforts a 
!a paroi. 
Par rapport aux concepts de comportement evoques ci-clessus, il est apparu 
possible d 'obtenir une representation theorique satisfaisante des relations de 
comportement elastoplastique de !a matiere ensilee a partir des modeles 
suivants, formules dans !'hypothese de petits deplacements : 

2.1 Partie elastique 

On a adopte !a loi non lineaire de Boyce (5) ; il s'agit d'une loi de comportement 
isotrope traduisant au plan physique !a rigidification du materiau lorsque !a 
pression moyenne p = It augmente (h designant le premier invariant du 
tenseur des contraintes de Cauchy), avec un effet de dilatance dependant 
du deuxieme invariant du deviateur des contraintes h. Si !'on definit de 
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maniere classique I 'invariant q par /3}";, les modules de compressibilite J( 

et de cisaillement G s'expriment selon cette loi de Ia maniere suivante : 

(1) 

ou !{ 1 , G 1 , n sont des constantes caracteristiques du materiau. Lorsqu 'on 
impose a {3 de respecter Ia relation suivante : 

f3 = (1- n) !{1 
6G1 

(2) 

Ia loi en question devient hyper-elastique ; elle derive alors du potentiel 
complementaire suivant : 

pn-1 ( 1 {3 ( q) 2) 
uc = ]{ 1 1 + n - n - 1 p (3) 

La figure 1 donne une representation de Ia loi dans I 'espace des invariants 
p- 9..- Ev et p- ~- Eq, OU Ev et Eq designent Jes deformations energetiquement 
con{uguees de p et q ; elle met en evidence le caractere fonclamentalement non 
lineaire des relations contraintes-cleformations donnees par ce modele. 

Cepenclant, on pourra remarquer que les relations ( 1) englobent le cas de 
l'elasticite lineaire que l'on peut retrouver en faisant n = 1, soit encore 
f3 = 0, I< = !(1 , G = G 1 . Par ailleurs, au plan numerique, l'hyper-elasticite 
offre l'ava.ntage de faire intervenir un operateur de comportement tangent 
symetrique. 

2.2 Comportement plastique 

Deux mocleles ont ete retenus. Le premier est assez classique; il s'agit du critere 
de Drucker-Prager qui delimite le domaine elastique clans le plan p- q par une 
droite d'equation : 

q =Mop+ No (4) 

Les constantes M 0 et N 0 , caracteristiques du materiau consiclere, se cleduisent 
directement des mesures experimentales de !'angle de frottement interne t.p et 
eventuellement de Ia cohesion C clu materiau (Mo = 

3
6sin<p ; No= 

3
6ccos<e). 

-szn<p -3znc.p 

Le defaut de ce modele de plasticite parfaite est principalement lie au 
caractere exclusivement dilatant de Ia deformation plastique qu'il engendre 
lorsqu'il est utilise en plasticite associee (materiau standard). Bien que Ia 
representation precise de la deformation de Ia matiere ensilee ne constitue 
pas ici un objectif prioritaire, on a quand meme envisage d'utiliser un modele 
de comportement plus complexe, presentant une surface d'ecoulement fermee 
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p 

p 

Figure 1. Loi elastique non lineaire de BOYCE 



Calcul des actions dans un silo par E.F. 215 

(deformation plastique contractante ou dilatante) de fa<;on a. pouvoir analyser 
!'incidence reelle de Ia loi d'ecoulement plastique sur les distributions de 
contraintes dans Ia cellule. Le deuxieme modele utilise dans cette optique est 
celui propose par Wilde [G] ; il fait intervenir deux parametres d'ecrouissage 
c~, c~ correspondant respectivement aux deformations plastiques volumiques 
et deviatoriques conjuguees de pet q. Le domaine elastique est detini dans le 
plan (p, q) par Ia relation suivante (voir figure 2) : 

[ (
Mp* + N) 

F(p,q)=q-(Mp+N) Ln Mp+N 

+ ~~ (c~ + (M*- M)c~)J < 0 
(5) 

ou: 

. Ln represente Ia fonction Logarithme Neperien, 

. K, M, M*, p•, N designent 5 coefficients caracteristiques du materiau. 

Par rapport a des modeles de type "cap" (24], sou vent utilises en Mecanique des 
Sols, Ia loi d'ecoulement plastique utilisee ici presente l'avantage d'etre associee 
a un potentiel plastique unique confondu avec le critere limite (5)' sans etre 
pour autant restrictive quant au signe de Ia deformation volumique plastique ; 
en effet, !'application du principe de normalite de Ia deformation plastique par 
rapport ala fonction potentielle (5) permet de distinguer : 

- des etats de contrainte ou q < M p + N, avec une vitesse de deformation 
volumique plastique positive (i~ > 0) ; on est dans le domaine de comportement 
contractant ; 

- des etats de contrainte ou q > M p + N ; Ia vitesse de deformation volumique 
plastique change alm·s de signe, et on passe dans le domaine des deformations 
dilatantes. 

Ainsi, Ia droite d 'equation q = M p + N represente un etat de contrainte proche 
de l'etat caracteristique au sens de I 'interpretation des essais triaxiaux proposee 
par M.P. Luong [2] ; le long de cette droite, Ia vitesse de deformation plastique 
s'annule. A noter egalement que Ia constante M* definit, pour un etat de 
sollicitation triaxiale, Ia pente d'une droite d'etat limite de rupture au dela de 
laquelle le module d'ecrouissage du materiau devient negatif ; cette constante 
se deduit done directement de !'angle de frottement interne du materiau. 

Le tableau I precise les valeurs des differents parametres de comportement 
correspondant a l'ajustement des modeles presentes ci-dessus sur des resultats 
d'essai triaxiaux : 
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Figure 3. Notations et convention de signe 
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J{l Gt n p* M* M N J( t.p 
(kPa)n (kPa)n (kPa) (kPa) (0) 

ble 100 50 0.3 60 1.36 0.65 1 200 28 

sable 400 184 0.4 23 1.45 0.52 1 935 34 

Tableau I 

3. Modele de calcul aux Elements Finis 

3.1 Discretisation geometrique de la matiere ensilee 

Dans un premier temps, le logiciel a ete principalement developpe pour etudier 
les silos presentant une symetrie cylindro-circulaire (silos cylindro-coniques) ; 
on se place alors dans le repere (R, Z) de Ia figure 3 et on s'interesse au 
domaine delimite par les parois d'un silo d'axe vertical Z. La generation du 
maillage est realisee a partir d'un decoupage du plan de symetrie (R, Z) de 
Ia cellule en elements finis triangulaires a 3 noeuds (element a interpolation 
lineaire en deplacements), chaque triangle representant en fait Ia section droite 
d'un element torique dont toute Ia formulation reste independante de !'angle B 
dans le repere cylindrique (R, B, Z). 

Plus recemment [7], Ia bibliotheque du programme a ete comp!etee par des 
elements volumiques (element de brique a 8 noeuds) de fa~on a pouvoir 
etendre le domaine d'application du logiciel au cas de cellules ne presentant 
plus d'axe de symetrie cylindro-circulaire ; Ia formulation de !'element de 
type isoparametrique permet de traiter pratiquement tous les types de section 
(can·ee, rectangulaire, hexagonale, dissymetrique, etc ... ) ainsi que les silos 
equipes d'une ti·emie de vidange non conique. 

3.2 Conditions aux limites 

Compte tenu de Ia nature des parois d'un silo metallique (tole en acier) et de 
leur geometrie (forme ondulee ou de type palplanche, presence de montants 
verticaux et de ceintures horizontales), on est en droit de considerer que 
leur deformation est quasiment negligeable comparativement a celle du milieu 
granulaire; les deplacements nodaux sont done bloques dans Ia direction donnee 
par Ia normale ala frontiere du domaine lorsque le noeud en question est localise 
sur celle-ci (dans le cas ou Ia paroi n'est pas parallele a un des axes du repere 
general, cette condition s'exprime dans un repere nodal). En ce qui concerne 
les deplacements tangents a Ia paroi, its sont controles par le respect d'une 
condition de frottement le long de Ia paroi ( cf. paragraphe 3.3) ; cette condition 
de frottement peut toujours s'interpreter en terme de critere d'etat limite, mais 
pour une facette d'orientation systematiquement imposee par Ia paroi, ce qui 
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ne permet pas d'assimi]er cette condition a Ull comportement e]astop]astique 
isotrope particulier sans en affaiblir l'exigence. C'est Ia raison pour laquelle des 
elements specifiques de contact ont ete developpes, permettant un respect plus 
rigoureux de Ia condition de frottement 

3.3 Formulation de l'elt~ment fini de contact 

En fonction du type de silo etudie, !'element en question s'apparente, soit a un 
element de membrane a 4 noeuds en symetrie de revolution, soit a till element 
de brique a 8 noeuds pour les etudes tri-dimensionnelles. Dans ce dernier cas qui 
constitue le cas le plus general, Ia loi de frottement a Ia paroi s'exprime par une 
condition de type Coulomb dans le repere local (i, fj, Z), lie a Ia paroi (voir figure 
4) ; au contact du plan tangent (fj, Z), le frottement se traduit par un rapport 
constant /lt entre Ia contrainte normale (]' x et Ia contrainte de cisaillement (]' xt, t 
designant une direction arbitraire dans le plan (fj, Z). Lorsque le frottement est 
isotrope, le rapport /lt est le meme dans toutes les directions (/lt = !1) ; dans 
le cas des silos metalliques avec des parois en tole ondulee ou en palplanches 
(les ondulations etant disposees horizontalement), Ia loi de frottement prend 
un caractere orthotrope, et en toute rigueur deux coefficients de frottement 
peuvent etre definis entre respectivement les contraintes tangentielles (]' xz' (]' xy 

et Ia contrainte normale (]' x. Dans Ia pratique, il est clair que Ia condition de 
frottement la plus determinante est celle qui est directement liee aux forces de 
gravite (dans le plan ( i, Z)) ; a noter d 'ailleurs qu 'en symetrie de revolution, Ia 
deuxieme condition disparai't completement par symetrie. 

Pour Ia clarte de !'expose, on va preciser ci-dessous Ia formulation adoptee 
lorsqu 'une seule condition de frottement est a respecter, dans le plan ( i, Z) ; 
lo:::.:;qu'une deuxieme condition est a prendre en compte, celle-ci vient se cumuler 
avec Ia precedente dans !'element, Ia formulation restant Ia meme a des 
permutations d'indice pres. Outre le cas du frottement horizontal (dans le plan 
(i, fj)), le cumul de plusieurs conditions de contact se produit egalement dans 
les angles des silos a section rectangulaire (voir figure 5). 

Dans Ia premiere version du logiciel qui etait exclusivement dediee a !'etude 
des silos cylindro-coniques (20], un algorithme de corrections iteratives des 
contraintes exercees a Ia paroi a tout d'abord ete utilise pour satisfaire a 
Ia loi de frottement ; Ia methode a donne des resultats satisfaisants tant 
qu'elle a ete appliquee, soit a des parois verticales, soit a des tremies a 
forte inclinaison. En revanche, son utilisation pour !'etude de tremies peu 
inclinees a conduit a quelques difficultes d'ordre numerique pour satisfaire 
correctement la loi de frottement, notamment lors des etapes intermediaires 
de calcul, lorsque Ia tremie est partiellement remplie. Sans rentrer dans les 
details (pour plus d'informations a ce sujet, voir Ia reference [3]), on a pu 
verifier que les difficultes d'ordre numerique etaient essentiellement liees au fait 
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lo1 de COULOMB ( ~=0,33 ) 
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Figure 4. wide frottement de /'ilement de contact 

Figure 5. Element de contact au raccordement de deux parois 
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que les corrections de contraintes s'operaient ici independamment du sens de 
de placement ( ou glissement) de Ia matiere par rapport a Ia paroi. Aussi, plutot 
que de chercher a palier directement a cet inconvenient, est-il apparu plus 
opportun de developper un element fini specifique, dit "element de contact" se 
comportant comme un "patin" a deformation contro!ee, interca!e entre Ia paroi 
et Ia matiere ensilee. Du point de vue de Ia generation de !'element, il s'agit 
d'un element isoparametrique, qui peut etre un quadrilatere plan lorsqu'il est 
defini en symetrie de revolution, ou till element de brique a 8 noeuds dans le 
cas plus general d'une modelisation tri-dimensionnelle. Dans le premier cas, 
!'element quadrilatere a l'un de ses cotes (repere par sa normale ii) tangent a Ia 
paroi; dans le second, c'est l'une de ses faces (repere egalement par sa normale 
ii). 
Dans les deux cas, Ia condition de frottement a respecter dans le plan ( x, Z) est 
donnee par Ia relation suivante : 

(6) 

On prec1se que les conventions de signe adoptees ici sont telles que les 
contraintes de compression cr x ( orientees vers les x negatifs) sont positives et 
que, par voie de consequence, les contraintes de cisaillement CYxz positives sont 
orientees vers les z negatifs. 

En imposant une certaine loi de variation de Ia contrainte de cisaillement cr xz au 
sein de !'element en fonction du glissement angulaire lxzde Ia matiere ensilee au 
contact de Ia paroi, il est possible de tendre rapidement vers le respect de Ia loi 
de Coulomb, meme lorsque ce glissement reste fini ; par exemple, en ponderant 
Ia relation (6) par un terme exponentiel on peut adopter : 

(7) 

ou v est un coefficient qui caracterise en quelque sorte Ia tendance plus ou 
moins marquee avec laquelle on rejoint Ia droite de Coulomb (voir figure 4) ; 
ce coefficient peut, dans une certaine mesure, refleter Ia nature plus ou moins 
rugueuse de la paroi. En toute rigueur, le terme exponentiel devrait s'ecrire 

e-~ ; compte tenu de !'orientation de la paroi d'un silo par rapport a 
la direction des forces de pesanteur, il est clair que /xz est toujours negatif ; 
on peut done s'affranchir de la valeur absolue. D'un point de vue mecanique, 
la prise en compte d'une loi telle que (7) ne peut se concevoir, meme dans le 
simple cas d'un comportement elastique, que dans le cadre d'un element de 
type orthotrope ; il est alors necessaire d'introduire un module de cisaillement 
G 2 independant des autres coefficients elastiques. 

Si, dans un premier temps, on fait abstraction du comportement plastique 
de Ia matiere ensi!ee, cette matiere peut se caracteriser par I 'operateur de 
comportement elastique non lineaire de Boyce E;j kl reliant les composantes 
du tenseur des contraintes a celles du tenseur de deformation : 
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On se place ici dans le cas d 'un calcul tridimensionnel; le tenseur des contraintes 
a 6 composantes distinctes: Uxx (note ux), Uyy, Uzz, Uxz, Uyz, Uxy, et l'operateur 
Eijkl se deduit directement des relations (1). L'introduction dans cet operateur 
d'un effet d'orthotropie dil au frottement (relation (7)) consiste a modifier le 

module de cisaillement secant c~·) relatif au plan (i, Z) (il s'agit du coefficient 
Exzxz de l'operateur de comportement) en posant : 

-J..L Ux [1- e-,j-v-yx•] 

G(•) _ Uxz _ ----~~--------~ 
2 - -

/xz /xz 
(9) 

Au plan numerique, on cumule alors sur un meme element deux non linearites 
de comportement d'origine differente ; ce qui conduit inevitablement a 
des problemes de convergence (il est en effet impossible de re-equilibrer 
simultanement un meme tenseur de contrainte par rapport a deux conditions 
distinctes et independantes). Pour pouvoir neanmoins respecter au mieux les 
deux aspects du comportement d'un tel element, tout en privilegiant Ia prise en 
compte des actions de frottement pour lesquelles il a ete defini, !'approximation 
que les auteurs ont convenu d'introduire dans le calcul consiste : 

. a affecter a !'element de contact un operateur de comportement elastique 
identique a celui determine pour !'element qui lui est juxtapose, le tenseur de 
contrainte de !'element de contact n'etant pas re-equilibre par rapport a Ia loi 
de Boyce. Compte tenu de Ia taille reduite des deux elements dans cette zone 
du maillage, Ia variation des contraintes est faible d'un element a !'autre et 
!'approximation qui est ainsi faite reste tres moderee ; 

. a re-equilibrer !'element de contact par rapport a Ia loi de frottement tout en 
reactualisant le module de cisaillement dans le plan d'orthotropie (relation (9)) 
par rapport au niveau de contrainte considere. 

En se pla~ant maintenant dans le cas du comportement elastoplastique, le 
processus de calcul incremental impose de transcrire les relations (7) a (9) 
en termes d'accroissement de contrainte et de deformation, pour definir le 
comportement tangent de !'element. 

Comme certains auteurs (8], on pourrait definir prealablement un module de 

cisaillement tangent G~t) donne par Ia relation suivante : 

G (t) _ OO"xz _ 1 R:V -~ 
? - --- -J..L Ux - e "" 
- D!xz 2 /:r:z 

(10) 

En fait, ce concept n'est pas suffisant car il ne prend pas en compte le role de 
Ia contrainte normale O"x qui intervient en tant que variable independante de 
/xz dans les expressions (7) et (9). 
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Aussi, pour une mise en equation rigoureuse du comportement tangent de 
!'element (vis a vis de Ia loi de frottement), il convient d'etablir Ia differentielle 
to tale de () xz : 

~ (c~•)(()x,/xzhxz) 8/xz + 
c~t) (cf. (10)) 

k (c~•)(()x,/xzhxz) [J()x 

terme supp/ementaire relatif 
a Ia variation de c~• l 

en fonction de ()x 

L'expression (11) conduit immediatement a : 

(11) 

(12) 

L'accroissement de contrainte 8()x figurant dans (12) s'exprime a partir des 
accroissements de deformation en faisant intervenir l'operateur elastique \7 E 
( ou elastoplastique \7 P) tangent dont il est necessaire de modifier Ia formulation 
pour tenir compte de (12); soit, en ecriture tensorielle (l'operateur modifie etant 
affecte d'un asterisque) : 

8();i = \7 Eii kl 8c;kl 

8();i = \7 P;*i kl 8c;kl 

(cas elastique) 

(cas plastique) 

(13) 

(14) 

Les modifications apportees a I 'operateur de comportement \7 E;j kl 
(respectivement \7 P;j kl) ne con cement que les termes relatifs au cisaillement 
(soit pour i -:f. jet k -:f. /) ; en introduisant (12) dans l'operateur de 
comportement initial de !'element (\7 E;i kl ou \7 P;i kl), on peut etablir les 
expressions suivantes qui definissent entierement le nouvel operateur tangent 
pour I 'element de contact : 

(resp. \7 P*) 

\7 E;zkl = -J.l [ 1 - e-v-v-ru] \7 Exxkl 

[1-8xk 8z1 (1+J.l. [1-e-v-v-ru])] +28xk Dz1 G~t) (15) 

/xz = 2 fxz 

En fait, compte tenu de !'approximation qui a ete introduite dans Ia prise en 
compte du comportement, l'oP.erateur \7 Eijkl qui figure dans (15) correspond a 
l'operateur elastoplastique de !'element de matiere ensilee juxtapose al'element 
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de contact en question. A noter egalement que l'orthotropie de l'operateur 
\! Eij kl necessite de faire un changement d'axe pour calculer son expression 

dans le repere d 'assemblage ex' y' Z) avant de proceder au calcul de Ia matrice 
de rigidite de !'element. 

3.4 Organisation generale du programme 

3.4.1 Remplissage de la cellule 

Le remplissage de Ia cellule est simule progressivement, par superposition 
de couches horizontales d'elements finis ; a chaque etape du remplissage, le 
poids volumique peut egalement etre applique progressivement de fa<;on a 
s'assurer d'une bonne convergence du calcul non lineaire. La resolution des 
non-linearites du probleme s'opere a !'aide d'un algorithme de type NEWTON
RAPHSON, les re-equilibrages successivement ope res sur les efforts nodaux 
devant permettre de satisfaire a Ia fois Ia loi de comportement de type 
elastoplastique non lineaire de Ia matiere ensi!ee, et Ia loi de frottement le 
long des parois. Au plan de l'organigramme general du programme (voir figure 
6), cela se traduit par un systeme iteratif comportant trois boucles imbriquees : 
les deux boucles exterieures correspondent a Ia mise en charge progressive du 
silo, et Ia troisieme traite Ia partie non lineaire du probleme avec trois options 
possibles, suivant qu'il s'agit d'un element de contact, d'un element de matiere 
ensilee dans le domaine elastique ou d'un element de matiere ensilee dans le 
domaine plastique. 

3.4.2 Vidange de la cellule 

II convient tout d'abord de souligner encore une fois que Ia modelisation 
des actions a Ia paroi lors de Ia vidange a ete envisagee de maniere assez 
pragmatique, en adoptant d'emblee des hypotheses simplificatrices tant au 
niveau de Ia representation des conditions d'ecoulement qu'en ce qui concerne le 
comportement rheologique de Ia matiere en mouvement; l'objectif est, en effet, 
de mettre en evidence !'evolution de Ia distribution des contraintes a Ia paroi 
entre le remplissage et Ia vidange en ne fa.isant intervenir dans Ia modelisation 
que des parametres bien definis. Ces hypotheses, justifiees de maniere plus 
detaillee dans Ia reference [3), sont resumees ci-dessous : 

(Hl) !'etude porte sur Ia phase d'ecoulement de Ia matiere ensilee en regime 
etabli. Lors de Ia phase transitoire de l'ecoulement, on a pu verifier a l'aide 
d'une autre approche [3] que dans des conditions d'ouverture progressive de 
la trappe de vidange, le niveau des sollicitations a Ia paroi etait proche de 
celui etabli en regime permanent ; cela a d'ailleurs ete confirme par les mesures 
experimentales realisees sur Ia base de Chartres. 

(H2) La zone de matiere ensilee en ecoulement presente un axe de symetrie 
cylindro-circulaire centre sur I 'orifice de vidange ; pour un silo a section 
circulaire ou carree, si !'on se place dans le cas d'une vidange centree, Ia section 
de Ia zone d'ecoulement vient s'inscrire dans Ia section complete de Ia cellule, 
comme le montre Ia figure 7-a. Dans le cas d'un silo rectangulaire, en presence 
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de plusieurs orifices de vidange, Ia modclisation consiste alors a juxtaposer Ia 
configuration d'ecoulement definie pour un silo carre au droit de chacun des 
orifices de vidange (traits en pointilles sur Ia figure). 
La pente du cone d'ecoulement est determinee en considerant qu'il se developpe 
une ligne de glissement au sein de Ia matiere ensilee depuis ]'orifice de vidange 
jusqu 'a Ia paroi. Cette ligne est assimilee ici a sa tangente pour Ia pente 
cakulee sur ]'axe du silo (voir figure 7-b) ou les directions principales du tenseur 
des contraintes sont donnees par les axes du repere ; on peut alors exprimer 
directement !'angle d'inclinaison {)en fonction de !'angle de frottement interne 
de Ia matiere ensilee <p. Admettant que l'on puisse prolonger Ia limite de Ia 
zone morte jusque sur ]'axe, Ia direction principale majeure (en r = 0 sur Ia 
figure 7-b) est verticale et on a: 

{)=!_-'f. 
4 2 

(16) 

En pratique, pour tenir compte de Ia variation de Ia pente de Ia ligne reelle 
de glissement, il est d 'usage assez courant de corriger Ia relation ( 16) en 
considerant, en fait, une hauteur h 1 majoree du cone d'ecoulement, par exemple 
(9] : 

h _ ~ ro 
'1-

6tan(f-~) 
(17) 

ou r0 designe le rayon du cercle inscrit dans Ia section droite du silo. 

(H3) Au cours de Ia vidange, on considere que !'angle de frottement interne de 
la matiere en mouvement tend a legerement diminuer du fait d'une lubrification 
naturelle (produite par la liberation d'huile ou d'eau) ; ace titre, on a adopte 
un angle de frottement interne a Ia vidange 'Pv reduit de 15% par rapport a 
sa valeur au remplissage, cette reduction etant celle preconisee par Ia Norme 
Fran<5aise (9] ; soit : 

'Pv = Rv'P (18) 

avec ici Rv = 0, 85. 
Cet effet de lubrification s'applique egalement a la valeur de !'angle de 
frottement ala paroi en dehors, bien sur, des zones ou Ia paroi est en contact 
avec Ia matiere qui ne s'ecoule pas (zones mortes). 
(H4) En ce qui concerne les effets d'inertie lies a l'ecoulement de la matiere 
en mouvement, une etude critique developpee dans (3], et rappele en annexe 
a la fin de cet article, a montre que pour des dimensions usuelles de cellule, 
ces effets etaient tout a fait negligeables au niveau des contraintes transmises 
a Ia paroi, et cela pour !'ensemble des debits d'ecoulement susceptibles de se 
produire dans les silos consideres dans cette etude. 

Dans ces conditions, le cakul des actions exercees ala paroi lors de Ia vidange 
peut s'envisa.ger dans le cadre d'une approche quasi-statique ; il se decompose 
en trois etapes : 
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- dans un premier temps, on determine le champ des contraintes a I 'interieur 
du silo a Ia fin de Ia phase de remplissage, en ayant pris soin de realiser un 
maillage de Ia cellule dans lequel Ia cheminee d'ecoulement ( dont les limites 
sont connues, cf. (H2)) correspond a un nombre entier d'e!ements finis; Ia figure 
8 donne deux exemples de tels maillages pour des silos cylindro-coniques. En 
dehors de Ia determination des actions aux parois lors du remplissage, le but 
de ce calcul est de determiner les forces de surface le long de !'interface avec Ia 
future zone d 'ecoulement (done sur chaque element fini (e) hachure a Ia figure 

9); ces forces seront designees par {t}"l} (r). 

- Dans un deuxieme temps, on evalue le champ des contraintes qui s'exercent 
lors de la vidange le long de !'interface avec la zone qui ne s'ecoule pas ; en 
!'absence d'effets d'inertie significatifs, cela revient a calculer des actions de 
type remplissage (statiques) sur les parois d'un silo virtue! dont les dimensions 
coincident avec celles de Ia zone d'ecoulement (cellule cylindro-conique). Dans 
ce silo virtue!, Ia matiere ensi!ee est caracterisee par !'angle de frottement 
interne 'Pv reduit par rapport au remplissage (cf. (18)), et le coefficient de 
frottement le long de Ia paroi virtue lie doit etre pris ega!, soit a tan( 'Pv) lorsque 
le frottement se developpe au contact de Ia zone morte, soit a tan(Rvb) (b 
designant !'angle de frottement statique a Ia paroi) lorsque Ia paroi virtuelle 
est confondue avec Ia paroi reelle de Ia cellule. L'objectif de ce calcul consiste a 
evaluer, sur chacun des elements finis (e) en contact avec les elements hachures 

de Ia figure 9, les forces de surfaces { J} ")} ( v) qui correspondent a Ia vidange 

du silo. 

- Enfin, dans un dernier temps, le calcul aux elements finis porte uniquement 
sur Ia zone de matiere ensilee qui ne s'ecoule pas : les actions a exercer sur tous 
les noeuds de I 'interface avec Ia zone morte (de hauteur egale, en general, a h1 ), 

definie lors de Ia vidange, sont les forces nodales equivalentes a Ia difference 
entre les actions de remplissage et les actions de vidange, soit pour chacun des 
elements hachures de Ia figure 9 : 

(19) 

oil [Ne] designe, de maniere classique, Ia matrice d'interpolation de !'element e. 
En toute rigueur, Ia relation (19) serait a envisager SOliS Ia forme incrementale 
suivante : 

(i)_ 1 T ., (i) {bFe} -- v. [Ne] {bfv-r(r, .,)} dv (20) 

en considerant nv increments successifs pour passer de l'etat de remplissage a 
l'etat de vidange, et avec : 
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{8fv-r(r, z)}(i) = J_ (U.(r, z)}(v)- {f,(r, z)}(r)) 
nv 

En pratique, compte tenu de l'ordre de grandeur de Ia correction totale 
exprimee en (19), on a pu envisager de traiter Ia plupart des cas en ne 
considerant qu'un seul increment (n, = 1); seulle cas des silos a fond incline, 
avec un angle de tremie a distinct de !'angle d'ecoulement 0, a necessite un 
traitement incremental, pour obtenir une convergence satisfaisante du calcul 
non lineaire. 

4. Applications du modele 

4.1 Con1paraison avec des siinulations experimentales en vra1e 
grandeur. 

Les resultats donnes ici sont extraits d'une etude plus complete presentee 
dans Ia reference [3] ; ils concernent deux des cellules cylindriques de Ia base 
experimentale fran<;aise de Chartres [23] : 
- Ia premiere (cellule C) se caracterise par des parois relativement rugueuses 
(tole ondulee), avec un coefficient de frottement moyen mesure in situ ega! a 
0,44 ; elle est haute de 15m et son diametre est ega! a 8m (elancement: 1,42). 

- La seconde (cellule D) presente des parois en tole lisse ; le coefficient de 
frottement est done plus faible (valeur mesuree sur Ia base : J.1. = 0, 33) ; elle est 
egalement moins elancee avec une hauteur egale a 8m et un diametre de 6m 
(elancement : 1,33). 

Sur les figures 10 et 11, on a represente les distributions experimentales et 
numeriques de Ia contrainte normale exercee a Ia paroi lors du remplissage 
des deux cellules avec du ble ( cf. parametres rheologiques du tableau I, 
le modele plastique utilise ici etant celui de Drucker-Prager), et egalement 
lors de Ia vidange : dans les deux cas, on peut constater qu'il y a une 
concordance assez satisfaisante entre !'approche numerique et les mesures 
experimentales, ces dernieres etant inevitablement affectees par une certaine 
incertitude liee a Ia mesure ( et cela malgre les performances remarquables des 
capteurs specialement con<;us pour mesurer a Ia fois Ia contrainte normale et 
Ia contrainte tangentielle due au frottement). Lors de Ia vidange, il apparait 
une augmentation assez sensible de Ia contrainte normale au niveau du 
raccordement de Ia zone d'ecoulement avec Ia paroi ; cet effet est d'ailleurs 
confirme par !'experience, de maniere plus precise pour Ia cellule C oil il a ete 
procede a des mesures de contrainte plus nombreuses suivant Ia hauteur (9 
capteurs contre seulement 5 sur Ia cellule D). 
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4.2 Mise en evidence de !'influence de Ia loi de comportement sur Ia 
repartition des contraintes dans Ia cellule 

4.2.1 Influence de la non linearite elastique 

Les valeurs numeriques du coefficient n de Ia loi de Boyce (n = 0, 3 pour 
le ble et n = 0, 4 pour le sable) traduisent en fait un comportement assez 
fortement non lineaire, sachant que ce coefficient (necessairement positif pour 
un materiau hyper-elastique) prend Ia valeur 1 en elasticite lineaire. Pour 
estimer l'effet de cette non linearite sur Ia distribution des efforts dans le 
silo (plus particulierement lors du remplissage), une etude a ete ent.reprise en 
faisant varier progressivement n depuis Ia valeur 0, 3 du ble jusqu'a 1, et cela 
en corrigeant a chaque fois les valeurs de K 1 et G 1 de fa«on a conserver des 
modules elastiques secants identiques pour un niveau de contrainte de reference 
proche de celui regnant dans Ia partie centrale du silo (voir schema explicatif 
a Ia figure 12). Sur cette figure, on presente les resultats obtenus sur un silo de 
grandes dimensions (hauteur 24m, diametre 4m, coefficient de frottement a Ia 
paroi J-1. = 0, 33) : on constate qu'entre les deux cas extremes, Ia distribution 
des contraintes normales a Ia paroi a sensiblement Ia meme allure. Par contre, 
a l'interieur de Ia cellule, Ia figure 13 montre des differences plus sensibles : 

- au niveau de Ia repartition des zones plastifiees (toujours dans !'hypothese 
du critere de Drucker-Prager pour !'instant), on peut remarquer que Ia plus 
grande partie de Ia matiere ensi!ee atteint !'etat limite plastique dans le cas 
lineaire alors que dans le cas non lineaire, seule Ia zone situee tout a fait a la 
base de Ia cellule atteint l'etat limite plastique. 

- De meme, au niveau de Ia variation des contraintes suivant le rayon du silo, la 
courbe presentee a Ia figure 13 (il s'agit de Ia variation radiale de Ia composante 
vertica.le du tenseur des contraintes) se caracterise par une courbure plus 
importante en elasticite non lineaire, avec en particulier un maximum localise 
pres de !'axe de symetrie du silo. Ceci peut s'expliquer de par Ia nature de 
Ia loi de comportement qui confere une rigidite plus importante aux elements 
finis pour lesquels Ia pression moyenne p est plus elevee ; dans le cas des silos, 
ces elements sont essentiellement localises vers le centre car pres des parois, le 
frottement a tendance a diminuer p. 

Ainsi, on a pu etablir que le degre de non linearite elastique affecte sensiblement 
l'etat des contraintes a l'interieur du silo ; par contre, une certaine capacite de 
redistribution des zones plastiques laisse quasiment inchangee Ia repartition des 
efforts le long de Ia paroi. 

Concernant les zones plastiques selon le critere de Drucker- Prager, Ia figure 
14 montre leur evolution au cours du remplissage pour un silo cylindrique 
d'elancement 2 , Ia matiere ensilee ( du ble) ayant repris ses parametres de 
comportement habituels (cf. tableau I) : des !'instant ou le silo est rempli a 
50%, on constate une plastification importante de Ia zone localisee au fond 
du silo pres de !'axe de symetrie. A Ia fin du remplissage, on peut egalement 
remarquer que plus de Ia moitie de Ia matiere ensilee n'a pas atteint l'etat 
limite plastique : cette observation s'est averee particulierement interessante 
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pour !'elaboration des methodes de calcul simplifiees qui seront evoquees au 
paragraphe suivant, Ia prise en compte d'un etat limite plastique en tout. point 
du silo, presque toujours a. Ia base des modeles analytiques publies dans Ia 
litterat.ure, apparaissant ici tout. a fait artificielle. 

4.2.2 Influence du modele de comportement plastique 

Le logiciel offrant Ia possibilite d 'utiliser un modele de comportement plastique 
plus elabore que le simple modele de Drucker (en l'occurence, il s'agit du 
modele de Wilde evoque au paragraphe 2.2), une etude comparative des 
distributions de contrainte normale obtenues a Ia paroi a ete realisee de fa<;on 
a evaluer !'influence reelle de l'ecrouissage de Ia matiere ensilee ainsi que 
!'influence de Ia limitation du domaine elastique par une surface fermee. En 
fait, on a pu constater qu'il n'y avait pratiquement aucune difference entre les 
deux approches des !'instant ou !'on s'interesse seulement a Ia repartition des 
contraintes a Ia paroi : a titre d'exemple, Ia figure 15 extraite de Ia reference 
[3] montre que l'ecart entre les deux solutions est inferieur a 5% dans le cas 
d'un silo rempli avec du sable, et cela quelque soit Ia hauteur d'ensilage. De 
nombreux autres exemples ayant permis de confirmer cette tendance, le modele 
de Wilde a finalement ete assez peu utilise dans le cadre d'etudes parametriques 
dans Ia mesure ou, pour un resultat relativement equivalent, il represente un 
coiit de calcul bien plus eleve que le modele de Drucker. 

Par ailleurs, un calculnumerique precis des actions aux parois ayant pu etre 
realise avec un modele de comportement rheologique relativement simple, Ia 
formulation d'une methode analytique de calcul des contraintes a Ia paroi a 
pu etre envisagee en exploitant au mieux les resultats de Ia base de donnees 
constituee avec ce modele numerique. A partir des informations ainsi collectees 
sur Ia distribution des contraintes a l'interieur du silo, certains des fondements 
des theories analytiques tradit.ionnelles ont pu etre remis en cause pour batir de 
nouvelles solutions d'equilibre de Ia matiere ensilee : on se propose maintenant 
de mettre en evidence les grandes !ignes de Ia demarche adoptee dans cette 
optique en presentant Jes principaUX resuJtats acquis au COlli'S d'une phase 
d 'exploitation systematique clu logiciel. 

4.3 Exploitation du modele en vue d'etahlir les fondements de 
nouvelles theories pour un calcul precis des actions aux parois 

Tout d'abord, il peut etre utile de rappeler qu'en theorie classique des silos, il 
est d'usage assez courant d'etablir Ia repartition des contraintes a Ia paroi en 
ecrivant l'equilibre des resultantes d'effort verticaux appliquees aux frontieres 
d'une tranche horizontale de matiere ensilee d'epaisseur infiniment petite 
sou mise a son pro pre poids : c 'est le fondement de Ia theorie de Janssen [1 9] 
qui, en outre, fait intervenir deux conditions aux limites, l'une exprimant Ia 
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condition de frot.tement a Ia paroi, !'autre supposant !'existence d'un rapport 
constant. sur toute Ia hauteur du silo entre Ia contrainte normale a Ia paroi 
et Ia contrainte verticale moyenne calculee dans Ia section. C'est en fait Ia 
caracterisation de ce rapport, souvent envisagee a l'etat limite plastique, qui a 
fait !'objet de nombreuses publications. 

Par rapport a ces travaux, le premier enseignement que !'on a pu tirer des 
resultats du modele numerique, a ete de constater que d'une maniere generale, 
le rapport evoque ci-dessus ne presentait pas un caractere constant ; puis, a 
partir d'une vaste etude parametrique du champ des contraintes a l'interieur 
de differents types de silos (plus ou moins elances, a parois lisse ou rugueuse, 
avec plusieurs produits ensiles, etc ... ), trois hypotheses fondamentales ont pu 
etre mises en evidence pour un calcul analytique precis des actions aux parois ; 
elles sont brievement rappe!Ces ci-dessous : 

1- A l'interieur du silo, l'effet du frottement est localise dans une zone tres 
limitee au voisinage de Ia paroi ; ceci se traduit par des variations non lineaires 
des contraintes en fonction du rayon comme le montre, a titre d'exemple, Ia 
figure 16 pour Ia contrainte verticale, Ia courbe de variation pouvant presenter 
un palier horizontal dans Ia zone centrale du silo non affectee par Ia paroi. 

2- Le long de Ia paroi, il se developpe un etat de contraint.e qui coi'ncide tres 
precisement avec un etat limite de frottement ( cercles de Mohr tangents a Ia 
droite de pente ti = arctan(JJ ), voir figure 17). Cet etat de contrainte, mis en 
evidence quelque soit Ia geometric du silo, remet en cause !'hypothese d'un etat 
limite plastique (au moins lorsque !'angle de frottement a Ia paroi est inferieur 
a !'angle de frottement interne de Ia matiere ensilee) et conduit a definir un 
rapport constant Ap sur toute le hauteur de Ia paroi entre Ia contrainte normale 
(horizon tale) et Ia contrainte vertic ale (3] : 

.A = 1 
P 2tan2ti + 1 

(21) 

3- Dans Ia zone centrale du silo, Ia matiere ensilee n'atteint l'etat limite 
plastique que vers le fond de Ia cellule (voir figure 14) ; sur !'axe, l'etat des 
contraintes coi'ncide avec un etat d'equilibre "au repos" d'un milieu granulaire, 
ce qui se traduit numeriquement par !'existence d'un rapport .A0 constant entre 
les contraintes horizon tale et vertic ale (voir les resultats numeriques sur Ia figure 
18). 

Pour introduire ces hypotheses dans un modele analytique, le concept 
d'equilibre global par tranches horizontales de Janssen a done ete abandonne au 
profit de Ia recherche d'une solution rigoureuse d'equilibre interne de Ia matiere 
ensilee: Ia presentation detaillee des solutions obtenues ne faisant pas !'objet du 
present article, le lecteur pourra se reporter aux references [3, 15, 17, 18] pour 
plus de details. Simplement, pour illustrer !'interet d'une telle demarche basee 
principalement sur !'exploitation du modele Elements Finis, Ia figure 19 met en 
evidence !'amelioration spectaculaire obtenue dans Ia prevision des actions aux 
parois lors du remplissage d'un silo relativement elance : alors que Ia theorie 
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classique de Janssen tend a sous-estimer les actions, on cons tate sur cette figure 
une concordance presque parfaite entre le modele analytique propose et le calcul 
aux Elements Finis. De Ia meme fa<;on, les figures 20 et 21 illustrent les result.ats 
obtenus d'une part lors du remplissage d'un silo peu elance, d'autre part lors de 
Ia vidange d'une autre cellule : a chaque fois, Ia solution analytique proposee 
par les auteurs apporte une evaluation des actions aux parois conforme a Ia 
simulation numerique. 

4.4 Autres exemples 

Pour terminer cet article, on presente aux figures 22 et 23 deux autres 
possibilites de Ia modelisation offertes par le programme : 
- a Ia figure 22, il s'agit d 'une cellule a geometric tri-dimensionnelle ; Ia 
section droite est carree (2m X 2m) avec une hauteur d'ensiJage egaJe a 
15m (compte tenu des symetries du probleme, seulement un quart du silo a 
ete modelise). Le graphique donne une representation tri-dimensionnelle des 
contraintes normales exercees le long des parois lors du remplissage du silo avec 
du ble : ce type de representation a notamment permis de mettre en evidence les 
variations horizontales de Ia contrainte normale, cette derniere etant toujours 
assez netternent plus importante au centre de Ia paroi que pres des angles 
de raccordement. En analysant dans le detail Ia loi de variation horizontale 
de ladite contrainte, les auteurs ont egalernent pu proposer [7] une equivalence 
simple permettant d'ajuster un modele bi-dimensionnel optimal definissant une 
courbe enveloppe des contraintes sur toute Ia hauteur de Ia cellule. 

- A Ia figure 23, on donne simplement une illustration portant sur le calcul 
d'un silo cylindrique a fond incline (tremie) ; dans ce type de silo, il apparait 
une augmentation importante des efforts normaux aux parois au voisinage de 
Ia zone de raccordement de Ia jupe du silo avec Ia tremie. La representation 
donnee montre en outre qu'entre Ia phase de remplissage et Ia phase de vidange, 
il se produit une augmentation importante des sollicitations dans Ia tremie 
(accroissement de plus de 50% de Ia contrainte normale). De Ia meme fa<;on 
que pour les autres types de silo, le modele E.F. a permis de realiser une etude 
parametrique approfondie de Ia distribution des contraintes dans les tremies, 
et d'aboutir a des propositions tres concretes d'amelioration des methodes 
analytiques simplifiees [18]. 

5. Conclusion 

Le modele de calcul aux Elements Finis presente dans cet article constitue 
desormais un outil d'investigation bien adapte ala simulation des actions dans 
les silos ; il a ete developpe avec le souci d 'aboutir a une modelisation pas 
trop complexe au plan numerique, ce qui confere au modele un caractere assez 
pragmat.ique par rapport a d'autres approches de Ia litterature. Le contexte 
dans lequelles auteurs ont opere, a permis de disposer de toutes les informations 
utiles, d'une part a Ia caracterisation du comportement de Ia matiere ensilee, 
d'autre part ala validation des resultats numeriques par confrontation avec des 
mesures experimentales realisees en vraie grandeur. 
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Au plan de Ia contribution a Ia connaissance des phenomenes mecaniques 
mis en jeu lors du remplissage et lors de Ia vidange d'un silo, !'apport de 
Ia MEF a ete particulierement determinant pour mener a bien les differentes 
etudes parametriques presentees de maniere tres partielle dans le cadre de cet 
article. Les resultats obtenus ont notamment mis en evidence Ia necessite de 
prevoir une localisation assez etroite des effets du frottement pres de Ia paroi 
si !'on veut aboutir a un calcul precis des actions dans le cadre d'un modele 
analytique simplifie. Dans le meme ordre d'idee, les auteurs ont montre qu'il 
etait preferable de prendre en compte un etat limite de frottement le long de 
Ia paroi ( contrairement aux theories plus classiques qui adoptent generalement 
!'hypothese d'un etat limite plastique en tout point du silo), et que, par ailleurs, 
le respect du comportement rheologique de Ia matiere ensile dans Ia partie 
centrale du silo constituait un element egalement determinant dans Ia precision 
du calcul simplifie. 
A l'heure actuelle, Ia phase d'exploitation du logiciel se pour·suit plus 
specifiquement dans le cadre des silos a geometrie tri-dimensionnelle ; un des 
objectifs de ce travail en cours consiste, entre autres, a analyser les effets 
de dissymetrie lies a un dispositif de remplissage ou de vidange excentre par 
rapport au plan de symetrie du silo. 

En ce qui concerne le developpement du modele numerique, il est envisage 
d'etudier egalement !'influence de Ia rigidite des parois sur Ia distribution des 
contraintes dans le silo. Enfin, de nouvelles lois de comportement de Ia matiere 
ensilee pourraient etre introduites dans le modele pour simuler notamment les 
phenomenes de voutes dans les silos destines au stockage des produits cohesifs. 
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7. Annexe I : mise en evidence du caractere negligeable des termes 
d'iuertie dans la nwdelisation de la vidange 

On cherche a montrer ici que clans les equations d'equilibre interne de Ia matiere 
ensilee (donnees ci-clessous en symetrie cylindro-circulaire), Ia contribution des 
composantes de I 'acceleration Eulerienne ( v~, v~) du mouvement suivant les 
axes clu repere cylinclrique (r, z) sont negligeables: 
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l 
OUr u,. - Uo OTrz 1 ( ) 

or + 1' + Tz = - pv,. r' z' t 

O~z ~z 0~ 1 ( -+-+ --w = -pv r,z,t) or r f)z z 

(22) 

avec p : Ia masse volumique du produit ensile. 

Dans Ia partie superieure du silo (z ~ h~), Les trajectoires sont supposees 
vertic ales ( cf. figure 7-a) ; Ia composante radiale de Ia vitesse ( Vr) est 
done identiquement nulle. Si !'on considere en outre que le materiau est 
incompressible, !'equation de continuite : 

OVr + OVz + Vr = Q 
or az r 

(23) 

conduit a un champ de vitesse verticale independant de z. 

Les composantes de I 'acceleration Eulerienne du mouvement ( v~, v~ ), detinies 
par: 

1
1 av,. ovr ovr 

V,. = -a;:Vr + OZ Vz + 8t 

1 OVz OVz OVz 
V2 = {i;Vr + DzVz + 8t 

sont done identiquement nulles en regime permanent. 

(24) 

Dans Ia partie inferieure (z 2: hS), le champ de vitesse est suppose etre radial ; 
pour obtenir une evaluation des composantes de !'acceleration Eulerienne 
( v~, v~) en chaque point de l'ecoulement, on propose d'adopter a priori un 
champ radial de vitesse qui soit cinematiquement admissible (au sens de 
satisfaire I 'equation de continuite (23)). Le champ retenu est celui propose 
par J .L.SUTTERBY [22] ; projete dans le repere (r, z) de Ia figure (7-a), il 
s'ecrit : 

-Q r 

v,. = 21r(l- cosO) [r2 + (Ho _ z)2]3/ 2 

(25) 

Q Ho- z 
Vz = 

21r(l- cosO) [1.2 + (Ho _ z)2]3/2 

oil Q represente le debit de l'ecoulement et (} !'angle d'inclinaison du cone 
(tgO = ft, cf. figure (7-a)). 
Pour evaluer l'ordre de grandeur des termes d'inertie dus au debit de 
l'ecoulement, on se propose d'adopter une formulation adimensionnelle des 



Calcul des actions dans un silo par E.F. 247 

equations d'equilibre, selon une demarche assez classique en l'viecanique des 
Fluides.Pour exprimer les contraintes (ur, O"z, Trz) et les coordonnees (r, z) en 
fonction respectivement d'une pression et d'une longueur de reference, on peut 
poser : 

O'z = iT,(rvho) ; Trz = Trz(rvho) 
(26) 

r = fh 0 ; z = ih 0 

ou rv designe le poids specifique de Ia matiere ensilee et h0 Ia hauteur totale 
du silo. 

Compte tenu du champ de vitesse adopte ici, on peut facilement ecrire les 
equations d'equilibre sous la forme suivante : 

(27) 

avec: 

!isJ..- i 
S,(r, z) = __ ....::h""o-----;;-3 

[r2 + ( ~- zf] 

(28) 

(pou.r rappel q = Q ) 
21r( 1 - cos B) 

(g designant !'acceleration de pesanteur). 

Dans le systeme differentiel (27), le second membre represente exclusivement 
les termes d'inertie dus a !'acceleration de pesanteur g, et !'on peut facilement 
verifier que pour H 0 # h0 ( ce qui est toujours vrai dans une configuration 
d'ecoulement reel), on a : 

{ 

DvS,.(~, ~) :S D~ 

DvS,(r, z) :S Dv 
(29) 

ou: 

(30) 
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Dans Ia plupart des cas courants, il est clair que les deux majorants definis ci
dessus ont un ordre de grandeur tres inferieur a 1 puisque le parametre q, qui 
depend directement du debit, est lui-meme plus petit que 1. A titre d'exemple, 
pour un silo de hauteur 15m de rayon 2m, rempli de hie et avec un debit de 
300tjh, on trouve Vv = 4, 57 10-9 et V~ = 1, 09 I0-4 (!'angle 0 etant deduit 
de la relation (17)). En fait, c'est seulement dans le cas particulier de silos 
tres elances, et de plus, en considerant un ecoulement radial sur pratiquement 
toute Ia hauteur de Ia cellule que les effets d'inertie pourraient etre les plus 
significatifs ; car dans ces conditions q pent prendre des valeurs relativement 
elevees (!'angle 0 etant proche de zero), et Ia relation de majoration n'est plus 
suffisante pour en deduire l'ordre de grandeur du second membre de (27). 
En pratique, avec Ia delimitation du cone d'ecoulement domu~e en (17), les effets 
d'inertie seront toujours negligeables (0 etant toujours nettement superieur 
a 0). Cette aspect a d'ailleurs ete confirme pour differentes configurations 
d'ecoulement dans (3]. 

8. Annexe II : Algorithme de resolution des non linearites materielles 

Les inconnues du probleme sont les deplacements aux noeuds des elements finis 
regroupes dans le vecteur { D} ainsi que les contraintes dans chaque element 
(e) notees {O"e} (vecteur a 4 composantes en symetrie de revolution: O"r, O"z, 

CTo, Trz). 
On rappelle que Ia relation cinematique au niveau d'un element s'ecrit, a partir 
des fonctions d 'interpolation, so us Ia forme matricielle : 

(31) 

ou { Ee} represente le vecteur deformation de !'element (e) ( associe a { u e}) et 
[be] Ia matrice cinematique elementaire. Pour faciliter l'ecriture des equations 
qui sui vent, Ia relation matricielle (31) peut toujours etre transcrite so us Ia 
forme: 

{c:e} =(Be] {D} (32) 

N .B. : Pour etre en accord avec les conventions de signe generalement adoptees 
dans les lois de comportement en Mecanique des Sols, on comptera positivement 
les contraintes et les deformations associees a. un etat de compression ; 
ceci conduit a modifier comme suit les relations cinematiques reliant les 
deformations aux deplacements : 

Eij = - ~ ( ~Ui + OUj ) 
2 OXj OXi 

(33) 

ce qui permet de conserver des va.leurs positives pour les modules d 'ela.sticite. 
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8.1 Cas du materiau elasto-plastique parfait (modele de DRUCKER
PRAGER). 

Pour Ia resolution numerique, deux types d'equations sont a considerer ; 

- les equations d'equilibre global, donnees ici SOliS une forme discretisee : 

L 1 [Be]1 {O'e} dv- {S} = {0} 
e Ve 

(34) 

Oil ve designe le volume de !'element considere. 

Elles relient les forces nodales equivalentes au chargement exterieur {S} 
(constitue ici par les forces de gravite et les actions de contact a Ia paroi) 
aux efforts internes appliques dans chaque element oil sur sa frontiere. 

- les equations de comportement propres a chaque element dans lesquelles 
figure !'aspect non lineaire du probleme et dont la formulation peut etre 
differente selon que !'on se place a l'interieur du domaine elastique (limite par 
la courbe F({O'e}) = 0 dans l'espace des contraintes) ou au contraire a l'etat 
limite plastique. Precisons Ia formulation dans les deux cas : 

a) si F( {lTe}) < 0 (cas elastique), on peut envisager 

. soit une formulation globale du type : 

(35) 

L'operateur E represente les relations non lineaires de BOYCE . 

. soit une formulation incrementale du type : 

(36) 

{ bO" e} et { b D} representent les accroissements respectifs des vecteurs contrainte 
et deplacement au cours de !'increment de charge; [\7 E (O'e)] designe l'operateur 
de comportement elastique tangent. A noter que dans le cadre de Ia loi de 
BOYCE, qui est une loi hyper-elastique isotrope dont le ca.ractere non lineaire 
s'exprime a partir des deux premiers invariants du tenseur des contraint.es, 
Ia matrice [\7 E (O'e)] representant l'operateur \7 Eijkl peut etre directement 
determine a partir du potentiel complementaire uc defini en (3), sachant que, 
par definition : 

(37) 

b) si F ( { lT e}) = 0 (cas plastique), Ia relation est obligatoirement de type 
incremental : 
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[V P ( u e)] designe l'operateur elasto-plastique tangent classiquement defini a 
partir d'une loi d'ecoulement normal au potentiel plastique par Ia relation 
suivante : 

(38) 

Avec: 

A : module d'ecrouissage. 
G : potentiel plastique (en fait F = G avec les modeles consideres ici). 

8.1.1 Resolution a !'iteration j. 

La figure 24 represente symboliquement Ia procedure de resolution iterative a 
partir de Ia methode de NEWTON-RAPHSON lorsque l't:~tat de chargement 
du silo passe de {5};_ 1 a {S}; (boucle iterative indicee j). 
En fait, on opere par une succession de calculs avec rigidite tangente en 
re-injectant a chaque etape le desequilibre en efforts nodaux constate a 
l'etape anterieure: {bsr-

1
. La correction des deplacements nodaux {bD}{ 

correspondante est basee sur ]'utilisation de Ia matrice de rigidite tangente de 
Ia structure : 

[Kt]{- 1 = L 1 [Ber [VP(ue)]{- 1 [Be]dv (pour !'iteration j) (39) 
e Ve 

avec pour j = 1 

En fait, a chaque iteration j, on a les relations suivantes : 

{bD}{ = ([Kt]{- 1
) -

1 
{ bSr-

1 

{D}{ = {D}{- 1 + {bD}i 

. 1 . 1 ( . 1) avec bien sur, ['VP(ue)]i- = ['VE(uem- lorsque F {ue}i-

elastique). 

( 40) 

( 41) 

< 0 (cas 

Quant aux efforts nodaux de re-equilibrage correspondant a ]'iteration j, ils 
s'obtiennent a partir des desequilibres calcules sur les contraintes elementa.ires 
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{.50'e}i, eux memes determines avec un algorithme different selou le type de 
comportement ; plus precisement on a : 

. clans le cas clastique F ( {ue}n < 0: 

{.50'e}{ = {E ([Be] {D}i)}- {ue}{ ( 42) 

. dans le cas plastique F ( { u e }n = 0, { 80' e }{ est tel que : 

( 43) 

En toute rigueur, on effectue en (43) une projection orthogonale sur le critere 
plastique defini dans le plan (p, q) ( cf. remarque ulterieure 8.1.3). 

Le clesequilibre des efforts nodaux se calcule ensuite par Ia relation : 

( 44) 

Une fois les calculs termines a !'iteration j, il reste a reactualiser les inconnues 
avant de passer a !'iteration suivante : 

(45) 

8.1.2 Criteres de convergence 

La verification de Ia convergence peut s'operer a differents niveaux : 

- globalement en testant !'amplitude des corrections effectuees sur les 
deplacements (norme du vecteur {8D}i) ; le calcul s'arrete des que l'erreur 

l · lli6DFII · "" · , 1 , · · d d' re at!veii{D}j,IJ est 111teneure a a precision eman ee. 

- localement, en testant sur chaque element, le respect de Ia loi de 
comportement ; le calcul s'arrete des lors que tous les elements satisfont au 
critere suivant: 

\:/e 
ll{oO'e}{ll 
ll{oue}{ll 

< Eo 

avec Eo qui designe Ia precision relative demandee. 

( 46) 

Pratiquement, c 'est le critere ( 46) qui a ete retenu de maniere a garantir un 
etat de contrainte conforme en tout. point du silo a Ia loi de comportement 
donnee pour Ia matiere ensilee. A noter que ce critere est bien plus strict que 
le premier cite. 
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8.1.3 Remarque 

Lorsque !'element considere a atteint l'et.at limite plastique, l'algorit.hme de 
re-equilibrage donne de maniere indicative en (43) n'est applicable que si !'on 
adopte une hypothese supplementaire permettant de faire Ia liaison entre les 
valeurs de re-equilibrage exprimees en terme d 'invariants des contraintes ( 8fl;, 
bijf) et le vecteur {bire}i (voir figure 25). 

Pour cela, on peut introduire une loi de HOOKE virtuelle entre le vecteur 

des deformations {ce }{ et le vecteur des contraintes ( { 0' e }{ + {biTe}{) en 

definissant des modules elastiques secants k{ et 6{ tels que : 

pf +8ft1 
(cv ){ 

( 47) 

( C'v ){ et ( cq ){ representent respectivement les deformations volumiques et 

deviatoriques conjuguees de pf et q{. 
II suffit alors de calculer l'operateur elastique correspondant [tr et on obtient: 

( 48) 

Cette technique numerique donne des resultats satisfaisants tant que Ia loi 

virtue lie representee par [ E] ~ reste definie positive, ce qui peut ne pas etre le 

cas, notamment lorsque !'element att.eint un etat de deformation elastoplastique 
dilatant (k{ devient negatif) : lorsque ce cas se presente, le programme detecte 
le probleme en testant Ia valeur de k{ et le calcul de{c5ire}i est effectue selon Ia 
deuxieme methode definie ci-apres pour le modele de WILDE. Cette deuxieme 
technique de re-equilibrage presente l'avantage d'etre applicable quelque soit 
l'etat de deformation de !'element, mais en contre-partie, Ia convergence vers 
Ia solution equilibree par rapport au critere plastique, est moins rapide qu'avec 
Ia methode basee sur (47) et (48). 

8.2 Cas du materiau elastoplastique ecrouissable (Modele de 
WILDE). 

Par rapport au modele elastoplastique parfait, il convient d'inclure dans les 

equations regissant le probleme, le fait que Ia surface de charge F ( { O'ij }i) = 0 

depend desormais de deux parametres d 'ecrouissage ( cE, c~) ( cf. paragraphe 
2.2). 
Dans le cadre de Ia formulation incrementale du paragraphe precedent, le critere 
de plasticite s'ecrit : 

( 49) 

Dans Ia relation (49), il est important de noter qu'a !'increment de charge 
(i), on ne peut tenir compte que de l'ecrouissage apporte par !'increment 
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precedent ( i -1) :en effet, il ne parait pa'> possible de considerer les parametres 
d'ecrouissage (c:~); et (c:~); comme des inconnues dans Ia resolution des 
equations pour !'increment (i) sans prendre le risque de produire un ecrouissage 
d'origine purement numerique. Par consequent, (c:~); et (c:~); ne peuvent etre 
reactualises qu'a Ia fin du pas de chargement (i) pour etre ensuite utilises a 
!'increment suivant. 
La figure (26) illustre cet aspect du calcul dans le plan particulier (p, Ev) 
pour un trajet de contrainte isotrope (q = 0), avec une loi de deformation 
elastique de type BOYCE (cf. relation (1)) jusqu'en p* (niveau de contrainte 
correspondant a l'ecoulement plastique, voir figure 2) ; au deJa de p*, Ia 
com·be represente !'evolution de Ia deformation volumique totale selon Ia loi 
de deformation elastoplastique deduite des modeles de BOYCE et WILDE. 
Cette figure permet de mettre en evidence un aspect assez paradoxa! dans 
!'evolution m1merique de Ia surface d'ecoulement par rapport a !'evolution 
numerique des contraintes ; en effet a Ia fin de chaque increment i, Ia 
reactualisation des parametres d'ecrouissage provoque un deplacement de 
cette surface d'ecoulement, plac;ant temporairement !'element en question a 
l'interieur du domaine elastique reactualise. Pour le cas qui est illustre, on a 
considere qu 'a I 'increment i, Ia convergence etait atteinte a pres deux iterations 
de re-equilibrage; le calcul de !'increment suivant devrait normalement s'operer 
en prenant en compte Ia direction donnee par Ia tangente a Ia loi d'ecoulement 
reactualisee. Or, il apparait assez clairement sur le graphique que !'utilisation 
de cet operateur tangent peut conduire, apres plusieurs pas de chargement, a 
un etat de contraintes qui tend a s'eloigner de Ia surface de charge, avec meme 
Ia possibilite d'un retour a un etat elastique, dont Ia cause serait essentiellement 
numerique (il se produit une sorte de "derive" progressive du calcul). 
Pour remedier ace probleme, il suffit en general de modifier l'operateur tangent 
utilise pour Ia premiere iteration de chaque pas de chargement, de maniere a 
compenser partiellement le decalage avec Ia surface de charge provoque par Ia 
reactualisation des parametres d'ecrouissage. La technique que nous proposons 
d'adopter ici consiste a faire systematiquement le premier calcul de chaque 
increment avec Ia direction donnee par l'operateur elastique tangent pour 
le niveau de contraintes considere ; ceci conduit a modifier !'equation (39), 
lorsque j = 1, de Ia maniere suivante : 

[Kt)~OJ = L 1 [B,] 1 [\7 E (cr,)]~O) [Be] dv 
e Vc 

(50) 

Calcul des contraintes de desequilibre plastique {8i7e}t 

Avec le modele de WILDE, Ia determination de { 5ire}i a partir d'une projection 
orthogonale sur Ia surface d'ecoulement n'est possible que moyennant Ia 
resolution necessairement numerique de !'equation ( 43) ; en effet, en se plac;ant 
dans le plan (p, q), on a: 



256 Revue europeenne des elements tinis. Vol. 4- no 2/1995 

·--·"""" 
<IJ 

t:> 

<J) 

w 
_J 

~ 
f-

z 
. .,., 

Qj 

w <J) 

w 
f- t-
z C'l 

I ~ ill ·..-' 

Q; 0:: ... 
::l w f- b() z iZ 0 

b u 

<J) 

w 
I 0 

I 
-a;-- ..... 
b w 

~ 0 
0 
I 

w w f-
::J 8 ::J w 
0 0 2: 
f- f-<J) 

<t <J) 

_J <t 
Q_ _J 

w 
w 
z 
-
<( 

:L 
0 
0 



Calcul des actions dans un silo par E.F. 257 

{ 
(DF); = -M (L 11 £ + I\ [(c~),_ 1 + (M*- M) (c~) _

1
]- 1) 

( 
~ ) ) {)p i (p ); M I 

gradF = . ; ({)F); _ 
- -1 
{}q i 

(51) 
(on rappelle que Ln designe ici le logarithme neperien). 

Pour effectuer Ia projection orthogonale, il convient alors de resoudre le systeme 
d'equations non lineaires suivant, ou (8p){ ,(bij){ sont les inconnues: 

M (8ij){ [ Ln [ (p){ ~·(bp){ l + ~ [(c:~);_ 1 + (M*- M) (c:~);_ 1 ]- 1] 

+(8p){ = 0 

-M [P + (8p){j [ Ln [ (p){ ~·(bp){ l + ~: [(c:ni-1 + (M*- M) (c:~);_ 1 J] 
+ ( q ){ + ( b ii){ = 0 

(52) 
La resolution de (52) a partir d'une methode iterative (encore par exemple 
de type NEWTON-RAPHSON) vient alourdir de maniere consequente, Ia 
resolution du probleme d'autant plus que !'experience a montre que Ia 
convergence pouvait etre pa.rfois localement lente, voir meme incertaine pour 
des elements presentant un etat de contrainte proche de l'etat cara.cteristique 
avec '1. voisin de m. 

p 
II s'est done avere utile d'introduire un deuxieme algorithme de re-equilibrage, 
utilise systematiquement avec le modele de WILDE, en remplacement de 
Ia technique de projection orthogonale (52) evoquee ci-dessus. L'approche 
est basee sur Ia methode des "contraintes initiales" decrite par Zienkiewicz, 
Vallapian et King [25] ; elle consiste a evaluer {8G-e}{ a partir d'un operateur 
de comportement tangent localement reactualise (sur chaque element), cette 
reactualisation n 'etant pas prise en compte au niveau global de Ia structure. 
Ainsi, dans le cal cui de Ia ma.trice de rigidite glob ale [ K 1Ji -l, on prend toujours 
en compte (pour les elements pla.stifies) [VP(ue)];_ 1 (voir figure 27). Ce qui 
donne a chaque iteration j : 

avec: 

[Ktl{- 1 = L / [Be] 1 [V P (ue)L 1 [Be] dv 
lP lve 

+ L / [BS [V E (ue)]{-l [Be] dv 
IE lve 

(53) 
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IP /'ensemble des elements Q. l' etat plastique 

IE /'ensemble des elements Q. l' etat elastique. 

L'algorithme de resolution est iclentique a celui donne au paragraphe 8.1.1 
jusqu'a !'expression (43) ; Ensuite, on cloit simplement calculer pour chaque 

element plastifie [ v p ( (T e )n ; on trou ve alors : 

(54) 

En fait Ia relation (54) ne conduit pas pour chaque iteration J, a un re
equilibrage exact de Ia solution sur Ia loi de comportement, mais elle pennet de 
con verger vers Ia solution equilibree dans pratiquement tousles cas, moyennant 
un nombre d'iterations qui peut etre plus eleve qu'avec Ia premiere methode 
proposee (projection orthogonale). 
En effet, son caractere purement incremental lui confere une plus grande 
sensibilite a l'ordre de grandeur des accroissements de charge successivement 
appliques (pour une convergence rapide, il faut necessairement des pas de 
charges tres petits). 
A !'inverse, Ia methode basee sur une projection orthogonale fait reference (pour 
chaque increment) au niveau global de contrainte atteint ; clans Ia mesure ou 
la plastification reste contenue clans des zones elastiques plus rigides, il est 
alors possible cl'appliquer des increments plus importants, sans perturber pour 
autant de ma.niere significative la vitesse de convergence ; le calcul peut done 
progr·esser plus rapiclement clans ce dernier cas. 
Pratiquement, Ia methode basee sur les "contraintes initiales" a ete utilisee 
systematiquement avec le modele de WILDE, et occasionnellement avec 
le modele de DRUCKER-PRAGER lorsque la technique de projection 
orthogonale posait des problemes cl'ordre numerique (au niveau de Ia loi 
virtuelle associee, cf. paragra.phe 8.1.3, relation (48)). En tout etat de cause, il 
a ete verifie que les deux methodes conduisaient a Ia meme solution finale en 
contraintes. 

8.3 Cas d'un element decharge. 

Au cours des iterations de re-equilibrage, une diminution du niveau des 
contraintes peut se produire pour certains elements ; ce cas particulier ne 
pose pas de probleme d'orclre numerique : l'etat des contraintes est alors re
equilibre par rapport a Ia com·be de decharge elastique, qui est ici non lineaire. 
Sur la figure (28), on a illustre le cas d'un element qui, a !'increment (i- 1) 
etait clans l'etat elastoplastique (Ia representation graphique reprend les memes 
hypotheses qu'a Ia figure (26)), et qui redevient elastique a !'issue de 2 iterations 
pour I 'increment ( i). 

Article re<;u le 15 juin 1994. 
Version revisee le 2 novembre 1994. 




