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RESUME. On présente une méthode pour résoudre les équations de transport des tensions de
Reynolds dans les modéles de fermeture au second ordre utilisant un maillage semi-décalé.
Les équations des tensions de Reynolds sont résolues en bloc afin de mieux maintenir les
couplages importants pour la stabilité numérique. Cette méthode est ensuite appliquée a
la détermination de l'écoulement turbulent engendré par un disque tournant dans une
enceinte fermée grdce a deux modéles de turbulence différents. Les prévisions du champ
moyen sont en bon accord avec l'expérience, certaines différences subsistant toutefois
pour les fluctuations de vitesse.

ABSTRACT. A numerical procedure for Reynolds stress transport equations is presented
using a semi staggered grid. The system formed by the stress equations is solved by point
implicit method in order to preserve the so important couplings for numerical stability.
The method is then applied for two different turbulence models to the prediction of the
turbulent flow due to a rotating disk. The mean flow prediction are in good agreement
with the experimental data, while for the turbulent field some discrepancies remain.
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1. Introduction

La recherche de meilleures performances pour les turbomachines a conduit les
industriels a s'intéresser de fagon approfondie a 1'écoulement dans les compresseurs
et entre les disques de turbine. Vu I'importance des débits et des taux de rotation,
I'écoulement dans les turbomachines est le plus souvent turbulent. Du fait de la
complexité des phénomenes en jeu, I'approche utilisant des fermetures en un point
est la seule, a I'heure actuelle, qui puisse €tre retenue en vue d'applications
industrielles pratiques. De nombreuses tentatives de prévisions de I'écoulement
turbulent dans les cavités en rotation ou les systémes rotor-stator ont été faites,
mais aucune n'a été a la fois totalement satisfaisante et de portée générale. Les
premiers résultats ont été obtenus en utilisant des modéles de type longueur de
mélange [CHE 85], [CHE 88]. Ensuite, l'utilisation de modeles k-€ a fort [MOR
87] ou a faible nombre de Reynolds [CHE 84], [SCH 93], n'ayant pas apporté€ les
améliorations souhaitées, les recherches se sont portées sur des approches zonales.
Ainsi, les associations d'un modelage algébrique des tensions de Reynolds dans le
ceeur de la cavité avec prés des parois, soit & un modele de longueur de mélange
[IAC 91] soit a un modele k-€ a faible nombre de Reynolds de turbulence [SCH 93],
[ELE 93] ont été réalisées. Ces modeles ont montré tout le bénéfice que l'on pouvait
attendre d'une fermeture au niveau des équations de transport des tensions de
Reynolds. Ces demiers, s'ils semblent posséder les potentialités pour décrire de
fagon satisfaisante le champ turbulent soumis 2 la rotation dans un milieu confiné,
sont d'un traitement numérique plus complexe que les modeles de viscosité de la
turbulence. En effet, les équations de Reynolds perdent leur forme diffusive
stabilisante puisque les tensions turbulentes y apparaissent comme des termes
sources. La force de Coriolis a un effet déstabilisant sur les schémas numériques
explicites ; pour résoudre ce probléme, une forme d'implicitation a été introduite
dans les équations du mouvement. Par ailleurs, nous avons été amené a mettre en
ceuvre un nombre important de techniques de stabilisation ainsi qu'une résolution en
bloc des six équations de transport des tensions de Reynolds. Le but de cet article est
de présenter la méthode numérique ainsi que les différentes techniques de
stabilisation utilisées. La méthode est ensuite appliquée a 1'étude d'une cavité rotor-
stator fermée.

2. Modeéles physique et mathématique
2.1. Géométrie

Itoh et co-auteurs [ITO 90] ont effectué une étude expérimentale détaillée de
I'écoulement produit par un disque tournant dans une enceinte fermée. Dans leurs
travaux, ils fournissent non seulement des profils de vitesses moyennes mais aussi
des mesures de tensions de Reynolds fort utiles pour la validation des modeles de
turbulence. La géométrie de cette cavité, ainsi que ses dimensions sont données sur
la figure 1. En 1960, Daily et Nece [DAI 60] ont montré que la structure de
I'écoulement dans les cavités rotor-stator fermées dépendait 2 la fois du nombre de
Reynolds de rotation et du paramétre de forme G=s/b, mettant ainsi en évidence
P'existence de quatre régimes : deux laminaires et deux turbulents. Ces régimes
correspondent soit & des écoulements a couches limites mélangées soit a couches
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limites séparées. Presque trente ans plus tard, Owen et Rogers [OWE 89] ont
délimité les différents régimes en fonction du parameétre G et du nombre de Reynolds
de rotation. La cavité étudiée ici a un rapport de forme suffisamment peu allongé
pour que l'écoulement 2 Il'intérieur de celle-ci soit & couches limites séparées. Le
mouvement de base consiste alors en un écoulement radial, centrifuge le long du
rotor et centripéte pres du stator.

ZZzza paroi fixe

=1 disque tournant

b/s=12,5

Figure 1. Géométrie et dimensions de la cavité

2.2. Equations du champ moyen

Les équations du mouvement moyen sont déduites des équations de Navier-
Stokes par moyenne statistique. Formulées en repére tournant, elles font apparaitre
les forces centrifuges et de Coriolis et peuvent s'écrire pour un écoulement
incompressible stationnaire :

2 2
- _[p Q rl_ )
V,V,= ()l+( - ) 2 g, prq+(VV,-J. R,.j)J.

Dans le cas des coordonnées cylindriques, on notera que Vi’j=avi/axj sauf pour
vr,e% 3V /08-Vyir et ve,(,:%ave/aewr/r. De méme P ;=0P/dx; sauf Re:%ap/ae

et des relations analogues pour les tensions de Reynolds.



10 Revue européenne des éléments finis. Vol. 4 - n® 1/1995

2.3. Modélisation du champ turbulent

Le présent travail s'appuie sur deux modélisations des équations de transport des
tensions de Reynolds et porte essentiellement sur le développement d'une procédure
numérique robuste et fiable pour la résolution de celles-ci. Il s'agit premiérement du
modele proposé par Hanjalic et Launder [HAN 76] qui est généralement considéré
comme un modele standard capable de traiter les écoulements a faibles nombres de
Reynolds de la turbulence. Le second modele utilisé, introduit par Launder et
Tselepidakis [LAU 91], est beaucoup plus récent et fait partie de la nouvelle
génération de modeles prenant mieux compte de 1'anisotropie et des situations
extrémes de la turbulence (fortes anisotropies, bidimensionnalité). Les
développements de ces deux modeles ne seront pas détaillés ici, leur formulation est
simplement rappelée dans les tables 1 et 3. Toutefois, ces modeles ont été
initialement testés pour la prévision de I'écoulement turbulent dans un canal plan, et
ont donc nécessité des adaptations pour pouvoir traiter les écoulements tournants
confinés. Ainsi les équations des tensions de Reynolds ont été transformées pour
étre formulées dans un repére tournant. Pour I'adaptation d'un modele aux
écoulements dans un systéme en rotation, nous avons retenu la méthode simple de
Cousteix et Aupoix {COU 81}. L'invariance des modgles par rapport  la rotation est
assurée par 'utilisation systématique de tenseurs objectifs dans les hypothéses de
fermeture ce que 1'on vérifie en remplagant, dans le changement de référentiel, tous
les gradients de vitesse Uj j par Vi j + €jmj€2m [FU 87].

Pour le tenseur taux de dissipation des tensions de Reynolds dans le modele
RSM2, nous avons adopté une formulation qui, tout en gardant les mémes

caractéristiques que celui du modele originel, permet de prendre en compte 1'effet des
différentes parois séparément. Il peut se formuler comme suit :

g =(1-r")1 f‘”)[ L+2(1-£) 8 ]

+ (1 ';—f(Z))f(r)E,;(r) ( f(r))f(z) *'(z)

@) @) @) @) (P)
e*(p)_g(RijJrRijn n, +Rjkni +Rk,nk nong )
Tk R,,

FEL ;w )
2 k

(p)

avecp=rouzetn: composante suivant I'axe i de la normale a la paroi p

2 V&
f(p) =exp |-10]A 2 + (Re' ) et Re(;D):X_(ﬂ)__
200 v
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La formulation de ce modgle permet de respecter les comportements limites du
tenseur de dissipation c'est-a-dire :

— sur les parois latérales :
4Ry, Ry Ry; 2R, Ry 2Ry, Kk

— sur I'enveloppe externe :

— loin des parois, ce tenseur prend la valeur isotrope eij=2e/361j pour les forts
nombres de Reynolds de la turbulence et €j;=€R;j/k pour les faibles nombres de
Reynolds.

Vy Rij,k='Riij,k'RjkVi,k p ij
-2 (£qu @, qu t Eipg Dy qu) 'Q;f
k
+(e KRy R,.j’,)'k D,
v
+ (V Ru k) D ij
€ 2 1)
- C ; (Rl} - gk 6’]) ¢i{2)
+2 [Cl ( nn, 611 Rlan Il -;Rkj i k)
I=rz
(@i, 8 3 K" ®
+C2( om kP Oy (Dzknk j 'Ed’kjnink )] ey, 9
-2 (1-£) 5; +—Ufs &
2

3

Vie'l:-CelfRijV,.J-C€2f85k—£+(CegRijeJ+ve' J+caq  VER Vi Vi

»l

o
1}

1
Pij Pij+5.(2,.j P

DD |

| 2
P;; fs— fezl-g-_é_exp(-(&))
1.8 6

N =
b
o

Table 1. Modéle de turbulence de Hanjalic et Launder (RSM1)
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€1 €2 Cs '] 2 Cz Ce Cel Ce2  |ce3
1,8 0,6 022 105 0,3 2,5 0,15 11,275 |18 2
Table 2. Constantes numériques de modélisation du modeéle RSM1
ViRijr= -RaVjr-RuVik P
2 (€ipg @p Rai + €ipg W Ry)) Q;
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f.o=11(1+0634 4,)"%)

Table 3. Modéle de turbulence de Launder et Tselepidakis (RSM2)
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€2 Cs ¢l c2 Ce Cel ce2 Ce3 Ced

0,6 | 0,22 1,2 0,2 | 0,18 1,0 1,92 2,0 | 092

Table 4. Constantes numériques de modélisation du modeéle RSM2.

3. Méthode et mise en ceuvre numérique
3.1. Notions générales sur les volumes finis

Nous situerons notre approche dans le cadre de la méthode des volumes finis et
nous retiendrons le formalisme de Patankar [PAT 80]. Soit 1'équation de transport de
la variable ¢ en régime stationnaire mise sous la forme suivante :

Convection(¢) = Diffusion(¢) + Sources(¢)

En intégrant cette équation sur le volume de contr6le de la figure 2 et en
appliquant un schéma d'approximation pour les termes de convection et de diffusion
(schéma puissance dit « power-law »), on obtient alors le schéma a cinq points
suivant :

ap$P=ayoN+agoS+apeEray eV +Sy= Y ay¢’+S, 1]
V=N,SEW

avec a; 20 pour i=P,N,SEW etap = v %E?VV

Dans cette équation, les coefficients g; regroupent les termes de transport et S¢
I'ensemble des termes sources.

D'une maniére générale, les termes sources sont la plupart du temps non-
linéaires et dépendent de la variable ¢. La méthode nécessite de linéariser les termes
sources qui s'écrivent alors :

S = Su+ 5S¢ 9.

Une telle décomposition n'est bien entendu pas unique, mais pour des raisons de
stabilité numérique, elle doit respecter certains critéres [PAT 80] notamment S doit
étre négatif ou nul et une valeur fortement négative pour S, joue le role d'une sous-
relaxation. Pour notre part, nous avons utilisé la décomposition classique [PAT 80]
suivante qui s'est avérée, dans la plupart des :as, satisfaisante. Elle a de plus
I'avantage de forcer les variables telles que 1'éner; ‘e cinétique de la turbulence et son
taux de dissipation a rester positives.



14 Revue européenne des éléments finis. Vol. 4 - n° 1/1995

] S, =me‘ (Si’o)
i 2]

Sy=2.,5;
¢ ; z\sc=_zmax(‘-psi,0)

L'équation [1] peut alors s'écrire : (ap - S,) 9P = g‘ ay ¢V + 5,
v=N3EW

La résolution des systémes linéaires ainsi obtenus est effectuée grice a un
algorithme récursif de balayage ligne par ligne et colonne par colonne selon
I'algorithme tridiagonal de Thomas. Habituellement, quelques itérations secondaires
seulement sont nécessaires pour que l'algorithme général converge et les non-
linéarités sont ainsi résolues par les itérations principales qui servent aussi a réaliser
le couplage vitesse-pression.

W W%i/AC E 5)’,, Sy
.

: $ :
S E
dx w © o, Volume de contrdle (Vint)
: ox :

Figure 2. Volume d'intégration

3.2. Traitement des équations du champ moyen et de l'énergie du champ
turbulent

Pour la discrétisation des vitesses, nous avons utilisé des maillages décalés. En
effet, c'est une méthode qui permet d'éviter les aberrations numériques qui
apparaissent lorsqu'au cours du processus itératif on se trouve en présence d'un
champ de vitesse de type damier [PAT 80] et qui a été largement utilisé depuis
I'introduction des méthodes de type MAC [HAR 65]. D'autres méthodes aussi sont
apparues par la suite pour éliminer les modes parasites de pression sur des maillages
non décalés [RHI 83], [THI 90]. La composante azimutale de la vitesse, la pression
et le taux de dissipation de I'énergie cinétique sont discrétisés aux mémes points
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(figure 3). L'équation de I'énergie cinétique de la turbulence, quoiqug
mathématiquement redondante est résolue a ce stade afin d'obtenir une valeur de k qui
sera utilisée dans toutes les équations aux tensions de Reynolds.

> —> 2 Points de discrétisation de V1

* Points de discrétisation de V2

-¢- Points de discrétisation des

autres variables

Figure 3. Points de discrétisation des variables (détail du maillage)

En variables primitives, la pression apparait comme un paramétre qui s'ajuste de
fagon a satisfaire 1'équation de continuité. Il est donc nécessaire d'utiliser un
algorithme spécifique pour résoudre le couplage vitesse-pression. Nous avons utilisé
ici l'algorithme itératif SIMPLER [PAT 80], qui s'est avéré plus robuste que le
classique SIMPLE dans le cas de fortes rotations.

L'utilisation d'une fermeture au niveau des moments du second ordre fait perdre
aux équations du mouvement moyen leur forme diffusive. En effet, les tensions ne
sont pas modélisées sous la forme d'une diffusion turbulente par une formulation
stabilisatrice, comme avec les modeles k-€ ou de type longueur de mélange basés
sur une hypothese de viscosité de la turbulence, mais apparaissent comme des
termes sources plus délicats a traiter. Dans le but de rétablir cette formulation
diffusive, nous avons utilisé la technique introduite par Huang et Leschziner [HUA
76]. Elle consiste a faire apparaitre un coefficient de pseudo-viscosité anisotrope
dans les relations fournissant les tensions de Reynolds :

—=. aV; .
Rij— Fij WJI + 0y

Cette relation est directement issue de la forme discrétisée des équations aux
tensions de Reynolds. Cette décomposition une fois effectuée, il est alors possible
traiter les termes I'jj dVy/oxj comme des termes de diffusion et les ojj comme des
sources complémentaires. Les termes contenus dans I'jj proviennent des termes de
production et du terme linéaire des corrélations pression-déformation (et donc aussi
du terme de paroi). A titre d'exemple, nous donnons la forme utilisée pour cette
pseudo-viscosité dans le cas d'une tension de cisaillement :

— pour le modéle RSM1 :
F;;: [AR,,]p & &
c 1
_;§R33-A L+ L +BE &G + ay

r r k P V=N,S.EW
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— pour le modéle RSM2 :
rr_ [AR,,]p & Oy
21 = Lp
Skp -Aﬁ+DL+c£+(A-1)ﬁ & & +
2 ¢ 33 r 2 k k ay
r r P V=N.S.EW
avec :

A=1'C2+%(f:‘,+fy)(:'2€2 B=C1+%(f:r+fY)C'l+fv

2 (1 -lf(Z))f(r) 5 (1 -lf(r))f(Z)
C=El+1+(1-f(r))(1 -f(Z))fx+ 2 + 2
1+;Rﬁ 1+l£1_1_
2 k 2 k

D=1 +§(f(r)+f(2))

ainsi que leur valeur maximale dans la cavité comparée a la viscosité moléculaire :

(I217/V) max = 5,43 pour le modele RSM1
T2/ V) max = 6,67 pour le modele RSM2

Dans les problémes 2 forts taux de rotation, de sévéres problémes de stabilité
peuvent apparaitre. En effet, la discrétisation explicite des forces de Coriolis dans les
équations du mouvement moyen meéne a des schémas souvent instables. Ces
problémes ont été résolus grice a un traitement semi-implicite des termes de
Coriolis. Les équations du mouvement pour les vitesses radiales et azimutales
peuvent étre écrites schématiquement :

N2 = 20QV3 +f
ot

M= 20v;+¢
ot

Cette écriture met en évidence les forces de Coriolis, les termes fet g
représentant l'ensemble des termes restants. Ces deux équations peuvent &tre
discrétisées de fagon semi-implicite :

n+l n +1 no_on
vy -V, =208 Vi + 8f(Vy,Vy)

vit vy =208V, 1 ag(va V)
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qui peuvent s'écrire en introduisant un pas fractionnaire, Schiestel et al. [SCH 93] :

V,-V,=2Q6V, + &f
Vy-Vs =208V, + &g"

ntl n+1 n
v -V, =208 (v -v3)

vt v, =206 (v V)

Les deux dernieres équations peuvent étre résolues pour donner une correction de
vitesse :

vy =V, e —A (v, -v}) [3]
1+A

n+l - n

Vy =V;- 4 2(V3'V3) (4]
1+A

avec A = 2Q8t. Dans la pratique, les équations du mouvement sont résolues pour
obtenir les composantes V3 et V3. Elles sont ensuite modifiées grice aux relations
[3] et [4], le pas de temps &t étant remplacé, dans un probléme stationnaire, par un
coefficient de sous-relaxation équivalent. Ce procédé a permis d'obtenir la
convergence de l'algorithme pour des taux de rotation élevés.

3.3. Traitement des composantes du tenseur de Reynolds

La discrétisation des équations de transport des tensions de Reynolds conduit en
chaque point du maillage & six équations du méme type que [1], ol les termes
sources linéarisés comprennent une combinaison de tensions de Reynolds. Si on
reporte cette décomposition dans le premier membre des égalités, on peut alors écrire
ces six équations sous la forme d'un systéme linéaire :

v
ayR |+ B
o V=NSEW
RY v
r 4| Ky
p -0y -y P > aRy+ B
V=NS.EW
SOy G - Oy 22
- Osg
L “Osdp ~Ogs 1),
LR;, |
v
ayR 3 + B
| V=NSEW B
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11 suffit alors de résoudre en chaque point ce systéme pour obtenir les tensions de
Reynolds. La discrétisation est réalisée sur un maillage non-décal€é, toutes les
composantes du tenseur de Reynolds étant évaluées aux points de pression. Cette
méthode permet de maintenir les couplages existant entre ces équations et stabilise
ainsi l'algorithme. La résolution de ces systémes linéaires est effectué par une
méthode directe de type Gauss avec choix de pivot partiel.

Dans le but de stabiliser ce systéme linéaire, nous avons adopté, pour les
équations régissant les tensions normales, une recomposition des coefficients visant
a renforcer la diagonale de cette matrice. Par exemple, considérons a présent
I'équation de Rpy. Les coefficients o4, et B, peuvent se décomposer en trois

parties :
+ - * + - *

ot les indices supérieurs +, -, et * se référent aux parties positives, négatives et de
signe & priori inconnu et variable. L'équation de transport discrétisée pour la tension
Ro7 peut alors s'écrire avantageusement sous la forme suivante qui, associée a une
sous-relaxation assure alors une diagonale dominante :

(—““‘—‘—“ﬁ; + min (0’B2)) Ry R3Ps - Oy sz

P - i *
-0 Ry +|ap - 0y -min (0,0!22)- 7 22 O3
Ry,

- Gys Rfs - Oy R; =v=1g'15wav szz + (a;2 + max (O’agz))sz + ﬁ; +max (O'ﬁ;)

Pour fixer les idées, nous considérerons dans le paragraphe suivant 'équation de
V). Lors de son intégration sur le volume d'intégration Vjpy¢ de la figure 1 on
obtient en isolant le terme en gradient de tension de cisaillement :

dR
ffvjvl,;dXd)’ = (2'—8—1—1)‘135@
Vint y
Vint
=f Tdxdy -[R],-R},] &
Vint

ol X représente globalement tous les autres termes. Si on utilise une interpolation
linéaire pour obtenir les valeurs de la tension Rq5 en n et s, on obtient alors dans le
cas d'un'maillage régulier une discrétisation qui ne prend pas en compte la valeur de
cette tension en P, ce qui signifie qu'une variation de celle-ci en P n'affecte en rien
I'équation de Vi ! Pour éviter cette aberration, Pope et Whitelaw [POP 76] ont
introduit un quatri¢me maillage décalé pour la discrétisation des tensions de
cisaillement. Cette technique permettait de préserver le lien qui existe entre les
tensions de cisaillement et les gradients de vitesse moyenne. Mais, outre une plus
grande complexité du code, cette technique avait pour inconvénient majeur lors d'une
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résolution en bloc des équations des tensions de Reynolds de nécessiter un systéme
linéaire en chacun des quatre points de discrétisation des tensions. Il s'ensuivait alors
un cofit important de calcul. Pour éviter cela, nous avons utilisé la technique
récemment introduite par Obi et al. [OBI 89]. L'équation de Riy discrétisée en
volume finis aux points P, N et S, peut se mettre sous la forme :

v
RN_;GVR12+SA r Van_Vln l Nn .
= N
2 ap+ 0y N Sy ] Sy
N N
v A
2ay Ry + S, viovy? !
P_IT 1- "
Ry = -I — dyp
ap+ 0y P dyp ‘P }
$
s [2av Rlv2 + S, T s 8y
R =¥ _I“s 1 1 A
12 ap+ 0y, g Sy + Ss

Figure 4. Détail du maillage

SA regroupant l'ensemble des termes sources a l'exception de ceux qui
contiennent dV1/dy. On peut alors obtenir les valeurs en n et s en effectuant une
interpolation linéaire :

v
n zvgaVRIZ'*'S va -VIP
Ry, = Tt e -(r), —1
p+ Gy [/, Oyy
ZavRIVﬁS Pus
R,=\T __—__).r) Vi -V
12 @+ gy [0 sy

Pour des raisons de stabilité numérique, il est nécessaire que les coefficients I”
restent positif durant les itérations. Cette forme diffusive est alors réintroduite dans
les équations du mouvement.

3.4. Autres techniques de stabilisation

Les équations étant non linéaires et couplées, la convergence de 1'algorithme
n'est pas assurée pour autant. En effet, les variations brusques des variables, qui se
produisent souvent au cours des premiéres itérations sont trés déstabilisantes. Dans
le but de réduire les amplitudes des variations, des sous-relaxations réguliéres sont
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utilisées a la fois pour les variables générales et pour certaines sources (en
particulier pour les sources de rotation et des termes & faibles nombres de Reynolds
de la turbulence).

3.5. Mise en ceuvre numérique

Le code de calcul a été développé sur la base du TEAM (UMIST, Manchester)
initialement congu pour le calcul de jets pariétaux. Il a été généralisé pour 1'étude des
écoulements tournants et la formulation étendue permet de traiter les équations soit
en repere fixe soit en repére tournant, les résultats étant bien entendu indépendants
du choix effectué. Pour la géométrie considérée ici, les calculs ont été menés en
repére fixe, ainsi la vitesse azimutale est fixée a Qr sur le disque tournant et a zéro
sur les paroi fixes. Le taux de dissipation de I'énergie cinétique € a pour valeur

imposée 2 la paroi 2v(\/;)% tandis que toutes les autres variables sont nulles. Sur

lI'axe de symétrie, les tensions de cisaillement doivent s'annuler tandis que les autres
variables sont symétriques.

L'utilisation de modeéles a faible nombre de Reynolds de la turbulence nécessite
l'utilisation de maillages trés resserrés aux parois afin de bien prendre en compte les
variations rapides des différentes variables. Pour le modele RSM1, le choix s'est
porté sur un maillage de 80*100 points qui est généré par une série géométrique
menant & une maille 2 la paroi de Ar/s=310-4 (raison=0.76) pour l'enveloppe externe
et de Az/s=310-4 (raison=0,85) sur les parois latérales, ce choix permet une solution
indépendante du maillage. Du fait du nombre important de termes en gradient, le
modele RSM2 a nécessité un maillage plus fin, particulierement dans le centre de la
cavité, dans le but de rendre la solution indépendante de celui-ci. Les calculs ont été
menés avec un maillage de 80*130 points ayant une maille & 'enveloppe externe de
Ar/s=210-4 (raison=0,72) et de Az/s=310-4 (raison=0,85) pour les parois latérales.

La convergence de l'algorithme est contr6lée par 'évolution des résidus (défaut de
bilan de chaque équation résolue) au cours des itérations ainsi que par I'évolution des
valeurs individuelles de chaque variable. La convergence est considérée comme
atteinte lorsque, pour chaque variable, le résidu décroit de fagon réguliére et que la
variation de chaque variable au cours de 100 itérations ne dépasse pas 0,1 %. Pour
des raisons de stabilité numérique, I'équation de 1'énergie cinétique, quoique
redondante, est résolue conjointement aux équations des tensions turbulentes. A la
convergence, la différence entre k et R;j/2 est inférieure a 0.05 % en chaque point du
maillage.

Vu la complexité des équations, il n'existe pas de critére de stabilité de la
méthode. Néanmoins un certain nombre d'indicateurs permettent de juger de la
sévérité du probleéme : ce sont le nombre de Rossby local, (9V/dx2+dV2/dx1)/Q,
et le nombre de Reynolds de rotation Re.

Pour les deux modeles de turbulence, les calculs ont été menés pour un nombre
de Reynolds de rotation de 106, correspondant au cas le plus extensivement traité par
Itoh et al.. Ils ont ét¢ menés sur le CRAY YMP 2E de I'IMT (Marseille). Le
nombre d'itérations ainsi que les temps de calcul sont donnés dans la table 5.

Un autre calcul a été mené avec le modéle RSM2 en utilisant un maitlage plus
fin (120*150). Le raffinement effectué par rapport au maillage initial (80%130) est
régulierement réparti sur I'ensemble du domaine. Les mailles ont pour dimensions
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Ar/s=1,210-4 (raison=0,75) prés de I'enveloppe externe et Az/s=1,710-4 (raison=0,9)
sur les parois latérales. Les conditions initiales ont été choisies trés différentes de la
solution, & savoir des champs moyens nuls (trois composantes de la vitesse et
pression) et une distribution constante (raccordée aux paroi par une parabole) pour k
et €, faisant ainsi apparaitre la stabilité et la robustesse de l'algorithme proposé. Le
champs turbulent de départ étant considéré comme isotrope : Rij=2k&ij/3. Sur la
figure 5, sont tracés l'évolution des résidus (adimensionnés par le résidu de départ) en
fonction du nombre d'itérations. Il faut remarquer qu'aprés une phase initiale
irréguliere, les résidus décroissent de fagon monotone. Le nombre d'itérations est,
dans ce cas, assez important du fait du grand nombre de points de maillage (18000)
et du choix des conditions initiales.

Champ de départ nbre temps/itérations | tempsf/itérations
d'itérations /pts de maillage
RSM1 solution d'un 4500 0,94 1,175 10-4
modgle ASM (I
RSM2 | solution de RSM1 6000 1,754 1,35 10-4

Table 5. Nombre d'itérations et temps de calcul.
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Figure 5. Evolution des résidus en fonction des itérations

1 ASM : "Algebraic Stress Model". Les résultats obtenus avec ce modele sont présentés
dans [ELE 93).



22  Revue européenne des éléments finis. Vol. 4 - n°® 1/1995

4. Application a I'étude d'un systéme rotor-stator

4.1. Ecoulement turbulent ?

Lors de leur étude expérimentale, Itoh et al. [ITO 90] ont observé une région
relaminarisée de 1'écoulement prés de 1'axe de rotation, 13 ol les nombres de
Reynolds locaux sont plus faibles. Une détermination précise de la répartition des
zones relaminarisées et turbulentes est nécessaire, méme pour la prévision des
champ moyen, dans la mesure ot 'épaisseur des couches d'Ekman et le taux de
rotation de la partie centrale de 1'écoulement dépendent directement du régime qui se
développe. Sur la figure 6, nous avons représenté les iso-viscosités de la turbulence
correspondant aux niveaux vi=v et vi=10v. La premiére constatation est que le
modele RSM1 surestime de fagon certaine la taille de la région relaminarisée puisque
la couche limite d'Ekman qui se développe sur le rotor est totalement laminaire. Le
modele RSM2 corrige ce comportement erroné, plus de la moitié des deux couches
d’Ekman étant turbulente. Pour ce modele, la transition apparait pour un rayon
inférieur sur le stator, correspondant 2 un nombre de Reynolds local inférieur, ce qui
est conforme aux observations de Itoh et al. {ITO 90]. La différence de
comportement des deux couches d'Ekman peut étre expliquée par le fait que
I'écoulement le long du stator est décéléré et donc plus instable que I'écoulement
prés du rotor. D'autre part, pour un rayon donné, le fluide dans la couche d’Ekman du
rotor arrive de la région proche de I'axe qui est naturellement laminaire alors que prés
du stator, il provient de la partie supérieure de la cavité ou les forts gradients de
vitesse rendent I'écoulement turbulent.La coexistence de ces deux régimes au sein
d'un méme écoulement nécessite donc un modele de turbulence capable de traiter
avec précision les régions a faible nombre de Reynolds de la turbulence non
seulement pres des parois mais aussi au cceur de I'écoulement.

! modele RSM1
| I [ rotor
I ‘ : stator ‘\
‘ Vio1 | iz 10
i v | v
modele RSM2 | I
|

o
1
L
Y

(=2l

Figure 6. Iso-viscosités de la turbulence
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4.2. Résultats pour le champ de vitesse moyenne

Les profils de vitesse azimutale et radiale en différents rayons de la cavité sont
donnés sur les figures 7 et 8. Les deux séries de profils montrent une large région
centrale ol les vitesses azimutale et radiales sont constantes, ce qui est conforme a
l'expérience et au théoréme de Taylor-Proudman. Le taux de rotation de cette région,
obtenue avec le modele RSM2 est en trés bon accord avec 1'expérience, les résultats
des deux maillages étant trés proches. Ce taux passe d'une valeur de 0,3 pour le plus
petit rayon 2 une valeur de 0,4 pour les rayons plus importants. Cette variation
s'explique par le fait que I'écoulement est laminaire prés de I'axe de rotation et
pleinement turbulent dans la partie supérieure de la cavité. Le modele RSM1 qui,
nous l'avons vu, donne un écoulement laminaire dans la plus grande partie de la
cavité sous-estime (de I'ordre de 20 %) ce taux de rotation. Cette mauvaise prévision
des zones laminaire et turbulente se retrouve sur les profils de vitesse radiale ot ce
modele sous-estime nettement I'épaisseur des couches d'Ekman sur le rotor, tandis
que dans la couche d'Ekman qui se développe sur le stator, les variations de la
vitesse radiale restent acceptables. Ce méme comportement avait déja été trouvé en
utilisant une modélisation zonale pour laquelle un modelage algébrique des tensions
de Reynolds dans le centre de la cavité était couplé avec un modele k-€ a faible
nombre de Reynolds prés des parois [ELE 93]. Le modéle RSM2 quant 2 lui,
prévoit bien I'épaississement des couches d'Ekman et fournit par conséquent des
profils en trés bon accord avec I'expérience.

4.3. Profils des tensions de Reynolds

Itoh et co-auteurs fournissent dans leur travaux un ensemble complet de mesure
des tensions normales (figure 9) et de cisaillement (figure 10), ce qui a permis de les
comparer avec celles obtenues avec les deux modeles de turbulence.

Dans la couche limite du rotor, seules les tensions obtenues avec le modele
RSM2 sont présentées pour les deux maillages, le modele RSM1 fournissant des
quantités turbulentes pratiquement nulles. Le comportement des tensions normales
est assez différent de celui des tensions expérimentales. En effet, méme si la
position et la valeur du maximum sont corrects, la décroissance axiale des tensions
calculées est beaucoup plus rapide que la décroissance expérimentale. 11 est noter que
Tacovides et Toumpanakis [IAC 93] ont trouvé les mémes variations en utilisant un
modele aux tensions de Reynolds assez différent de ceux utilisé ici (figure 11).

Dans la couche d'Ekman qui se développe sur le stator, les tensions normales
calculées avec le modele RSM1 sont assez différentes des tensions expérimentales,
avec une surestimation du maximum et décroissance trop rapide lorsque l'on
s'éloigne de la paroi. Les résultats obtenus avec le modéle RSM2 sont en bien
meilleur accord avec I'expérience, notamment en ce qui concerne les variations. La
surestimation de Ry et la sous-estimation de R33 tendent 4 montrer que le transfert
d'énergie entre ces deux composantes n'est pas parfaitement pris en compte par le
modele. Le terme de corrélation pression-déformation, correspondant a la
redistribution de 'énergie suivant les différentes composantes du tenseur de
Reynolds, est en effet le plus délicat 2 modéliser et est particuliérement sensible 2 la
rotation. D'autres effets plus subtils de la rotation sur le champ turbulent couplés au
cisaillement moyen peuvent aussi influer sur la dynamique de I'écoulement (cf. § 5).
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En ce qui concerne les tensions de cisaillement, l'allure générale est correcte,
spécialement pour le modéle RSM2, traduisant le fait que les vitesses moyennes ont
des variations satisfaisantes. Elles sont toutefois légérement surestimées, en
particulier celles faisant intervenir les fluctuations normales & la paroi, renfor¢ant
I'idée que la modélisation des termes de corrélation pression-déformation devra dans
l'avenir prendre en compte des effets de la rotation sur la turbulence.

5. Conclusion et perspectives

Les techniques utilisées, sous-relaxation, linéarisation des termes sources,
implicitation des termes de Coriolis dans les équations du mouvement, résolution en
bloc des tensions de Reynolds, utilisation de viscosités apparentes déduites des
équations discrétisées elles-mémes, maillages semi-décalés, ont permis d'obtenir des
calculs convergents sur l'ensemble des cas traités. La méthode developpée parait
donc parfaitement adaptée au calcul des écoulements turbulents complexes confinés
en rotation rapide, cela a l'aide des modeles de transport des seconds moments.

Nous avons vu tout l'intérét que pouvait apporter l'utilisation d'un modele de
transport au second ordre tel que ceux de la nouvelle génération tant au niveau des
champs moyens que des quantités turbulentes. Toutefois, le modele utilisé fourni un
comportement des tensions de Reynolds prés du stator souvent trés différent du
comportement expérimental, qui, en I'attente de simulation directe ou de grandes
structures turbulentes dans cette géométrie reste pour l'instant notre seule référence.
Au vu des travaux de Iacovides et Toumpanakis [IAC 93], il semblerait que ce
comportement soit un trait de caractére propre aux modeles actuels. Ils ont en effet,
pour la plupart, ét€ mis au point 2 partir de bases de données d'écoulements de
couches limites ou de canal plan. Ces modéles ne prennent donc pas en compte les
effets implicites de la rotation sur la turbulence elle-méme (tendance a la
bidimensionalisation de la turbulence, blocage de la cascade d'énergie) méme si ils
sont mieuyx adaptés que les modeles a viscosité isotrope. Ces phénoménes sont
complexes et encore incomplétement compris, ils font depuis quelques années
I'objet de nombreux travaux tant sur le plan expérimental que théorique [SPE 871,
[SHA 91], [CAM 92]. Le développement et I'utilisation de modeles de turbulence
prenant en compte, au moins de maniere simplifiée, les résultats de ces travaux est
semble-t-il nécessaire afin de bien modéliser les différents phénomenes présents dans
les écoulements dans les cavités en rotation. Néanmoins, les modeles de fermeture
au second ordre sont intrinseéquement mieux adaptés que les modeles a viscosité
isotrope. Par contre, les phénomenes de transition ou de relaminarisation dépendent
du développement d'instabilités dont certains aspects ne peuvent étre représentés a
I'aide de modeles mathématiques stationnaires.
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Annexes. Notations

ajj Tenseur d'anisotropie aij=(Rij/k'2/381j)

Ay Second invariant du tenseur d'anisotropie Aj=ajjaj;

Az Troisieme invariant du tenseur d'anisotropie Ag=ajjajkaki
A « Flatness factor » A=1-9(A;-A3)/8

b Rayon extérieur de la cavité

Cp €y €'

'y, €, €, Constantes de modélisation

Cer» EeZ’ Ce3s

Cear Cpp €y
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Rapport de forme (s/b)

Energie cinétique de la turbulence

Normale 2 la paroi

Pression moyenne

Fluctuation de pression

Rayon

Tenseur des tensions de Reynolds

Nombre de Reynolds de rotation, Re=Qb2/v

Nombre de Reynolds de la turbulence, Rei=k2/ve
Largeur de 1a cavité

Vitesse moyenne dans le repére absolu

Composantes axiale, radiale et azimutale de la vitesse
moyenne dans le repére absolu

Vitesse moyenne dans le repére tournant
Composantes axiale, radiale et azimutale de la vitesse
moyenne dans le repére tournant

Fluctuation de vitesse

Coordonnée axiale

Taux de dissipation de I'energie cinétique de la turbulence

e=e-2v(Vh |

Taux de dissipation des tensions de Reynolds
Tenseur d'orientation

Viscosité cinematique

Viscosité turbulente v=0,09k2/e
Coordonnée azimutale

Densité

Tension 2 la paroi fixe

Tension au disque tournant

Vitesse angulaire

Composantes du vecteur rotation (£2,0,0)

Indices des tenseurs (1,2,3)=(z,r,0)
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