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RESUME. On presente une methode pour resoudre les equations de transport des tensions de 
Reynolds dans les modeles de fermeture au second ordre utilisant un maillage semi-decale. 
Les equations des tensions de Reynolds sont resolues en bloc afin de mieux maintenir les 
couplages importants pour La stabilite numerique. Cette methode est ensuite appliquee a 
La determination de l'ecoulement turbulent engendre par un disque tournant dans une 
enceinte fermee grace a deux modeles de turbulence differents. Les previsions du champ 
moyen sont en bon accord avec /'experience, certaines differences subsistant toutefois 
pour les fluctuations de vitesse. 

ABSTRACT. A numerical procedure for Reynolds stress transport equations is presented 
using a semi staggered grid. The system formed by the stress equations is solved by point 
implicit method in order to preserve the so important couplings for numerical stability. 
The method is then applied for two different turbulence models to the prediction of the 
turbulent flow due to a rotating disk. The mean flow prediction are in good agreement 
with the experimental data, while for the turbulent field some discrepancies remain. 

MOTS-CLES : volumes finis, modele de turbulence, ecoulements en rotation, stabilite 
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1. Introduction 

La recherche de meilleures performances pour les turbomachines a conduit les 
industriels a s'interesser de fa~on approfondie a l'ecoulement dans les compresseurs 
et entre les disques de turbine. Vu !'importance des debits et des taux de rotation, 
l'ecoulement dans les turbomachines est le plus souvent turbulent. Du fait de Ia 
complexite des phenomenes en jeu, !'approche utilisant des fermetures en un point 
est la seule, a l'heure actuelle, qui puisse etre retenue en vue d'applications 
industrielles pratiques. De nombreuses tentatives de previsions de l'ecoulement 
turbulent dans les cavites en rotation ou les systemes rotor-stator ont ete faites, 
mais aucune n'a ete a Ia fois totalement satisfaisante et de portee generale. Les 
premiers resultats ont ete obtenus en utilisant des modeles de type longueur de 
melange [CHE 85], [CHE 88]. Ensuite, !'utilisation de modeles k-e a fort [MOR 
87] ou a faible nombre de Reynolds [CHE 84], [SCH 93], n'ayant pas apporte les 
ameliorations souhaitees, les recherches se sont portees sur des approches zonales. 
Ainsi, les associations d'un modelage algebrique des tensions de Reynolds dans le 
creur de Ia cavite avec pres des parois, soit a un modele de longueur de melange 
[lAC 91] soit a un modele k-e a faible nombre de Reynolds de turbulence [SCH 93], 
[ELE 93] ont ete realisees. Ces modeles ont montre toutle benefice que l'on pouvait 
attendre d'une fermeture au niveau des equations de transport des tensions de 
Reynolds. Ces derniers, s'ils semblent posseder les potentialites pour decrire de 
fa~on satisfaisante le champ turbulent soumis a Ia rotation dans un milieu confine, 
sont d'un traitement numerique plus complexe que les modeles de viscosite de Ia 
turbulence. En effet, les equations de Reynolds perdent leur forme diffusive 
stabilisante puisque les tensions turbulentes y apparaissent comme des termes 
sources. La force de Coriolis a un effet destabilisant sur les schemas numeriques 
explicites ; pour resoudre ce probleme, une forme d'implicitation a ete introduite 
dans les equations du mouvement. Par ailleurs, nous avons ete amene a mettre en 
reuvre un nombre important de techniques de stabilisation ainsi qu'une resolution en 
bloc des six equations de transport des tensions de Reynolds. Le but de cet article est 
de presenter Ia methode numerique ainsi que les differentes techniques de 
stabilisation utilisees. La methode est ensuite appliquee a l'etude d'une cavite rotor
stator fermee. 

2. ModeJes physique et mathematique 

2.1. Geometrie 

ltoh et co-auteurs [ITO 90] ont effectue une etude experimentale detaillee de 
l'ecoulement produit par un disque tournant dans une enceinte fermee. Dans leurs 
travaux, ils fournissent non seulement des profils de vitesses moyennes mais aussi 
des mesures de tensions de Reynolds fort utiles pour Ia validation des modeles de 
turbulence. La geometrie de cette cavite, ainsi que ses dimensions sont donnees sur 
Ia figure I. En 1960, Daily et Nece [DAI 60] ont montre que Ia structure de 
l'ecoulement dans les cavites rotor-stator fermees dependait ala fois du nombre de 
Reynolds de rotation et du parametre de forme G=s/b, mettant ainsi en evidence 
!'existence de quatre regimes : deux laminaires et deux turbulents. Ces regimes 
correspondent soit a des ecoulements a couches limites melangees soit a couches 
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limites separees. Presque trente ans plus tard, Owen et Rogers [OWE 89] ont 
delimite les differents regimes en fonction du parametre G et du nombre de Reynolds 
de rotation. La cavite etudiee ici a un rapport de forme suffisamment peu allonge 
pour que l'ecoulement a l'interieur de celle-ci soit a couches limites separees. Le 
mouvement de base consiste alors en un ecoulement radial, centrifuge le long du 
rotor et centripete pres du stator. 

r 

IZZZi1 paroi fixe 

c::J disque toumant 

b/s=l2,5 

b 

s 

Figure 1. Geometrie et dimensions de Ia cavite 

2.2. Equations du champ moyen 

Les equations du mouvement moyen sont deduites des equations de Navier
Stokes par moyenne statistique. Formulees en repere toumant, elles font apparaitre 
les forces centrifuges et de Coriolis et peuvent s'ecrire pour un ecoulement 
incompressible stationnaire : 

vj v iJ = -(p_) . + (.a 
2 

,z) - 2 e;pq wp v q + ( v v iJ - R ij L 
p ,I 2 ,i 

Dans le cas des coordonnees cylindriques, on notera que Vi,j=ClV/Clxj sauf pour 

V r,e=l CJV /Cl8-V e/r et Ve,e=.!dV e/Cl8+ V /r. De meme P,i=ClP/Clxj sauf P,e=11P/Cl8 
r r r 

et des relations analogues pour les tensions de Reynolds. 
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2.3. Modelisation du champ turbulent 

Le present travail s'appuie sur deux modelisations des equations de transport des 
tensions de Reynolds et porte essentiellement sur le developpement d'une procedure 
numerique robuste et fiable pour Ia resolution de celles-ci. II s'agit premierement du 
modele propose par Hanjalic et Launder [HAN 76] qui est generalement considere 
comme un modele standard capable de traiter les ecoulements a faibles nombres de 
Reynolds de Ia turbulence. Le second modele utilise, introduit par Launder et 
Tselepidakis [LAU 91], est beaucoup plus recent et fait partie de Ia nouvelle 
generation de modeles prenant mieux compte de l'anisotropie et des situations 
extremes de Ia turbulence (fortes anisotropies, bidimensionnalite). Les 
developpements de ces deux modeles ne seront pas detailles ici, leur formulation est 
simplement rappelee dans les tables 1 et 3. Toutefois, ces modeles ont ete 
initialement testes pour Ia prevision de l'ecoulement turbulent dans un canal plan, et 
ont done necessite des adaptations pour pouvoir traiter les ecoulements tournants 
confines. Ainsi les equations des tensions de Reynolds ont ete transformees pour 
etre formulees dans un repere tournant. Pour !'adaptation d'un modele aux 
ecoulements dans un systeme en rotation, nous avons retenu la methode simple de 
Cousteix et Aupoix [COU 81]. L'invariance des modeles par rapport a Ia rotation est 
assuree par !'utilisation systematique de tenseurs objectifs dans les hypotheses de 
fermeture ce que !'on verifie en rempla\=ant, dans le changement de referentiel, tous 
les gradients de vitesse Ui,j par Vi,j + C.imj.Om [FU 87]. 

Pour le tenseur taux de dissipation des tensions de Reynolds dans le modele 
RSM2, nous avons adopte une formulation qui, tout en gardant les memes 
caracteristiques que celui du modele originel, permet de prendre en compte l'effet des 
differentes parois separement. II peut se formuler comme suit : 

( (r )) ( (z >) [ R ij 2 { } ] f.. = 1 - f 1 -f f. - + - 1 -f. o.. f 
I) S k 3 S I) 

( 
(p) (p) (p) (p) (p) (p) (p) (p)) 

*(p)_f Rij+R;jnj nk +Rjkni nk +Rklnk n1 n; nj 
eij -- "----"---'--'-----=--------------"---'-

k 3 Rpq (p) (p) 
1 + --n n 

2 k p q 

avec p = r ou z et n lp) composante suivant !'axe ide Ia normale a Ia paroi p 

fs = -""-----
1 

Re1 +-
10 
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La fonnulation de ce modele pennet de respecter les comportements lirnites du 
tenseur de dissipation c'est-a-dire : 

-sur l'enveloppe exteme : 

- loin des parois, ce tenseur prend la valeur isotrope Eij=2fi3Dij pour les forts 
nombres de Reynolds de Ia turbulence et Eij=ERijlk pour les faibles nombres de 
Reynolds. 

viE,;=- eel fRij vij- ce2fe e/ + ( ce~Ri/j + v f,;) + ce3 v fRjk vijl vijl 
,I 

P .. = p .. + l Q.. p = l P .. = l P .. 
I] I] 

2 
I] 

2 
II 

2 
II fs =--"'-·-

1 
Re1 +-
10 

Table 1. Modele de turbulence de Hanjalic et Launder ( RSM 1) 
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C1 C2 Cs c'1 c'2 Cz ce Ce1 

1,8 0,6 0,22 0,5 0,3 2,5 0,15 1,275 

Table 2. Constantes numeriques de modelisation du modele RSM1 

Vk Rij,k = - R;k Vj,k- Rjk V i,k 

-2 (cjpq OJp Rq; + e;pq OJp Rqj) 

+ ( Cs If_ Rki Rij,l) 
e ,k 

+ ( v Rij,k),k 

- C2 (P:j- ~p Dij) + C2 Wij ~ 

[
Rk· Rr ( ) - 0,2 T Vk,l + Vi,k 

- Rt {R;k (Vj,l + Ejml !lm ) + Rjk (V;,1 + Eiml !lm )}] 

Ce2 

1,8 

CeJ 

2 

Dij 

c Dij 

,n(l) 
'/'I) 

- r [A 2 (P;j + Dij ) + 3a,; Gnj (Pmn + Dmn )] 1/>;)2) 

" , ( (2) 3 (2) 3 (2) ) d Rpq npnq ,n(1"> + .£... C2 cPkm nknm Dij- - cP;k ntnj -- cPkj n;nk 'I'IJ 

l=r,z 2 2 e Yl 

- Eij 

V; e,; =- Ce1 £..Rij V;J- Ce2/e £ e + ( Ce If_ R;jEJ + v t:,;) + Ce3 v £.. Rjk V;Jl V;Jl 
k k e ,; k 

+ ( Ce4V fk,; t 
~1 =3,1 VA2A I r=min (0,6 ;A} I 

Table 3. Modele de turbulence de Launder et Tselepidakis (RSM2) 
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C2 Cs c'J c'2 C£ Ct:J C£2 Ct:J C£4 

0,6 0,22 1,2 0,2 0,18 1,0 1,92 2,0 0,92 

Table 4. Constantes numeriques de modelisation du modele RSM2. 

3. Methode et mise en reuvre numerique 

3.1. Notions generales sur les volumes finis 

Nous situerons notre approche dans le cadre de la methode des volumes finis et 
nous retiendrons le formalisme de Patankar [PAT 80]. Soit !'equation de transport de 
la variable <1> en regime stationnaire mise sous la forme suivante : 

Convection($)= Diffusion($)+ Sources($) 

En integrant cette equation sur le volume de controle de la figure 2 et en 
appliquant un schema d'approximation pour les termes de convection et de diffusion 
(schema puissance dit « power-law )) ), on obtient alors le schema a cinq points 
suivant : 

ap<fJP=aN¢N+as</Js+aE<fJE+aw</JW+S¢= L av</Jv+S¢ [1] 
V=N,S,E.W 

avec ai ~ 0 pour i=P,N,S,E, W et ap = _ } av 
V -If.'1. E. W 

Dans cette equation, les coefficients ai regroupent les termes de transport et S ¢ 

!'ensemble des termes sources. 

D'une maniere generale, les termes sources sont la plupart du temps non
lineaires et dependent de la variable <J>. La methode necessite de lineariser les termes 
sources qui s'ecrivent alors : 

Une telle decomposition n'est bien entendu pas unique, mais pour des raisons de 
stabilite numerique, elle doit respecter certains criteres [PAT 80] notamment Sc doit 
etre negatif ou nul et une valeur fortement negative pour Sc joue le role d'une sous
relaxation. Pour notre part, nous avons utilise la decomposition classique [PAT 80] 
suivante qui s'est averee, dans la plupart des :as, satisfaisante. Elle a de plus 
!'a vantage de forcer les variables telles que l'ener.: e cinetique de la turbulence et son 
taux de dissipation a rester positives. 
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L'equation [1] peut alors s'ecrire: (ap- Sc) 1/JP = "'\' av 1/JV + Su 
V=h:rE.W 

[2] 

La resolution des systemes lineaires ainsi obtenus est effectuee grace a un 
algorithme recursif de balayage ligne par ligne et colonne par colonne selon 
l'algorithme tridiagonal de Thomas. Habituellement, quelques iterations secondaires 
seulement sont necessaires pour que l'algorithme general converge et les non
linearites sont ainsi resolues par les iterations principales qui servent aussi a realiser 
le couplage vitesse-pression. 

N 

n 

s. 
:c 

8x 
w 

: 8x 
e EZa Volume de controle (Vint) 

8x 

Figure 2. Volume d'integration 

3.2. Traitement des equations du champ moyen et de l'energie du champ 
turbulent 

Pour la discretisation des vitesses, nous avons utilise des maillages decales. En 
effet, c'est une methode qui permet d'eviter les aberrations numeriques qui 
apparaissent lorsqu'au cours du processus iteratif on se trouve en presence d'un 
champ de vitesse de type damier [PAT 80] et qui a ete largement utilise depuis 
!'introduction des methodes de type MAC [HAR 65]. D'autres methodes aussi sont 
apparues par la suite pour eliminer les modes parasites de pression sur des maillages 
non decales [RHI 83], [THI 90]. La composante azimutale de la vitesse, la pression 
et le taux de dissipation de l'energie cinetique sont discretises aux memes points 
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(figure 3). L'equation de I'energie cinetique de la turbulence, quoique 
mathematiquement redondante est resolue ace stade afin d'obtenir une valeur de k qui 
sera utilisee dans toutes les equations aux tensions de Reynolds . 

.... .... .. .. 

.... ... --.. 

_. Points de discretisation de V 1 

t Points de discretisation de V2 

-+- Points de discretisation des 

autres variables 

Figure 3. Points de discretisation des variables (detail du maillage) 

En variables primitives, la pression apparait comme un parametre qui s'ajuste de 
fa~on a satisfaire !'equation de continuite. 11 est done necessaire d'utiliser un 
algorithme specifique pour resoudre le couplage vitesse-pression. Nous avons utilise 
ici l'algorithme iteratif SIMPLER [PAT 80], qui s'est avere plus robuste que le 
classique SIMPLE dans le cas de fortes rotations. 

L'utilisation d'une fermeture au niveau des moments du second ordre fait perdre 
aux equations du mouvement moyen leur forme diffusive. En effet, les tensions ne 
sont pas modelisees sous la forme d'une diffusion turbulente par une formulation 
stabilisatrice, comme avec les modeles k-e ou de type longueur de melange bases 
sur une hypothese de viscosite de la turbulence, mais apparaissent comme des 
termes sources plus delicats a traiter. Dans le but de retablir cette formulation 
diffusive, nous avons utilise la technique introduite par Huang et Leschziner [HUA 
76]. Elle consiste a faire apparaitre un coefficient de pseudo-viscosite anisotrope 
dans les relations fournissant les tensions de Reynolds : 

Jv-R .. =- r. _I +a·· 
IJ IJ dx· 11 

} 

Cette relation est directement issue de la forme discretisee des equations aux 
tensions de Reynolds. Cette decomposition une fois effectuee, il est alors possible 
traiter les termes nj dVj/dXj comme des termes de diffusion et les aij comme des 
sources complementaires. Les termes contenus dans nj proviennent des termes de 
production et du terme lineaire des correlations pression-deformation (et done aussi 
du terme de paroi). A titre d'exemple, nous donnons la forme utilisee pour cette 
pseudo-viscosite dans le cas d'une tension de cisaillement : 

- pour le modele RSM 1 : 

r P _ [A R 11 ]p & 8y 
21-

[
cs k_R33 -A V2 +_y_+Bf__] & 8y + ~ llv 
2£ r 2 k .£..J 

r r p V=N,S,E, W 
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- pour le modele RSM2 : 

,_,P _ [A R 1 JP & 8y 
1 21-[ lp .. ] 

cs k v2 v r 2 " -- R 33 -A - + D - + C - + (A - 1) -
2£ r 2 k k r r P 

&8y+ .L l1y 
V=N.S,E,W 

avec: 

ainsi que leur valeur maximale dans la cavite comparee a la viscosite moleculaire : 

(r2J I v) max = 5,43 
W21 I v) max = 6,67 

pour le modele RSM 1 
pour le modele RSM2 

Dans les problemes a forts taux de rotation, de severes problemes de stabilite 
peuvent apparaitre. En effet, la discretisation explicite des forces de Coriolis dans les 
equations du mouvement moyen mene a des schemas souvent instables. Ces 
problemes ont ete resolus grace a un traitement semi-implicite des termes de 
Coriolis. Les equations du mouvement pour les vitesses radiales et azimutales 
peuvent etre ecrites schematiquement : 

av2 = 2!2VJ + f at 
avJ = - 2.av2 + g at 

Cette ecriture met en evidence les forces de Coriolis, les termes f et g 
representant !'ensemble des termes restants. Ces deux equations peuvent etre 
discretisees de fa~on semi-implicite : 
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qui peuvent s'ecrire en introduisant un pas fractionnaire, Schiestel et al. [SCH 93] : 

Les deux demieres equations peuvent etre resolues pour donner une correction de 
vitesse : 

n+l "" A ("" n) 
v2 = v2 + ---2 v3- v3 

l+A 

[3] 

[4] 

avec A = 2not. Dans Ia pratique, les equations du mouvement sont resolues pour 
obtenir les composantes V2 et V3. Elles sont ensuite modifiees grace aux relations 
[3] et [4], le pas de temps Ot etant remplace, dans un probleme stationnaire, par un 
coefficient de sous-relaxation equivalent. Ce procede a permis d'obtenir la 
convergence de l'algorithme pour des taux de rotation eleves. 

3.3. Traitement des composantes du tenseur de Reynolds 

La discretisation des equations de transport des tensions de Reynolds conduit en 
chaque point du maillage a six equations du meme type que [1], ou les termes 
sources linearises comprennent une combinaison de tensions de Reynolds. Si on 
reporte cette decomposition dans le premier membre des egalites, on peut alors ecrire 
ces six equations sous Ia forme d'un systeme lineaire : 

ap - a 11 - a 12 

- a21 ap - a22 

= 

v L a.,R II + /31 
V=N,S,E,W 

v L a.,R 22 + {32 
V=N,S,E,W 

v L a.,R 3 I + {36 
V=N,S,E,W 
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11 suffit alors de resoudre en chaque point ce systeme pour obtenir les tensions de 
Reynolds. La discretisation est realisee sur un maillage non-decale, toutes les 
composantes du tenseur de Reynolds etant evaluees aux points de pression. Cette 
methode permet de maintenir les couplages existant entre ces equations et stabilise 
ainsi l'algorithme. La resolution de ces systemes lineaires est effectue par une 
methode directe de type Gauss avec choix de pivot partiel. 

Dans le but de stabiliser ce systeme lineaire, nous avons adopte, pour les 
equations regissant les tensions normales, une recomposition des coefficients visant 
a renforcer la diagonale de cette matrice. Par exemple, considerons a present 
l'equation de R22. Les coefficients a22 et p2 peuvent se decomposer en trois 
parties : 

ou les indices superieurs +, -, et * se reterent aux parties positives, negatives et de 
signe a priori inconnu et variable. L'equation de transport discretisee pour la tension 
R22 peut alors s'ecrire avantageusement sous la forme suivante qui, associee a une 
sous-relaxation assure alors une diagonale dominante : 

p ( -- a21 R II + ap - a22 -min 

Pour fixer les idees, nous considererons dans le paragraphe suivant I' equation de 
V 1· Lors de son integration sur le volume d'integration Yint de la figure 1 on 
obtient en isolant le terme en gradient de tension de cisaillement : 

Vint 

= JJ Ldxdy -[R~2 -R;2 ] & 
Vint 

ou L represente globalement tous les autres termes. Si on utilise une interpolation 
lineaire pour obtenir les valeurs de la tension R 12 en n et s, on obtient alors dans le 
cas d'un·maillage regulier une discretisation qui ne prend pas en compte la valeur de 
cette tension en P, ce qui signifie qu'une variation de celle-ci en P n'affecte en rien 
I' equation de V 1 ! Pour eviter cette aberration, Pope et Whitelaw [POP 76] ont 
introduit un quatrieme maillage decale pour Ia discretisation des tensions de 
cisaillement. Cette technique permettait de preserver Ie lien qui existe entre les 
tensions de cisaillement et les gradients de vitesse moyenne. Mais, outre une plus 
grande complexite du code, cette technique avait pour inconvenient majeur lors d'une 
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resolution en bloc des equations des tensions de Reynolds de necessiter un systeme 
lineaire en chacun des quatre points de discretisation des tensions. II s'ensuivait alors 
un cofit important de calcul. Pour eviter cela, nous avons utilise la technique 
recemment introduite par Obi et al. [OBI 89]. L'equation de R12 discretisee en 
volume finis aux points P, N et S, peut se mettre sous la forme : 

Nn 

n 

s 

Ss 

Figure 4. Detail du maillage 

SA regroupant I' ensemble des termes sources a I' exception de ceux qui 
contiennent dVildy. On peut alors obtenir les valeurs en nets en effectuant une 
interpolation lineaire : 

Pour des raisons de stabilite numerique, il est necessaire que les coefficients r 
restent positif durant les iterations. Cette forme diffusive est alors reintroduite dans 
les equations du mouvement. 

3.4. Autres techniques de stabilisation 

Les equations etant non lineaires et couplees, la convergence de l'algorithme 
n'est pas assuree pour autant. En effet, les variations brusques des variables, qui se 
produisent souvent au cours des premieres iterations sont tres destabilisantes. Dans 
le but de reduire les amplitudes des variations, des sous-relaxations regulieres sont 
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utilisees a la fois pour les variables generales et pour certaines sources (en 
particulier pour Jes sources de rotation et des tennes a faibles nombres de Reynolds 
de la turbulence). 

3.5. Mise en muvre numerique 

Le code de calcul a ete developpe sur la base du TEAM (UMIST, Manchester) 
initialement con~u pour le calcul de jets parietaux. 11 a ete generalise pour !'etude des 
ecoulements toumants et la fonnulation etendue pennet de traiter les equations soit 
en repere fixe soit en repere toumant, les resultats etant bien entendu independants 
du choix effectue. Pour Ia geometric consideree ici, les calculs ont ete menes en 
repere fixe, ainsi la vitesse azimutale est fixee a nr sur Je disque toumant et a zero 
sur les paroi fixes. Le taux de dissipation de l'energie cinetique E a pour valeur 

imposee a la paroi 2v(...fk) T tandis que toutes Jes autres variables sont nulles. Sur 
' 

!'axe de symetrie, les tensions de cisaillement doivent s'annuler tandis que les autres 
variables sont symetriques. 

L'utilisation de modeles a faible nombre de Reynolds de la turbulence necessite 
!'utilisation de maillages tres resserres aux parois afin de bien prendre en compte Jes 
variations rapides des differentes variables. Pour le modele RSM1, le choix s'est 
porte sur un maillage de 80*100 points qui est genere par une serie geometrique 
menant a une maille a Ia paroi de &/s=31 0-4 (raison=O. 76) pour I'enveloppe exteme 
et de Azls=31 0-4 (raison=0,85) sur Jes parois laterales, ce choix pennet une solution 
independante du maillage. Du fait du nombre important de tennes en gradient, le 
modele RSM2 a necessite un maillage plus fin, particulierement dans le centre de Ia 
cavite, dans le but de rendre la solution independante de celui-ci. Les calculs ont ete 
menes avec un maillage de 80*130 points ayant une maille a l'enveloppe exteme de 
&/s=210-4 (raison=0,72) et de Az/s=310-4 (raison=0,85) pour les parois Jaterales. 

La convergence de l'algorithme est controlee par !'evolution des residus (defaut de 
bilan de chaque equation resolue) au cours des iterations ainsi que par !'evolution des 
valeurs individuelles de chaque variable. La convergence est consideree comme 
atteinte lorsque, pour chaque variable, le residu decroi't de fa<;on reguliere et que la 
variation de chaque variable au cours de 100 iterations ne depasse pas 0,1 %. Pour 
des raisons de stabilite numerique, !'equation de l'energie cinetique, quoique 
redondante, est resolue conjointement aux equations des tensions turbulentes. A Ia 
convergence, la difference entre k et Rii/2 est inferieure a 0.05 % en chaque point du 
maillage. 

Vu Ia complexite des equations, il n'existe pas de critere de stabilite de la 
methode. Neanmoins un certain nombre d'indicateurs permettent de juger de Ia 
severite du probleme: ce sont le nombre de Rossby local, (dVJ/dx2+dV2/dxJ)/Q, 
et Je nombre de Reynolds de rotation Re. 

Pour les deux modeles de turbulence, les calculs ont ete menes pour un nombre 
de Reynolds de rotation de 1Q6, correspondant au cas le plus extensivement traite par 
Itoh et al.. lis ont ete menes sur le CRA Y YMP 2E de I'IMT (Marseille). Le 
nombre d'iterations ainsi que les temps de calcul sont donnes dans la table 5. 

Un autre calcul a ete mene avec le modele RSM2 en utilisant un maillagc plus 
fin (120*150). Le raffinement effectue par rapport au maillage initial (80*130) est 
regulierement reparti sur !'ensemble du domaine. Les mailles ont pour dimensions 
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&-/s=1,210-4 (raison=0,75) pres de l'enveloppe externe et ~z/s=1,710-4 (raison=0,9) 
sur les parois laterales. Les conditions initiates ont ete choisies tres differentes de la 
solution, a savoir des champs moyens nuls (trois composantes de Ia vitesse et 
pression) et une distribution constante (raccordee aux paroi par une parabole) pour k 
et E, faisant ainsi apparaitre la stabilite et la robustesse de l'algorithme propose. Le 
champs turbulent de depart etant considere comme isotrope : Rij=2koij/3. Sur la 
figure 5, sont traces !'evolution des residus (adimensionnes par le residu de depart) en 
fonction du nombre d'iterations. 11 faut remarquer qu'apres une phase initiale 
irreguliere, les residus decroissent de far;on monotone. Le nombre d'iterations est, 
dans ce cas, assez important du fait du grand nombre de points de maillage (18000) 
et du choix des conditions initiates. 

Champ de depart nbre temps/iterations temps/iterations 
d'iterations /pts de maillage 

RSM1 solution d'un 4500 0,94 1,175 10-4 
modele ASM (1) 

RSM2 solution de RSM1 6000 1,754 1,35 10-4 

Table 5. Nombre d'iterations et temps de calcul. 

10 
0 residus 

(b) 

10-8 .__ ___ __._ ___ __J 10-10 ..__ ___ __._ ___ ____J 

0 10000 
nombre d'iterations 

(a) Clwmps moyens, 

20000 0 10000 
nombre d'iterations 

(b) Champs turbulents 

Figure 5. Evolution des residus en fonction des iterations 

20000 

1 ASM : "Algebraic Stress Model". Les resultats obtenus avec ce modele sont presentes 
dans [ELE 93]. 
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4. Application a l'etude d'un systeme rotor-stator 

4.1. Ecoulement turbulent ? 

Lors de leur etude experimentale, ltoh et al. [ITO 90] ont observe une region 
relaminarisee de l'ecoulement pres de l'axe de rotation, Iii ou les nombres de 
Reynolds locaux sont plus faibles. Une determination precise de la repartition des 
zones relaminarisees et turbulentes est necessaire, meme pour la prevision des 
champ moyen, dans la mesure ou l'epaisseur des couches d'Ekman et le taux de 
rotation de la partie centrale de l'ecoulement dependent directement du regime qui se 
developpe. Sur la figure 6, nous avons represente les iso-viscosites de la turbulence 
correspondant aux niveaux Vt=V et Vt=lOv. La premiere constatation est que le 
modele RSM 1 surestime de fa~on certaine Ia taille de Ia region relarninarisee puisque 
Ia couche limite d'Ekman qui se developpe sur le rotor est totalement laminaire. Le 
modele RSM2 corrige ce comportement errone, plus de Ia moitie des deux couches 
d'Ekman etant turbulente. Pour ce modele, Ia transition apparait pour un rayon 
inferieur sur le stator, correspondant a un nombre de Reynolds local inferieur, ce qui 
est conforme aux observations de Itoh et al. [ITO 90]. La difference de 
comportement des deux couches d'Ekman peut etre expliquee par le fait que 
l'ecoulement le long du stator est decelere et done plus instable que l'ecoulement 
pres du rotor. D'autre part, pour un rayon donne, le fluide dans Ia couche d'Ekman du 
rotor arrive de Ia region proche de l'axe qui est naturellement larninaire alors que pres 
du stator, il provient de Ia partie superieure de Ia cavite ou les forts gradients de 
vitesse rendent l'ecoulement turbulent.La coexistence de ces deux regimes au sein 
d'un meme ecoulement necessite done un modele de turbulence capable de traiter 
avec precision les regions a faible nombre de Reynolds de la turbulence non 
seulement pres des parois mais aussi au creur de l'ecoulement. 

modele RSMI 

modeleRSM2 

I 
I 

n· 

9 

/ I stator '\ 

Vt=I I Vt>IO 

: \ : J 
!~lA 

L:::0,4 
b 

L:::0,8 
b 

Figure 6. /so-viscosites de la turbulence 
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4.2. Resultats pour le champ de vitesse moyenne 

Les profils de vitesse azimutale et radiale en differents rayons de la cavite sont 
donnes sur les figures 7 et 8. Les deux series de profils montrent une large region 
centrale ou les vitesses azimutale et radiales sont constantes, ce qui est conforme a 
!'experience et au theoreme de Taylor-Proudman. Le taux de rotation de cette region, 
obtenue avec le modele RSM2 est en tres bon accord avec !'experience, les resultats 
des deux maillages etant tres proches. Ce taux passe d'une valeur de 0,3 pour le plus 
petit rayon a une valeur de 0,4 pour les rayons plus importants. Cette variation 
s'explique par le fait que l'ecoulement est laminaire pres de !'axe de rotation et 
pleinement turbulent dans Ia partie superieure de Ia cavite. Le modele RSMI qui, 
nous l'avons vu, donne un ecoulement laminaire dans Ia plus grande partie de Ia 
cavite sous-estime (de l'ordre de 20 %) ce taux de rotation. Cette mauvaise prevision 
des zones laminaire et turbulente se retrouve sur les profils de vitesse radiale ou ce 
modele sous-estime nettement l'epaisseur des couches d'Ekman sur le rotor, tandis 
que dans Ia couche d'Ekman qui se developpe sur le stator, les variations de Ia 
vitesse radiale restent acceptables. Ce meme comportement avait deja ete trouve en 
utilisant une modelisation zonale pour laquelle un modelage algebrique des tensions 
de Reynolds dans le centre de Ia cavite etait couple avec un modele k-E a faible 
nombre de Reynolds pres des parois [ELE 93]. Le modele RSM2 quant a lui, 
prevoit bien l'epaississement des couches d'Ekman et fournit par consequent des 
profils en tres bon accord avec !'experience. 

4.3. Profils des tensions de Reynolds 

Itoh et co-auteurs fournissent dans leur travaux un ensemble complet de mesure 
des tensions normales (figure 9) et de cisaillement (figure 10), ce qui a permis de les 
comparer avec celles obtenues avec les deux modeles de turbulence. 

Dans Ia couche limite du rotor, seules les tensions obtenues avec le modele 
RSM2 sont presentees pour les deux maillages, le modele RSM1 fournissant des 
quantites turbulentes pratiquement nulles. Le comportement des tensions normales 
est assez different de celui des tensions experimentales. En effet, meme si Ia 
position et la valeur du maximum sont corrects, Ia decroissance axiale des tensions 
calculees est beaucoup plus rapide que la ctecroissance experimentale. II est noter que 
Iacovides et Toumpanakis [lAC 93] ont trouve les memes variations en utilisant un 
modele aux tensions de Reynolds assez different de ceux utilise ici (figure 11). 

Dans la couche d'Ekman qui se developpe sur le stator, les tensions normales 
calculees avec le modele RSM1 sont assez differentes des tensions experimentales, 
avec une surestimation du maximum et decroissance trop rapide lorsque l'on 
s'eloigne de Ia paroi. Les resultats obtenus avec le modele RSM2 sont en bien 
meilleur accord avec !'experience, notamment en ce qui concerne les variations. La 
surestimation de R11 et Ia sous-estimation de R33 tendent a montrer que le transfert 
d'energie entre ces deux composantes n'est pas parfaitement pris en compte par le 
modele. Le terme de correlation pression-deformation, correspondant a Ia 
redistribution de l'energie suivant les differentes composantes du tenseur de 
Reynolds, est en effet le plus delicat a modeliser et est particulierement sensible a Ia 
rotation. D'autres effets plus subtils de Ia rotation sur le champ turbulent couples au 
cisaillement moyen peuvent aussi influer sur Ia dynamique de l'ecoulement (cf. § 5). 
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En ce qui concerne les tensions de cisaillement, !'allure generale est correcte, 
specialement pour le modele RSM2, traduisant le fait que les vitesses moyennes ont 
des variations satisfaisantes. Elles sont toutefois legerement surestimees, en 
particulier celles faisant intervenir les fluctuations normales a Ia paroi, renfor~ant 
!'idee que la modelisation des termes de correlation pression-deformation devra dans 
l'avenir prendre en compte des effets de Ia rotation sur la turbulence. 

5. Conclusion et perspectives 

Les techniques utilisees, sous-relaxation, linearisation des termes sources, 
implicitation des termes de Coriolis dans les equations du mouvement, resolution en 
bloc des tensions de Reynolds, utilisation de viscosites apparentes deduites des 
equations discretisees elles-memes, maillages semi-decales, ont permis d'obtenir des 
calculs convergents sur !'ensemble des cas traites. La methode developpee parait 
done parfaitement adaptee au calcul des ecoulements turbulents complexes confines 
en rotation rapide, cela a !'aide des modeles de transport des seconds moments. 

Nous avons vu tout !'interet que pouvait apporter !'utilisation d'un modele de 
transport au second ordre tel que ceux de la nouvelle generation tant au niveau des 
champs moyens que des quantites turbulentes. Toutefois, le modele utilise fourni un 
comportement des tensions de Reynolds pres du stator souvent tres different du 
comportement experimental, qui, en l'attente de simulation directe ou de grandes 
structures turbulentes dans cette geometrie reste pour !'instant notre seule reference. 
Au vu des travaux de Iacovides et Toumpanakis [lAC 93], il semblerait que ce 
comportement soit un trait de caractere propre aux modeles actuels. lis ont en effet, 
pour Ia plupart, ete mis au point a partir de bases de donnees d'ecoulements de 
couches limites ou de canal plan. Ces modeles ne prennent done pas en compte les 
effets implicites de la rotation sur la turbulence elle-meme (tendance a la 
bidimensionalisation de la turbulence, blocage de la cascade d'energie) meme si ils 
sont mieu~ adaptes que les modeles a viscosite isotrope. Ces phenomenes sont 
complexes et encore incompletement compris, ils font depuis quelques annees 
!'objet de nombreux travaux tant sur le plan experimental que theorique [SPE 87], 
[SHA 91], [CAM 92]. Le developpement et !'utilisation de modeles de turbulence 
prenant en compte, au moins de maniere simplifiee, les resultats de ces travaux est 
semble-t-il necessaire afin de bien modeliser les differents phenomenes presents dans 
les ecoulements dans les cavites en rotation. Neanmoins, les modeles de fermeture 
au second ordre sont intrinsequement mieux adaptes que les modeles a viscosite 
isotrope. Par contre, les phenomenes de transition ou de relaminarisation dependent 
du developpement d'instabilites dont certains aspects ne peuvent etre representes a 
!'aide de modeles mathematiques stationnaires. 
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Annexes. Notations 

aij 

A2 

A3 
A 

b 

Cp c2, c' I' ) 
c'2, cs, c,, 
CE)' :E2' CE3' 

cE4' cl' ell 

Tenseur d'anisotropie aij=(Rij/k-2/3oij) 

Second invariant du tenseur d'anisotropie A2=aijaji 

Troisieme invariant du tenseur d'anisotropie A3=aijajkaki 

«Flatness factor» A=l-9(A2-A3)/8 

Rayon exterieur de la cavite 

Constantes de modelisation 
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Rapport de forme (s/b) 
Energie cint!tique de Ia turbulence 
Normale a Ia paroi 

Pression rnoyenne 
Fluctuation de pression 
Rayon 
Tenseur des tensions de Reynolds 

Nornbre de Reynolds de rotation, Re=O.b2/v 
Nornbre de Reynolds de Ia turbulence, Ret=k2/vE 

Largeur de la cavite 
Vitesse rnoyenne dans le repere absolu 
Cornposantes axiale, radiale et azirnutale de Ia vitesse 

rnoyenne dans le repere absolu 
Vitesse rnoyenne dans le repere toumant 
Cornposantes axiale, radiale et azirnutale de Ia vitesse 

rnoyenne dans le repere toumant 
Fluctuation de vitesse 
Coordonnee axiale 
Taux de dissipation de l'energie cinetique de Ia turbulence 
- _,-:- 2 
E=E-2V("V k) ,i 

Taux de dissipation des tensions de Reynolds 
Tenseur d'orientation 
Viscosite cinernatique 
Viscosite turbulente Vt=0,09k2/E 
Coordonnee azirnutale 
Densite 
Tension ala paroi fixe 
Tension au disque toumant 
Vitesse angulaire 
Cornposantes du vecteur rotation (0.,0,0) 

Indices des tenseurs (1,2,3)=(z,r,e) 
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