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RESUME. La méthode de Lanczos par bloc de recherche des valeurs propres et vecteurs
propres ainsi que son application au calcul des fréquences et modes complexes des
structures amorties sont présentées. L'équation du mouvement de la structure est
transformée en un systéme aux valeurs propres généralités Ax = ABx dans lequel A et B
sont des matrices symétriques et non définies positives. La méthode de Lanczos par bloc
permet de générer une séquence de blocs de vecteurs orthonormés et d'obtenir, par une
projection sur ces vecteurs, un systéme aux valeurs propres de taille réduite Tz = Az, ou T
est une matrice tridiagonale par blocs et non symétrique dont les valeurs propres sont des
approximations de celles recherchées. Cette méthode permet d'extraire les fréquences
multiples avec toutes leurs myltiplicités et, pour les structures non amorties, de calculer
les fréquences autour d'une valeur fixée.

ABSTRACT. The block Lanczos method for finding eigenvalues and eigenvectors and its
application to the computation of the complex frequencies and modes of damped
structures are presented. The equation of motion of the structure is transformed into a
generalized eigenvalue system Ax = ABx in which A and B are symmetric and non
positive definite matrices. The block Lanczos method generates a sequence of blocks of
orthonormalized vectors and, by a projection on these vectors, we obtain a reduced
eigensystem Tz = Az where T is an unsymmetric block-tridiagonal matrix whose
eigenvalues are approximations of those of the initial system. This method provides
extraction of multiple frequencies with their multiplicities and, for undamped structures,
computation of the frequencies around a given value.
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1. Introduction

La méthode de Lanczos classique a un vecteur [LAN 50] consiste initialement
a générer de fagon itérative des vecteurs orthogonaux et a transformer une ma-
trice A symétrique en une matrice tridiagonale symétrique de méme dimension
et ayant les mémes valeurs propres que A. Cette méthode a été dans un pre-
mier temps délaissée au profit des méthodes de Givens et de Householder 4 cause
de la dégradation de I’orthogonalité entre les vecteurs de Lanczos au cours des
itérations. Les travaux de Paige [PAI 71, PAI 72] ont cependant montré qu’une
tridiagonalisation partielle de A avec les quelques premiers vecteurs de Lanczos
conduit & une matrice tridiagonale symétrique de taille réduite dont les valeurs
propres convergent rapidement vers les plus grandes valeurs propres de A.

La méthode de Lanczos classique a un vecteur a été utilisée par plusieurs au-
teurs [NEW 73, CHO 76, NOU 83, WEI 83, CHA 86] pour calculer les premieres
fréquences et modes propres de structures non amorties, ce qui revient, moyen-
nant une décomposition de Cholesky de la matrice de rigidité aprés un éventuel
décalage, a déterminer les plus grandes valeurs propres et vecteurs propres d’une
matrice symétrique. La version par bloc de la méthode de Lanczos classique a été
développée pour calculer les fréquences multiples [GOL 77, RUH 79].

La méthode de Lanczos a été étendue aux systémes aux valeurs propres géné-
ralisés:

Ax=)Bx [13

ol A et B sont des matrices symétriques avec B positive. Dans cette méthode de
Lanczos généralisée, présentée dans les versions a un vecteur [OJA 70, NOU 84,
MAT 85] et par bloc [NOU 85, MAT 85], le produit scalaire canonique est rem-
placé par le produit scalaire associé & B. Carnoy et Géradin [CAR 82] et Chen et
Taylor [CHE 88] ont présenté une version a un vecteur qui s’applique au systéme
[1] avec B non positive, ce qui conduit & une matrice tridiagonale non symétrique
avec des valeurs propres complexes. Notons que la méthode de Lanczos a été
également appliquée aux matrices anti-symétriques [BAU 86] ou non symétriques
[GER 79, CHA 88] et au calcul de la réponse [NOU 84, CRA 88, CHE 89].

Dans cet article, on propose une méthode de Lanczos par bloc pour résoudre le
systtme aux valeurs propres généralisé [1] ou A et B sont symétriques mais
pas nécessairement définies positives. Cette méthode est appliquée au calcul
des fréquences et modes complexes des structures amorties dont les matrices de
rigidité, de masse et d’amortissement sont symétriques. Elle permet notamment
d’extraire des fréquences multiples avec toutes leurs multiplicités, ce qui n’est pas
toujours le cas de la méthode de Lanczos a un vecteur. Elle s’applique également
aux structures non amorties et en particulier pour calculer les fréquences autour
d’une valeur fixée.

Apres un rappel sur la méthode de Lanczos classique a un vecteur, on présente
la méthode de Lanczos généralisée dans les deux versions, a un vecteur et par
bloc. Des résultats obtenus sur quelques applications sont également présentés.
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2. Méthode de Lanczos classique & un vecteur

On considere le systtme aux valeurs propres associé au mouvement libre d’une

structure non amortie :
Kx —wMx =0 {2]

ol K est la matrice de rigidité, M est la matrice de masse, K et M sont
symétriques et positives.
On introduit le décalage «, o > 0, et le facteur d’échelle s, s > 0, en posant:

s
A= ——. 3
7t a (3]
Le systéme [2] devient :
1
K x = 3 M’ x (4]
avec
K =K+ aM (5]
et
M = s M. [6]

Le décalage « est choisi de fagon que la matrice K’ soit définie positive (o = 0
si K est inversible). Le décalage doit étre assez grand pour éviter le mauvais
conditionnement de K’ et, en méme temps, aussi petit que possible afin de ne pas
pénaliser la convergence et de pouvoir restituer correctement les modes rigides.

Le facteur d’échelle s a pour but d’équilibrer les ordres de grandeur des termes
de K’ et M'. On prend d’habitude :

ey Imiil

ol kf; et my; sont les termes diagonaux de K’ et M, n est la dimension de K et
M.
On effectue la décomposition de Cholesky de K’ :

K = L'L. {8]
En introduisant dans {4] le changement de variable :

y = ‘Lx, [9]
on obtient le systéme aux valeurs propres :

Ay =)y {10]

avec
A = LML [11]
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La matrice A étant symétrique, 1’algorithme de Lanczos classique permet de

générer m vecteurs de Lanczos q;,...,q,, qui sont orthonormés. Soit Q la
matrice orthogonale formée par q;,...,q,,:
En introduisant dans [10] la transformation :
= Qz [13]
et en prémultipliant par *Q, on obtient un systéme réduit de dimension m :
Tz = )z [14]
avec
T ="'QAQ. [15]
T est une matrice tridiagonale symétrique :
a By
By oy
T=|"" 7 [16]

ﬁm—l
IBm—l Qp
dont on peut facilement extraire les valeurs propres et vecteurs propres. Les

valeurs propres de T sont des approximations des plus grandes valeurs propres de
A. Les plus petites pulsations propres de [2] sont déduites par:

2 S

= - - 17
w 3@ (17
et les modes propres sont obtenus en utilisant [9] et [13]:
x = ‘L7! Qz. [18]
Les vecteurs de Lanczos q,, ..., q,, sont générés en utilisant I’algorithme sui-
vant. On part d’un vecteur py :
Po=Aw (19]
oll w est un vecteur aléatoire.
A chaque itération ¢ = 1,..., m, on calcule:
1  q= ”Pi—1” ol ||v|| = Vtvv est 1a norme euclidienne de v [20]
i1
2)  Bioi='gq;_, Aq; (avec B, =0) [21]
3) pi=Aq,—0_9_, (avec qy = 0) [22]
4  o='qp [23]

5) P, =Pi—0; q; (24]
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Le vecteur q,,, est donc obtenu en calculant le vecteur Aq; puis en ortho-
gonalisant ce dernier aux deux vecteurs précédents, q; et q;_,, et finalement en
normalisant.

Notons que le coefficient §;,_; de 1’étape 2) peut encore €tre obtenu par:

Bi1 = Pyl (25]
En effet, comme :
Pict =Aq_; —fim2 Uiz — %1 i1, [26]
et comme q; est orthogonal a q;_; et q;_,, on a:

Bicp = tQi—l Aq;, = t‘li (A qi—l)
= 'q; (P + B2 izt iy Aiq)
= t‘li Pi-1 = “pi—-Ithi q; = |Ipi-ill-

On montre par récurrence que chaque vecteur q; est orthogonal aux vecteurs
4y, - Q;_1- On en déduit que la matrice *Q A Q est bien la matrice tridiagonale
T de [16] dont les coefficients «; et §; sont ceux fournis par I’algorithme.

D’autre part, comme 1’orthogonalité entre les vecteurs q; se dégrade au cours
des itérations, il est indispensable de réorthogonaliser explicitement chaque vecteur
q; par rapport aux vecteurs précédents. La réorthogonalisation itérative, proposée
par Ojalvo et Newman [OJA 70], consiste a ajouter dans 1’algorithme une étape
supplémentaire 1') aprés 1’étape 1) :

i-1
1 af=qf - Z tq; ai ") g avec q =q; etk =1,2,... [27]
i=1

On répete ’opération 1') jusqu’a ce qu’on obtienne un vecteur q* numériquement
orthogonal & q,...,q;_;:

‘max |'q; qf| < 1077, [28])
j=1,i—-1

t étant le nombre de chiffres décimaux significatifs de 1’ordinateur utilisé. Apres

normalisation, qf devient le nouveau vecteur q; et on continue I’algorithme. Si

I’orthogonalité n’est pas obtenue aprés un certain nombre d’essais, on arréte le

processus ou on repart avec un nouveau vecteur aléatoire q,.

Le nombre m des vecteurs de Lanczos est déterminé en calculant les valeurs
propres de la matrice T 2 chaque itération et en testant la convergence sur les
p plus grandes valeurs propres, qui sont toutes strictement positives, p étant le
nombre de fréquences recherchées. Une autre fagon moins coliteuse et qui est
couramment utilisée est de fixer m a I’avance, en utilisant la formule empirique :

m = max (2p + 1, 7). (29]
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Dans ce cas, on calcule une seule fois les valeurs propres de T, lorsque les m
vecteurs de Lanczos ont été obtenus.

Cette méthode de Lanczos classique a un vecteur, bien que trés rapide, présente
deux principaux inconvénients :

— elle n’est applicable qu’aux matrices A symétriques, ce qui exige que 1’'une
des deux matrices K’ ou M’ soit définie positive pour que 1’on puisse effectuer la
décomposition de Cholesky. Cette condition n’est pas remplie lorsque la structure
est amortie ou lorsqu’on désire calculer, en moyen d’un décalage o négatif, les
fréquences autour d’une valeur donnée et non plus les premieres ;

— les fréquences multiples ne sont pas fournies avec toutes leurs multiplicités.

Le premier inconvénient sera remédié avec la méthode de Lanczos pour les
systémes aux valeurs propres symétriques généralisés, et le deuxieme avec un
algorithme de Lanczos par bloc ol plusieurs vecteurs de Lanczos sont générés
simultanément 2 chaque itération.

3. Meéthode de Lanczos i un vecteur pour les systémes aux valeurs propres
symétriques généralisés

3.1. Systéme aux valeurs propres généralisé pour les structures amorties

On considére le systéme aux valeurs propres associé au mouvement libre d’une

structure amortie :
Kx +rCx +r?Mx =0 [30]

ou K est la matrice de rigidité, symétrique et positive, C est la matrice d’amortisse-
ment, symétrique, et M est la matrice de masse, symétrique et positive.
En combinant [30] avec:

- rMx+ rMx = 0, (31]

C M]{x}
=0 [32]
M O rx

Ay + rBy =0 [33]

on obtient un systtme de dimension double:

I [ A

ce qui peut encore s’écrire :

avec

K o0 C M x ]
A= , B= et y= . [34]
‘ M O rxj
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On introduit le décalage o, « réel, et le facteur d’échelle s, s > 0, en posant:

A= — ) [35]
r—o«
Le systtme [33] devient :
Ay = % B'y [36]
avec
K+aC oM
A" = A+aB = [37]
aM -M
et
B’ = sB. [38]
Le décalage o est choisi de fagon que la matrice :
K =K+ aC +a’M (39]

soit inversible (o = 0 si K est inversible). Le facteur d’échelle s sert a équilibrer
les ordres de grandeur des termes de A’ et B’ comme dans la méthode classique.

Le systeéme aux valeurs propres généralisé [36] est du méme type que [4]. Les
matrices A’ et B’ sont symétriques, cependant aucune d’elles n’est définie positive.
On ne peut donc pas effectuer une décomposition de Cholesky afin d’appliquer la
méthode de Lanczos classique.

En supposant dans un premier temps que A’ soit inversible, on écrit [36] sous
forme :

Dy = )y (40}
avec
D = A"!B. [41]
En remarquant que :
-1 r—1
ATl = K oK [42]
- QK,_I a2 K/—l _M-l

ona:

[K'—l(c+aM) K~'M ]
D=3 . {43}

-K7'K  oK™'M

L’expression de D montre que seule K’ doit étre inversible tandis que C et
M peuvent &tre singuliéres. En effet, méme si A’ n’est pas inversible, on peut
toujours aboutir au systeéme [40], avec D définie par [43], en partant directement
de [30] et sans utiliser [41]. On a dans tous les cas:

A'D = B, [44]
ce qui entraine, A’ et B’ étant symétriques:

B'D = ‘DB [45]
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3.2. Méthode de Lanczos généralisée a un vecteur

Il s’agit de résoudre le systéme aux valeurs propres [40] dans lequel la matrice
D n’est pas symétrique.

On considere la forme bilinéaire symétrique b : R** x R*® — IR dont la
matrice dans la base canonique de R?" est B':

b(u,v) = ‘uB'v. [46]

On définit la “norme” associée a b:

lull, = VIb(u,u)| = y/|'u B ul. [47]

De [45), on déduit que D est auto-adjointe par rapport a b. Pour tous vecteurs
uetv,ona:

b(u,Dv) = b(Du,v). [48]

Cette propriété de D permet d’appliquer I’algorithme de Lanczos décrit précé-
demment au systéme [40], & condition de remplacer le produit scalaire *uv par
b(u, v) et la norme euclidienne ||u|| par [[u||,. Dans ce qui suit, I’orthogonalité
entre deux vecteurs u et v se rapporte donc a b: b(u,v) = 0.

La méthode de Lanczos généralisée permet de générer m vecteurs de Lanczos
di,.--,q,, qui sont orthonormés :

b(a;,q;) ="q qujzo si i #
[49]
fla;lly, =1 (e =b(q;,q;) = *q; B’ q; = £1).
Soit Q la matrice formée par qq,...,q,,:
Q: [ql)“'a(lm]) [50]
et
E='QB'Q. [51]

D’apres [49], E est une matrice diagonale avec les termes diagonaux e; égaux a
I on—1.
En reportant dans [40] le changement de variable :

y=Qz [52]
et en prémutipliant par E'Q B’, on obtient un systéme réduit de dimension m :
Tz=MAz [53]

avec
T = E'QB' DQ. [54]
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T est une matrice tridiagonale non symétrique :

a By
T = " ?YZ ‘ . [55]
.. .. IBm—l

Ym-1 O

dont les valeurs propres, complexes et réelles, sont déterminées par une transfor-
mation sous forme de Hessenberg puis en utilisant la méthode du QR [SMI 76].
Les valeurs propres de T sont des approximations des valeurs propres de plus
grandes modules de D. Les valeurs propres et les vecteurs propres complexes
sont deux a deux complexes conjugués. Les valeurs propres de [30] sont déduites
de A par [35]:
s
r=oa+ Y [56]
Les pulsations propres sont les parties imaginaires positives de r. Les vecteurs
propres x de [30] sont obtenus en utilisant [52] et [34].
Avant de présenter 1’algorithme de Lanczos, on remarque que si p et q sont
deux vecteurs avec ||q||, = 1, alors le vecteur:

pP=p-aq avec a=0baq,q)bp,q) (57
est orthogonal a q: b(p’,q) = 0.

Les vecteurs de Lanczos qy, . . ., q,, sont générés par I’algorithme suivant. On
part d’un vecteur py :

Po=Dw [58]
oll w est un vecteur aléatoire.
A chaque itération ¢ = 1,...,m, on calcule:
1y % = Pically = \/ltpi—l B’ Pi_il [59]
P;_
2) q=—= [60]
%
3) e; = b(a;,q;) ="q; B' q; (= 1) [61]
4) Bici =€ €1 (avec B, = 0) {62]
5 pi=Dq-f_;q_; (avecqy=0) (63]
6) o =e¢; b(q;,p;)=¢; ‘q; B p; (64]

7 pi=pPi-oq [65]
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On a la relation :
p;=Daq,-f6_14_, — ¢ q. [66]

Montrons par récurrence que q; est orthogonal 4 q;,...,q,_;. Ceci est vrai
pour ¢ = 2,3. Supposons que ce soit vrai jusqu’a 1’ordre 7 et montrons que
p;, donc q,,,, est orthogonal a q,,...,q;. D’apres [57], [64] et [65], p; est
orthogonal & q; par construction. On a:

b(qi-1,P)) = a1, D —Bi1 91 — o5 @)
= b(q;_1, D q;) — By b(qi_1, 95-1)
= b(q;,Daq;_y) — (e; €i_1 %) €y
= b, Pisi +Bia Qo t o1 9i1) — €& %
= bla, %)~ =0,
d’ou p, est orthogonal & q;_;. D’autre part, pour j = 1,...,¢— 2, on a:
ba;,p;) = b(q;,Dq;— B qi_y~ ;@)
= b(qjaDQz') = b(qi)qu)
= b(q;,p; +B85.19-1teq;) =0,

d’ou p; est orthogonal a q;, ce qui termine la démonstration.
Le vecteur q;,, est donc obtenu en calculant le vecteur Dq; puis en ortho-
gonalisant ce dernier aux deux vecteurs précédents, q, et q;_;, et finalement en

normalisant.
On a, d’apres {66], [59] et [60]:

{ Dq; =819+ + Y1 Qg1 pour i=1,...,m~—1 ”
7]

D q,, = Bn-1 Qm-1 T %y Gy + P

Soit T la matrice tridiagonale définie par [55] et dont les coefficients «;, §; et
7, sont ceux fournis par I’algorithme. Le systtme [67] peut s’écrire sous forme
matricielle :

DQ=QT+[0,...,0,p,] [68]
N —
m—1 fois

En prémultipliant [68] par *Q B’, on obtient :
‘QB'DQ='QB'QT+'QB'[0,...,0,p,,] [69]
Comme p,, est orthogonal 4 q,,...,q,,, on a:

‘QB’'[0,...,0,p,] = O. [70]
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[69] devient, en utilisant [51]:
'‘QB DQ=ET [71]

et finalement, on obtient [54].

Comme pour la méthode de Lanczos classique, il est indispensable de réorthogo-
naliser explicitement chaque vecteur q; aux vecteurs q, ..., q;_,. La réorthogo-
nalisation itérative consiste a ajouter dans 1’algorithme une étape supplémentaire
2') apreés 1’étape 2):

i-1
2) qf =gt - Z € b(qj,qf_l) q; avecql=gq;etk=12,... [72]
i=1

On itere sur k jusqu’a ce qu’on obtienne un vecteur q* numériquement orthogonal
aq,...,q;_;. Aprés normalisation, qi-‘ devient le nouveau vecteur q, et on
continue I’algorithme.

Le nombre m des vecteurs de Lanczos est déterminé comme dans la méthode
classique, soit en calculant les valeurs propres de T 2 chaque itération puis en
testant la convergence sur celles de plus grandes modules, soit en utilisant la
formule empirique :

m = max (2(2p + 1), 14) [73]

ol p est le nombre de fréquences propres recherchées, ceci en tenant compte
du fait qu’une fréquence complexe correspond & deux valeurs propres complexes
conjuguées.

On remarque que les matrices de dimension double B’ et D n’interviennent
que dans les produits du type B'u et Du. Si u est un vecteur de dimension 2n

Lo

u= ,

s

B'u:{ v, }:{ s(Cu; + Mu,) } (4]
v, sMu,

/-1
Du:{ K™ (vitavy) } [75]

oK'l (vi+avy) —su

on a:

et

L’opération Du ne nécessite donc qu’une seule résolution d’un systéme linéaire
. . i 1—1 . .

de dimension n: K'~'(v, + av,). On n’a pas besoin de former explicitement

B’ et D.
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3.3. Cas des structures non amorties

Revenons a [4], on a:

1
K'x = 3 M’ x [(76]

od K' = K + a M est définie positive et en particulier inversible, et M’ = sM
est positive. On écrit [76] sous la forme:

Dx = )x [77]
avec
D= K 'M. [78]
D vérifie évidemment ;
M'D ='‘DM. [79]

On peut donc appliquer I’algorithme de Lanczos généralisé en remplacant A’
par K’ et B par M. On a:

b(u,v) = ‘uM’v. (80]

Comme M’ est positive, il en résulte que b(q;, q;) > 0 et que la matrice E définie
en [51] est I’identité. On en déduit que T est symétrique et que ses valeurs propres
sont réelles. Le nombre m des vecteurs de Lanczos est donné par [29].

D’autre part, K’ n’a pas besoin d’&tre positive car on n’effectue pas de décom-
position de Cholesky. On peut donc introduire un décalage o négatif. En parti-
culier, si I’on veut calculer les pulsations propres autour d’une valeur fixée w, et
non plus les plus petites, on prend alors:

3 [81]

L’algorithme de Lanczos fournit des approximations des valeurs propres :

8

A= [82]

w? —w?
de plus grandes valeurs absolues de [77], ce qui correspond a4 des pulsations
propres w les plus proches de wy.

La méthode de Lanczos généralisée est cependant moins performante que la

méthode classique pour le calcul des premieres fréquences et modes propres.
4. Méthode de Lanczos par bloc pour les systemes aux valeurs propres
symétriques généralisés

La méthode de Lanczos généralisée a un vecteur permet de résoudre le systeéme
non symétrique [40], cependant les valeurs propres multiples ne sont pas fournies
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avec toutes leurs multiplicités. Ceci est remédié avec la méthode de Lanczos
généralisée par bloc.

Soit [ un entier fixé, | > 1, appelé taille des blocs. [ doit étre supérieur ou égal
au plus grand degré de multiplicité attendu des fréquences recherchées. Le cas
{ = 1 correspond a la méthode de Lanczos généralisée a un vecteur.

Dans ce qui suit, I’orthogonalité se rapporte toujours a la forme bilinéaire b.

La méthode de Lanczos généralisée par bloc permet de générer m blocs de
Lanczos Q. .., Q,, qui sont des matrices de dimension 2nx{, n étant la dimen-
sion du systéme [30], et qui vérifient les relations d’orthonormalité :

{tQZB/QJZO Sl i#],
tQi B’ Q; =E,

[83]

ot E;,... E, sont des matrices diagonales de dimension ! avec les termes
diagonaux égaux a 1 ou —1.
Soit Q la matrice formée par Q,,...,Q,,:
Q:[Qla"')Qm]) [84]
et
E='QB'Q. [85]
E est une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont ceux de E,, ..., E,,

et sont donc égaux a 1 ou —1.
En reportant dans [40] le changement de variable :

y=Qz (86]
et en prémutipliant par E®Q B’, on obtient un systtme réduit de dimension ml :
Tz=2Az [87]

avec
T =E'QB'DQ. (88]

T est une matrice tridiagonale par blocs, non symétrique :

H, S,

R, H,
T=| ' * . (89)

R H

m— m

H;, R; et S; sont des matrices carrées de dir 2nsion [, avec R, triangrlaire
supérieure et S; triangulaire inférieure. T est en fait une matrice “bande” de
demi-largueur de bande [ 4 1.
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Les valeurs propres A, réelles et complexes, de T sont déterminées par une
transformation sous forme de Hessenberg puis en utilisant la méthode du QR. Ce
sont des approximations des valeurs propres de plus grandes modules de D. Les
valeurs propres r de [30] sont déduites de A par [56] et les vecteurs propres x sont
obtenus par [86] et [34]. Les valeurs propres et les vecteurs propres complexes
sont deux & deux complexes conjugués.

Les blocs de Lanczos Q,,...,Q,, sont générés en utilisant 1’algorithme sui-
vant. On part d’un bloc Py :

P,=DW [90]

ol W est une matrice de dimension 2n x! générée aléatoirement.
A chaque itération i = 1,...,m, on effectue :

1) Décomposition QR de P;_; en Q; R; [91]
2) E;,='Q,B'Q, [92]
3) S1=E_,'R;E; (avec $,=0) (93]
4 P:=DQ;-Q;_;S;_; (avec Qg = 0) [94]
5 H;=E'Q;B'P; [95]
6) P, =P, - Q, H, [96]

On a la relation:
P,=DQ;-Q,_; S;_, —Q; H,. [97]

La décomposition QR de P;_,; consiste & trouver une matrice Q; dont les
vecteurs colonnes sont orthonormés et une matrice carrée triangulaire supérieure
R; telles que P;_; = Q;R,. Cette décomposition est réalisée en utilisant
I’algorithme de Gram-Schmidt adapté 4 la forme bilinéaire b.

De la méme fagon que pour la méthode a un vecteur, on démontre par récurrence
que chaque bloc Q; est orthogonal aux blocs précédents Q,,...,Q;_;. Onen
déduit que la matrice T définie par [89] et dont les sous matrices H,, R, et S;
sont celles fournies par 1’algorithme vérifie bien [88].

La réorthogonalisation est effectuée a deux niveaux. Le premier, proposé par
Matthies [MAT 85], consiste 2 réorthogonaliser systématiquement deux fois le
bloc P; aux blocs Q,,...,Q;, avant la décomposition QR. Ceci est réalisé en
ajoutant dans 1’algorithme une étape supplémentaire 6') aprés 1’étape 6):

1—1
6) PF=P!"" -3 Q;(E;'Q;B'P}™") avecP}=P;etk=12
j=1 [98]

Apres cette étape, P? devient le nouveau bloc P;.
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Le deuxidme niveau consiste & réorthogonaliser itérativement chaque bloc Q;
aux blocs précédents Q,, ..., Q;_;, comme dans la méthode a un vecteur. Ceci
est réalisé en ajoutant une étape supplémentaire 1') aprés ’étape 1):

io1
) Qf = f-l - Z Q; (E; tQJ- B’ Qf‘l) avec Q0 = Q; etk =1,2...
j=1 [99]

On itere sur k jusqu’a ce qu’on obtiennne une matrice Qf dont les vecteurs
colonnes sont numériquement orthogonaux a tous les vecteurs colonnes composant
les blocs Q,, ..., Q;_;. Apres normalisation de ses vecteurs colonnes, Qf devient
le nouveau bloc Q; et on continue I’algorithme.

Le nombre m des blocs de Lanczos est déterminé soit en calculant les valeurs
propres de T a chaque itération puis en testant la convergence sur celles de plus
grandes modules, soit en utilisant la formule empirique :

2 6
m = max (2 [Tp] +2,2[7] + 2) [100]
ol p est le nombre de fréquences propres recherchées et [.] est la partie entigre.

On peut bien entendu appliquer la méthode de Lanczos généralisée par bloc
aux structures non amorties, en remplagant les matrices A’ par K' = K+ oM et
B’ par M’ = s M, comme dans la méthode 2 un vecteur. Dans ce cas, comme les
valeurs propres sont réelles, le nombre m des blocs de Lanczos donné par [100]
doit étre divisé par 2.

En cas d’absence de fréquence multiple, il vaut mieux d’utiliser la méthode a
un vecteur qui est plus performante que la méthode par bloc.

5. Applications

5.1. Systéme masses-ressorts avec amortissement proportionnel

Le systéme est composé de :

— 100 ressorts identiques de raideur ¥ = 107 N/m et d’amortissement ¢ = 10°
Ns/m;

— 99 masses ponctuelles identiques m = 10 kg ;
~ 99 amortissements ponctuels identiques d = 6.28318 Ns/m.

Le systéme est encastré aux extrémités (Fig. 1).
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Figure 1. Systéme masses-ressorts

La matrice d’amortissement de ce systéme est de type proportionnel :

C=a¢K +btM avec a=10"* et b=0.628318. [101]

Les pulsations théoriques sont obtenues en projetant le systéme amorti sur les
modes propres du systéme non amorti. On obtient alors les équations découplées

du type:
b . 1 .
& +@+—=5)d+ 546 =0 [102]
W} wf
dont on connait la solution analytique [LAL 92] et dans lesquelles w; sont les
pulsations du systéme non amorti et ¢; sont les coordonnées généralisées modales.
Les 6 premiéres pulsations obtenues avec la méthode de Lanczos généralisée
a un vecteur ainsi que les pulsations théoriques sont présentées dans le tableau 1.

Elles sont pratiquement identiques.

Mode Théorie Lanczos Ecarts
1 —0.36350 + 31.412z¢ | —0.36350 + 31.413¢ | 0.0032%
2 —0.51148 + 62.820z | —0.51149 + 62.819: | 0.0016 %
3 —0.75799 + 94.211¢ | —0.75796 + 94.210: | 0.0011 %
4 —1.10270 + 125.58% { —1.10270 + 125.58¢ { 0.0000 %
5 —1.54540 + 15691 | —1.54530 + 156.917 | 0.0001 %
6 —2.08560 + 188.21¢ | —2.08540 + 188.217 | 0.0001 %

Ecart = ||(wianczos — WThéorie)/WThéoriel!

Tableau 1: Pulsations (rd/s) du systéme masses-ressorts

5.2. Amortissement quelconque (symétrique), fréquences doubles

11 s’agit d’un rotor composé d’un arbre formé par plusieurs éléments de poutre
de sections différentes, d’un disque et de deux paliers identiques (Fig. 2) [TRA 81].
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Figure 2. Modélisation du rotor

1 2 3 [4]5K7/81(9 10 11 12 13 14 | 15 16| 17 |18
_‘ I
Abscisses des noeuds (cm):
8 & E Q2282 R n 8 2 E B ¥R * A
g5 4 sgeefdl ¢ 2 g g ¥ 8=x I8
1 2 3 49 678 910 i1 12 13 14 1 1617 1819
disque palier palier

La modélisation éléments-finis de 1’arbre comporte 18 éléments de poutre et 19
noeuds. Seuls les degrés de liberté de flexion dans les plans zy et 2z (uy, u., Oy
et §,) sont retenus. Le disque est modélisé par des masses et inerties ponctuelles
dans les directions y et z, et les paliers par des rigidités et amortissements dans

les mémes directions.

Les données du rotor sont :

— Arbre: masse volumique 7800 kg/m3, coefficient de Poisson 0.3, module
d’Young 2 101! N/m?, diamatres :

Elément 1 2 3 4,5 6 7 8
Diam. int. (cm) 0 0 0 0 0 3.04 | 3.56
Diam. ext. (cm) | 1.02 | 2.04 1.52 4.06 66 | 6.6 | 508
Elément 9 10,11 1 12,13 | 14,15 | 16 17 18
Diam. int. (cm) 0 0 0 0 0 0 3.04
Diam. ext. (cm) | 5.08 | 2.54 3.04 254 | 7.62 | 4.06 | 4.06

Les abscisses des noeuds sur I’axe z sont données dans la figure 2.

— Disque: masse 1.401kg, I, =I5, = 0.00136 kg.m?, I, =0.002kg.m?,

localisé au noeud 5.

— Paliers : localisés aux noeuds 11 et 15, de rigidité et d’amortissement

kyy =k,,=4.37810" N/m, ¢, =c,, =2627Ns/m, k,, =k,, =c,, =c,, =0.
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On s’intéresse uniquement aux fréquences et modes du rotor a 1’arrét car les mé-
thodes de Lanczos décrites précédemment ne s’appliquent pas aux structures tour-
nantes avec une matrice C non symétrique (effet gyroscopique etc.). A cause de
la symétrie des mouvements dans les plans zy et zz, les fréquences sont doubles.

Les 6 premicres fréquences du rotor, sans et avec amortissement, sont cal-
culées en utilisant la méthode de Lanczos généralisée par bloc, avec la taille
des blocs [ = 2 ou [ = 1 (Tableau 2). Elles sont comparées aux fréquences
fournies par [TRA 811, qui sont obtenues par une méthode d’itérations simultanées
spécialement destinée aux systémes avec des matrices K et C non symétriques
[BOR 771. Avec! = 2, toutes les fréquences doubles sont calculées, tandis qu’avec
[ =1, certaines fréquences sont ignorées. Les écarts avec les résultats de [TRA 81]
sont faibles, de ’ordre de 0.5%.

Sans amortissement
Mode [TRA 81] Lanczos I = 2 Ecarts Lanczos [ = 1
1 270 268.6 0.52% 268.6
2 270 268.6 0.52% 268.6
3 806 804.3 021% 804.3
4 806 804.3 021% 1263
5 1267 1263 0.32% 1995
6 1267 1263 032% 2802
Avec amortissement
Mode [TRA 81] Lanczos | =2 Ecarts Lanczos | =1
1 —6.66 + 2707 | —6.52 + 268.88¢ | 0.42% || —6.52 + 268.88¢
2 —6.66 + 2707 | —6.52 + 268.88¢ | 0.42% (| —6.52 + 268.88:
3 —849 + 8107 | —84.1 + 807.817 | 0.29% {| —84.1 + 807.81¢
4 —849 + 8107 | —84.1 + 807.81¢ | 0.29% || —185 + 1249.9:
5 —181 + 12557 | —185 + 124997 | 0.53% || — 36 + 1996.41
6 —181 + 12557 | —185+12499: | 053% || —174 + 2794.61

Ecart = ||(f Lanczos ¢=2) — fTRA 811)/f1TRA 81l

Tableau 2: Fréquences (hz) du rotor

5.3. Calcul des fréquences autour d’une valeur fixée

La structure est une plaque rectangulaire avec les données suivantes :

— longueur : 1m

— largeur : 05m

— épaisseur : 0012m

- module d’Young : 210 N/m?
— coefficient de Poisson : 0.3

— masse volumique . 7800kg/m3.
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La plaque est en mouvement de flexion avec les conditions aux limites de type
libre-libre. Elle est modélisée par des éléments de plaque a 4 noeuds et a 3 degrés
de liberté par noeud (u,, 8, et 6,). Son maillage €léments-finis comporte 10
découpages réguliers suivant les deux cotés, soit 100 éléments et 121 noeuds. I
n’y pas d’amortissement.

Avec la méthode de Lanczos généralisée, on calcule les 20 premieres fréquences
avec un décalage o = 100, la plaque étant libre, ainsi que 5 fréquences autour de
200 hz, 400 hz, 600 hz et 800 hz, ce qui correspond a des décalages négatifs :

a = —(4007)%, —(8007)%, —(12007)%, —(16007)>

Les fréquences correspondant aux modes flexibles obtenues avec la méthode
de Lanczos généralisée A un vecteur ([ = 1) ainsi que les temps de calcul sur
VAX/780 sont présentées dans le tableau 3. On note que la méthode d’itérations
sur un sous-espace [TRA 82) fournit les mémes résultats avec des temps de calcul
d’environ trois fois plus importants, tant pour les premiéres fréquences que pour
celles autour des valeurs fixées. Signalons enfin que les fréquences correspondant
aux modes rigides ne sont pas nulles et sont de I’ordre de 0.1 hz & 1 hz. Ceci, se
produisant aussi bien avec la méthode de Lanczos qu’avec la méthode d’itérations
sur un sous-espace, est probablement du au décalage [YIU 90].

Mode Premieres 5 fréquences autour de
n° fréquences | 200 hz | 400 hz | 600 hz | 800 hz
4 63.1 63.1
5 78.0 78.0
6 173.4 173.4
7 177.7 177.7
8 275.5 275.5
9 303.6 303.6
10 305.2 305.2
11 360.7 360.7
12 422.1 422.1
13 4914 4914 | 4914
14 585.1 585.1
15 620.0 620.0
16 712.9 7129 | 7129
17 725.6 7256 | 725.6
18 771.4 771.4
19 809.2 809.2
20 854.1 854.1
Temps 366 s 104 s 122s | 119s 96 s
Temps
[TRA 82] 888 s 298 s 357 s 588 s 260 s

Tableau 3: Fréquences (hz) de la plaque et temps de calcul (s)
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6. Conclusion

On a présenté une méthode de Lanczos par bloc pour les systémes aux valeurs
propres généralisés qui permet de calculer les fréquences et modes propres de struc-
tures amorties avec des matrices K, C et M symétriques. Les résultats obtenus
sur les exemples traités concordent avec des résultats théoriques ou provenant
d’autres méthodes. Cette méthode est particulierement adaptée pour le calcul des
fréquences multiples. Cependant, en cas d’absence de ces demiéres, il vaut mieux
d’utiliser la méthode de Lanczos généralisée a un vecteur qui est plus performante.

Pour les structures non amorties, cette méthode permet également de calculer
les fréquences autour d’une valeur fixée. Cependant, pour déterminer les pre-
mieres fréquences et s’il n’y pas de fréquence multiple, on préferera la méthode
de Lanczos classique a un vecteur.
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