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RESUME. La methode de Lanczos par bloc de recherche des valeurs propres et vecteurs 
propres ainsi que son application au calcul des frequences et modes complexes des 
structures amorties sont presentees. L'equation du mouvement de Ia structure est 
transformee en un systeme aux valeurs prop res gene ralites Ax = A.Bx dans lequel A et B 
sont des matrices symetriques et non definies positives. La methode de Lanczos par bloc 
permet de generer une sequence de blocs de vecteurs orthonormes et d'obtenir, par une 
projection sur ces vecteurs, un systeme aux valeurs propres de taille reduite Tz = A.z, ou T 
est une matrice tridiagonale par blocs et non symitrique dont les valeurs prop res sont des 
approximations de celles recherchies. Cette methode permet d'extraire les frequences 
multiples avec toutes leurs mu,ltiplicites et, pour les structures non amorties, de calculer 
les friquences autour d'une valeur fixie. 

ABSTRACT. The block Lanczos method for finding eigenvalues and eigenvectors and its 
application to the computation of the complex frequencies and modes of damped 
structures are presented. The equation of motion of the structure is transformed into a 
generalized eigenvalue system Ax = A.Bx in which A and B are symmetric and non 
positive definite matrices. The block Lanczos method generates a sequence of blocks of 
orthonormalized vectors and, by a projection on these vectors, we obtain a reduced 
eigensystem Tz = AZ where T is an unsymmetric block-tridiagonal matrix whose 
eigenvalues are approximations of those of the initial system. This method provides 
extraction of multiple frequencies with their multiplicities and, for undamped structures, 
computation of the frequencies around a given value. 
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1. Introduction 

La methode de Lanczos classique a un vecteur [LAN 50] consiste initialement 
a generer de fa~on iterative des vecteurs orthogonaux et a transformer une rna­
trice A symetrique en une matrice tridiagonale symetrique de meme dimension 
et ayant les memes valeurs propres que A. Cette methode a ete dans un pre­
mier temps delaissee au profit des methodes de Givens et de Householder a cause 
de Ia degradation de l'orthogonalite entre les vecteurs de Lanczos au cours des 
iterations. Les travaux de Paige [PAl 71, PAl 72] ont cependant montre qu'une 
tridiagonalisation partielle de A avec les quelques premiers vecteurs de Lanczos 
conduit a une matrice tridiagonale symetrique de taille reduite dont les valeurs 
propres convergent rapidement vers les plus grandes valeurs propres de A. 

La methode de Lanczos classique a un vecteur a ete utilisee par plusieurs au­
teurs [NEW 73, CHO 76, NOU 83, WEI 83, CHA 86] pour calculer Jes premieres 
frequences et modes propres de structures non amorties, ce qui revient, moyen­
nant une decomposition de Cholesky de Ia matrice de rigidite apres un eventuel 
decalage, a determiner les plus grandes valeurs propres et vecteurs propres d'une 
matrice symetrique. La version par bloc de Ia methode de Lanczos classique a ete 
developpee pour calculer les frequences multiples [GOL 77, RUH 79]. 

La methode de Lanczos a ete etendue aux systemes aux valeurs propres gene­
ralises: 

Ax=.ABx [1] 

oil A et B sont des matrices symetriques avec B positive. Dans cette methode de 
Lanczos generalisee, presentee dans les versions a un vecteur [OJA 70, NOU 84, 
MAT 85] et par bloc [NOU 85, MAT 85], Je produit scalaire canonique est rem­
place par le produit scalaire associe a B. Carnoy et Geradin [CAR 82] et Chen et 
Taylor [CHE 88] ant presente une version a un vecteur qui s'applique au systeme 
[1] avec B non positive, ce qui conduit a une matrice tridiagonale non symetrique 
avec des valeurs propres complexes. Notons que Ia methode de Lanczos a ete 
egalement appliquee aux matrices anti-symetriques [BAU 86] ou non symetriques 
[GER 79, CHA 88] et au calcul de Ia reponse [NOU 84, CRA 88, CHE 89]. 

Dans cet article, on propose une methode de Lanczos par bloc pour resoudre Je 
systeme aux valeurs propres generalise [1] ou A et B sont symetriques mais 
pas necessairement definies positives. Cette methode est appliquee au calcul 
des frequences et modes complexes des structures amorties dont les matrices de 
rigidite, de masse et d'amortissement sont symetriques. Elle permet notamment 
d'extraire des frequences multiples avec toutes leurs multiplicites, ce qui n'est pas 
toujours le cas de Ia methode de Lanczos a un vecteur. Elle s'applique egalement 
aux structures non amorties et en particulier pour calculer Jes frequences autour 
d'une valeur fixee. 

Apres un rappel sur Ia methode de Lanczos classique a un vecteur, on presente 
Ia methode de Lanczos generalisee dans les deux versions, a un vecteur et par 
bloc. Des resultats obtenus sur quelques applications sont egalement presentes. 
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2. Methode de Lanczos classique a un vecteur 

On considere le systeme aux valeurs propres associe au mouvement libre d'une 
structure non amortie : 

K x- w2 M x = 0 [2] 

oii K est la matrice de rigidite, M est la matrice de masse, K et M sont 
symetriques et positives. 

On introduit le decalage a, a ~ 0, et le facteur d'echelle s, s > 0, en posant: 

Le systeme [2] devient: 

avec 

et 

s 
A=--. 

w 2 +a 

K'x 1 M'x 
A 

K' = K+ aM 

M' = sM. 

[3] 

[4] 

[5] 

[6) 

Le decalage a est choisi de fa~on que la matrice K' soit definie positive (a= 0 
si K est inversible). Le decalage doit etre assez grand pour eviter le mauvais 
conditionnement de K' et, en meme temps, aussi petit que possible afin de ne pas 
penaliser la convergence et de pouvoir restituer correctement les modes rigides. 

Le facteur d'echelle sa pour but d'equilibrer les ordres de grandeur des termes 
de K' et M'. On prend d'habitude: 

[7] 

ou k:; et m;; sont les termes diagonaux de K' et M, n est la dimension de K et 
M. 

On effectue la decomposition de Cholesky de K' : 

K' = L tL. [8] 

En introduisant dans [ 4] le changement de variable : 

[9) 

on obtient le systeme aux valeurs propres : 

Ay = AY [10] 

avec 
A [II] 
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La matrice A etant symetrique, l'algorithme de Lanczos classique permet de 
generer m vecteurs de Lanczos q 1 , ... 1 <Ln qui sont orthonormes. Soit Q Ia 
matrice orthogonale formee par q 1 1 ••• 1 qm : 

[12] 

En introduisant dans [ 10] Ia transformation : 

y = Q z [13] 

et en premultipliant par tq, on obtient un systeme reduit de dimension m: 

T z = .A z [14] 

avec 
T = tq A Q. [15] 

T est une matrice tridiagonale symetrique: 

0:1 {31 

T 
{31 0:2 

[16] 
/3m-1 

f3m-1 O:m 

dont on peut facilement extraire les valeurs propres et vecteurs propres. Les 
valeurs propres de T sont des approximations des plus grandes valeurs propres de 
A. Les plus petites pulsations propres de [2] sont deduites par: 

2 s 
w = ~ - 0: [17] 

et les modes propres sont obtenus en utilisant [9] et [13]: 

X = tL - 1 Q z. [18] 

Les vecteurs de Lanczos q 1 1 ••• 1 qm sont generes en utilisant I' algorithme sui­
vant. On part d'un vecteur Po : 

Po= Aw 

ou w est un vecteur aleatoire. 

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

A chaque iteration i = I 1 ••• , m, on calcule : 

Pi-1 
qi = ---

IIPi-111 
ou llvll =~est Ia norme euclidienne de v 

{3i_ 1 = tq;_ 1 A q; (avec {30 = 0) 

[19] 

[20] 

[21] 

[22] 

[23] 

[24] 
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Le vecteur Q;+ 1 est done obtenu en calculant le vecteur Aq; puis en ortho­
gonalisant ce dernier aux deux vecteurs pn!cedents, Q; et Q; _ 1 , et finalement en 
normalisant. 

Notons que le coefficient fJ; _ 1 de I' etape 2) peut encore etre obtenu par: 

(Ji-1 = IIPi-& 

En effet, comme : 

et comme Q; est orthogonal a Q;_ 1 et Q;_ 2, on a: 

fJi-1 tqi-1 A Q; = tQ; (A Q;-1) 

tqi (Pi-1 + (Ji-2 Q;-2 + ai-1 Q;-1) 

tqi Pi-1 = IIPi-111 tqi Q; = IIPi-111· 

[25] 

[26] 

On montre par recurrence que chaque vecteur Q; est orthogonal aux vecteurs 
q1 , ... , Q;_ 1. On en deduit que Ia matrice tQ A Q est bien Ia matrice tridiagonale 
T de [I6] dont les coefficients a; et fJ; sont ceux fournis par l'algorithme. 

D'autre part, comme I'orthogonalite entre les vecteurs Q; se degrade au cours 
des iterations, il est indispensable de reorthogonaliser explicitement chaque vecteur 
Q; par rapport aux vecteurs precedents. La reorthogonalisation iterative, proposee 
par Ojalvo et Newman [OJA 70], consiste a ajouter dans l'algorithme une etape 
supplementaire I') apres I' etape 1) : 

i-1 

1') k k-1 ~ (t k-1) 
Q; = Q; - LJ Qj Q; Qj avec q? = Q; et k = 1,2, ... [27] 

j=l 

On repete !'operation I') jusqu'a ce qu'on obtienne un vecteur qf numeriquement 
orthogonal a q1, ... , qi-1 : 

It k I Io2-t _max Qj Q; < , 
J=1,•-1 

[28] 

t etant le nombre de chiffres decimaux significatifs de l'ordinateur utilise. Apres 
normalisation, qf devient le nouveau vecteur Q; et on continue l'algorithme. Si 
l'orthogonalite n'est pas obtenue apres un certain nombre d'essais, on arrete le 
processus ou on repart avec un nouveau vecteur aleatoire Q;. 

Le nombre m des vecteurs de Lanczos est determine en calculant les valeurs 
propres de Ia matrice T a chaque iteration et en testant Ia convergence sur les 
p plus grandes valeurs propres, qui sont toutes strictement positives, p etant le 
nombre de frequences recherchees. Une autre fa~on moins cofiteuse et qui est 
couramment utilisee est de fixer m a l'avance, en utilisant Ia formule empirique: 

m = max (2p + I , 7). [29] 
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Dans ce cas, on calcule une seule fois les valeurs propres de T, lorsque les m 
vecteurs de Lanczos ont ete obtenus. 

Cette methode de Lanczos classique a un vecteur, bien que tres rapide, presente 
deux principaux inconvenients : 

- elle n'est applicable qu'aux matrices A symetriques, ce qui exige que l'une 
des deux matrices K' ou M' soit definie positive pour que I' on puisse effectuer Ia 
decomposition de Cholesky. Cette condition n'est pas remplie lorsque Ia structure 
est amortie ou lorsqu'on desire calculer, en moyen d'un decalage a negatif, les 
frequences autour d'une valeur donnee et non plus les premieres; 

- les frequences multiples ne sont pas fournies avec toutes leurs multiplicites. 
Le premier inconvenient sera remedie avec Ia methode de Lanczos pour les 

systemes aux valeurs propres symetriques generalises, et le deuxieme avec un 
algorithme de Lanczos par bloc oil plusieurs vecteurs de Lanczos sont generes 
simultanement a chaque iteration. 

3. Methode de Lanczos a un vecteur pour les systemes aux valeurs propres 
symetriques generalises 

3. I. Systeme aux valeurs propres generalise pour les structures amorties 

On considere le systeme aux valeurs propres associe au mouvement libre d'une 
structure amortie : 

K x + r C x + r 2 M x = 0 [30] 

oil. K est Ia matrice de rigidite, symetrique et positive, C est Ia matrice d'amortisse­
ment, symetrique, et M est Ia matrice de masse, symetrique et positive. 

En combinant [30] avec: 

rMx + rMx 

on obtient un systeme de dimension double : 

0 

-M 

ce qui peut encore s'ecrire: 

avec 

A=[ K 0 l 0 -M 

Ay+rBy 

B=[ c M 

·' M 0 

0, [31] 

0 [32] 

0 [33] 

l r={ X l et f" rx 
[34] 
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On introduit le decalage a, a reel, et le facteur d'echelle s, s > 0, en posant: 

Le systeme [33] devient: 

avec 

A' 

et 

s 
A=---. 

r-a 

A'y 1 B' - y 
A 

A+aB = [ 
K+aC aM l 

aM -M 

B' = sB. 

Le decalage a est choisi de fa~on que Ia matrice : 

K' = K + a C + a 2 M 

[35] 

[36] 

[37] 

[38] 

[39] 

soit inversible (a = 0 si K est inversible). Le facteur d'echelle s sert a equilibrer 
les ordres de grandeur des termes de A' et B' comme dans Ia methode classique. 

Le systeme aux valeurs propres generalise [36] est du meme type que [ 4]. Les 
matrices A' et B' sont symetriques, cependant aucune d'elles n'est definie positive. 
On ne peut done pas effectuer une decomposition de Cholesky afin d'appliquer Ia 
methode de Lanczos classique. 

En supposant dans un premier temps que A' soit inversible, on ecrit [36] sous 
forme: 

avec 

En remarquant que: 

on a: 

D = s 

Dy = AY 

D = A'- 1 B'. 

[ 

K'- 1 (C +aM) 

- K'- 1 K 

l 
l 

[40] 

[41] 

[42] 

[43] 

L'expression de D montre que seule K' doit etre inversible tandis que C et 
M peuvent etre singulieres. En effet, meme si A' n'est pas inversible, on peut 
toujours aboutir au systeme [40], avec D definie par [43], en partant directement 
de [30] et sans utiliser [41]. On a dans tous les cas: 

A'D = B', 

ce qui entraine, A' et B' etant symetriques: 

B' D = tD B'. 

[44] 

[45] 
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3. 2. Methode de Lanczos generalisee a un vecteur 

II s'agit de resoudre le systeme aux valeurs propres [40] dans lequella matrice 
D n' est pas symetrique. 

On considere Ia forme bilineaire symetrique b : m.2n x m.2n ---+ m. dont Ia 
matrice dans Ia base canonique de m.2n est B': 

b(u, v) = tuB' v. [46] 

On definit Ia "norme" associee a b : 

llullb = Jlb(u, u)l [47] 

De [45], on deduit que D est auto-adjointe par rapport a b. Pour tous vecteurs 
u et v, on a: 

b(u, D v) = b(D u, v). [48] 

Cette propriete de D permet d'appliquer l'algorithme de Lanczos decrit prece­
demment au systeme [40], a condition de remplacer le produit scalaire tu v par 
b(u, v) et Ia norme euclidienne !lull par llullb· Dans ce qui suit, l'orthogonalite 
entre deux vecteurs u et v se rapporte done a b : b( u, v) = 0. 

La methode de Lanczos generalisee permet de generer m vecteurs de Lanczos 
q1 , ... , qm qui sont orthonormes : 

{ 

b( Q; , qi) = t q; B' qi = 0 si i f. j, 

llq;llb = 1 (e; = b(q;,q;) = tqi B' qi = ±1). 
[49] 

Soit Q Ia matrice formee par q1 , ... , qm : 

[50] 

et 
E = tQ B'Q. [51] 

D'apres [49], E est une matrice diagonale avec les termes diagonaux e; egaux a 
1 ou -1. 

En reportant dans [ 40] le changement de variable : 

y = Qz [52] 

et en premutipliant par E t Q B', on obtient un systeme reduit de dimension m : 

Tz=>.z [53] 

avec 
T E tQ B' D Q. [54] 
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T est une matrice tridiagonale non symetrique : 

T [55] 

dont les valeurs propres, complexes et reelles, sont detenninees par une transfor­
mation sous forme de Hessenberg puis en utilisant Ia methode du QR [SMI 76]. 

Les valeurs propres de T sont des approximations des valeurs propres de plus 
grandes modules de D. Les valeurs propres et les vecteurs propres complexes 
sont deux a deux complexes conjugues. Les valeurs propres de [30] sont deduites 
de >. par [35] : 

s 
r = o: + ~· [56] 

Les pulsations propres sont Ies parties imaginaires positives de r. Les vecteurs 
propres x de [30] sont obtenus en utilisant [52] et [34]. 

Avant de presenter l'algorithme de Lanczos, on remarque que si p et q sont 
deux vecteurs avec llqll b = I, alors le vecteur: 

p' = p- 0: q avec 0: = b( q, q) b(p, q) [57] 

est orthogonal a q: b(p', q) = 0. 
Les vecteurs de Lanczos q 1 , ... , qm sont generes par I' algorithme suivant. On 

part d'un vecteur Po : 

Po =Dw 

ou w est un vecteur aleatoire. 

I) 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

A chaque iteration i = I, ... , m, on calcule : 

Pi-1 
Q;=--

1; 

e; = b(q;, q;) = tq; B' Q; (=±I) 

{Ji-1 = e; ei-1 I; (avec f3o = 0) 

(avec q 0 = 0) 

O:; = e; b(q;,PD = e; tq; B' p; 

P; = P: - O:; Q; 

[58] 

[59] 

[60] 

[61] 

[62] 

[63] 

[64] 

[65] 
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On a Ia relation : 

[66] 

Montrons par recurrence que Q; est orthogonal a q 1 , ... , Q; _ 1 . Ceci est vrai 
pour i = 2,3. Supposons que ce soit vrai jusqu'a l'ordre i et montrons que 
P;. done qi+l• est orthogonal a q 1, ... ,Q;· D'apres [57], [64] et [65], P; est 
orthogonal a qi par construction. On a: 

b( qi-1, D Q;- f3i-1 qi-1- a; Q;) 

b( qi-1, D Q;)- /3;-1 b( Q;-1, Q;-1) 

b(q;,Dqi-1)- (e; ei-1 'Y;) ei-1 

b( Q;, Pi-1 + f3i-2 qi-2 +ai-l Q;-1)- e; 'Y; 

b( Q;, Q;) 'Yi - e; /; = 0 , 

d'ou P; est orthogonal il. Q;_ 1 . D'autre part, pour j = 1, ... , i- 2, on a: 

b(qi,Dq;- f3i-1 qi-1- a; Q;) 

b( qi , D qd = b( Q;, D qi) 

b(q;, Pj + f3j-l qj-l + ai qj) 0, 

d'ou P; est orthogonal a qi, ce qui terrnine Ia demonstration. 
Le vecteur qi+l est done obtenu en calculant le vecteur Dq; puis en ortho­

gonalisant ce dernier aux deux vecteurs precedents, Q; et Q; _ 1, et finalement en 
normalisant. 

On a, d'apres [66], [59] et [60]: 

{ 

D Q; = f3i-1 Q;-1 +a; Q; + 'Yi+1 Q;+l 

D qm = /3m-1 qm-1 +am qm + Pm· 

pour i = 1, ... , m - 1 
[67] 

Soit T Ia matrice tridiagonale definie par [55] et dont les coefficients a;, /3; et 
'Y; sont ceux fournis par l'algorithme. Le systeme [67] peut s'ecrire sous forme 
matricielle : 

D Q = Q T + [ 0, ... , 0, Pm ]. _____..., 
m-1 fois 

En premultipliant [68] par t Q B', on obtient: 

[68] 

tq B' D Q = tq B' Q T + tq B' [ 0, ... , 0, Pm ]. [69] 

Comme Pm est orthogonal a q 1 , ... , qm, on a: 

tq B' [ 0, ... , 0, Pm] 0. [70] 
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[69] devient, en utilisant [51]: 

tQ B' D Q = ET [71] 

et finalement, on obtient [54]. 

Comme pour Ia methode de Lanczos classique, il est indispensable de reorthogo­
naliser explicitement chaque vecteur qi aux vecteurs q1, ... , qi_ 1 . La reorthogo­
nalisation iterative consiste a ajouter dans l'algorithme une etape supplementaire 
21

) apres l'etape 2): 

i-1 

2') q~=q~- 1 - l:.:ejb(qj,q~- 1 )qj avecq?=q;etk=l,2, ... [72] 
j=1 

On itere sur k jusqu'a ce qu'on obtienne un vecteur qf numeriquement orthogonal 
a q 1 , ... , qi _ 1 . A pres normalisation, qf devient le nouveau vecteur qi et on 
continue I' algorithme. 

Le nombre m des vecteurs de Lanczos est determine comme dans la methode 
classique, soit en calculant les valeurs propres de T a chaque iteration puis en 
testant Ia convergence sur celles de plus grandes modules, soit en utilisant la 
formule empirique : 

m = max (2 (2p + 1) , 14) [73] 

oil p est le nombre de frequences propres recherchees, ceci en tenant compte 
du fait qu'une frequence complexe correspond a deux valeurs propres complexes 
conjuguees. 

On remarque que les matrices de dimension double B 1 et D n'interviennent 
que dans les produits du type B'u et Du. Si u est un vecteur de dimension 2n: 

u = { :: } 

on a: 

[74] 

et 

Du={ [75] 

L'operation Du ne necessite done qu'une seule resolution d'un systeme lineaire 
de dimension n: K'- 1(v1 + av2 ). On n'a pas besoin de former explicitement 
B' et D. 
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3. 3. Cas des structures non amorties 

Revenons a [4], on a: 

K' X = .!_ M' X 
A 

[76] 

oii K' = K + aM est definie positive et en particulier inversible, et M' = s M 
est positive. On ecrit [76] sous Ia forme: 

Dx =AX [77] 

avec 
D = K'- 1 M'. [78] 

D veri fie evidemment: 
M'D = tDM'. [79] 

On peut done appliquer l'algorithme de Lanczos generalise en remplar;ant A' 
parK' et B' par M'. On a: 

b(u, v) = tuM' v. [80] 

Comme M' est positive, il en resulte que b( q;, qi) > 0 et que Ia matrice E definie 
en [51] est l'identite. On en deduit que Test symetrique et que ses valeurs propres 
sont reelles. Le nombre m des vecteurs de Lanczos est donne par [29]. 

D'autre part, K' n'a pas besoin d'etre positive car on n'effectue pas de decom­
position de Cholesky. On peut done introduire un decalage a negatif. En parti­
culier, si !'on veut calculer les pulsations propres autour d'une valeur fixee w0 et 
non plus les plus petites, on prend alors : 

2 a=- w 0 . 

L'algorithme de Lanczos fournit des approximations des valeurs propres: 

A- s 
- w2- w5 

[81] 

[82] 

de plus grandes valeurs absolues de [77], ce qui correspond a des pulsations 
propres w les plus proches de w0 . 

La methode de Lanczos generalisee est cependant moins perforrnante que Ia 
methode classique pour le calcul des premieres frequences et modes propres. 

4. Methode de Lanczos par bloc pour les systemes aux valeurs propres 
symetriques generalises 

La methode de Lanczos generalisee a un vecteur perrnet de resoudre le systeme 
non symetrique [40], cependant les valeurs propres multiples ne sont pas fournies 
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avec toutes leurs multiplicites. Ceci est remectie avec Ia methode de Lanczos 
generalisee par bloc. 

So it l un entier fixe, l ;?! 1, appele taille des blocs. l do it etre superieur ou ega! 
au plus grand degre de multiplicite attendu des frequences recherchees. Le cas 
l = 1 correspond a Ia methode de Lanczos generalisee a un vecteur. 

Dans ce qui suit, I' orthogonalite se rapporte toujours a Ia forme bilineaire b. 
La methode de Lanczos generalisee par bloc permet de generer m blocs de 

Lanczos Q 1' ... ' Qm qui sont des matrices de dimension 2n X l, n etant Ia dimen­
sion du systeme [30], et qui verifient les relations d'orthonormalite: 

{ 

tQ; B' Qi = 0 

tQ; B' Q; = E; 

si i -::J j, 
[83] 

ou E 1 , ... , Em sont des matrices diagonales de dimension l avec les termes 
diagonaux egaux a I ou -1. 

Soit Q Ia matrice formee par Q 1 , ... , Qm: 

[84] 

et 
E = tQ B'Q. [85] 

E est une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont ceux de E1 , ... , Em 
et sont done egaux a I ou -1. 

En reportant dans [40] le changement de variable: 

Y = Qz [86] 

et en premutipliant par E t Q B', on obtient un systeme reduit de dimension ml: 

Tz=)z [87] 

avec 
T = E tQ B' D Q. [88] 

T est une matrice tridiagonale par blocs, non symetrique : 

[89] 

H;, R; et S; sont des matrices carrees de di1. ;nsion l, avec R; triangdaire 
superieure et S; triangulaire inferieure. T est en fait une matrice "bande" de 
demi-largueur de bande l + 1. 
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Les valeurs propres A, rt~elles et complexes, de T sont determinees par une 
transformation sous forme de Hessenberg puis en utilisant Ia methode du QR. Ce 
sont des approximations des valeurs propres de plus grandes modules de D. Les 
valeurs propres r de [30] sont deduites de A par [56] et les vecteurs propres x sont 
obtenus par [86] et [34]. Les valeurs propres et Ies vecteurs propres complexes 
sont deux a deux complexes conjugues. 

Les blocs de Lanczos Q 1 , ... , Qm sont generes en utilisant I' algorithme sui­
vant. On part d'un bloc P 0 : 

P 0 =DW [90] 

ou W est une matrice de dimension 2n x l generee aleatoirement. 

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

A chaque iteration i = 1, ... , m, on effectue : 

Decomposition QR de P;_ 1 en Q; R; 

E; = tQ; B' Q; 

Si-1 = Ei-1 tR; E; 

P~ = D Q;- Qi-1 si-1 

H; = E; t Q; B' P~ 

P; = P~- Q; H; 

On a la relation : 

(avec S0 = 0) 

(avec Q 0 = 0) 

[91] 

[92] 

[93] 

[94] 

[95] 

[96] 

[97] 

La decomposition QR de P;_ 1 consiste a trouver une matrice Q; dont les 
vecteurs colonnes sont orthonormes et une matrice carree triangulaire superieure 
R; telles que Pi _1 = Q; R;. Cette decomposition est realisee en utilisant 
l'algorithme de Gram-Schmidt adapte ala forme bilineaire b. 

De la meme fa\(On que pour Ia methode a un vecteur, on demontre par recurrence 
que chaque bloc Q; est orthogonal aux blocs precedents Q 1 , ... , Q;_ 1 . On en 
deduit que Ia matrice T definie par [89] et dont les sous matrices H;, R; et S; 
sont celles foumies par I'algorithme verifie bien [88]. 

La reorthogonalisation est effectuee a deux niveaux. Le premier, propose par 
Matthies [MAT 85], consiste a reorthogonaliser systematiquement deux fois le 
bloc P; aux blocs Q1 , ... , Q;, avant la decomposition QR. Ceci est realise en 
ajoutant dans l'algorithme une etape supplementaire 6') apres I'etape 6): 

i-1 

6') p~ = p;-1 - L Qj (Ej tQj B' p;-1) 
j=1 

Apres cette etape, P; devient le nouveau bloc P;. 

avec P? = P; et k = 1,2. 

[98] 
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Le deuxieme niveau consiste a reorthogonaliser iterativement chaque bloc Q; 
aux blocs precedents Q 1 , ... , Q;_ 1 , comme dans la methode a un vecteur. Ceci 
est realise en ajoutant une etape supplementaire I') apres l'etape 1): 

i-1 

1') Q7 = Q~-1- L Qj (Ej tqj B' Q7-1) 
j=1 

avec Q? = Q; et k = 1, 2 ... 

[99] 

On itere sur k jusqu'a ce qu'on obtiennne une matrice Q7 dont les vecteurs 
colonnes sont numeriquement orthogonaux a tous les vecteurs colonnes composant 
les blocs Q 1 , ... , Q; _1. A pres normalisation de ses vecteurs colonnes, Q7 devient 
le nouveau bloc Q; et on continue 1' algorithme. 

Le nombre m des blocs de Lanczos est determine soit en calculant les valeurs 
propres de T a chaque iteration puis en testant la convergence sur celles de plus 
grandes modules, soit en utilisant la formule empirique : 

2p 6 
m = max(2[-

1
) + 2, 2[y) + 2) [100] 

ou pest le nombre de frequences propres recherchees et [.) est la partie entiere. 

On peut bien entendu appliquer la methode de Lanczos generalisee par bloc 
aux structures non amorties, en rempla~ant les matrices A' par K' = K + a M et 
B' par M' = s M, comme dans la methode a un vecteur. Dans ce cas, comme les 
valeurs propres sont reelles, le nombre m des blocs de Lanczos donne par [100] 
doit etre divise par 2. 

En cas d'absence de frequence multiple, il vaut mieux d'utiliser la methode a 
un vecteur qui est plus performante que la methode par bloc. 

5. Applications 

5. I. Systeme masses-ressorts avec amortissement proportionnel 

Le systeme est compose de : 

- 100 ressorts identiques de raideur k = 107 N/m et d'amortissement c = 103 

Ns/m; 

- 99 masses ponctuelles identiques m = 1 0 kg ; 

- 99 amortissements ponctuels identiques d = 6.28318 Ns/m. 

Le systeme est encastre aux extremites (Fig. 1 ). 
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2 99 
c c c 

Figure 1. Systeme masses-ressorts 

La matrice d'amortissement de ce systeme est de type proportionnel: 

C=aK+bM avec a= w-4 et b = 0.628318. [101] 

Les pulsations theoriques sont obtenues en projetant le systeme amorti sur les 
modes propres du systeme non amorti. On obtient alors les equations decouplees 
du type: 

[102] 

dont on connait la solution analytique [LAL 92] et dans lesquelles wi sont les 
pulsations du systeme non amorti et qi sont les coordonnees generalisees modales. 

Les 6 premieres pulsations obtenues avec la methode de Lanczos generalisee 
a un vecteur ainsi que les pulsations theoriques sont presentees dans le tableau I. 
Elles sont pratiquement identiques. 

Mode Theorie Lanczos Ecarts 
I -0.36350 + 31.412 i -0.36350 + 31.4I3i 0.0032% 
2 -0.51148 + 62.820 i -0.51149 + 62.8I9i O.OOI6% 
3 -0.75799 + 94.211 i -0.75796 + 94.210i 0.001I% 
4 -1.10270 + I25.58 i -1.10270 + 125.58 i 0.0000% 
5 -1.54540 + I56.9I i -I.54530 + I56.9I i O.OOOI% 
6 -2.08560 + 188.2I i -2.08540 + I88.2I i 0.0001% 

Ecart = ll(wLanczos- WTheorie)/wrheoriell 

Tableau 1: Pulsations (nils) du systeme masses-ressorts 

5. 2. Amortissement quelconque (symetrique), frequences doubles 

Il s'agit d'un rotor compose d'un arbre forme par plusieurs elements de poutre 
de sections differentes, d'un disque et de deux paliers identiques (Fig. 2) [TRA 8I]. 
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II 12 13 17 

Abscisses des noeuds (em): 

8 r- 00 N 0\ \0 f-("fj 0\0 - on \0 r- 0 000 "<tO 
"! 0 ~ 00 -\O"'=t t-"<t on 0 00 \0 r- "<ton on on 

..fvi g - vi r- oooo....; Nf"'i \Ci "' C'i \Ci oO o_: 
0 0 0 o--- -- - N N N ""'""' ""'""' 

I 2 3 4 67 8 910 11 12 13 1617 1819 

disque palier palier 

Figure 2. Modelisation du rotor 

La modelisation elements-finis de 1' arbre com porte 18 elements de poutre et 19 
noeuds. Seuls les degres de liberte de flexion dans les plans xy et x z ( uy, Uz, By 
et 0 z) sont retenus. Le disque est modelise par des masses et inerties ponctuelles 
dans les directions y et z, et les paliers par des rigidites et amortissements dans 
les memes directions. 

Les donnees du rotor sont : 

- Arbre: masse volumique 7800 kg/m3 , coefficient de Poisson 0.3, module 
d'Young 21011 N/m2, diametres: 

Element 1 2 3 4, 5 6 7 8 
I>iam. int. (em) 0 0 0 0 0 3.04 3.56 
I>iam. ext. (em) 1.02 2.04 1.52 4.06 6.6 6.6 5.08 

Element 9 10, 11 12, 13 14, 15 16 17 18 
I>iam. int. (em) 0 0 0 0 0 0 3.04 
I>iam. ext. (em) 5.08 2.54 3.04 2.54 7.62 4.06 4.06 

Les abscisses des noeuds sur l'axe x sont donnees dans la figure 2. 

- I>isque: masse 1.401 kg, I Dy = I Dz = 0.00136 kg.m2 , I Dx = 0.002 kg.m2 , 

localise au noeud 5. 

- Paliers: localises aux noeuds 11 et 15, de rigidite et d'amortissement: 

kyy =kzz =4.378 107 N/m, cyy =c22 =2627 Ns/m, kyz = kzy =cyz = C2 y =0. 
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On s'interesse uniquement aux frequences et modes du rotor a !'arret car les me­
thodes de Lanczos decrites precedemment ne s'appliquent pas aux structures tour­
nantes avec une matrice C non symetrique (effet gyroscopique etc.). A cause de 
Ia symetrie des mouvements dans les plans xy et xz, les frequences sont doubles. 

Les 6 premieres frequences du rotor, sans et avec amortissement, sont cal­
culees en utilisant Ia methode de Lanczos generalisee par bloc, avec Ia taille 
des blocs l = 2 ou l = 1 (Tableau 2). Elles sont comparees aux frequences 
foumies par [TRA 81], qui sont obtenues par une methode d'iterations simultanees 
specialement destinee aux systemes avec des matrices K et C non symetriques 
[BOR 77]. Avec l = 2, toutes les frequences doubles sont calculees, tandis qu'avec 
l = 1, certaines frequences sont ignorees. Les ecarts avec les resultats de [TRA 81] 
sont faibles, de l'ordre de 0.5%. 

Sans amortissement 
Mode [TRA 81] Lanczos l = 2 Ecarts Lanczos l = 1 

1 270 268.6 0.52% 268.6 
2 270 268.6 0.52% 268.6 
3 806 804.3 0.21% 804.3 
4 806 804.3 0.21% 1263 
5 1267 1263 0.32% 1995 
6 1267 1263 0.32% 2802 

Avec amortissement 
Mode [TRA 81] Lanczos l = 2 Ecarts Lanczos I= 1 

1 -6.66 + 270i -6.52 + 268.88 i 0.42% -6.52 + 268.88 i 
2 -6.66 + 270i -6.52 + 268.88 i 0.42% -6.52 + 268.88 i 
3 -84.9 + 810 i -84.1 + 807.81 i 0.29% -84.1 + 807.81 i 
4 -84.9 + 810i -84.1 + 807.81 i 0.29% -185 + 1249.9i 
5 -181 + 1255 i -185 + 1249.9 i 0.53% - 36 + 1996.4i 
6 -181+1255i -185 + 1249.9i 0.53% -174 + 2794.6i 

Ecart = ll(hanczos(/=2)- f [TRA 81])/ f [TRA 81]11 

Tableau 2: Frequences (hz) du rotor 

5. 3. Calcul des frequences autour d'une valeur ji.xee 

La structure est une plaque rectangulaire avec les donnees suivantes: 

-longueur 
- largeur 
- epaisseur 
-module d'Young 
- coefficient de Poisson 
- masse volumique 

1m 
0.5m 
0.012m 
21011 N/m2 

0.3 
7800kg/m3

. 
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La plaque est en mouvement de flexion avec les conditions aux limites de type 
libre-libre. Elle est modelisee par des elements de plaque a 4 noeuds et a 3 degres 
de liberte par noeud ( Uz, Bx et By). Son maillage elements-finis comporte 10 
decoupages reguliers suivant les deux cotes, soit 100 elements et 121 noeuds. 11 
n'y pas d'amortissement. 

Avec la methode de Lanczos generalisee, on calcule les 20 premieres frequences 
avec un decalage a = 100, Ia plaque etant libre, ainsi que 5 frequences autour de 
200 hz, 400 hz, 600 hz et 800 hz, ce qui correspond a des decalages negatifs : 

a= -(4007ll, -(800·nl, -(12007li, -(16001ll. 

Les frequences correspondant aux modes flexibles obtenues avec la methode 
de Lanczos generalisee a un vecteur ( l = 1) ainsi que les temps de calcul sur 
VAYJ780 sont presentees dans Ie tableau 3. On note que Ia methode d'iterations 
sur un sous-espace [TRA 82] foumit les memes resultats avec des temps de calcul 
d'environ trois fois plus importants, tant pour Ies premieres frequences que pour 
celles autour des valeurs fixees. Signalons enfin que les frequences correspondant 
aux modes rigides ne sont pas nulles et sont de l'ordre de 0.1 hz a 1 hz. Ceci, se 
produisant aussi bien avec Ia methode de Lanczos qu'avec Ia methode d'iterations 
sur un sous-espace, est probablement du au decalage [YIU 90]. 

Mode Premieres 5 frequences autour de 
no frequences 200hz 400hz 600hz 800hz 
4 63.1 63.1 
5 78.0 78.0 
6 173.4 173.4 
7 177.7 177.7 
8 275.5 275.5 
9 303.6 303.6 
10 305.2 305.2 
11 360.7 360.7 
12 422.1 422.1 
13 491.4 491.4 491.4 
14 585.1 585.1 
15 620.0 620.0 
16 712.9 712.9 712.9 
17 725.6 725.6 725.6 
18 771.4 771.4 
19 809.2 809.2 
20 854.1 854.1 

Temps 366 s 104 s 122 s 119 s 96 s 
Temps 

[TRA 82] 888 s 298 s 357 s 588 s 260 s 

Tableau 3: Frequences (hz) de la plaque et temps de calcul (s) 
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6. Conclusion 

On a presente une methode de Lanczos par bloc pour les systemes aux valeurs 
propres generalises qui permet de calculer les frequences et modes prop res de struc­
tures amorties avec des matrices K, C et M symetriques. Les resultats obtenus 
sur les exemples traites concordent avec des resultats theoriques ou provenant 
d'autres methodes. Cette methode est particulierement adaptee pour Ie calcul des 
frequences multiples. Cependant, en cas d'absence de ces demieres, il vaut mieux 
d'utiliser Ia methode de Lanczos generalisee a un vecteur qui est plus performante. 

Pour les structures non amorties, cette methode permet egalement de calculer 
les frequences autour d'une valeur fixee. Cependant, pour determiner Ies pre­
mieres frequences et s'il n'y pas de frequence multiple, on prererera Ia methode 
de Lanczos classique a un vecteur. 

References 

[BAT 76] BATHE K.J. et WILSON E.L., Numerical Methods in Finite Element Analysis 
Prentice-Hall, 1976. 

[BAU 86] BAUCHAU O.A., "A solution of the eigenproblem for undamped gyroscopic 
systems with the Lanczos algorithm," International Journal for Numerical 
Methods in Engineering, Vol. 23, 1986, pp. 1705-1713. 

[BOR 77] BORRI M. et MANTEGAZZA M., "Efficient solution of quadratic eigen­
problems araising in dynamic analysis of structures," Computer Methods in 
Applied Mechanics and Engeneering, Vol. 12, 1977, p. 19-31. 

[BOS 87] BOSTIC S.W. et FULTON R.E., "Implementation of the Lanczos method for 
structural vibration analysis on a parallel computer," Computer & Structures, 
Vol. 25, n° 3, 1987, pp. 395-403. 

[CAR 82] CARNOY E. et GERADIN M., "On the pratical use of the Lanczos algo­
rithm in finite element applications to vibration and stability problems," Ma­
trix Pencil, Lecture Note in Mathematics, edite par B. Kagstrom et A. Rule, 
Springer-Verlag, 1982. 

[CHA 86] CHANG S.C., "Lanczos algorithm with selective reorthogonalization for 
eigenvalue extraction in structural dynamic and stability analysis," Computer 
& Structures, Vol. 23, n° 2, 1986, pp. 121-128. 

[CHA 88] CHATELIN F., Valeurs propres de matrices, Masson, 1988. 

[CHE 88] CHEN H.C. et TAYLOR R.L., "Solution of eigenproblems for damped struc­
tural systems by the Lanczos algorithm," Computer & Structures, Vol. 30, n° 
1-2, 1988, pp. 151-161. 

[CHE 89] CHEN H.C. et TAYLOR R.L., "Using Lanczos vectors and Ritz vectors for 
computing dynamic responses," Engineering Computations, Vol. 6, Juin 1989, 
pp. 151-157. 



Methode de Lanczos 53 

[CHO 76] CHOWDHURY P.C., "The truncated Lanczos algorithm for partial solution 
of the symmetric eigenproblem," Computer & Structures, Vol. 6, 1976, pp. 
439 446. 

[CRA 88] CRAIG R.R. Jr., SU T.J. et KIM H.M., "Use of Lanczos vectors in structural 
dynamics," Proceedings of the International Conference on "Spacecraft Struc­
tures and Mechanical Testing", Noordwijk, The Netherlands, 19-21 Octobre 
1988, ESA SP-289, Janvier 1989, pp. 187-192. 

[ERI 80] ERICSSON T. et RUHE A., "The spectral transformation Lanczos method 
for the numerical solution of large sparse generalized symmetric eigenvalue 
problems," Mathematics of Computation, Vol. 35, n° 152, 1980, pp. 1251-
1268. 

[GER 79] GERADIN M., "Application of the biorthogonal Lanczos algorithm," Energy 
Methods in Finite Element Analysis, edite par R. Glowinski, E.Y. Rodin et 
O.C. Zienkiewicz, Wiley, 1979, Chapitre 19, pp. 335-348. 

[GER 92] GERADIN M. et RIXEN D., Theorie des vibrations - Application a la dy­
namique des structures, Masson, 1992. 

[GOL 72] GOLUB G.H., UNDERGOOD R. et WILKINSON J.H., "The Lanczos algo­
rithm for the symmetric Ax= >.Ex problem," Report n° STAN-CS-72-270, 
Stanford University, California, 1972. 

[GOL 77] GOLUB G.H. et UNDERGOOD R., "The block Lanczos method for com­
puting eigenvalues," Mathematical Software III, edite par J. Rice, Academic 
Press, 1977, pp. 361-377. 

[JEN 77] JENNINGS A., Matrix computation for engineers and scientists, Wiley, 1977. 

[LAL 92] LALANNE M., BERTHIER P. et DER HAGOPIAN J., Mecanique des vibra­
tions lineaires, Deuxieme edition, Masson, 1992. 

[LAN 50] LANCZOS C., "An iteration method for the solution of the eigenvalue prob­
lem of linear differential and integral operators," Journal of Research of the 
National Bureau of Standards, Vol. 45, n° 4, 1950, pp. 255-282. 

[MAT 85] MATIHIES H.G., "A subspace Lanczos method for the generalized symmetric 
eigenproblem," Computer & Structures, Vol. 21, n° 1-2, 1985, pp. 319-325. 

[NOU 83] NOUR-OMID B., PARLETI B.N.et TAYLOR R.L., "Lanczos versus sub­
space iteration for solution of eigenvalue problems," International Journal for 
Numerical Methods in Engineering, Vol. 19, 1983, pp. 859-871. 

[NOU 84] NOUR-OMID B., "Dynamic analysis of structures using Lanczos co­
ordinates," Earthquake Engineering and Structural Dynamics, Vol. 12, 1984, 
pp. 565-577. 

[NOU 85] NOUR-OMID B., "Block Lanczos method for dynamic analysis of structures," 
Earthquake Engineering and Structural Dynamics, Vol. 13, 1985, pp. 271-275. 

[NEW 73] NEWMAN M. et PIPANO P., "Fast modal extract in NASTRAN via the 
FEER computer program," NASA TM-X-2893, 1973, pp. 485-506. 

[OJA 70] OJALVO I.U. et NEWMAN M., "Vibration modes of large structures by an 
automatic matrix-reduction method," AIAA Journal, Vol. 8, n° 7, 1970, pp. 
1234--1239. 

[OJA 85] OJALVO I.U., "Proper use of Lanczos vectors for large eigenvalue problems," 
Computer & Structures, Vol. 20, n° 1-3, 1985, pp. 115-120. 



54 Revue europeenne des elements finis. Vol. 4- no 1/1995 

[PAl 71] 

[PAl 72] 

[PAl 76] 

[PAR 79] 

[PAR 80] 

[RAM 80] 

[RUH 79] 

[SCO 79] 

[SCO 81] 

[SMI 76] 

PAIGE C.C., "The computation of eigenvalues and eigenvectors of very large 
sparse matrix," Ph.D. Thesis, London University, 1971. 

PAIGE C.C., "Computational variants of the Lanczos method for the eigen­
problem," J. lnst. Maths Applies, Vol. 10, 1972, pp. 373-381. 

PAIGE C.C., "Error analysis of the Lanczos algorithm for tridiagonalizing a 
symmetric matrix," J. Jnst. Maths Applies, Vol. 18, 1976, pp. 341-349. 

PARLETT B.N. et SCOTT D.S., "The Lanczos algorithm with selective or­
thogonalization," Mathematics of Computation, Vol. 33, n° 145, 1979, pp. 
217-238. 

PARLETT B.N., The symmetric eigenvalue problem, Prentice-Hall, 1980. 

RAMASWAMY S., "On the effectiveness of the Lanczos method for the 
solution of large eigenvalue problems," Journal of Sound and Vibration, Vol. 
73, n° 3, 1980, pp. 405-418. 

RUHE A., "Implementation aspects of band Lanczos algorithms for compu­
tation of eigenvalues of large sparse symmetric matrices," Mathematics of 
Computation, Vol. 33, n° 146, 1979, pp. 680--687. 

SCOTT D.S., "How to make the Lanczos algorithm converge slowly," Mathe­
matics of Computation, Vol. 33, n° 145, 1979, pp. 239-247. 

SCOTT D.S., "Solving sparse symmetric definite quadratic >.-matrix pro­
blems," BIT, Vol. 21, 1981, pp. 475-480. 

SMITH B.T., BOYLE J.M., DONGARRA J.J., GARBOW B.S., IKEBE Y., 
KLEMA V.C. et MOLER C.B., Matrix eigensystem routines. Eispack guide. 
Second edition, Lecture Note in Computer Science, Vol. 6, Springer-Verlag, 
1976. 

[TRA 81] TRAN D.M., "Etude du comportement dynarnique des rotors flexibles," These 
de Docteur-Ingenieur, INSA de Lyon, 1981. 

[TRA 82] TRAN D.M., "Syst~me Titus : Introduction de Ia methode d'iterations sur 
un sous-espace de recherche de valeurs propres et vecteurs propres," Rapport 
technique, Framatome, 1982. 

[TRA 86] TRAN D.M., "SYSTUS : Introduction de Ia methode sous-espace Lanczos par 
bloc pour les probl~mes aux valeurs propres symetriques generalises. Appli­
cation au calcul des frequences et modes complexes de structures amorties," 
Rapport technique, Framatome, 1986. 

[WEI 83] WEINGARTEN V.I., RAMANATHAN R.K., CHEN C.N., "Lanczos eigen­
value algorithm for large structures on a minicomputer," Computer & Struc­
tures, Vol. 16, n° 1-4, 1983, pp. 253-257. 

[YIU 90] YIU Y.C., "Reduced vector basis for dynamic analysis of large damped struc­
tures," Report no UCB/SEMM-90/06, University of California Berkeley, 1990. 

Article re~u le 21 fevrier 1994. 
Version revisee le 20 mai 1994. 


