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RESUME. On presente les recents developpements decrivant a partir des methodes de Ia 
micromecanique le comportement elastoplastique des aciers lors de la mise en forme. La 
relation entre mouvement des dislocations et taux de glissement plastique sur les systemes de 
glissement sert a etablir la loi de comportement du monocristal. La transition entre l'echelle 
mesoscopique (le grain) et l'echelle macroscopique (le polycristal) est realisee a partir de 
/'approximation autocoherente d'une equation integrale obtenue a partir des equations de 
champ du probleme. Les resultats theoriques sont confrontes avec succes aux mesures 
experimentales concernant l'ecrouissage, l'anisotropie plastique et l'evolution des textures 
cristallographiques de toles d'acier pour mise en forme. 

ABSTRACJ. Recent developments concerning the modelisation of the elastoplastic behaviour of 
steel sheets using micromechanical models are presented. For the polycrystalline grains, the 
connection of moving dislocations and the global slip rate a well as the hardening matrix 
describing the slip systems interaction are introduced in order to describe the behaviour of 
the single crystals. The field equations for heterogeneous elastoplastic metals are 
transformed into an integral equation which is approximate by the self consistent assumption. 
New results concerning hardening, plastic anisotropy, crystallographic texture evolution are 
compared to experimental measurements. 
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1. Introduction 

La description du comportement elastoplastique des metaux a beneficie de 
!'apport de trois types d'approches a des echelles differentes : 

- a l'echelle macroscopique, on utilise une theorie continue, basee sur une 
decomposition additive des vitesses de deformation elastique et plastique. La partie 
plastique decoulant de la thermodynarnique des processus irreversibles (materiaux 
standards generalises, regie de normalite ... ) utilise un nombre reduit de variables 
internes ou cachees qu'il est difficile d'identifier pour decrire des chargements 
complexes (sequentiels, non monotones, multiaxiaux). 

- a une echelle intermediaire (mesoscopique), on tire profit du fait que le 
mecanisme usuel de deformation plastique correspond au glissement plastique sur 
des systemes de glissement cristallographiques ce qui limite le nombre de variables 
locales mais necessite de suivre !'evolution de !'orientation des reseaux cristallins du 
polycristal. En contrepartie, il resulte que !'anisotropic du comportement plastique 
associee a la formation des textures du reseaux et des contraintes internes est 
directement prise en compte dans de tels modeles. 

-a une echelle rnicroscopique, la theorie (discrete ou continue) des dislocations 
et les etudes de metallurgic physique renseignent sur les mecanismes physiques, 
nombreux, divers et varies qui sont presents dans les metaux et permet, lors des 
transitions d'echelles microscopique - mesoscopique de ne retenir que l'essentiel des 
mecanismes physiques compatibles avec une modelisation, necessairement 
simplifiee, du comportement global. 

La revue presentee ici s'inscrit avant tout dans le cadre de la plasticite cristalline. 
Elle est concernee par la transition mesoscopique - macroscopique et s'inspire de 
quelques elements de mecanique physique des dislocations. 

L'element de volume dont on cherche a decrire le comportement elastoplastique 
est polycristallin. 11 contient un grand nombre de grains ou cristaux dont I' orientation 
des reseaux est aleatoire ou organisee (presence d'une texture cristallographique ). 
D'un point de vue mecanique, il doit etre traite comme une structure dans laquelle 
les lois de conservation de la quantite de mouvement, la continuite des vitesses et les 
principes de la thermodynarnique sont verifies. 

Dans le cadre de la theorie pbenomenologique, on choisit la deformation 
plastique comme variable interne. L'orientation de l'ecoulement plastique decoule du 
principe du travail maximal ou regie de normalite. 

Dans le cadre de la plasticite cristalline un tel principe n'est pas necessaire ; 
"!'orientation" de l'ecoulement plastique est prise en compte dans la loi locale 
decrivant le glissement plastique cristallographique a l'echelle des grains. En 
consequence, !'orientation des reseaux cristallins devient une variable interne dont 
!'evolution doit etre dectuite des equations de champ et non introduite par la donnee 
d'une loi suppiementaire [DIE 91]. 
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Plus generalement, si on accepte le concept d'un comportement global tangent 
dependant de Ia structure interne du materiau, on doit distinguer quatre familles de 
parametres physiques ou variables d'etat dont !'evolution doit etre connue et 
determinee pour tout trajet de deformation. 

- A l'echelle intracristalline, Ia multiplication des dislocations et !'evolution de 
leur repartition spatiale (cellules, parois, empilements ... ) sont responsables de 
l'ecrouissage intracristallin. Logiquement, il conviendrait de relier l'etat disloque 
intragranulaire au comportement du monocristal, ce qui constitue un domaine de 
recherche largement ouvert. Actuellement, l'ecrouissage intracristallin est plutot 
decrit par l'intermediaire d'une matrice d'ecrouissage [FRA 80], reliant Je taux de 
cission critique sur les systemes de glissement au taux du glissement plastique sur 
les systemes actifs. Des informations concernant cette matrice d'ecrouissage peuvent 
etre deduites des mesures experimentales de l'ecrouissage latent mais, Ia encore, la 
determination precise et complete de cette matrice reste a effectuer. Malgre 
!'absence d'outils plus complets et precis, cette approche sera utilisee par la suite 
pour decrire le comportement intracristallin. 

- A l'echelle des grains (echelle intercristalline), Ia desorientation relative des 
reseaux cristallins constitue une source de contraintes internes par l'intermediaire 
des incompatibilites du champ de deformation plastique. Ces contraintes internes 
jouent un role essentiel et fondamental dans la plasticite des metaux. Pour s'en 
convaincre, il suffit de se rappeler Ia definition meme d'une dislocation et les 
theories physiques qui permettent de prevoir Ia nature cristallographique des 
systemes de glissement et les differents stades d'ecrouissage des monocristaux. Au 
cours de l'ecoulement plastique, les contraintes internes se developpent du fait des 
incompatibilites plastiques, se relaxent (au moins partiellement) grace a 
l'accommodation plastique et contribuent ainsi, de maniere significative, au 
comportement elastoplastique macroscopique (ecrouissage isotrope et cinematique). 

- A Ia meme echelle, le mecanisme de glissement plastique induit une rotation 
plastique qui, en relation avec les equations de compatibilite de Kroner [KRO 58], 
entraine une rotation des reseaux cristallins. Ces rotations sont a l'origine des 
textures de deformations, phenomene connu depuis longtemps et qui est, pour une 
large part, responsable de l'anisotropie du comportement elastoplastique 
macroscopique. 

- A cette meme echelle, on peut signaler le changement morphologique des 
grains qui se superpose aux heterogeneites plastiques intra et intergranulaires. 

Face a une telle complexite, il est necessaire d'aborder le probleme de Ia 
determination des lois de comportement elastoplastiques a partir de simplifications 
"homogenes". 

Le comportement intracristallin des grains est construit a partir de variables 
cinematiques decrivant Ia vitesse de glissement plastique sur les systemes de 
glissement actifs. Le glissement plastique obeit a Ia loi de Schmid [SCH 24] et 
l'ecrouissage intracristallin est decrit par Ia matrice d'ecrouissage discutee 
precedemment. 
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Formulee en vitesse, une telle loi de comportement a ete developpee par Mandel 
[MAN 71], Hill et Rice [HIL 72], Asaro [ASA 83], Nemat-Nasser [IW A 84]. Elle 
est basee sur une decomposition additive des vitesses de deformation plastique et 
elastique proposee pour la premiere fois par Kroner [KRO 58]. Cette loi de 
comportement est rappelee dans le chapitre 2. 

Le cadre general des transitions d'echelles pour les grandeurs microscopiques et 
macroscopiques a ete discute par Mandel [MAN 71]. Pour les grandes deformations 
plastiques, Hill [HIL 72] suggere l'emploi du gradient de la vitesse et des taux des 
contraintes nominales pour effectuer ces transitions. Ce choix ramene les operations 
d'homogeneisation a de simples operations de moyenne volumique comme c'est le 
cas pour les deformation infinitesimales. Les resultats de Hill [Hill 65] sont rappeles 
dans le chapitre 3 et de nouvelles relations de localisations sont proposees pour les 
grandeurs physiques locales decrivant !'evolution de la microstructure. Dans le 
chapitre 3, on traite ainsi le probleme de la localisation cinematique en proposant 
une equation integrale similaire a celle que Dederichs et Zeller, ont demontree dans 
1e cas de l'elasticite [DED 73]. 

Differentes approximations proposees pour cette equation integrale conduisent 
aux modeles classiques. Un developpement de !'equation integrale sous forme de 
serie de Born constitue un premier pas vers les methodes statistiques systematiques 
pour les solides elastoplastiques. Face a Ia lourdeur de la formulation et eu egard 
aux simplifications faites par ailleurs (loi de comportement du monocristal, absence 
d'heterogeneite plastiques intragranulaires ... ) cette demarche systematique n'est pas 
poursuivie. Nous avons pretere developper !'approximation autocoherente pour 
!'equation integrale, approximation presentee dans le chapitre 3. 

C'est egalement dans 1e cadre de I' approximation autocoherente que sont decrites 
les lois d'evolution de la structure interne du polycristal. 

Une telle approximation a ete proposee par Iwakuma et Nemat Nasser [IW A 84] 
pour la plasticite du polycristal en grandes deformations plastiques en utilisant 
directement la solution du probleme d'inclusion adaptee au probleme des grandes 
deformations. lei, le fait d'avoir etabli la solution du probleme d'inclusion a partir de 
!'equation integrale permet des developpements ulterieurs bases sur d'autres 
approximations de !'equation integrale. Par ailleurs, les applications qui ont ete 
developpees par lwakuma et Nemat Nasser [IWA 84] ne concernent que des 
problemes plans a deux systemes de glissements imposes a priori. Cette forte 
restriction ignore l'un des problemes centraux de la plasticite des metaux qui est 
celui du choix de la combinaison de systemes actifs parmi les systemes de 
glissements potentiels. Or on sait, a partir d'observations experimentales et de 
calculs anterieurs, que le nombre et Ia nature des systemes de glissement actifs 
dependent fortement du chargement et de l'etat d'ecrouissage du polycristal au 
travers, notamment de la formation des textures de deformation. 

Dans le chapitre 4 de nombreux resultats nouveaux obtenus a partir de cette 
formulation sont presentes. 



Comportement elastoplastique des aciers 495 

Cet article s'inspire de nombreux travaux issus : 

-de Ia theorie des dislocations [KRO 58], [DEW 73], [HAN 91], [MVG 88] 

- des etudes de plasticite cristalline [HUT 70], [HIL 65], [BER 87], [BER 80], 
[BER 81], [HIH 85], [KRO 61] 

-des theories phenomenologiques [MAU 92], [LEM 90], [HIL 60], [LIP 81], 

2. Le comportement elastoplastique du monocristal 

2.1. Mecanisme de deformation des metaux par glissement plastique 

La deformation elastique des grains d'un polycristal resulte des transformations 
geometriques des reseaux cristallins et constitue une variable d'etat observable par 
des techniques de diffraction du rayonnement X ou des particules (neutron, 
electrons, ... ). Elle peut done etre utilisee directement pour decrire le comportement 
thermoelastique a partir des principes generaux de Ia thermodynamique. 

Les deformations inelastiques, en general irreversibles et conduisant a Ia 
plasticite, sont le resultat du mouvement des defauts de Ia structure cristalline 
parfaite. 

A basse temperature (par rapport a Ia temperature de fusion du metal), les 
mecanismes preponderants sont constitues par : 

- le mouvement des defauts lineaires (dislocations) 

-le mouvement des interfaces (maclage) 

- les changements de phases a l'etat solide. 

Pour les metaux usuels, (acier, cuivre, aluminium, etc.) et leurs alliages, Ia 
plasticite resulte d'un mouvement athermique des dislocations sur des plans de 
glissement [TAY 38]. 

Sans rentrer dans tous les details de Ia theorie des dislocations [KRO 58], 
[DEW 73] ; on indique dans le paragraphe 2.2, une transition d'echelle 
microscopique - mesoscopique de type cinematique qui permet d'introduire le taux 
de glissement plastique comme variable (de procede et non d'etat) pouvant decrire le 
processus de plastification d'un cristal. 

2.2. Transition entre mouvement de dislocations et glissement plastique 
cristallographique 

Une ligne de dislocation correspond a Ia frontiere (L) d'une surface plane (S) de 
normale unitaire !i au travers de laquelle le deplacement des particules est 
discontinu. 

.... 
La discontinuite est decrite par le vecteur de Burgers b uniforme sur S et 

caracteristique du metal. 
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Le champ de la distorsion plastique correspondant j3P peut s'ecrire sous la forme 

(1) 

oil O(S) llj est relie ala distribution de Dirac o(R) = o (r- r') par la relation 

n; 0 (S) = 1 0 (r- r') n; d S' (2) 

En g~neral, dans les reseaux cristallins a forte symetrie (CC ou CFC), les 

vecteurs b et n possedent des valeurs discretes et en nombre fini, attachees au reseau 
cristallin. 

Le module b du vecteur de Burgers est le meme pour toutes les dislocations et on 
ecrit bi = bmi (m = vecteur unitaire). 

Un systeme de glissement g sera defini par la donnee de la normale au plan de 
glissement nr et la direction du vecteur de Burgers mf. 

Dans ces conditions, (1) se reecrit sous la forme 

(3) 

pour une surface S unique et pour un ensemble de dislocation sur plusieurs systemes 
de glissement 

(4) 

La valeur moyenne ~P de ~P sur un volume V de monocristal s'ecrit 

·jil; = ~ f b ~ mf "i" 0 (S8) d V (5) 

soit, en supposant mg, ng et b uniformes sur V 

13~ = b L mr njg t f L 0 (Sg) d v 
g g 

v 

(6) 

L'accroissement de la distorsion plastique moyenne provient du mouvement de 
la frontiere des surfaces sg si bien que 
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(7) 

Sans decrire dans le detaille mouvement discret des dislocations, on se contente, 

en plasticite cristalline, d'introduire une vitesse de glissement plastique 1' par 
systeme de glissement g pour decrire le processus de plastification. 

On a: 

...:-p 

~ij = I mr njg t (8) 

et; par identification avec (7) 

(9) 

(9) correspond a Ia relation d'Orowan [ORO 42] ecri~ sous une forme differente. 

La structure de Ia relation (8) est fondamentale dans Ia mesure oii. I' orientation de 

l'ecoulement plastique dt est donnee par I' orientation du reseau cristallin (vecteurs 

mgetig). 

On a 

(10) 

II en est de meme du taux de rotation plastique roB 
...:-p ...:-p 

co}J = t <~ij - ~ji) = I t < mr njg - mf nr) r 
g 

(11) 

qui, dans les theories s'inscrivant dans le cadre de Ia plasticite cristalline, decoule de 

Ia connaissance des variables de process 'f 
II n'est done pas necessaire, comme c'est le cas des theories continues 

phenomenologiques, d'introduire une loi de comportement additionnelle portant sur 
le taux de rotation plastique. 

La contrepartie de cet avantage certain est qu'il est necessaire de connaitre 
!'orientation des reseaux cristallins (les reperes directeurs de Mandel [MAN 71]) et 
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de suivre leur evolution au cours de l'ecoulement plastique, evolution qui decoule 
naturellement des relations de champ decrites dans le chapitre 3 et de la loi de 
comportement du monocristal formulee dans le paragraphe suivant. 

Un autre avantage qui decoule de la description des mecanismes physiques de Ia 
plasticite cristalline a l'echelle microscopique puis mesoscopique reside dans le fait 
que l'anisotropie du comportement global d'un polycristal associe a la presence d'une 
texture des reseaux cristallins (la statistique des reperes directeurs) est directement 
prise en compte. 

La description de l'ecoulement plastique par l'intermediaire des relations (8) et 
(9) semble etre bien adaptee au cas du glissement multiple homo gene mettant en jeu 
plusieurs systemes de glissement et lorsque la repartition des dislocations mobiles et 
immobiles est relativement aleatoire. 

Cependant, dans de nombreuses situations (chargement cyclique, ... ), on observe la 
formation de cellules a faible densite de dislocations et de parois a forte densite de 
dislocations [HAN 91], [MUG 88]. A cette heterogeneisation intragranulaire est 
associee un ecrouissage non local [BER 93] qui necessite une description plus fine 
que celle qui est adoptee ici. 

2.3. Loi de comportement du monocristal 

A l'echelle mesoscopique, le gradient de Ia vitesse des particule g ij = v i,j est 
compose additivement d'une partie elastique de + we relative au reseau cristallin et 
d'une partie plastique dP + w P relative au · mouvement collectif moyen des 
dislocations de sorte que 

Vij = (dij + wij) + (d~ + wE) (12) 

que l'on peut reecrire sous la forme 

(13) 

D'apres (8) Ia partie plastique est decomposee en terme Rn et S n prenant en 
compte }'orientation moyenne du reseau cristallin sur l'element de volume 

monocristallin et en Ia variable :Y decrivant globalement le processus de 
mouvement des dislocations 

d .. = R.. p :L g r 
IJ IJ 

(14) 
g 

Rn = l (m~ n~ + m~ n~) 2 I J J I 

(15) 

s~ 
IJ 

= l (m~ 2 I 
n~ 

J 
- m~ 

J 
n[) 
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Pour les metaux, le comportement elastique est decrit avec suffisamment de 
precision par une approximation lineaire utilisant les constantes elastiques du cristal 
C sous la forme 

v 
O"ij = Cijkl dki - O"ij d~ (16) 

v 
O"ij = O"ij - wi~ O"kj + w~ O"ki 

est la derivee corotationnelle avec le reseau cristallin du tenseur de Cauchy cr. 

11 reste a preciser le comportement de la partie plastique dP + wP pour laquelle 
on se base sur !'expression de la force thermodynamique sur une dislocation 
(formule de Peach et Koehler) [PEA 50] ou, plus generalement, sur la loi de Schmid 
[SCH 24]. 

La puissance des efforts exterieurs T, decrite par les contraintes cr dans un 
champ de vitesse vi = (d ij + w ij) x j s'ecrit ( O'ij = O'ji) 

= cr· · de + cr· · ctP IJ ij IJ ij 

et la partie plastique TP = O"ij ~) se met sous la forme 

l:('lp- ~ cr·· "R.D :.JI 
J - £..J IJ .. 'ij f 

n 

dans laquelle on voit apparaitre la cission reduite sur le systeme de glissement n 

(17) 

(18) 

(19) 

Base sur les observations experimentales et sur l'analyse physique des conditions 
de mouvement de dislocations [T A Y 38], on observe que le systeme n n'est actif 

1 * 0 que lorsque la cission reduite 'tn atteint une valeur critique 't~ (yn) 
dependant de l'etat d'ecrouissage du metal c'est-a-dire, ici du glissement plastique 
cumule 'f sur les differents systemes de glissement. 

Ces remarques se traduisent formellement par les conditions 
__,__ 

1 = 0 si 'tn = O"jj ~r < 'tg ern) 'i (O"ij Rlj) 

__,__ 
1 = 0 si 'tn = 'tP si O"ij Rlj $ 0 (20) 

__,__ 
1 > 0 si 'tn = 'tP si O"ij RiJ = ~ (yn) 



500 Revue europeenne des elements finis. Vol. 3- n° 4/1994 

Le terme cr;'R;'j se met egalement sous la forme 

. v 
'tn = <Jij Rij (21) 

et la variation 'tg peut s'ecrire 

(22) 

oil Hnm designe la matrice d'ecrouissage qui represente et decrit les interactions 
entre systemes de glissement. 

v 
Pour les systemes actifs on a Rij <Jij = Hnmyn (23) 

Pour une combinaison de systemes de glissement actifs, il est alors possible 
d'ecrire la loi de comportement de !'element de volume monocristal1in a partir de 
(13), (16) et (23) 

On a: 
v 

Rij crij = Rij Cijkl ( dkl - dJ ) - Rij <Jij du 

soit d'apres (23) 

Cette relation se met sous forme 

.. '1 r Rij ( Cijkl - crij Bkt) dkl .(Hnm + D.'nj. cij'kl Rklm) .:.;n -- n 

ou, en introduisant la matrice 

M=(H+RCRt1 

f = Mnm Rij (Cijkl - <Jij Bkl) dkt 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

D'apres (16) (24) et (28), la loi de comportement de !'element de volume 
mesoscopique (ici le grain) s'ecrit : 

(29) 
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Pour Ia transition de l'echelle mesoscopique vers l'echelle macroscopique (le 
polycristal), on a interet a introduire le taux de contraintes nominales Dij relie au taux 

v 
corotationnel O'ij par 

v 
Dij = <Yij +<Yijgkk- (dik<Ykj + djkcrki)- (wl crkj + wJk. crki) +gjkcrki (30) 

et a exprimer le comportement local sous Ia forme 

Dij = lijkl gkl 

avec, d'apres (29) et (30) 

lijkl = Cijkl - } (Bik <Ytj + Bn crkj ) - } (Btj crki - Bjk cru) 

(31) 

- (CijmnR5m + S~ crmj- S~jcrmi) Mgh (RBqCpqkl- R~qcrpqBkl) (32) 

Le tenseur I depend de l'etat de contraintes local, des conditions de plastification 
(20), de !'orientation du reseau par l'intermediaire des tenseurs R et S et du tenseur 
C. L'histoire du chargement intervient par l'intermediaire des amplitudes de 
glissement dont dependent les cissions critiques sur les systemes de glissement. 

Si l'elasticite est isotrope et decrite par les modules de Lame (A, 1.1.) sous Ia forme 

Cijkl = A. Bij ~ + J.L ( Bik Bjt + Bn Bjk) 

et si on neglige les termes en cr par rapport aux termes C, on a 

M = (Hnm + 2J.L ~'j Rijr 1 

et pour I 

3. Localisation et transition d'echelle 

Pour decrire Ia reponse elastoplastique du polycristal, il est necessaire d'effectuer 
les operations d'homogeneisation a partir de Ia connaissance des champs locaux. 
Ceux-ci peuvent etre relies au chargement impose par l'intermediaire des tenseurs 
localisation. 

Le choix des grandeurs conjuguees contraintes - deformations (ou de leur 
vitesse) pour decrire le comportement local n'est pas forcement celui qui facilite les 
operations d'homogeneisation ou qui simplifie les relations d'equilibre et de 
compatibilite. 
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Ainsi, s'il parait nature I d'employer les contraintes de Cauchy, CJij• pour decrire 
les relations de comportement locales et globales, il s'avere que, dans ce cas, les 
transitions d'echelles sont plus complexes a ecrire. 

Un autre choix, plus nature} parce qu'il est relie aux conditions aux limites sur la 
surface du solide dans la configuration actuelle, consiste a utiliser le gradient de la 
vitesse et le taux de contraintes nominates ri pour decrire a la fois : 

- les lois d'equilibre et de compatibilite 

- les transitions d'echelles. 

Ce choix simplifie les equations precedentes mais complique Iegerement 
l'ecriture des relations de comportement. 

Soient n ij les composantes du tenseur des contraintes nominates locales et vi le 
vecteur vitesse au point r. 

Le gradient de la vitesse Yi,j se decompose en une partie symetrique dij et une 
partie antisymetrique Wij telles que : 

Vi,j = dij + Wij (34) 

Ces relations assurent la compatibilite de Ia transformation puisqu'avec (34) 
l'incompatibilite du champ d est nulle. 

En choisissant la configuration actuelle comme configuration de reference, et en 
designant par CJij les contraintes de Cauchy, on a: 

(35) 

et 

(36) 

p designe Ia masse volumique actuelle et fi les forces massiques. Pour le solide de 
volume Vet de frontiere S, on impose des forces surfaciques dFj telles que: 

(37) 

On a alors, si Nij est uniforme sur la surface : 

N·· - _L 1 ri·· (r) dV IJ - v IJ 
v 

(38) 
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De meme, pour un solide macrohomogene, le gradient de la vitesse 
macroscopique Vij s'ecrit : 

Y. · = l f. v· · (r) dV (39) I,J v l,J 

v 

Les relations cinematique (34), d'equilibre (36) et les relations entre grandeurs 
locales et globales (38) et (39) prennent alors la meme forme que pour les theories 
en deformations infinitesimales [HIL 72]. 

La forme des relations de comportement local doit egalement etre exprimee a 
partir du gradient de la vitesse locale et des vitesses de contraintes nominales. 

On pose (31) : 

Iiij (r) = lijkl (r)vk,I (r) (40) 

Le tenseur l est determine dans le chapitre 2 a partir du comportement elastique 
et des mecanismes de glissement plastique. 

En introduisant le tenseur localisation cinematique : 

Vij (r) = Aijkl (r) Vk,I 

le comportement global s'ecrit : 

Nij = {~f. l;;ki (r) Atlnm (r) d v} v..,. 
soit 

Nij = LiJkl Vk,I = LiJkl Gkl 

ou Gkl = Vk,l designe le gradient de la vitesse macroscopique. 

Le tenseur L e caracterise ainsi le comportement du polycristal. 

(41) 

(42) 

(43) 

Il reste a determiner le champ du tenseur localisation A (r) qui se deduit en 
general d'une equation integrale. 

3.1. Equation integrale 

La determination des tenseurs de localisation constitue le probleme central des 
methodes d'homogeneisation des proprietes des milieux microheterogenes. Dans ce 
travail, ce probleme est resolu en considerant le milieu microheterogene comme 
etant un milieu continu a microstructure. 
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On resout alors, pour Ia configuration actuelle, un probleme de structure, c'est-a­
dire on recherche une solution (en vitesse ou contrainte) satisfaisant les equations 
d'equilibre, de compatibilite et verifiant les relations de comportement. 

En elasticite, Ia formulation d'un tel probleme conduit a une equation integrale 
[DED 73] dont Ia solution formelle est analogue a (41). En elastoplasticite, 
Berveiller et Zaoui [BER 84] ont formule une equation integrale pour les petites 
deformations. 

lei, Ia meme demarche est utilisee pour resoudre le probleme des grandes 
deformations plastiques, formule en vitesse. [LIP 89] 

D'apres (34) et (36) on a a ecrire: 

- les equations d'equilibre 

llij,i = 0 

- les relations definissant d et w a partir du gradient de Ia vitesse v 

d·· - l (V" + V") IJ - 2 l,J J,l 

w· · - l (v· · - v· ·) IJ - 2 IJ j,l 

- les relations de comportement local 

lljj = lijkl Vk,l 

(44) 

(45) 

(46) 

Nous nous limitons ici au probleme pour lequel on impose sur la frontiere 
actuelle une vitesse Vj donnee. 

En eliminant nij de (44) et de (46) on obtient la relation: 

(Iijkl Vk,l ),i = 0 (47) 

Comme pour les milieux lineaires, on decompose le tenseur l en une partie 
uniforme LO et les deviations 31 (r) telles que ; 

I (r) = L0 + ol (r) (48) 

L'equation (47) s'ecrit maintenant: 

LZkl Vk,li + (Olijkl Vk,I),i = 0 (49) 
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Le deuxieme terme apparait comme des forces de volume et on peut utiliser un 
tenseur de Green G* adjoint a (49) defini par: 

LZkl G~m,li ( r- r') + Ojm 0 (r- r') = 0 

pour transformer (49) en equation integrate. 

(50) 

En multipliant (49) par Gjm (r- r') et (50) par Vj (r), on obtient par difference: 

{oj~ L~kl vk,l- Vj L1~ji G~j.l }.i + Gj~ fj - Vm () (r- r') = 0 (51) 

avec 

f· = (Ol··kl Vk t). J IJ , ,1 

Par integration sur V, on a : 

Vm (r') = 1 (a;', <Llk + Ol;;kJ) Vk,t- Vj r.~. a;,,.) n; dS 

+ i GJ'm,i (r- r') Ol;jkl (r)vk,l (r) dV (52) 

Si Vj est impose sur S, alors Gj:n = 0 sur S et le premier terme du second membre 
de (52) n'est autre que Ia vitesse vm (r') du milieu homogene LO soumis aux memes 
conditions sur S. 

On a alors 

Vm (r') = vJl (r) + i G;',.; (r- r') O!ijkl (r')VtJ (r') dV (53) 

soit pour le gradient v m,n =gmn 

8mn(r) = gllm (r) + i G;',in (r- r') Ol;jkl (r')gk! (r') dV' (54) 

qui est !'equation integrate recherchee. 

3.2. Approximation autocoherente 

La resolution exacte de (54) parait hors de portee pour une microstructure 
quelconque. Pour les polycristaux metalliques tels que les aciers, on peut 
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raisonnablement admettre que le milieu est suffisamment desordonne pour que 
I' approximation autocoherente soit justifiee. 

Dans cette approche on tire profit de Ia propriete du tenseur de Green modifie 

* r mnij = Gjm,in de pouvoir etre decompose en une partie locale Eo 8(r- r') et une 
partie "a distance" decroissant rapidement [DED 73]. 

ou ; = ; - ; tl r - r' I 

On peut alors decomposer (54) en trois termes 

g(r) = G + E0 Ol(r) g(r) +i F0 (e) 1 Ol(r') g(r') dV' (56) 
v (r- r')3 

Au lieu de calculer le terme integral, on cherche a l'affaiblir en imposant au 
terme 8l(r') g(r') de fluctuer autour d'une valeur moyenne nulle. g(r) fluctuant autour 

de G ( ~ t i g(r) dV) et les l(r) 6tant donn6s, on ne pent jouer que sur les 

modules tangents L o du milieu homogene de reference choisis pour etablir I' equation 
integrate (56). 

Les modules tangents L 0 * qui annulent la valeur moyenne sur le volume de 
81 (r) g(r) s'obtiennent par : 

t i (l(r)-L0*)g(r)dv~o (S7) 

Mais com.me n = l(r) g(r), on a finalement 

N =L0 * G (58) 

ce qui montre que L 0 * doit etre choisi egal au tenseur des modules tangents du 
milieu homogene equivalent. 

L'equation (56) qui constitue l'approximation autocoherente de (54) s'ecrit 
main tenant 

g(r) = G + Ee Ole (r) g(r) (59) 

ou la partie locale Ee et Ia fluctuation 81 (r) = l(r)- Le sont calculees pour le milieu 
homogene equivalent u. 
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Dans le processus d'homogeneisation decrit au debut du chapitre 3, le tenseur 
localisation retenu ici s'ecrit [ESH 57] 

Ce choix, exact pour les milieux parfaitement desordonnes permet egalement de 
decrire !'evolution de la structure interne du polycristal [LIP 90] caracterisee par : 

- la rotation des grains (formation des textures) 

- les contraintes internes 

- l'ecrouissage (evolution des y done des i:~) 
- la forme des grains. 

Les algorithmes numeriques sont precises dans [LIP 90] et un logiciel appele 
"Crystal" a ete developpe. Dans le chapitre suivant on presente les resultats 
concernant certaines toles d'acier utilisees pour Ia mise en forme. 

4. Resultats theoriques et experimentaux 

On presente des resultats obtenus pour des tOles en acier a faible teneur en 
carbone destinees a la mise en forme. 

Ces tOles sont obtenues par les procedes classiques (laminage a chaud, a froid, 
recuit, ... ) et possedent done une texture cristallographique initiate mesuree par les 
techniques classiques de rayons X [REU 92]. La forme moyenne des grains est 
determinee par metallographie. 

Le reseau cristallin etant du type CC, le glissement plastique est decrit par deux 
familles de systemes de glissement {112} < 111> et {112} <111> ce qui conduit a 
48 systemes de glissement si on distingue les deux sens de glissement. 

Le comportement elastique a ete suppose isotrope (modules de Lame 
A.= 120 GPa, ll = 80 GPa). i. 

Du fait du traitement de recuit final impose au polycristal, on peut admettre que 
les contraintes internes sont nulles dans l'etat de reference et que la cission critique 

0 

initiate 'tc est identique sur tous les systemes de glissement. Cette valeur ainsi que 
les parametres (p, L, agh) entrant dans la matrice d'ecrouissage prise, a partir de 
consideration de metallurgie physique sous la forme 

sont obtenus a partir d'une simulation d'un essai de traction (dans la direction de 
laminage D.L.) et comparaison avec les mesures experimentales (figure 1). 
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On constate que, jusqu'a des deformations plastiques de l'ordre de 20 %, le 
modele est capable de bien representer les resultats experimentaux. La forte non 
linearite de Ia courbe de traction jusqu'a des deformations de l'ordre de 5 % provient 
de Ia plastification progressive des systemes de glissement dans les differents grains 
du polycristal. 

Les parametres p, L et agh etant identifies, on utilise le modele pour decrire Ia 
reponse du materiau lors de chargements differents. 

Du fait de Ia texture initiate, Ia tole possecte une anisotropie plastique que l'on 
peut caracteriser partiellement a partir de Ia mesure du crefficient de Lankford 
(rapport entre les deformations en largeur et en epaisseur sur une eprouvette de 
traction) lors d'essais uniaxiaux effectues a 45° de Ia direction de laminage et dans Ia 
direction transverse. La figure 2 presente I' evolution du crefficient de Lankford avec 
Ia deformation axiale pour les trois essais definis precedemment (DL, DT, 45°). Les 
mesures de r a 10 % de deformation, egalement reportes sur Ia figure 2, montrent 
que l'anisotropie plastique due a Ia texture cristallographique est relativement bien 
prise en compte dans le modele. 

La figure 3 presente une coupe de Ia surface de plasticite initiate dans le plan 
DL - DT pour differents niveaux de deformation plastique equivalente au sens de 
Von Mises (0.2 % - 2 %). La valeur du seuil plastique a 0.2 % de deformation 
equivalente obtenu lors des essais de traction selon DL et DT est egalement 
reproduite. 

Ces surfaces peuvent etre approchees par un critere de plasticite anisotrope (Hill 
par exemple). 

Apres un ecrouissage correspondant a un chargement en retreint de 25 %, Ia 
forme des surfaces de plasticite est profondement modifiee traduisant simultanement 
un ecrouissage isotrope et cinematique mais egalement une distorsion de Ia surface 
(figure 4). Les mesures de seuil en traction selon DL et DT reportes sur Ia figure 4 
montrent que le phenomene d'ecrouissage complexe est pris en compte dans le 
modele. 

L'origine de l'ecrouissage est multiple et correspond : 

- a une distribution complexe des dislocations dans les grains et a une evolution 
anisotrope de cissions critiques, 

- a Ia presence de contraintes internes intra et intergranulaires associees aux 
incompatibilites du champ plastique, 

- a Ia rotation des reseaux cristallins conduisant a Ia formation ou Ia 
transformation des textures. 
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Figure 1. Comportement en traction uniaxiale (parallele ala direction de laminage) 
d'un polycristal d'acier doux dont la texture est donnee sous forme de figures de 
poles sur les figures 5 et 6 
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Figure 2. Evolution du cafficient de Lankford pour des essais de traction selon DL, 
DT et 45o de DL. Comparaisons avec les mesures experimentales <I II) a 10% 
de deformation plastique 
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Figure 3. Surfaces de plasticite intiales dans le plan DL, DT pour differents niveaux 

de deformation plastique equivalente JIP. Comparaison avec les mesures 
experimentales en traction (I I ) (seton DT et DT) pour une deformation plastique 
equivalente de 0,2% 
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Figure 4. Surfaces de plasticite dans le plan DL, DT apres une predeformation 
plastique en retreint de 25 %. Comparaison avec les mesures experimentales en 
traction Cl I) pour une deformation plastique equivalente de 0,2% 
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Mttai A plat simul6 (bl) 10 'II> de retreint (b2l 20% de retteint (b3l 25 'II> de retreint (b4) 

Figure 5. Evolution de la figure de pole 200 durant le retreint 

a :figures de poles experimentales (a1 : E P = 0%, a4 : E P = 25%) 

b: figures de poles simulies (b1: ifP = 0%, b2: ifP = 10%, b3: ifP = 20%, 

b4 : if P = 25%, ) 

Expl!rience 

Figure de p6le 200 
25 % de retreint 

expl!rience 

Simulation 

Figure de pOle 200 
2s 'II> de retreint 

simulation 

Figure 6. Comparaisons simulation - mesures experimentales pour les figures de 
poles 110 et 200 apres un retreint de 25 % 
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La figure 5 indique sous forme de figure de pole 200 l'evolution de cette texture 
lors du trajet en retreint decrit dans Ia figure 4. Les figures a1 et a4 correspondent 
aux mesures experimentales des poles 200 alors que celles notees b1 - b4 sont 
obtenues, pour differents niveaux de deformation, a partir du modele. La figure 6 
decrit l'etat initial et final des pOles 110 et 200 apres un retreint de 25 %. 

On constate que Ia texture evolue rapidement (les nouvelles orientations sont 
presentes des 10 % de retreint) et continue a se renforcer lors de l'ecoulement 
plastique. 

L'evolution complexe de Ia distribution de l'orientation des grains, fortement 
dependante du trajet de deformation, explique Ia difficulte d'une representation 
unifiee et pbenomenologique du pbenomene d'ecrouissage. 
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