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RESUME. Les relations de comportement basees sur /'approche polycristalline qui integrent 
des informations microstructurales offrent des capacites de modelisation etendues par 
rapport aux approches macroscopiques. Le but de cet article est de montrer que ces 
relations sont maintenant utilisables en calcul de structure. Le materiau est represente en 
chaque point de Gauss par quelques dizaines ou quelques centaines de grains, soit un 
nombre de variables internes compris entre 1000 et 10000. Les applications qui sont 
montrees comportent d'une part des calculs de structure classiques, qui permettent en 
particulier une bonne prise en compte des textures cristallographiques, mais egalement 
des calculs orientes vers la mecanique des materiaux, qui donnent ['occasion de verifier la 
coherence des modeles preconises. 

ABSTRACT. The constitutive equations based on polycrystalline models include 
information on the microstructure of the metallic materials and offer extended modelling 
capabilities with respect to macroscopic approaches. The purpose of this paper is to 
show that they can now be used in finite element calculations. The material is then 
modelled in each Gauss point by a set of about 1000 to 10000 internal variables, 
corresponding to tens or hundreds grains. The examples shown consist first in ordinary 
structural calculations, allowing a good representation of texture effect, but also 
computations for mechanics of materials, giving the opportunity to check the 
consistency of the proposed models. 

MOTS-CLES : comportement inelastique, calculs par elements finis, viscoplasticite 
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1. Introduction 

L'idee de base des modelisations cristallographiques de la plasticite est que le fait 
d'introduire des variables attacbees aux mecanismes physiques est benefique pour les 
capacites de modelisation des relations de comportement correspondantes. De fait, si 
l'aspect physique des mecanismes de deformation est bien represente par les 
equations, le caractere predictif des equations est ameliore, y compris pour des 
chargements complexes situes hors du domaine d'identification initial du modele 
etudie. Le but poursuivi en explorant ces families de modeles est de tendre vers une 
approche deductive qui permette d'etablir le comportement d'un materiau a partir de 
la caracterisation de sa microstructure. Apres les travaux de Sachs [SAC 28], Taylor 
[TAY 38], Lin [LIN 57], les modeles polycristallins ont fait des progres notables 
avec Hill [HIL 65], Hutchinson [HUT 70], ou encore Berveiller et 
Zaoui [BER 79]. Cependant, durant de longues annees, les applications sont restees 
confinees a des elements de volume, en raison des difficultes de mise en ceuvre liees 
au grand nombre de variables et au caractere implicite des relations de comportement. 

A l'oppose, les approches inductives, dans laquelle la forme des modeles est 
deduite d'une etude pbenomenologique de la deformation macroscopique ont connu un 
grand developpement au cours des vingt dernieres annees. Dans ce cas, les variables 
sont moyennees sur l'element de volume de la mecanique des structures. Plusieurs 
dizaines de modeles ont vu le jour (voir par exemple [HAR 76], [VAL 80], 
[LEM 85], [Y AO 85], [MIL 87], [MRO 87], .. ), dont le principe est d'ajouter une 
ou plusieurs variables specifiques pour representer un phenomene donne (voir par 
exemple [CAl 79], [CHA 79], [OHN 82], [DEL 86], [BEN 87], ... ). Des premiers 
bilans peuvent etre maintenant tires [CHA 89], et les recherches en sont au point oil 
les modeles peuvent etre couramment utilises en calcul de structures pour des 
applications de type industriel [AAZ 92], [KRU 92], meme s'il subsiste encore des 
investigations a faire, ainsi dans le domaine de la prise en compte des temperatures 
variables [FRE 93], des interactions plasticite-viscoplasticite ([CON 89]), ou de la 
representation du rochet [CHA 91], [OHN 93]. II reste que ce type d'approche n'est 
pas tres approprie des lors qu'il s'agit de prendre en compte des phenomenes qui 
mettent en jeu de fa~on directe Ia microstructure, comme le comportement des 
monocristaux, les effets d'anisotropie lies a la texture cristallographique ou bien 
encore les couplages thermomecaniques. 

Le developpement des moyens de calcul informatiques a donne un elan 
considerable a la simulation numerique. II fournit maintenant les moyens d'evaluer 
de mieux en mieux les differentes approches cristallines proposees et, en meme 
temps, il est realiste d'envisager l'utilisation de modeles de ce type en elements finis. 
Ceci explique qu'apres les calculs portant sur des structures ou des eprouvettes 
monocristallines, realises au cours des annees 80, par exemple [ASA 83], on trouve 
maintenant dans la litterature des resultats de simulations utilisant le modele de 
Taylor [MAT 90], [KAL 92], ou meme des modeles plus evolues. 
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Ce travail se situe a la suite d'etudes qui ont permis la definition [CAl 88], 
[CAl 92] et le developpement [PIL 94a] d'un modele polycristallin et, en parallele, 
son implementation dans un code de calcul par elements finis, dans sa version 
monocristalline [MER 91], puis dans sa version polycristalline [PIL 93]. 11 s'agit 
d'un modele specialement adapte pour les chargements cycliques, ecrit dans le cadre 
de Ia viscoplasticite, et dont Ia formulation permet une mise en reuvre simple dans 
un code de calcul. Apres avoir replace le modele parmi les formulations 
polycristallines plus classiques, on en detaillera les equations (partie 2), puis on 
montrera son implementation numerique (partie 3). Deux types d'applications seront 
ensuite traites : 

-des calculs de type "mecanique des materiaux" (partie 4), portant sur des 
elements de volume macroscopiques; dans la mesure ou la difficulte essentielle des 
approches micromecaniques reside dans les relations de changement d'echelles, il est 
important de pouvoir verifier par le calcul que les relations qui ont ete utilisees sont 
coherentes, c'est-a-dire que la relation de comportement obtenue au niveau global 
pour l'agregat est en bon accord avec le resultat du calcul de !'assemblage qui le 
constitue ; 

- des calculs de structure (partie 5), qui permettent d'utiliser directement le 
modele obtenu pour evaluer les champs de contrainte et de deformation globaux (a 
l'echelle de l'element de volume mecanique) et locaux (a l'echelle de la 
microstructure) dans une eprouvette de laboratoire ou une piece industrielle. 

2. Les approches micromecaniques 

On rappelle, dans un premier temps, la demarche generale suivie, pour les 
polycristaux metalliques, pour construire une relation de comportement 
macroscopique a partir d'une description simplifiee de la microstructure. On presente 
ensuite, de fa~on plus detaillee, le modele micromecanique qui est developpe 
actuellement au Centre des Materiaux pour le comportement sous sollicitations 
cycliques. 

2.1. Les modeles polycristallins classiques 

Une des difficultes principales des approches micromecaniques, prenant en 
compte le caractere micro-heterogene de !'element de volume representatif du 
mecanicien des structures, reside dans le choix des echelles et des mecanismes 
elementaires a introduire. Pour les materiaux metalliques, malgre les progres de la 
physique des solides au niveau des mecanismes operant a l'echelle atomique 
(dislocations), il est actuellement necessaire d'adopter une description simplifiee de la 
microstructure et Ia qualite des modeles sera conditionn~e par cette schematisation. 
L'objectif final etant de construire Ia relation de comportement mecanique au niveau 
de !'element de volume, une schematisation simplifiee doit prendre en compte au 
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minimum les niveaux d'heterogeneite immediatement inferieurs. La majorite des 
modeles se limitent actuellement a ]'introduction d'un seul niveau d'heterogeneite, 
qui est le grain. 

2.1.1. Ecrouissage intragranulaire 

Apres des travaux sur les monocristaux [KOI 60], [MAN 65], ces modeles se 
sont essentiellement developpes en France sous l'impulsion de Mandel [ZAR 68], 
[BUI 69], [ZAO 70]. Les principales applications ont ete ensuite realisees en 
grandes transformations sous sollicitations generalement monotones, avec pour 
objectif Ia determination des limites d'ecoulement et Ia prevision de l'evolution des 
textures cristallographiques [BER 78], [ARM 87], [MOL 87], [HAR 91]. II y a eu 
egalement quelques tentatives dans le domaine des sollicitations cycliques 
[COM 74], [ENG 78]. II faut noter que Ia majorite de ces approches classiques 
utilisent ]'hypothese simplificatrice d'uniformite des champs mecaniques dans chaque 
phase, Ia definition des "phases" granulaires ne prenant en compte comme parametre 
caracteristique d'un point de vue geometrique que ]'orientation cristalline. En 
particulier, Ia notion de taille de grains n'intervient pas et par ailleurs, sauf pour 
quelques modeles, un "grain" n'a pas de position geometrique precise par rapport aux 
autres "grains" de l'element de volume representatif. En fait, cette notion de phase 
doit etre consideree comme un concept mecanique qui sera utile pour bien poser le 
probleme du changement d'echelles. 

Pour un "grain", Ia schematisation du comportement mecanique se limite en 
general a reconnaltre comme mecanisme de deformation principal le glissement 
cristallographique. Le comportement est defini a l'aide de Ia loi de Schmid 
generalisee qui suppose qu'un systeme de glissement est actif lorsque sa cission 
resolue atteint une valeur critique. Une possibilite d'ecrouissage est introduite au 
niveau des mecanismes en supposant que Ia valeur de Ia cission critique sur chaque 
systeme de glissement peut dependre des variables d'ecrouissage des autres systemes 
de glissement du grain (ecrouissage latent [MAN 65], [KOC 66], [FRA 85]). La 
connaissance pour un grain de toutes les vitesses de glissement Y. sur ses systemes 

s 
permet de reconstruire classiquement sa vitesse de deformation plastique !_P par 
l'expression : -

~P = S?e~ (.!!!s y5) avec .!!!s = (112) [~®1 + ,k®~) [1] 

oil .!!!, caracterise ]'orientation du systeme de glissement, definie par Ia normale 
unitaire 11s de son plan et sa direction de glissement 1

8
• Le calcul de Ia cission resolue 

sur le systeme de glissement s'exprime par l'intermediaire du tenseur d'orientation en 
fonction de Ia contrainte locale dans le grain~ et vaut 't

5 
= g : .!!!s· Pour definir 

completement le comportement mecanique au niveau le plus elementaire, il reste a 
preciser les regles d'evolution des variables intragranulaires et plus particulierement 
celle de Ys· II existe, a ce niveau, de nombreuses possibilites. Les plus simples 
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utilisent uniquement comme variables d'ecrouissage les glissements sur les systemes 
[TAY 38], les plus complexes introduisent directement des variables associees aux 
densites de dislocations [ZAR 73], [HES 93], [TRA 93]. Dans tous les cas, cela 
conduit a representer un ecrouissage de type isotrope sur chaque systeme de 
glissement, cet ecrouissage etant de type additif (eq. [2a]) en plasticite independante 
du temps, et de type multiplicatif, sans seuil (eq. [2b]) pour le cas de Ia 
viscoplasticite. 

- cas plastique, seuil sur le systeme s : f
5 

= 't
5 

- 't0 

- cas viscoplastique : 'ys = ( 't s /'t0 )n 

[2a] 

[2b] 

Ce type de modelisation de l'ecrouissage intragranulaire suppose en fait qu'il n'y a 
pas d'Mterogeneite a l'interieur du grain, puisque Ys represente Ia valeur moyenne du 
glissement dans Ia phase. Or Ia litterature rappelle qu'a chaque fois que le materiau 
est Mterogene (precipites [BRO 78], cellules [MUG 87]), il faut utiliser comme 
variable critique des mecanismes de deformation une contrainte effective, difference 
entre Ia contrainte appliquee et une contrainte interne. Cette demiere definit un 
nouvel etat neutre du materiau, et permet de representer correctement l'effet 
Bauschinger. 

Sous chargement cyclique, il faut imperativement disposer d'un tel modele. II est 
possible de faire explicitement figurer l'aspect heterogene observe a l'interieur d'un 
grain, comme par exemple [BER 93]. Mais l'efficacite numerique commande plut6t 
de suivre une approche plus phenomenologique. C'est ce qui a deja ete propose par 
Weng [WEN 80] ou par Kratochvil et Tokuda [KRA 84], dans des formulations qui 
reconnaissent indirectement Ia necessite d'introduire deux contributions a 
l'ecrouissage local, isotrope et cinematique. C'est cette demiere voie qui a deja ete 
utilisee [CAl 87] pour introduire, au niveau local, une variable d'ecrouissage 
cinematique dont Ia loi d'evolution est analogue a Ia regie d'Armstrong-Frederick 
[ARM 66]. Ce choix constitue une solution pragmatique pour decrire avec peu de 
variables l'heterogeneite intragranulaire, il sera detaille dans le paragraphe 2.2. 

2.1.2. Relations de changement d'echelle 

Pour definir completement le modele polycristallin, il convient maintenant de 
definir les equations permettant de relier les variables de chaque grain de l'agregat 
polycristallin (Q, .§., .§.P) aux variables globales ~. §, _gP). On dispose aujourd'hui, 
avec les approches auto-coherentes, de boones descrij)tions pour schematiser les 
interactions entre les grains [ZAO 91]. Les approches a un site consistent a evaluer 
l'etat de contrainte dans une phase, dont le comportement mecanique est connu, en Ia 
considerant comme une inclusion de forme ellipso'idale dans un materiau homogene 
equivalent. Elles permettent egalement de preciser les hypotheses, parfois implicites, 
qui existent dans d'autres regles de changement d'echelles. En se limitant au cas d'un 
comportement globalement isotrope, qui permet de considerer Ia deformation 
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inelastique globale comme Ia moyenne des defonnations inelastiques locales, il est 
possible d'exprimer a priori ce type de relations a I' aide de !'expression suivante : 

[3) 

On retrouve suivant Ia valeur de a, le modele a contrainte unifonne (a=O) 
[BAT 49], le modele de Lin-Taylor (a=2) [LIN 57], ou bien I' approche auto
coherente a accommodation elastique (a.,.l) [KRO 61]. D'un point de vue pratique, 
cette expression est souvent utilisee avec une valeur de a constante de l'ordre de 0.01 
a 0.2 [BER 87], [CAl 88], car une accommodation purement elastique conduit a 
surestimer les contraintes intergranulaires [ZAO 72]. Dans le cas de Ia plasticite 
independante du temps, !'introduction d'une possibilite d'accommodation 
elastoplastique de la matrice a ete propose par [HIL 65], mais elle conduit a une 
relation integrale implicite dont l'emploi est delicat. II est cependant possible de 
simplifier cette relation [BER 79], en substituant dans !'equation [3] le module 
elastique par Ie module elastoplastique secant (avec a=l). Cette modification est 
importante surtout si le domaine d'application vise est celui des petites defonnations, 
ce qui est Ie cas pour les sollicitations cycliques. Par contre, !'utilisation d'un 
module elastoplastique secant se limite aux sollicitations monotones et radiales. 
Pour Ie cas oil Ie modele intragranulaire est de type viscoplastique, seul le cas de Ia 
viscoplasticite sans elasticite a ete traite de fa~on a Ia fois rigoureuse et 
"operationnelle" pour qu'il soit possible d'envisager une utilisation intensive 
[MOL 87]. Les methodes de passage micro-macro dans le cas d'un materiau elasto
viscoplastique sont encore en plein developpement [KOU 91], [ROU 94]. 

2.2. Le modele polycristallin retenu 

La modelisation micromecanique retenue pour cette etude est une evolution de 
!'approche developpee initialement [CAl 87], [PIL 90a], [CAl 92]. II n'y a pas de 
changement sur le cadre de Ia formulation au niveau local, qui est de type 
viscoplastique, afin de rendre plus efficace le traitement numerique des equations du 
modele. Ce choix classique pennet d'evaluer Ia vitesse de glissement instantanee sur 
un systeme de glissement en fonction uniquement de Ia valeur actuelle de Ia cission 
resolue et des variables d'ecrouissage. n pennet cependant, par un choix approprie des 
coefficients k et n caracterisant Ia viscosite (eq. [4e]) de rendre le comportement 
global quasi-independant du temps. Sa principale originalite est !'utilisation au 
niveau local de variables d'ecrouissage bien adaptees pour Ia description du 
comportement cyclique. L'ensemble des equations du modele est decrit dans le 
tableau I. La relation de localisation (eq. [4a]) est posee a priori sous une fonne 
explicite en introduisant une variable supplementaire ~g par phase pour pennettre 
une accommodation inelastique des contraintes internes [PIL 90b]. La fonne de Ia 
Ioi d'evolution de cette variable (eq. [4h]) pennet de retrouver, au debut de 
l'ecoulement plastique, le modele de Kroner et le tenne de rappel de cette !'equation 
pennet d'accommoder les incompatibilites intergranulaires de fa~on non-lineaire. Elle 
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conduit, pour les sollicitations monotones, a une regie de localisation analogue a 
!'expression simplifiee proposee par [BER 79]. 

Pour decrire le comportement local de chaque grain, on utilise une approche de 
nature plus inductive afin de ne pas decrire de fa~on complete les heterogeneites 
intragranulaires. Pour chaque mecanisme de glissement, deux variables d'ecrouissage 
sont introduites. Le phenomene d'ecrouissage latent, essentiel pour decrire le sur
ecrouissage induit par les sollicitations non proportionnelles, est schematise par 
l'iiltermediaire de la variable isotrope r5 en introduisant, pour une de ces 
composantes, une matrice d'interaction hrs entre les systemes (eq. [4c]). La variable 
d'ecrouissage cinematique X5 permet de tenir compte des beterogeneites locales 
presentes dans chaque grain et, pour cette variable, une possibilire de restauration par 
le temps peut ~tre egalement introduite (eq. [4f]). 

Relation de localisation : 

Q = ~ + J.l. @. - ~g] ; !! = Som (fg ~g) 
- - - - - geG -

Relation de comportement pour chaque phase : 

• n 
V5 = [Max{O; (Fsfk)}] ; Ys = V5 Signe(t8-X5) 

qs = Ys [1- b1 qsJ ; Ps = Ys [1- b2 PsJ 

_fP = Som (!!!s y 5} 
- seS-

~g=~P-D{j~g-B~P} u~Pu avec u~PII=~(2/3)~P :f 
Homogeneisation : 

_§P = Som (fg~P) 
- geG -

Tableau 1. Equations du modele polycristallin 

[4a] 

[4b] 

[4c] 

[4d] 

[4e] 

[4f] 

[4g] 

[4h] 

[4i] 
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D'un point de vue pratique, !'augmentation significative de Ia puissance des 
moyens de calcul permet de rendre utilisable ce type de modele pour simuler des 
experiences oii les champs mecaniques sont homogenes (essais de traction
compression, essais de traction-torsion-pression interne sur tube mince), ce qui 
permet !'identification des coefficients du modele. Une des difficultes principales de 
!'identification est liee au couplage important qui existe entre les contraintes internes 
de nature intergranulaire et Ia variable d'ecrouissage x8 introduite dans Ia loi 
d'evolution du glissement intragranulaire. En effet, ces deux variables conduisent a 
un ecrouissage de nature cinematique a l'echelle globale et il est tres difficile, a partir 
d'informations purement macroscopiques, de decoupler ces deux sources. En fait, 
cette difficulte est directement liee a !'identification des coefficients D et o de 
!'equation [4h]; ces parametres ne devraient pas, en toute rigueur, etre recales 
puisqu'ils sont directement dependants du comportement local retenu pour chaque 
grain. Ce point sera examine en partie 4. 

3. Utilisation du modele polycristallin 

3.1. Identification 

La premiere etape de !'identification d'un modele polycristallin consiste a definir 
en termes d'orientations cristallographiques Ia microstructure sur laquelle s'effectuera 
Ia simulation numerique. C'est bien entendu a ce niveau que se differencient des 
materiaux de structure CFC ou HC, par exemple. Le cas de ces derniers est en cours 
d'etude ([PIL 91] sur le zirconium et [PEA 94] sur un alliage de titane). Les cas 
etudies ici concernent tous des materiaux CFC. Pour des raisons de place, les 
distributions d'orientations ne seront pas reportees. 11 suffit d'un faible nombre de 
grains pour decrire le comportement d'un materiau initialement isotrope. Ainsi, 
[PIL 90b] utilise 40 orientations couvrant !'ensemble du triangle standard, [LEG 94] 
travaille avec 100 orientations tirees au hasard. D'autres calculs ont ete effectues avec 
1000 et 2000 orientations [CAl 87]. Dans le cas d'une microstructure anisotrope, il 
faut introduire directement dans le calcul les resultats des mesures de texture, en 
conservant, le cas echeant un nombre reduit d'orientations par rapport au nombre de 
"cases" analysees par la methode vectorielle [V AD 81]. 

11 est bien sur possible d'effectuer des comparaisons entre le modele et des 
observations microstructurales, en comptant par exemple les traces de plans de 
glissement [PIL 90b]. Neanmoins ]'identification du modele s'effectue 
essentiellement sur la reponse mecanique contrainte-deformation. 11 est bien entendu 
preferable de disposer de la base experimentale la plus large possible. Les specificites 
du modele sont telles qu'il est souhaitable d'avoir des informations (i) sur Ia 
viscosite, si elle est presente, au travers d'essais a differentes vitesses (dans le cas 
contraire, il est possible d'annuler l'effet de vitesse comme indique au paragraphe 
2.2), (ii) sur le comportement cyclique, au travers d'essais d'ecrouissage cyclique, 
(iii) si possible sur le comportement multiaxial, afin de caracteriser la matrice 
d'interaction. 
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Le modele est implante dans le programme d'identification SiDoLo [PIL 88]. 
L'integration est effectuee avec une methode de Runge-Kutta munie d'un pas 
automatique, qui est exposee dans le paragraphe suivant. Le code effectue 
!'integration pour un element de volume mecanique, Soumis a un chargement 3D 
quelconque, en contrainte ou deformation imposees sur chaque composante. 
L'identification des coefficients du materiau est le resultat d'un processus 
d'optimisation portant sur une fonctionnelle definie par la somme du carre des ecarts 
entre !'experience et la simulation portant sur la variable non commandee. 11 est 
maintenant classique avec cette procedure de travailler sur une vingtaine d'essais 
simultanement, afin d'identifier la dizaine de coefficients que peut compter le modele. 

3.2. Utilisation dans un code de calcul par elements finis 

Le modele a ete implante dans le code de calcul ZeBuLoN develop¢ au Centre 
des Materiaux [BUR 91]. Ce travail est grandement facilite par le fait que le code de 
calcul par elements finis a ete specialement adapte pour recevoir directement les 
sous-programmes developpes dans le cadre de SiDoLo. Ainsi est-il possible de 
travailler avec exactement la meme integration, et les memes variables d'etat. En 
elements finis, les inconnues du problemes sont les deplacements nodaux, dans le 
cas du modele polycristallin comme pour un modele plastique ou viscoplastique 
classique, si bien que la resolution globale est inchangee. L'expression de la relation 
de comportement n'est done sensible qu'a l'interieur de chaque element. Ace niveau, 
il faut, a partir de !'increment de deformation totale, trouver le nouvel etat de 
contraintes et !'increment de variables internes. Les variables a considerer sont done : 
(i) Ia deformation elastique ou Ia deformation plastique macroscopique, (ii) les 
tenseurs d'ecrouissage intergranulaire J!g (autant qu'il y a de grains), (iii) les variables 
d'ecrouissage intragranulaires isotropes q8 et p8, et les variables d'ecrouissage 
intragranulaires cinematiques a.8 (autant qu'il y a de systemes de glissement). Le 
seul probleme a resoudre est done le stockage des valeurs courantes et des valeurs en 
debut d'increment de ces variables, qui s'effectue en memoire si la machine le permet, 
ou bien sur fichier temporaire. Afin de fixer les idees, pour une microstructure de 
type CFC avec 12 systemes de glissement par grain, representee par N grains, le 
nombre de variables sur chaque point d'integration est done de 42N+6 si toutes les 
variables sont introduites, et de 30N+6 si, en exprimant explicitement les variables 
q8 et Ps en fonction de v8 , il ne figure plus qu'une seule variable isotrope par 
systeme. Dans ce dernier cas, !'introduction de 40 grains conduit a 1206 variables 
internes, ce chiffre pouvant monter a 10000 pour le cas ou l'on souhaite representer 
une texture cristallographique avec un nombre d'orientations raisonnable. 

Dans le cadre de la formulation en deplacements utilisee dans le code de calcul par 
elements finis, l'ecriture des equations d'equilibre, qui est effectuee a Ia fin de chaque 
increment, necessite de calculer en chaque point de Gauss Ia contrainte a cet instant 
et de suivre I' evolution des variables internes Y = (y1, y2! ... , Yp). 11 faut done 
resoudre un systeme d'equations differentielles de la forme Y = F(Y, t) avec les 
conditions initiales Y(to) = Y0 et l'une des techniques les plus simples a mettre en 
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reuvre est !'utilisation de methodes explicites. Pour qu'elles restent efficaces 
numeriquement, il est indispensable de leur associer un controle de pas automatique, 
afin de conserver un bon compromis cofit-precision. Les methodes de Runge-Kutta 
explicites et emboitees [CRO 89] sont sans doute les schemas d'integration les plus 
simples respectant ces criteres. Leur principe est d'associer deux schemas 
d'integration d'ordre different pour estimer une erreur de discretisation au cours de 
!'integration et d'utiliser cette estimation pour controler le pas de temps en fonction 
d'une precision requise. En fonction de l'ordre d'integration choisi, plusieurs 
algorithmes sont disponibles et le schema retenu dans le code zeBuLoN est une 
methode d'ordre deux. Soit .6.t !'increment de temps impose au niveau de la 
resolution globale, on note Y1 les valeurs des variables internes connues a !'instant t 
du debut de !'increment. Le calcul de ces variables a !'instant t+h s'effectue selon le 
schema suivant: 

yt+h = y(2) si le critere de precision est satisfait avec [5a] 

Y<2> = Y1 + (h/2) [F(Y1, t) + F(YOl, t+h)] avec yO>= Y1 + h F(Y1, t) [5b] 

La difference entre y(2) et yO> fournit une estimation de l'erreur de discretisation et 
permet de controler la taille du pas de temps h qui est initialise a Llt pour la premiere 
tentative. On dispose ainsi naturellement de la possibilite d'introduire des sous-pas 
locaux independants de !'increment global pour integrer, avec une meilleure 
precision, !'evolution des variables internes aux points de Gauss oil la non linearite 
du comportement est la plus significative. Cette methode pour implanter des 
relations de comportement dans un code de calcul par elements finis est tres generale 
et sa souplesse d'utilisation est essentielle pour permettre un developpement rapide 
de nouveaux modeles de comportement. Elle a deja ete mise en reuvre pour de 
nombreuses applications (comportement thermo-metallurgique, materiaux biphases, 
mortocristaux, ... ). 

La methode de Runge-Kutta se justifie pleinement en raison du grand nombre de 
variables : il semble en effet difficile d'envisager la resolution du systeme a plusieurs 
milliers d'equations qui resulterait de !'utilisation de la methode de Newton a l'etape 
locale. La contrepartie de cette simplicite est que la methode ne fournit pas de 
matrice tangente pour l'etape globale du calcul. Cette difficulte est contournee par 
!'utilisation d'une methode B.F.G.S. initialisee a partir de la matrice d'elasticite. 
Cette technique, qui de toutes fa~ons devient preferable pour les gros calculs 3D, 
permet d'obtenir Ia solution de l'equilibre global en quelques iterations de plus 
seulement que les methodes de Newton ou quasi-Newton. 

Dans les calculs qui ont ete realises pour cette etude, Ia resolution globale est 
pratiquement negligeable par rapport a l'etape locale, y compris pour le calcul sur le 
maillage tridimensionnel (quelques pourcents du temps CPU total). Cette situation, 
pour le moins inhabituelle dans le cas de calcul de structure avec des relations de 
comportement eJementaires, souligne bien !'interet de soigner le traitement 
numerique du systeme differentiel. 
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4. Analyse des regles de localisation par elements finis 

4.1. Les hypotheses de calcul 

Le fait d'avoir implante un modele polycristallin dans un code de calcul de 
structure donne maintenant l'occasion de verifier son degre d'approximation, en 
appreciant Ia coherence obtenue lorsqu'une phase correspondant a une orientation 
cristallographique particuliere est placee en position d'inclusion dans le milieu 
polycristallin. En suivant Ia demarche de l'approche auto-coherente a un site, il est 
alors possible d'analyser Ia reponse mecanique de cette inclusion, et de verifier si elle 
est en bon accord avec celle qui est prevue par Ia regie de localisation du modele de 
polycristal [PIL 94b]. 

Dans un premier temps, ces analyses ont ete realisees avec des hypotheses 
permettant de conduire des calculs axisymetriques (elasticite isotrope, texture 
"isotrope" avec 40 orientations [PIL 90b], inclusion spherique avec des orientations 
cristallographiques adaptees). II est done possible de comparer !'evolution des champs 
mecaniques dans !'inclusion avec celle obtenue avec le modele polycristallin et ainsi 
de pouvoir juger du degre de coherence de la regie de localisation retenue. 

Le travail effectue a consiste a valider Ia regie de localisation proposee et a la 
comparer avec la regie de Berveiller et Zaoui [BER 79], qui fait reference en 
plasticite sous chargement proportionnel. On a pour cela choisi un comportement 
local viscoplastique, mais pratiquement insensible a Ia vitesse de deformation. Les 
coefficients sont donnes dans le tableau 2 (avec E=200 GPa, 1!=80 GPa et une 
matrice d'interaction diagonale hrs=Ors). La sensibilite a Ia vitesse de deformation peut 
etre estimee en calculant Ia variation de Ia partie visqueuse k (y)110 par rapport a Ia 
limite initiale d'ecoulement r~. Pour une variation de deux ordres de grandeur de Ia 
vitesse de glissement (de 10· s -I a 10"2 s· \ ce terme passe de 25 a 32 MPa, ce qui, 
ramene a Ia limite d'ecoulement a 10"3 s·1

, ne represente qu'une variation de ±3%. 
Deux calculs de type inclusion ont ete realises, le premier avec une inclusion dont Ia 
direction (001) est parallele a l'axe de symetrie, le second avec une inclusion dont la 
direction (Ill) est parallele a l'axe de symetrie. Pour une sollicitation de traction 
suivant l'axe z, ces deux orientations permettent de considerer pratiquement les deux 
cas extremes au niveau de l'heterogeneite intergranulaire, puisque Ia premiere 
configuration conduit a une phase molle alors que Ia seconde conduit a une phase 
dure. Plusieurs maillages ont ete utilises pour optimiser le rapport coOt-precision et 
Ia majorite des calculs ont ete realises avec le maillage de Ia figure la. II comporte 
80 elements isoparametriques a interpolation quadratique (12 triangles et 68 
quadrilateres) avec integration reduite. Les conditions aux limites appliquees sur Ia 
frontiere correspondent a une sollicitation homogene de traction uniaxiale suivant 
l'axe z avec une vitesse de deformation de lQ-3 s·1. 

Pour chaque calcul, on retrouve numeriquement la quasi-uniformite des champs 
mecaniques dans l'inclusion. Cette geometrie d'inclusion permet de deduire, sans 
operation de moyenne, I' evolution des champs mecaniques dans la phase, si bien que 
les resultats peuvent etre directement compares avec ceux du modele polycristallin. 
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Ces demiers sont obtenus a l'aide du code SiDoLo, en simulant le comportement de 
!'element de volume sous la meme sollicitation exterieure, et en observant la reponse 
de !'orientation consideree. Notons que !'approche par element fini permettra a 
l'avenir de generaliser ce type de calcul a des motifs de forme plus complexe. 

ro 
100 

b2 c d 
I 3000 0 

M 
00 

m 
I 

k 
40 

n 
20 

Tableau 2. Coefficients du modele utilises pour les simulations (unites: MPa, s) 

4.2. Les resultats obtenus 

Les premiers resultats ont ete obtenus sous sollicitation monotone avec, pour le 
comportement du milieu homogene equivalent, un modele utilisant Ia regie de 
localisation de Berveiller et Zaoui (eq. [6]). Les figures 1 bet 1c comparent, pour les 
deux phases, le calcul par elements finis et la simulation avec le modele 
polycristallin. Sur Ia figure 1 b sont repartees les evolutions de Ia deformation 
plastique dans chaque phase et celle de la deformation plastique moyenne en fonction 
de la deformation totale imposee. La figure 1c illustre le comportement individuel de 
chaque phase et le comportement moyen de l'agregat polycristallin. On peut noter le 
tres bon accord entre ces deux calculs, ce qui justifie le bien-fonde, en sollicitation 
monotone, de cette regie de localisation approchee. On peut cependant noter sur Ia 
figure la l'Mterogeneite de la deformation plastique equivalente au voisinage de 
!'inclusion. En consequence, Ia valeur du pararnetre a de !'equation [6] utilisee dans 
l'analyse par elements finis n'est pas uniforme dans le milieu homogene equivalent 
contrairement a !'hypothese classiquement adoptee dans la demarche auto-coherente 
proposee par Hill [HIL 65]. On per~oit ici tout l'interet d'utiliser les possibilites 
offertes par la simulation numerique afin de mieux apprehender Ia distribution 
spatiale des deformations plastiques locales qui accommodent les incompatibilites 
intergranulaires. 

[6] 

Pour la regie de localisation proposee (eq. [4a] et [4h]), on obtient, pour Ia 
sollicitation monotone, des resultats equivalents a ceux obtenus par la regie de 
!'equation [6] en affectant aux coefficients de l'equation d'evolution des variables ~g 

les valeurs D=254 et 0=0,159. Mais il est dans ce cas possible d'effectuer le meme 
type d'analyse sous une sollicitation uniaxiale de traction-compression cyclique. La 
figure ld, qui illustre cette comparaison sur le comportement individuel de chaque 
phase, permet d'apprecier, au moins pour les deux orientations retenues dans les 
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Figure 1. Evaluation par elements finis des regles de localisation : regie de 
Berveiller et Zaoui (eq. [6]) en a, b, c; regie proposee dans ce travail (eq. [4a]) 
end 

{a] Maillage utilise et distribution de II ~P II a Eu.=3% (111//z) 
{b 1 Comparaison des deformations plastiques pour chaque phase 
{c] Comparaison du comportement local pour chaque phase 
[d] Comparaison du comportement local pour chaque phase en cyclique 
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calculs, Ia bonne approximation de Ia regie de localisation proposee. Pour confirmer 
ces premiers resultats encourageants, il sera necessaire de poursuivre Ia confrontation 
avec des inclusions d'orientation cristallographique differente mais qui necessiteront 
des analyses par elements finis tridimensionnelles. 

5. Calculs de structures 

5.1. Disque soumis a une force centrifuge 

5.1.1. Methodologie 

La structure etudiee est un disque d'essai con~tu par Snecma qui sert de reference 
pour l'etalonnage de relations de comportement cycliques depuis une dizaine d'annee 
[CHA 85]. n est constitue d'Inco718, Ia temperature de l'essai est de 650°C. Les 
details du calcul sont dans [LEG 94]. Le disque est mis en rotation, la sollicitation 
est purement mecanique et provient de la force centrifuge. L'un des problemes poses 
par une telle structure consiste a atteindre l'etat mecanique stabilise : plusieurs 
approches ont ete mises en reuvre, par sauts de cycle [LES 89], ou a l'aide d'une 
methode "a grands increments de temps" [ART 94]. Mais il n'en reste pas moins que 
l'etat asymptotique obtenu va dependre etroitement du modele de comportement 
utilise. II se trouve que ce cas de charge est interessant, car, le chargement global 
etant ondule, il se produit sur certains points de Ia structure des redistributions de 
contraintes qui sont tres dependantes de Ia maniere dont le modele efface les 
contraintes moyennes dans un essai sous chargement non symetrique en deformation 
imposee. 11 est raisonnable de faire confiance au modele cristallographique dans ce 
cas, car il s'est montre capable de representee correctement les phenomenes de rochet, 
et que, contrairement aux modeles macroscopiques classiques, il peut presenter en 
fonction des niveaux atteints, de l'accommodation~tique, un rochet permanent, ou 
meme une boucle contrainte-deformation ouverte sans qu'il y ait de rochet 
[PIL 90b]. 

L'etude a done consiste (i) a identifier le modele polycristallin sur des donnees 
experimentales sous chargement cyclique a deformation imposee, en contrainte 
imposee, et en fluage, (ii) a identifier un modele macroscopique sur les resultats du 
modele polycristallin, de maniere a avoir des modeles equivalents en traction
compression, (iii) a comparer les reponses sur Ia structure. 

Le modele de comportement macroscopique choisi est un modele classique 
(tableau 3), repondant au critere de von Mises (eq. [7a]), muni de deux variables 
cinematiques non lineaires (eq. [7c]), qui se combinent en une contrainte interne.! 
en eq. [7d], et d'une variable isotrope qui represente (avec Q<O) l'adoucissement 
cyclique (R dans l'eq. [7d]). Comme souvent en viscoplasticite, l'intensite de 
l'ecoulement est donnee par une fonction puissance ( eq. [7b ]). 



Figure 2. Simulation sur l'lnco718, modele polycristallin (-0.35%<e<0.65%) 
[a] Reponse globale au premier cycle 
[b] Reponse globale au cycle stabilise 
[c] Reponse locale de chaque grain, illustration de l'hiterogeneite 
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Les coefficients des deux modeles sont foumis dans le tableau 4. II faut noter que 
Ie rapport entre Ies limites d'elasticite initiales du modele macroscopique et du 
modele polycristallin se situe entre 2 et 3, ce qui est a rapprocher des rapports 
contrainte macroscopique/cission du modele statique et du modele de Taylor. La 
meme remarque reste valide pour tous les coefficients homogenes a une contrainte. 
Par contre Ies exposants et les termes controlant les transitoires sont les memes sur 
Ies deux modeles. Dans Ie cas du modele cristallographique, le fait qu'il y ait deux 
couples de coefficients (Q, b) permet de marier un durcissement qui se sature tres 
rapidement (Q2>0 et b2 eleve), avec un adoucissement qui s'installe progressivement 
(Q 1<0 et b1 petit). Tous Ies termes de Ia matrice d'interaction de !'equation [4c] ont 
ete choisis egaux a 1. 

La figure 2 illustre la bonne concordance entre theorie et experience. On y 
constate que Ie modele represente correctement l'ouverture du cycle liee a 
l'adoucissement cyclique entre Ie premier cycle (fig. 2a) et Ie cycle stabilise (fig. 2b). 
Le modele parvient egalement a prevoir correctement cette ouverture dans le cas des 
essais a force imposee, cette fois-ci dans des conditions plus difficiles, puisque le 
premier cycle est pratiquement elastique. La figure 2c rappelle quant a elle que les 
modeles cristallographiques fournissent egalement une information sur 
l'heterogeneite de deformation selon chaque orientation, qui peut etre mise a profit 
pour !'etude de l'endommagement du materiau [LEG 94]. 

5.1.2. Resultats 

La figure 3a montre le maillage qui a ete utilise pour le disque. 11 comporte 167 
elements triangulaires a interpolation quadratique et 6 points de Gauss. La structure 
est symetrique par rapport au plan z=O, et Ia surface exterieure est libre. Cinquante 
cycles ont ete calcules avec le modele polycristallin, et une centaine avec le modele 
macroscopique. Les deux zones sensibles de la piece sont l'alesage et le col, dans 
lesquelles, avec les deux modeles, on observe des plastifications importantes et des 
redistributions de contrainte. 

• • • n :~ :~ d 
¥=_P = p~ avec p=[Max{O;(F/K)}] et n=(oFidg) (7b) 

a1 = iP- D1 etd> ; ~ = iP -D2~P ; q = p [l- bq] (7c) 

R=bQq (7d) 

Tableau 3. Resume des equations du modele macroscopique 
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polyc. k n ro c d D Q, bl Qz bz 
270 16 133 31000 175 421 -80 12 10 1200 

macro. K n Ro cl DI Cz Dz Q b 
636 16 317 88300 213 28800 552 -242 12 

Tableau 4. Coefficients des modeles macroscopique et polycristallin pour 
l'Inco718 (unites: MPa, s)- Coefficients d'elasticite: E=l64,4 GPa, v=0,3) 
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Figure 3. Calculs par elements finis sur un disque polycristallin 
[a] Maillage utilise 

14000 

[b) Contrainte-deformation plastique (composante orthoradiale) a l'alesage 
[ c] Illustration du rochet au niveau du col 

La figure 3b montre les reponses des deux modeles sur un point de Gauss situe 
au niveau de l'alesage. Dans les deux cas, Ia deformation plastique maximale atteinte 
est de l'ordre de 0,8%. Le modele macroscopique possede neanmoins un cycle 
stabilise plus large, et qui est symetrique en contrainte, ce qui correspond a une 
reponse classique pour ce type d'approche. Le modele polycristallin, de son cote, n'a 
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pas completement relaxe sa contrainte moyenne. Cela est dfi en partie au fait que sa 
stabilisation n'est pas completement achevee. Mais par ailleurs, il ne faut pas 
oublier que la stabilisation de ce type de modele ne se juge pas sur la boucle 
macroscopique, mais au niveau des systemes de glissement [LEG 92], qui, en raison 
du caractere tridimensionnel du champ de contrainte dans les grains, sont les seuls a 
se stabiliser en cissions symetriques. Une autre illustration de la difference entre les 
deux modeles est donnee en figure 3c. On y constate que le modele polycristallin 
prevoit plus de rochet que le modele phenomenologique au niveau du col. 

5.2. Eprouvette entaillee prelevee dans une tole texturee 

5.2.1. Identification de Ia loi de comportement 

Le materiau etudie est un alliage d'aluminium 7475 T7351, fourni sous forme de 
tole epaisse [ACH 94a]. Le laminage donne a cette tole une texture prononcee, qui 
comporte une composante de type laiton { 110}<112> et une tres faible composante 
de type cube {001 }<100>. L'encart de Ia fig. 4 montre Ia figure de pOles (111) 
reconstruite a l'aide de Ia fonction de distribution des orientations cristallines utilisee 
dans le modele polycristallin. 11 y a 423 orientations, la taille de chaque point est 
proportionnelle a Ia fraction volumique de !'orientation correspondante. L'anisotropie 
de deformation plastique est mesuree sur des eprouvettes lisses a l'aide de 6 essais de 
traction simple a vitesse de deformation imposee de 0,005 s-1 (sens long L, travers 
T, travers courtS, eta 45° de chacon de ces axes dans les plans LT, TS et SL). 
L'evolution des coefficients de Lankford en fonction de la deformation plastique 
axiale est mesuree par deux capteurs diametraux positionnes a 90° l'un de !'autre. 
Leurs valeurs se stabilisent entre 0,5 et 1,5 pour les cas L, T, S, LT. Par contre 
pour les directions TS et SL, Ia deformation diametrale s'effectue pratiquement selon 
une seule direction, si bien que les valeurs stabilisees des coefficients peuvent 
atteindre 6 a 8. Deux approches ont ete choisies pour representer le comportement de 
ce materiau, le modele polycristallin, et, a titre de comparaison, un modele 
macroscopique utilisant le critere de Hill. Ce dernier modele reprend les equations du 
tableau 4, si ce n'est qu'il faut remplacer h par JH, dont !'expression fait intervenir 
un operateur du quatrieme ordre constant lHf, diagonal dans le repere de la tole : 

[7] 

Les coefficients decrivant Ia viscosite ont ete determines de maniere a reproduire la 
faible influence de la vitesse de deformation sur Ia contrainte. L'identification 
s'effectue sur les six essais simultanement a l'aide du code SiDoLo [PIL 88]. Dans 
le cas du modele macroscopique, Ia deuxieme variable cinematique est choisie 
lineaire, si bien qu'il y reste 11 coefficients a identifier, en comptant les 
composantes de l'operateur JH. Ce nombre est reduit a 5 dans le cas du modele 
polycristallin, l'effet d'anisotropie cristallographique etant naturellement prise en 



Utilisation de modeles polycristallins 533 

compte au travers de Ia distribution des orientations. Les coefficients obtenus sont 
reportes dans le tableau 5. Les simulations menees avec ces coefficients, qui ne sont 
pas reportees ici, sont en bon accord avec les donnees experimentales pour les deux 
types de modeles, dans la mesure oil il y a un nombre relativement eleve de 
coefficients pour decrire les 6 essais. II n'en est pas de meme pour ce qui concerne les 
deformations diametrales, car ces donnees n'ont pas ete prises en compte dans Ia 
procedure d'identification. La comparaison des reponses experimentales et des 
reponses simulees avec chaque modele (fig.4) montre que Ie modele polycristallin 
represente correctement Ia forte ovalisation de la section de l'eprouvette, ce qui n'est 
pas le cas du critere de Hill. 

deformations transverses(%) 
0 

-0.5 

-1 

1.5 

o Experience 

Polycristal 

Hill 

deformation(%) 

Figure 4. Prevision des deformations transverses dans l'essai de traction suivant 
Ia direction SL. L'encart illustre la figure de poles utilisee dans le modele 
polycristallin 

polyc. ro c d D Q, b, Qz 
141 135 0 29 13 89 0 

Hill Ro CJ DJ C2 Q b HL HT Hs HLT HTs HsL 
435 3350 52 144 154 5,9 1 1,03 1,03 1,21 1,48 1,41 

Tableau 5. Coefficients des modeles macroscopique et polycristallin pour 
l'a~liage 7475 (unites: MPa, s)- (E=74 GPa, v=0,34, n=25, ki3=K=40 MPa slln) 
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5.2.2. Calcul de structure 
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Figure 5. Calcul de structure sur une eprouvette entaillee 
[a] Maillage 
[b] Distribution de la deformation equivalente dans la section minimale 
[c) Variation du diametre de la section minimale enfonction de !'angle 

Des calculs de structure ont ensuite ete effectues pour representer le 
comportement d'eprouvettes entaillees, dont Ia forme est illustree sur le maillage de 
Ia figure Sa. Malgre !'absence de symetrie, et pour des problemes lies au temps CPU 
sur station de travail, seule une moitie d'eprouvette est entree dans le calcul, ce qui 
fait que les comparaisons ne peuvent pour l'instant 6tre que qualitatives. Le maillage 
comporte 384 elements a 20 noeuds et a integration reduite (8 points de Gauss par 
element), et 5715 degres de liberte. En chaque point d'integration, le materiau est 
represente par les 212 orientations les plus probables (92% de Ia fraction 
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volumique), soit 6366 variables internes. Le calcul necessite environ une semaine 
CPU sur une station de travail a 40 MFlops. II montre que la distribution de 
deformation est loin d'etre homogene au sein de la section minimale de l'eprouvette. 
La position de la zone de deformation maximale varie au cours du chargement entre 
le bord (profil elastique), puis plusieurs points situes a une distance intermediaire 
entre le centre et la surface, comme illustre sur la figure 5b, enfin le centre en fin de 
traction. Au cas ou l'on chercherait a determiner une deformation moyenne par 
l'intermediaire d'un extensometre diametral, la mesure obtenue varierait le long de la 
circonference, puisque la section minimale prend une forme de losange aux coins 
arrondis (fig. 5b). La valeur de Ia mesure prevue par le calcul est reportee en figure 
5c en fonction de Ia position de l'extensometre. Sur une base de mesure de 6 mm, la 
deformation moyenne oscillerait done entre 5% et 5,2%, ce qui masque en fait des 
zones bien plus deformees (fig. 5c). 

6. Conclusion 

L'utilisation des modeles polycristallins doit etre encouragee pour deux raisons 
principales : 

- apres homogeneisation de toutes les contributions microstructurales, la reponse 
inelastique macroscopique fournie par ce genre de modele est en general plus fiable 
que celle des modeles macroscopiques, en raison du caractere plus physique de la 
demarche suivie ; 

- avant homogeneisation, les reponses locales obtenues sur chaque mecanisme 
fournissent une information precieuse pour la construction de modeles 
d'endommagement, qui doivent etre bases sur des variables de l'echelle oil s'amorce Ia 
rupture. 

En calcul de structures, i1 y a deux manieres d'utiliser de tels modeles : 

- en post-traitement ; Ia methode consiste alors (i) a effectuer le calcul de 
structure avec un modele macroscopique classique, (ii) a isoler le ou Ies points qui 
semblent critiques en termes de contraintes ou de deformations maximales atteintes, 
et (iii) a utiliser l'histoire de deformation obtenue dans le premier calcul comme 
entree du modele polycristallin ; ]'interet de cette approche est de decoupler les 
elements finis et le modele polycristallin, son inconvenient est que l'histoire de 
deformation utilisee n'est probablement pas celle qui aurait ete obtenue par le calcul 
complet avec le modele polycristallin ; 

- en calcul direct ; i1 s'agit alors d'utiliser directement le modele polycristallin 
en elements finis ; le present travail montre que cette derniere solution est 
maintenant envisageable, y compris dans des calculs sur des geometries 
tridimensionnelles. Cela ne va pas sans un alourdissement tres important des calculs 
a effectuer au niveau de chaque point d'integration, lorsqu'il faut integrer un systeme 
differentiel comportant plusieurs centaines ou plusieurs milliers de variables ; 
cependant, il y a toutes les raisons d'etre optimiste de ce cote, car les taches 
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correspondantes sont parallelisables sans effort, si bien que ce mode de calcul est 
particulierement bien adapte aux nouvelles generations de calculateurs. 

Le fait de disposer d'un code muni de relations de comportement de polycristal 
ouvre un grand nombre de perspectives, soit pour effectuer du calcul de structures, 
comme le montre la partie 5, soit, ce qui est sans doute encore plus prometteur d'un 
point de vue scientifique, pour verifier la coherence des modeles utilises. Ainsi, en 
partie 4, on a pu confirmer (pour !'instant sur des orientations elementaires) la bonne 
tenue de la regie de localisation a accommodation elastoplastique proposee par 
[BER 79]. Le modele propose par les auteurs est Soumis ala meme verification, et 
les calculs confirment egalement que la regie d'accommodation conduit a une 
approximation satisfaisante. De telles verifications devront maintenant etre 
poursuivies, en utilisant des grains d'orientations quelconques en position 
d'inclusion. Le meme genre d'approche peut etre employe pour des materiaux 
biphases, ou des materiaux ou l'endommagement est present. 
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