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RESUME. Le developpement des ordinateurs multiprocesseurs a provoque un regain d'interet 
pour les methodes de decomposition de domaines. Le but de cet article est de presenter une 
methode de decomposition de domaines multiniveaux pour Ia methode des elements finis 
avec resolution des problemes interfaces a chaque niveau par une methode directe. Pour 
reduire le cout de calcul des inverses des matrices de rigidite des sous-domaines, on utilise 
une methode multifrontale. Apres un bref rappel de Ia methode du complement de Schur et 
son implantation classique, Ia methode multifrontale est exposee en detail. Une 
comparaison entre ces deux implantations, en terme de nombre d'operations theoriques et 
de temps d'execution mesures, est ensuite proposee. Dans Ia deuxieme partie de ['article, 
['influence de deux parametres est etudiee : le nombre de sous-domaines et le nombre de 
niveaux de decomposition. Enfin, une comparaison entre Ia methode de decomposition de 
domaines multifrontale proposee et une methode sans decomposition est e.ffectuee. 

ABSTRACT. The developpement of multiprocessor computers has led to a new interest in 
domain decomposition methods. The goal of this article is to present a multilevel domain 
decomposition algorithm for the finite element method using a direct solver on the 
interface problems at each level. In order to reduce the cost of building the inverse of the 
rigidity matrices of each subdomain, a multifrontal method is used. After a brief 
description of the Schur complement method and its classical implementation, the 
multifrontal method is presented in detail. A comparison of theoretical number of 
operations and measured execution times between these two implementations is given. In 
the second part of the article, the influence of two parameters is studied : the number of 
subdomains and the number of decomposition levels. Finally, a comparison between the 
multifrontal domain decomposition method and a method without decomposition is 
provided. 

MOTS-CLES : methode des elements finis, decomposition de domaines, decomposition 
multiniveaux, methode multifrontale. 
KEY WORDS : finite element method, domain decomposition, multilevel decompisition, 
multifrontal method. 
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1. Introduction 

II est aujourd'hui admis que l'avenir du calcul scientifique passera par !'utilisation 
des machines multiprocesseurs, et plus particulierement des machines a architecture 
MIMD (Multiple Instruction Multiple Data) oii Ia memoire est physiquement 
repartie entre les divers processeurs. Or Ia programmation de ce type d'ordinateur est 
un veritable defi : il faut concevoir de nouvelles methodes numeriques qui 
contiennent le plus possible de parallelisme, tout en reduisant au maximum les 
communications entre les entites de calcul. Au vu de ces deux imperatifs, pour Ia 
methode des elements finis, les strategies de decomposition de domaines semblent 
particulierement interessantes. 

En dehors des problemes specifiques lies a Ia parallelisation, les methodes de 
decomposition de domaines offrent deux difficultes supplementaires generalement 
reconnues : elles sont lourdes a mettre en reuvre [Debruyne 83] et elles presentent 
souvent des performances sequentielles moindres que des methodes globales sans 
decomposition [Schrem 89]. Afin de proposer un systeme de modelisation par 
elements finis, adapte aux machines multiprocesseurs grace a ]'utilisation des 
methodes de decomposition de domaines et exploitable dans Ia pratique, il est 
necessaire de surmonter ces deux difficultes. 

Une solution aux problemes de la difficulte d'utilisation a ete proposee dans 
[Escaig 93]. Le but du present article est de presenter les methodes numeriques qui 
ont ete developpees afin d'obtenir des methodes de decomposition de domaines dont 
les performances soient au moins comparables et si possible meilleures que celles 
des methodes sans decomposition, meme dans le cas d'une utilisation sequentielle. 
On peut remarquer que de telles methodes de decomposition de domaines auront en 
plus les avantages reconnus a cette classe de methodes : parallelisation efficace, 
modularite, ... 

Dans Ia suite de cet article, nous presentons tout d'abord deux methodes de 
decomposition de domaines avec resolution directe du probleme interface : Ia 
methode classique des sous-structures et Ia methode nouvelle que nous proposons. 
Puis, apres une comparaison de ces deux methodes, nous etudierons !'influence du 
nombre de sous-domaines sur les performances des methodes numeriques, ainsi que 
l'influence du nombre de niveaux de decomposition. L'implantation en parallele des 
methodes proposees dans le present article est expo see dans [Escaig 94]. 

2. Les methodes de decomposition de domaines 

De maniere tres schematique, les methodes de decomposition de domaines 
consistent a partager le domaine de depart W en un certain nombre de sous-domaines 
Wi. Ce decoupage peut etre effectue avec ou sans recouvrement des sous-domaines. 
Nous nous pla~ons ici dans le cas oii il n'y a pas recouvrement. Dans ce cas, le 
probleme de depart peut etre resolu de maniere independante sur chaque sous
domaine, sous reserve de raccorder de maniere adequate les differentes solutions au 
travers des frontieres entre sous-domaines. Pour effectuer ces raccordements, on peut 
envisager plusieurs strategies. L'une d'entre elles consiste a calculer directement Ia 
valeur de Ia solution sur les frontieres des sous-domaines a partir des informations 
recueillies au cours d'un calcul partie] des solutions sur l'interieur des sous-domaines 
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(phase de condensation): c'est Ia methode bien connue du complement de Schur 
[lmbert 79]. Concretement, si l'on choisit Ia methode des elements finis comme 
technique de discretisation, on peut ecrire le systeme d'equations lineaires final a 
resoudre K u = f sous Ia forme : 

0 

kB](UIJ (f1J k23 U2 = f2 
k33 U3 f3 

dans le cas oil le domaine de depart est decoupe en deux sous-domaines, et en 
renumerotant les equations de maniere a faire apparaitre d'abord les inconnues 
internes au premier sous-domaine puis les inconnues internes au second sous
domaine puis les inconnues se trouvant sur Ia frontiere entre les sous-domaines. En 
utilisant les deux premieres equations, on peut eliminer les inconnues u1 et u2 de Ia 

3ieme equation et on obtient le systeme suivant : 

:;](:}(~:] 
[k33l- [k3I] [kur1 [kB]- [k32l [k22r1 [k23] 
{/3}- [k31l [kur1 {t~}- [k32l [k22r1 {t2} 

Dans le cas d'un operateur coercif, les blocs Kii sont inversibles car ce sont les 
matrices associees au probleme de depart avec des conditions aux lirnites de Dirichlet 
homogenes sur !'interface. 

La matrice S est appelee matrice du complement de Schur. Le probleme a 
resoudre sur l'interface, appele probleme global ou probleme interface, s'ecrit done : 

s ll3 = :G sur r (1) 

Pour resoudre ce probleme global, on peut proceder de deux manieres. 

La pr~miere maniere consiste a construire explicitement Ia matrice S et le second 

membre f3, puis a resoudre de maniere directe le systeme lineaire ainsi obtenu. C'est 
la strategie qui est employee dans Ia methode des sous-structures, bien connue en 
mecanique des solides. 
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Cependant, la construction explicite de la matrice S peut s'averer tres cofiteuse 
car elle necessite !'inversion des matrices ~i· D'ou l'idee d'utiliser, pour resoudre le 

probleme (1), des methodes iteratives qui ne necessitent pas le calcul explicite de la 
matrice S, mais uniquement celui du produit de cette matrice par des vecteurs [Le 
Tallec 90]. 

Pour la suite du travail presente ici, nous avons choisi d'approfondir les 
methodes directes. Ce choix peut paraitre discutable, etant donne que, dans les 
methodes directes, on calcule explicitement la matrice du complement de Schur. Ce 
cacul entraine d'une part une augmentation du temps d'execution, ainsi que la place 
memoire necessaire. Plusieurs raisons motivent ce choix. 

Tout d'abord, les methodes directes sont robustes, critere determinant, surtout 
dans le cadre d'applications de mecanique des solides non lineaire ou les matrices 
tangentes sont particulierement mal conditionnees. 

De plus, les methodes directes sont applicables telles quelles a tous les types de 
problemes et de geometries. Pour les methodes iteratives, le choix du 
preconditionneur optimal qui conduira aux meilleures performances est souvent lie a 
la nature du probleme ou a la geometrie. Ce point est important en vue d'une 
utilisation industrielle. 

Un autre avantage des methodes directes est qu'elles permettent une estimation 
precise du temps calcul en fonction de la geometrie du probleme alors que ceci est 
difficile et parfois impossible pour une methode iterative. La encore, dans un cadre 
industriel, cet avantage est important car il permet de decider d'effectuer ou non une 
modification ou une etude supplementaire en fonction des cofits de calcul entraines. 

D'autre part, les methodes directes permettent d'envisager !'utilisation de 
decompositions de domaines multiniveaux. Cette possibilite, theoriquement 
possible pour les methodes iteratives, semble peu envisageable dans la pratique. En 
effet, !'utilisation de solveurs iteratifs pour les problemes locaux dans le cas d'un 
seul niveau de decomposition apparait deja tres inefficace [Roux 89]. Done, pour des 
problemes industriels comportant jusqu'a dix niveaux de decomposition, les 
methodes iteratives ne semblent pas bien adaptees. En revanche, il est toujours 
possible d'utiliser une methode directe pour traiter les sous-domaines jusqu'a la 
racine, puis une methode iterative pour le probleme racine [Roge 93]. 

Enfin, les methodes directes permettent une plus grande modularite dans 
!'utilisation des methodes de decomposition de domaines. En effet, il est possible, 
dans certains cas, de reutiliser des sous-domaines deja calcules auparavant, ce qui 
peut conduire a la creation de bibliotheques de sous-structures. 

3. La methode des sons-structures 

La methode des sous-structures, bien connue en mecanique des solides, reprend 
pas a pas la methode du complement de Schur [lmbert 79]. L'enchainement des 
operations effectuees peut etre resume de la maniere suivante, dans la cas ou l'arbre 
des sous-structures ne comporte qu'un seul niveau de decomposition : 
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a - Condensation des sons-structures 

pour chaque sous-structure faire : 

1 - calcul et assemblage des matrices elementaires dans les matrices de 
rigidite [kjj]. [kjf]. [kff] 

2 - factorisation de la matrice [kjj] 

3- calcul du produit ['ll] = [kjir 1.[kjf] 
pour ind = 1, nombre de n(£uds frontieres 

resoudre [kiil . ['llhnd = [kifhnd 

4 - calcul de la matrice de rigidite condensee 

[k:ffl [kffl [kfil [kiir1 [kifl 

5 - calcul du second membre condense 
resoudre [kul {q} = {fi} 

calculer {ff} = {ff} [kfi] {q} 

6 - assemblage de la matrice [kff] barre dans la matrice de rigidite 

condensee globale [ K] 

7 - assemblage du second membre condense dans le second membre 

condense global [F] 

b - Resolution du probleme interface 

1 - factorisation de la matrice [ K] 

2 - resolution 

c - Restitution des resultats 

pour chaque sous-domaine faire 

1 - calcul de { Uj} = { q} + ['ll] . { Uf} 

Cette implantation, classique, de la methode des sons-structures presente 
l'avantage de pouvoir etre facilement derivee d'une implantation existante de la 
methode des elements finis. En effet, a !'exception du module d'assemblage des 
matrices de rigidite [kjj]. [kjf], [kff] qui est particulier, tous les autres modules sont 
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deja presents. Cela permet done de construire rapidement un systeme de sous
structuration dans un programme elements finis. Neanmoins, cette methode 
numerique presente un inconvenient majeur, a savoir le cout tres important de l'etape 
d'inversion de la matrice [kiiJ, cout que l'on ne retrouve pas dans la methode des 
elements finis sans decomposition. Les premiers resultats de performances le 
confirment. Ces premieres mesures ont ete obtenues en resolvant !'equation de 
Poisson en 2D, sur un carre discretise regulierement a l'aide de triangles a trois 
nreuds (element Pl). Dans cet exemple, le domaine carre a ete decoupe en quatre 
sous-structures identiques, mais cette identite n'a pas ete exploitee lors de la 
resolution afin de pouvoir faire des comparaisons avec une methode sans sous
structuration. Les deux methodes, avec et sans sous-structuration, sont programmees 
de la maniere la plus proche possible pour faciliter les comparaisons. Elles utilisent 
toutes les deux le meme gestionnaire de memoire, les memes calculs elementaires et 
le meme solveur (algorithme de Choleski). Les resultats, obtenus sur une station de 
travail IBM RS/6000, sont indiques dans la figure 1. 

Temps d'execution 
en sec. 

0 2000 4000 6000 8000 1.0 104 1.210 
4 

1.410 
4 

Nombre de d.d.l. 

Figure 1. Comparaison entre Ia methode classique des sous-structures et une 
methode sans decomposition 

Si l'on mesure plus finement le temps d'execution des differentes etapes de 
l'algorithme, on s'aper~oit que l'etape d'inversion de la matrice [kii] consomme 
environ 75% du temps total de resolution. Done, afin de rendre competitives les 
methodes de decomposition de domaines avec resolution directe du probleme 
interface, il est necessaire de reduire, voir de faire disparaitre, cette etape d'inversion 
explicite de la matrice [kii]. Pour cela, nous proposons d'utiliser une methode 
multifrontale. 
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4. La methode multifrontale 

Rap pels sur la methode frontale 

Introduite par Irons en 1969 [Irons 69], la methode frontale est une methode qui 
permet de tenir compte de la topologie des equations issues de la methode des 
elements finis, afin de reduire l'encombrement memoire. Pour cela, les etapes 
d'assemblage et d'elimination sont imbriquees. 

Au cours du processus d'assemblage de la methode des elements finis, a un 
instant donne, seuls quelques nreuds sont actifs, c'est-a-dire que ces nreuds sont deja 
apparus lors de !'assemblage d'un element, et qu'ils apparaitront plus tard dans 
d'autres elements. Ces nreuds actifs constituent, a un instant donne, ce que l'on 
appelle un front. En revanche, les autres nreuds soit ne sont pas encore apparus, soit 
ont deja ete totalement assembles et ont pu etre deja elimines. 11 n'est done pas 
necessaire de leur allouer une ligne et une colonne dans la matrice de rigidite globale. 
Dans la methode frontale, des qu'un degre de liberte n'est plus actif, il est elimine de 
la matrice de rigidite, appelee matrice frontale car elle ne contient que les nreuds 
actifs presents dans le front. On comprend done que la taille de Ia matrice frontale va 
"osciller", c'est-a-dire tantt)t augmenter avec I' assemblage des degres de liberte de 
nouveaux nreuds actifs, tantCit diminuer avec !'elimination des degres de liberte de 
nreuds qui ne sont plus actifs. 

Afin d'eliminer un degre de liberte de la matrice frontale, on effectue une etape de 
la methode de Gauss ( ou de Choleski) sur cette matrice frontale en prenant comme 
ligne pivot, Ia ligne du degre de liberte a eliminer. 

Ensuite, on retire cette ligne de la matrice et on Ia sauvegarde dans une structure 
de donnees speciale, que l'on peut soit conserver en memoire centrale, soit plus 
generalement dans une memoire secondaire, sur disque par exemple. 

A la fin de ce processus, lorsque tous les elements ont ete assembles, et tous les 
degres de liberte elimines, la matrice de rigidite globale factorisee se trouve dans la 
structure de donnees de sauvegarde. 11 ne reste plus qu'a parcourir celle-ci, dans l'ordre 
inverse ou les degres de liberte ont ete elimines, afin d'obtenir la solution du 
systeme. 

La methode frontale apparait comme la methode la plus souple en ce qui 
conceme l'ordre d'elimination des variables. 11 est en effet tres facile de decider a quel 
moment telle ou telle variable doit etre eliminee. 11 suffit pour cela de la conserver 
dans Ia matrice frontale, et de retarder son elimination. 

De plus, compte tenu de la taille limitee de la matrice frontale, elle s'adapte tres 
facilement a Ia taille de memoire centrale disponible, en evitant le decoupage des 
matrices en blocs et done de nombreux mouvements d'entree/sortie. 11 est possible de 
mettre en place des strategies de choix des fronts qui consistent a conserver des d.d.l. 
dans le front plus longtemps que necessaire avant de les eliminer pour occuper ainsi 
toute la memoire disponible. 

Enfin, comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, Ia methode frontale 
s'adapte tres bien aux methodes de sous-structuration, sous la forme de la methode 
que nous appelons multifrontale. 
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La methode multifrontale 

Dans Ia litterature, on utilise le nom de methode multifrontale pour designer 
deux methodes numeriques proches, mais neanmoins differentes. En effet, pour 
[Duff] par exemple, Ia methode multifrontale est utilisee afin de factoriser une 
matrice, souvent creuse, deja existante. On utilise pour cela un arbre d'elimination 
afin de creer des fronts de variables pouvant etre eliminees en parallele. Cette 
approche consiste uniquement a degager un ordre particulier d'elimination des 
variables. Elle est completement deconnectee de Ia methode des elements finis, et 
peut etre utilisee pour n'importe quelle matrice. 

Pour notre part, dans Ia suite du document, nous appellerons methode 
multifrontale une methode qui couple Ia methode frontale decrite au paragraphe 
precedent, et une methode de decomposition de domaine. 

Du point de vue du principe de l'algorithme, Ia methode multifrontale est 
identique a Ia methode des sous-structures c'est-a-dire qu'il y a condensation des 
matrices de rigidite, assemblage des matrices condensees, resolution pour les n<l!uds 
de liaison puis restitution sur les ncl!uds internes. La difference apparait dans la 
maniere d'effectuer ces calculs. 

L'idee de base de Ia methode multifrontale utilisee est d'appliquer Ia methode 
frontale a chaque sous-structure, en assemblant normalement tous Ies elements de Ia 
sous-structure, c'est-a-dire en inserant dans Ia matrice frontale des nreuds internes et 
des nreuds frontieres. En revanche, on s'interdit d'eliminer les degres de liberte (d.d.l.) 
attaches aux nreuds frontieres. Done, a Ia fin du processus d'assemblage-elimination 
au sein de chaque sous-structure, il ne reste plus dans Ia matrice frontale que les 
termes correspondant aux degres de liberte portes par les nreuds frontieres. Or, ces 
equations ont ete modifiees par !'elimination successive de tous les degres de liberte 
internes de Ia sous-structure. Ceci correspond exactement au processus de 
condensation. On retrouve cette idee par exemple dans [Keunings 92]. 

La matrice frontale qui reste a Ia fin du processus d'assemblage-elimination est 
done exactement la matrice de rigidite condensee calculee dans Ia methode des sous-

structures (matrice [ k ff] de l'etape a-4). 

Les etapes de Ia condensation des sous-structures sont done rigoureusement les 
memes que celles d'une methode frontale classique. Les phases explicites d'inversion 
de Ia matrice [kiil• de calcul de Ia matrice [F) et de la matrice de rigidite condensee 
ont done completement disparu. On peut done esperer obtenir de bien meilleures 
performances avec Ia methode multifrontale qu'avec Ia methode des sous-structures 
presentee precedemment. 

5. Comparaison entre Ia methode des sons-structures et Ia methode 
multifrontale 

La methode des sous-structures et Ia methode multifrontale peuvent toutes les 
deux etre vues comme deux implantations differentes de Ia methode d'elimination de 
Gauss par blocs [lmbert 79]. Elles conduisent done aux memes resultats 
numeriques, bien que les operations effectuees soient differentes. On peut voir cela 
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comme le deroulement du meme algorithme sur deux permutations d'une meme 
matrice. 

Dans la methode des sous-structures, les operations effectuees sur les inconnues 
qui correspondent a des degres de liberte portes par des nceuds interieurs a la sous
structure, que nous appellerons simplement inconnues internes dans la suite de cet 
article, soot completement separees de celles effectuees sur les inconnues 
correspondant a des degres de liberte portes par des nceuds de la frontiere de la sous
structure, que nous appellerons simplement inconnues frontieres dans Ia suite de cet 
article. En effet, on commence par factoriser la matrice de rigidite qui correspond aux 
inconnues internes, puis de maniere separee, on repercute ces operations sur la 
matrice de rigidite des inconnues frontieres, en utilisant pour cela la matrice de 
couplage [kif]. 

Dans Ia methode multifrontale, les operations effectuees sur Ies inconnues 
internes et les inconnues frontieres ne soot plus separees, mais effectuees en meme 
temps au cours du processus d'assemblage-elimination frontal. Ceci permet de faire 
disparaitre Ia matrice de couplage. II n'est done plus necessaire de calculer 

explicitement le produit [kiir' [kir], ce qui evite Ia resolution, tres couteuse de 
nfr systemes lineaires, oil nfr est le nombre d'inconnues frontieres. Ces calculs soot 
faits implicitement puisque les inconnues internes et les inconnues frontieres soot 
presentes simultanement dans le systeme frontal. 

On peut done s'attendre a de meilleures performances pour Ia methode 
multifrontale que pour Ia methode des sous-structures. Pour le verifier, un modele 
theorique du nombre d'operations effectuees par chacune des methodes a ete 
developpe. 

Nombre d'operations de Ia methode des sous-structures 

Soient les notations suivantes : 

• lb : largeur de bande de Ia matrice kii 

• ntr : nombre d'inconnues internes 
• nfr : nombre d'inconnues frontieres 
• a : facteur de remplissage de Ia matrice de couplage [kif] (typiquement 

a= 0.01) 

Si on ne considere que l'etape de condensation de Ia matrice de rigidite de Ia sous
structure par Ia methode des sous-structures, les operations effectuees soot : 

• la factorisation de Ia matrice de rigidite [kiil· Cette matrice a pour dimension 

(ntr X ntr) avec une Iargeur de bande lb. La factorisation requiert ntr etapes de 
l'algorithme de Gauss, soit : 

N fac = ntr (2 lb2) 
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• le calcul du produit <l> = [kiiT1 [kir] (etape a-3), ce qui revient a nfr resolutions 
de systemes lineaires. Une etape de descente necessite (2 ntr lb) operations, soit au 
total : 

NM = ntr (4 nfr lb) 

• le calcul du produit matriciel [kfi] F (etape a-4), soit (2 n~ nfr) operations. Mais 
la matrice [kfi] etant creuse, chaque ligne ne contient que (a ntr) termes non nuls qui 
correspondent aux nreuds internes voisin des nreuds frontieres. D'ou : 

NP = ntr (2 a2 nfr ntr) 

Ceci donne un cofit total pour Ia condensation par la methode des sous-structures 
de: 

N sous-structure = ntr (2 lb 2 + 4 nfr lb + 2 a 2 nfr ntr ) 
(2) 

Nombre d'operations pour Ia methode multifrontale 

Dans la methode multifrontale, la condensation de Ia matrice de rigidite est 
totalement effectuee au cours du processus d'assemblage-elimination frontal, en 
meme temps que Ia factorisation de Ia matrice de rigidite des inconnues internes. 

Soit lfrt la largeur frontale maximale. Pour une matrice pleine de dimension lfrt, 

une etape de l'algorithme de Gauss requiert 2.lfrt (lfrt - 1) "' 2lfrt 
2 

operations. 

On elimine toutes les inconnues internes, ce qui represente ntr etapes de l'algorithme 
de Gauss. D'ou : 

N mf = ntr (2. lfrt 2) 
(3) 

Cette valeur Nmf est une borne superieure du nombre d'operations. En realite, le 
nombre d'operations de Ia methode multifrontale depend de la largeur de front 
instantanee lfrinst a chaque etape de l'algorithme. Pour prendre ceci en compte, on 
utilise dans les formules precedentes non plus Ia largeur frontale maximale lfrt mais 
une largeur frontale moyenne lfrm, que I' on peut definir a partir des largeurs frontales 
instantanees par [Sloan 89] : 

I lfrinsti
2 

lfrm i = 1 (4) 
N 
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Cette moyenne, qui correspond a une moyenne quadratique, se justifie dans notre 
cas car elle entraine un decompte exact du nombre d'operations si celui-ci est estime 
par la formule : 

N0 p = N lfrm2 

En effet, le cout exact de !'elimination en fonction de la largeur frontale 
instantanee s'ecrit : 

n 

N ex = L lfrinstf 
i=l 

On obtient done la formule suivante pour le nombre d'operations de la methode 
multifrontale : 

2 
N mf = ntr (2. lfrm ) 

(5) 

Pour une geometrie quelconque, les variables lb, lfrt, lfrm, nfr et a ne sont pas 
calculables a priori. En revanche, dans le cas d'une geometrie simple, maillee 
regulierement, ces variables peuvent etre estimees, ce qui permet d'etayer la validite 
des formules precedentes. Comme pour la comparaison entre la methode des sons
structures et une methode sans decomposition, on considere le probleme de la plaque 
carree decoupee en quatre sous-domaines. Les trois courbes du nombre d'operations 
effectuees en fonction du nombre de d.d.l. pour la methode des sons-structures (Ns
s), la methode multifrontale avec la largeur frontale maximale (Nmf-max)(3) la 
methode multifrontale avec la largeur frontale moyenne (Nmf-moy)(5) sont 
presentees sur la figure 2. 

-~ 3e+ar----------..... ----.------....,.--....., 

e. 
'8: 2. 5e+E 
_o 
"0 

!:l 2e+8 

~ 
~: 1.5e+E 

le+8 

5e+7 
. . 

/; 
;(. .. 

.. ·· .·· 

~-········· 

0~--------------~~~------------.J 

Ns-s 

Nmf-max 

Nmf-moy 

0 1000 2)00 3000 ~000 5000 ~000 7000 
Nombre de d.d.l. 

Figure 2. Courbes du nombre d'operations estimees des methodes des sous
structures et multifrontale 
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Bien qu'il soit tres difficile de relier directement le nombre d'operations 
arithmetiques au temps calcul, il est neanmoins possible de les comparer 
qualitativement. La figure 3 indique les temps calculs obtenus pour les deux 
methodes sur un superordinateur Cray Y-MP/4-128. Ces resultats ont ete obtenus 
pour !'application entiere, et contiennent done d'autres operations non comptabilisees 
ici, mais qui sont les memes pour les deux methodes. 

8 -c.i 
~ Methode des 
$6 

~ 
u 
!_4 
~ 

2 multifrontale 

0 
0 2000 4000 6000 8000 

d.d.l. 

Figure 3. Temps calcul d'une resolution complete pour les deux methodes en 
fonction de d.d.l. 

On peut remarquer que les courbes des temps calcul et des nombres d'operations 
evoluent sensiblement de Ia meme maniere. 

Analyse des resultats 

Dans Ia methode multifrontale, la complexite de l'algorithme est pilotee par Ia 
largeur frontale moyenne lfrm. Or, nous avons vu que, dans la matrice frontale, 
etaient presentes simultanement les inconnues frontieres et les inconnues internes 
actives a ce moment de l'algorithme. Soit lfmi la largeur frontale moyenne 
(respectivement lfrti Ia largeur frontale maximale) due aux inconnues internes, 
independamment des inconnues frontieres. On peut done ecrire : 

Jfrm < nfr + lfmi et Jfrt < nfr + lfrti 

Si on utilise la valeur limite de lfrm egale a nfr + lfmi dans Ia formule (5), on 
obtient: 

N mf = ntr (2 lfmi 2 + 4 nfr lfmi + 2 nfr 2 ) 
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On constate que cette formule est equivalente a celle du nombre d'operations de la 
methode des sous-structures, sous reserve que lfmi et lb soient comparables. Or, il a 
ete montre [Sloan 89] que lfmi et lb etaient du meme ordre de grandeur. Done, dans 
le cas oil lfrm = nfr+lfmi, la methode multifrontale et la methode des sous
structures, executent le meme nombre d'operations. 

Mais, si au cours du processus d'assemblage-elimination frontal, les inconnues 
frontieres n'apparaissent qu'a la fin, les inconnues internes peuvent prendre la place 
des inconnues frontieres dans la matrice frontale. A la limite, on a : 

lfrm = lfmi et lfrt = nfr 

On peut done donner les encadrements de ljrm et lfrt pour la methode 
multifrontale : 

lfmi < lfrm < nfr + lfmi 
nfr < lfrt < nfr + lfrti 

Interpretation qualitative 

Dans le cas d'une equation aux derivees partielles elliptique, la solution en 
n'importe quel endroit du domaine depend de l'ensemble des inconnues du domaine. 
Lorsque le domaine est decoupe en elements finis, il est possible de faire diffuser 
cette influence a tout le domaine etape par etape, en remarquant qu'un noeud du 
maillage n'est directement influence que parses voisins : c'est le principe de localite 
de la methode des elements finis. Cette diffusion etape par etape est effectuee lors de 
la resolution du systeme d'equations lineaires final, ce systeme d'equations lineaires 
ayant une structure creuse particuliere. C'est egalement ce qui se passe avec les 
fronts successifs de la methode frontale. 

Au cours du deroulement de la methode multifrontale, les inconnues frontieres ne 
sont pas eliminees. En revanche, les lignes de la matrice frontale qui leur 
correspondent sont modifiees par l'elimination de toutes les inconnues internes. Ces 
lignes "portent" done toute l'influence de la sous-structure. C'est le phenomene de 
condensation. Si les inconnues frontieres sont assemblees en dernier dans la matrice 
frontale, les lignes de la matrice qui leur correspondent vont etre uniquement 
modifiees par !'elimination des inconnues internes presentes dans la matrice a ce 
moment, ce qui preserve le caractere local de la methode, et done la structure creuse 
du systeme d'equations lineaires. En revanche, si les inconnues frontieres sont 
presentes des le debut dans la matrice frontale, toutes les inconnues internes vont 
venir directement modifier les lignes qui correspondent aux inconnues frontieres. On 
obtient evidement les memes resultats que precedemment, mais on a par ce fait perdu 
ce principe de localite pour les inconnues frontieres, et done la structure creuse. Ceci 
entraine un nombre important d'operations supplementaires. 

Dans la methode des sous-structures, on commence par factoriser un systeme 
d'equations lineaires correspondant aux inconnues internes, d'une maniere classique, 
qui respecte la localite des operations et done la structure creuse de la matrice. Puis 
on effectue le produit suivant : 
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Ceci peut etre interprete comme Ia diffusion de l'influence de toutes les 
inconnues internes sur les inconnues frontieres. Cette operation viole done le 
principe de localite decrit precedemment et s'avere done tres couteuse. C'est Ia raison 
pour laquelle Ia methode des sous-structures est moins performante que Ia methode 
multifrontale, sous reserve que, pour Ia methode multifrontale, les elements soient 
elimines dans un ordre optimal. Afin de generer cet ordre optimal, un optimiseur de 
largeur de bande multifrontale a ete developpe [Escaig 92]. 

6. Influence du nombre de sons-structures 

Lorsque l'on utilise une methode de decomposition de domaines, le probleme du 
choix du decoupage en sous-domaines apparait immediatement. Si ce decoupage n'est 
pas guide de maniere naturelle par Ia physique du probleme, l'utilisateur est 
confronte au dilemme suivant: faut-il creer beaucoup de petits sous-domaines, ou 
tres peu de gros sous-domaines. En d'autres termes, queUe est Ia taille optimale a 
donner aux sous-domaines ? 

Des qu'il est question d'optimalite, il est necessaire de definir le critere 
d'optimalite, ainsi que les contraintes imposees au systeme. 

Dans notre cas, Ia seule contrainte qui s'exerce sur l'utilisateur est celle de Ia 
place memoire disponible. En effet, Ia taille des sous-domaines doit etre telle que 
leur calcul puisse s'effectuer en memoire centrale. Nous ferons !'hypothese ici que le 
probleme peut etre entierement calcule en memoire centrale, que! que soit le nombre 
de sous-domaines. Si tel n'etait pas le cas, ceci imposerait une borne inferieure au 
nombre de sous-domaines. 

Differents criteres d'optimalite peuvent etre envisages. On peut penser a 
l'equilibrage des taches lors d'une execution en parallele. On peut egalement essayer 
d'optimiser Ia place memoire. Nous avons choisi dans cette analyse le temps 
d'execution, qui est directement lie au nombre d'operations. 

La methode des sous-structures est composee de deux parties consommatrices de 
temps machine : Ia condensation des sous-structures et le calcul des inconnues 
frontieres. La partie de restitution de Ia valeur des inconnues frontieres demande un 
temps d'execution negligeable. 

Les phases de condensation et de calcul des inconnues frontieres agissent a Ia 
maniere de vases communiquants : si on augmente le nombre de sous-structures, on 
diminue le temps global de condensation, mais on augmente le nombre d'inconnues 
frontieres, et done le temps de leur calcul. 

Voyons tout d'abord comment evolue le temps de condensation en fonction du 
nombre de sous-domaines. 

D'apres (5), le nombre d'operations effectuees lors de Ia condensation d'une sous
structure par Ia methode multifrontale est : 

N mf = ntr (2. lfrm 2) 
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Cette formule est lineaire en ntr. Done, Je fait de diminuer le nombre des nceuds 
internes de chaque sons-structure sera exactement compense par !'augmentation du 
nombre de sous-structures. En revanche, le nombre d'operations diminue avec le 
carre de la largeur frontale moyenne. Tout va done dependre de la diminution de la 
largeur frontale moyenne, due a une augmentation du nombre des sous-domaines. 

La deuxieme composante significative du temps d'execution dans les methodes de 
decomposition de domaines est la resolution du systeme d'equations lineaires final 
correspondant aux inconnues frontieres. La matrice associee a ce systeme est pleine, 
ce qui implique un nombre d'operations, si nlng est la taille de la matrice : 

2 nlng 3 
N fac = _ ___::::.._ 

3 

Ce nombre d'operations est toujours croissant avec la taille du systeme. Le 
nombre total d'operations pour la methode multifrontale, en utilisant la largeur 
frontale moyenne, est done : 

nss 

Nmf = _2,2 ntri lfrmf + 
i=l 

2 nlng3 

3 

(6) 

Afin de valider ce modele, on peut choisir un probleme avec une geometrie 
simple sur laquelle on va pouvoir determiner a priori la valeur des differents 
parametres. On considere done une plaque carree bi-dimensionnelle, maillee 
regulierement a l'aide de triangles a 3 nceuds, sur laquelle on resout !'equation de 
Laplace. 

Decoupage en bandes 

Cette plaque est decoupee en bandes afin de former les sous-domaines. Pour cet 
exemple, on obtient les courbes du nombre d'operations en fonction du nombre de 
sous-domaines indiques sur la figure 4. 

La courbe du nombre total d'operations etant strictement croissante, cela veut 
dire que la diminution de la largeur frontale ne compense a aucun moment 
!'augmentation du nombre d'operations due aux inconnues frontieres. On peut 
expliquer cela par la forme des sous-domaines. lis sont tres allonges, done le 
pourcentage d'inconnues frontieres par rapport aux inconnues internes est grand. On 
peut juste observer une croissance plus faible du nombre total d'operations entre 2 et 
10 sous-structures. Les parts respectives de la condensation et de Ia resolution du 
probleme frontiere sont egalement presentees sur Ia figure 4. 

Comparons maintenant ces resultats avec !'experience : Ia figure 5 montre 
!'evolution des temps de calcul en fonction du nombre de sous-structures, pour un 
probleme a 3721 d.d.l. Les tests ont ete realises sur une station SUN Spare 1. 
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Figure 4. Evolution du nombre d'operations estimees en fonction du nombre de 
sous-domaines 
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Figure 5. Evolution du temps d'execution en fonction du nombre de sous-domaines 

Qualitativement, les courbes des figures 4 et 5 sont tres similaires, ce qui tend a 
valider les modeles proposes. 

Decoupage en carres 

Le decoupage en bandes que nous venons de voir n'entraine pas de reduction du 
nombre d'operations. Ceci est dfi au grand nombre de n<:J:uds frontieres cree par ce 
decoupage. Pour remedier a cela, on effectue maintenant un decoupage en carres de la 
plaque. 
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En faisant le meme type de calculs qu'au paragraphe precedent, on obtient une 
courbe du nombre d'operations en fonction du nombre de sous-structures (cf figure 
6-a). 
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largeur frontale maximum 

Figure 6. Evolution du nombre d'operations estimees et du temps d'execution en 
fonction du nombre de sous-domaines pour le decoupage en carres 

En revanche, les temps de calcul observes sont tres differents (voir la figure 6-b). 
Cette difference est due a !'utilisation de la largeur frontale maximale a la place de la 
largeur frontale moyenne. En effet, la largeur frontale maximale est au moins egale 
au nombre d'inconnues frontieres. Or, ce nombre d'inconnues frontiere reste constant 
par sous-domaines, que la plaque soit decoupee en deux ou quatre sous-domaines. On 
n'observe done pas de decroissance dans la courbe du nombre d'operations theorique 
si on utilise Ia largeur frontale maximale. En revanche, Ia largeur frontale moyenne 
diminue avec le decoupage en sous-domaines. L'evolution de la largeur frontale 
instantanee au cours de la condensation d'un sous-domaine est donnee sur la figure 7 
pour un decoupage en deux et en quatre sous-domaines de la plaque de dimension n = 
60. 

Si on utilise dans les equations du modele les valeurs experimentales de la 
largeur frontale moyenne, calculee a l'aide de la formule (4), on retrouve !'allure de la 
courbe 6-b, c'est-a-dire une decroissance du nombre d'operations entre 2 et 4 sous
domaines, puis une remontee entre 4 et 12 (cf figure 8). 

Le probleme de la modelisation plus fine de la largeur frontale moyenne reste 
ouvert, particulierement dans le cas de geometries complexes. Ceci est notamment 
important pour !'estimation a priori du temps d'execution d'un calcul. Neanmoins, 
on peut envisager d'effectuer une condensation symbolique, done peu couteuse, des 
sous-domaines pour determiner precisement la largeur frontale moyenne. 
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Figure 8. Evolution du nombre d'operations en fonction du nombre de sous
domaines en tenant compte de Ia largeur frontale moyenne 

L'exemple precedent montre que, dans certains cas de decoupage, on observe un 
minimum dans Ia courbe d'evolution du temps CPU en fonction du nombre de sous
domaines. Pour verifier cela, nous avons effectue deux autres series de tests, en 
faisant varier le nombre de sous-structures. La premiere est basee sur une plaque 
rectangulaire, maillee regulierement a I' aide de quadrangles Q8 sur laquelle on resout 
un probleme d'elasticite lineaire a 2 degres de liberte par nreud. La plaque est 
decoupee en sous-domaines carres. La seconde est une poutre tridimensionnelle 
maillee a l'aide de briques H8, decoupee en sous cubes. Les resultats de ces deux 
series de tests, effectues sur une station de travail SUN Spare 1, sont donnes sur la 
figure 9. 
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Nombre de sous-domaines Nombre de sous-domaines 

(a) Plaque 20 24 x 24 (3650 d.d.l.) (b) Poutre 30 8 x 8 x 8 (2187 d.d.l.) 

Figure 9. Evolution des temps d'execution en fonction du nombre de sous
domaines avec un decoupage en carres et en cubes 

On retrouve Ia presence d'un minimum pour les deux courbes. Pour le cas 3D, Ia 
courbe ne comporte que 4 points car Ia plus petite discretisation qui permettrait un 
decoupage en 2, 4, 8, 12, 16, 24 sous-domaines devrait avoir au moins 12 elements 
finis dans chaque direction, ce qui conduit a un probleme de taille trop importante. 

D'autre part, on peut noter que Ia courbe crolt de maniere plus forte dans le cas 
3D que dans le cas 2D. Les deux courbes supplementaires du temps de condensation 
et de factorisation de Ia matrice du sous-domaine racine permettent de l'expliquer. En 
effet, on voit que les deux courbes des temps de condensation se comportent de Ia 
meme maniere, alors que le temps de factorisation dans le cas 3D augmente 
beaucoup plus vite. Ceci est dfi aux interfaces 2D entre les sous-domaines 3D, qui 
font croltre plus vite Ia taille du probleme racine que dans le cas 2D aux interfaces 
1D. 

Les deux types de decoupage precedents en carres et en cubes sont optimises 
quant a Ia taille de !'interface et a Ia forme des sous-domaines. Si l'on etudie les 
performances obtenues avec l'algorithme de decoupage automatique, on observe un 
comportement semblable, bien que Ia decroissance soit moins forte (cf figure 10). 
Cela est dfi au plus grand nombre de nceuds frontieres engendres par le decoupage 
automatique. Ceci montre que !'approche avec decoupage automatique, transparente 
pour l'utilisateur, peut reduire le nombre total d'operations, et ceci pour un effort nul 
de Ia part de l'utilisateur. 

Tous les cas presentes ici ont ete calcules sur une machine a processeurs 
scalaires, une station de travail SUN Spare 1. Dans le cas de processeurs vectoriels, 
le temps de resolution du probleme frontiere est diminue car Ia matrice associee est 
pleine, ce qui permet d'obtenir de tres longs vecteurs, et done des performances 
vectorielles tres elevees. Par exemple, sur le cas 3D a 6591 d.d.l., et sans 
optimisation particuliere, on obtient 160 Mflops sur un Cray Y-MP. Le temps 
d'execution de la phase de factorisation aura done tendance a augmenter mains vite 
que sur une machine a processeurs scalaires. La figure 11 presente !'evolution du 
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temps de factorisation pour le probleme de la plaque 2D et du cube 3D, calcules sur 
un ordinateur Cray Y-MP. 

Nombre de sous-domaines Nombre de sous-domaj 

(a) Plaque 2D 24 x 24 (b) Poutre 3D 8 x 8 ) 

Figure 10. Evolution des temps d'execution en fonction du nombre de sous
domaines avec un decoupage automatique 

Nombre de sous-domaines Nombre de sous-domrunes 

(a) Plaque 2D 36 x 36 (8066 d.d.l.) (b) Poutre 3D 12 X 12 x 12 (6591 d.d.l.) 

Figure 11. Evolution des temps d'execution en fonction du nombre de 
sous-domaines avec un decoupage en carres et en cubes sur un processeur 
vectoriel 

7. Decoupage multiniveaux 

L'une des possibilites les plus interessantes qu'offrent les methodes de 
decomposition de domaines est sans doute la creation recursive de sous-domaines a 
partir d'autres sous-domaines et non plus uniquement d'elements finis. Dans ce cas, 
un probleme est represente par un arbre de sous-domaines. Cette possibilite de 
decomposition multiniveaux permet d'une part de rendre la methode encore plus 
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modulaire, et done de traiter des problemes a geometrie tres complexe. D'autre part, 
cela permet egalement de reduire de maniere arbitraire la taille des problemes 
interfaces que l'on doit resoudre. 

Afin de traiter un probleme qui comporte plusieurs niveaux de decomposition, on 
applique de maniere recursive la methode de condensation decrite precedemment, a 
savoir dans le cas de l'arborescence de la figure 12 : 

condenser "ss3" condenser "ss5" 

condenser "ss4" condenser "ss6" 

condetser "ssl" conde~er "ss2" 

~ / 
resoudre sous-structure "rae" 

/ ~ 
restituer "ssl'' 

restiJr "ss3" 

restituer "ss4" 

restituer "ss2" 

restitut "ss5" 

restituer "ss6" 

Figure 12. Exemple de calcul par sous-domaines : derail des etapes 

Les matrices de rigidite condensees sont considerees comme les matrices 
elementaires des sous-domaines que l'on va assembler afin de former la matrice de 
rigidite des sous-domaines de niveau superieur, qui a leur tour seront condensees. 
Pour effectuer cette etape de condensation des sous-domaines de niveau superieur a 
un, on choisit la methode multifrontale, pour les raisons exposees au paragraphe 
precedent. En dehors de la notion de connectivite d'un element fini qui devient 
!'ensemble des numeros des nceuds qui composent les sous-domaines de niveau 
superieur, toutes les etapes d'assemblage et d'elimination frontale peuvent etre 
reprises dans le cadre d'un sous-domaine (parfois appele super-element). La principale 
difficulte qui apparait lorsque l'on utilise des decompositions multiniveaux reside 
dans la gestion des differentes numerotations des nceuds qui sont susceptibles 
d'appartenir a plusieurs sous-domaines de plusieurs niveaux. Cet aspect des choses 
est traite dans [Escaig 93]. La gestion automatisee des differents niveaux de 
l'arborescence des sous-domaines proposee dans cette reference qui a ete effectivement 
mise en place, nous a permis d'etudier de maniere simple !'influence du nombre de 
niveaux dans l'arbre des sous-domaines sur les temps de resolution du probleme. 

Dans Ia partie precedente, nous avons etudie !'influence du nombre de sous
domaines sur le nombre total d'operations effectuees, et nous avons montre que, dans 
certains cas, ce decoupage entraine une reduction du nombre d'operations. Mais, a 
partir d'une certaine limite, ce decoupage conduit a un plus grand nombre 
d'operations a cause de la taille du probleme frontiere. Afin de remedier a cela, on 
peut appliquer de nouveau un decoupage au probleme frontiere en creant plusieurs 
niveaux dans l'arborescence des sous-domaines. Cela ne modifie en rien les sous-
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domaines de base. Cette operation est rendue envisageable et facile a executer grace a 
un ensemble des commandes mises ici ala disposition de l'utilisateur [Escaig 93]. 

Pour faire apparaitre la diminution du nombre d'operations, prenons encore une 
fois l'exemple de la plaque rectangulaire que l'on decoupe en bandes pour plus de 
simplicite. 

"' "' 

Niveau 2 

Niveau I 

Niveau 3 

Niveau 2 

Niveau I 

arborescence 2 niveaux arborescence 3 ni 

La figure 13 montre en detail de quoi sont constitues les differents sous-domaines. 

rae 

~'c"' '"';' 
DO DO DO DO 

arborescence a 2 niveaux arborescence a 3 niveaux 

Figure 13. Composition des differents sous-domaines 

Soit p le nombre de n<J:uds du maillage dans une direction, et nlng le nombre de 
nreuds du probleme racine. Le nombre d'operations necessaires a la factorisation du 
probleme racine, dans le cas ou il n'y a qu'un seul niveau de sous-structuration, est 
egal a: 

nlng = 3 (p+ 1) 

2 nlng 3 
N op = --3-=--

2 [3 (p+ 1) ]3 

3 
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Dans le cas de deux niveaux de sous-structuration (soit 3 niveaux dans l'arbre), la 
methode frontale est appliquee de nouveau sur le deuxieme niveau. 11 faudrait done, 
en toute rigueur, calculer le nombre d'operations effectuees au cours de cette 
elimination frontale. Dans notre exemple, il n'y a que 2 sous-domaines de base par 
sous-domaine de niveau 2. Done, Ia methode frontale n'est constituee que d'une seule 
etape, ce qui nous permet d'utiliser en premiere approximation Ia formule precedente. 
De plus, le but ici est plus de demontrer qualitativement Ia reduction du nombre 
d'operations que Ia quantifier exactement. 

Pour la condensation de chacun des sous-domaines nl et n2, nous obtenons: 

nlng = 2 (p+1) 

2 nlng nl 3 2 [2 (p+1) P 
Nnl = _ ____;::.....:.:.::...._ 

3 3 

Pour la factorisation de la racine, on a : 

nlng = (p+1) 

2 nlng rac3 2 (p+ 1) 3 
Nrac= __ ..::....:c.::.;:__ 

3 3 

soit un nombre total d'operations : 

16 (p+1) 3 16 (p+1) 3 2 (p+1) 3 

Nop = 3 + 3 + 3 

16 (p+1) 3 

3 

34(p+1) 3 ,., 3 
14,7 (p+1) 

3 

Par rapport au cas a un niveau de sous-structuration, le nombre total d'operations 
est reduit d'un facteur 1 ,6. 

En augmentant encore le nombre de niveaux dans l'arborescence, le nombre 
d'operations continue de diminuer, mais de maniere moins importante. Cette 
moindre diminution est du au recouvrement de plus en plus grand entre les sous
domaines de niveaux superieurs. 

Pour verifier ces calculs, nous avons considere le cas d'une plaque carree bi
dimensionnelle, maillee en Q8 sur laquelle on resout un probleme d'elasticite. Pour 
une discretisation de 24 elements dans chaque direction (soit 3650 d.d.l.), nous avons 
decoupe Ia plaque en 24 sous-domaines, en utilisant le decoupage en carre. L'arbre de 
ces sous-domaines est constitue successivement de 1, 2, 3 et 4 niveaux de sous
structuration. Les temps d'execution obtenus sur une station de travail SUN Spare 1 
sont presentes sur Ia figure 14. 

On constate une reduction du temps total d'execution encore superieure aux 
previsions. Entre 1 et 2 niveaux de sous-structuration, le facteur est de 2,8. 
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Figure 14. Evolution des temps d'execution en fonction du nombre de niveaux de 
sous-structuration 

Cette constatation est importante puisqu'elle pennet d'attenuer les effets d'un 
decoupage en un grand nombre de sous-domaines. En effet, un nombre important de 
sous-domaines a tendance a faire croitre le temps de factorisation de la matrice du 
sous-domaine racine alors qu'un decoupage en plusieurs niveaux de sous
structuration le fait baisser. 

D'autre part, cela montre que la modularite des methodes de decomposition de 
domaines ou l'on decoupe de maniere recursive le probleme de depart en sous
problemes de complexite moindre ne va pas a l'encontre de l'efficacite numerique. 

De plus, ce fait peut etre un argument important en faveur des methodes directes 
de resolution du probleme frontiere par rapport aux methodes iteratives qui ne sont 
pas bien adaptees au decoupage multiniveaux. De plus, on peut souligner qu'une 
sous-structuration multiniveaux efficace et facile a mettre en reuvre pennet de reduire 
a volonte la taille du probleme racine, done son coiit en place memoire, tout en 
reduisant le plus souvent le temps de calcul total. 

8. Comparaison avec one methode sans decomposition 

Dans les deux paragraphes precedents, nous avons montre d'une part que la 
methode multifrontale est plus perfonnante que la methode des sous-structures, et 
d'autre part que le nombre d'operations, et done le temps d'execution, depend du 
nombre de sous-domaines. 11 est interessant main tenant de comparer les methodes de 
decomposition de domaines que nous venons de presenter avec les methodes 
classiques, sans decomposition. 

La premiere difficulte d'une telle comparaison reside dans la multitude des 
algorithmes et des implantations qui existent pour les methodes classiques. II 
apparait done tres difficile, sinon impossible de repondre de maniere globale a la 
question : les methodes de decomposition de domaines sont-elles plus ou moins 
efficaces que les methodes classiques ? Une comparaison significative n'est done 
possible que lorsque les algorithmes et les implantations sont proches. 

Le seconde difficulte provient du fait que les temps d'execution pour les methodes 
de decomposition de domaines dependent du nombre de sous-domaines, et plus 



Decomposition de domaines multiniveaux 335 

generalement du decoupage en sous-domaines. II faut done comparer les temps 
d'execution de la methode classique avec }'evolution des temps d'execution des 
methodes de decomposition de domaines en fonction du nombre de sous-domaines, 
pour un type de decoupage donne. 

La figure 15 presente !'evolution du temps d'execution de la methode 
multifrontale en fonction du nombre de sous-domaines par rapport au temps 
d'execution de la methode globale pour un probleme 2D a un d.d.l. par noeud 
comportant 3721 d.d.l. au total. 
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Figure 15. Temps d'execution de la methode globale par rapport a la methode 
multifrontale 

Sans parler de parallelisme, mais uniquement pour des executions sequentielles, 
le decoupage jusqu'en 24 sous-domaines entra1ne une diminution du temps calcul par 
rapport a une methode sans decomposition. 

Pour des problemes 2D et 3D d'elasticite lineaire, on retrouve le meme type de 
resultats (figure 16). 
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Figure 16. Comparaison entre les temps d'execution d'une methode sans 
decomposition et de Ia methode multifrontale 



336 Revue europeenne des elements finis. Vol. 3- no 3/1994 

Les resultats que nous venons de donner pour la methode multifrontale ont ete 
obtenus pour un seul niveau de sous-structuration. Or, le paragraphe precedent a 
montre que l'on peut diminuer le temps de calcul en augmentant le nombre de 
niveaux de sous-structuration. La figure 17 reprend la courbe du temps d'execution de 
la figure xx, en faisant figurer le temps d'execution obtenu avec la methode frontale 
sur !'ensemble du probleme. 
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Figure 17. Comparaison entre les temps d'execution d'une methodes sans 
decomposition et de la methode multifrontale lorsque le nombre de niveaux de 
sous-structuration varie 

9. Conclusion 

Dans cet article, nous avons presente une etude des methodes de decomposition 
de domaines avec resolution directe du probleme interface. Apres avoir decrit la 
methode classique des sous-structures, nous avons propose une nouvelle methode : 
la methode multifrontale que nous avons etendue aux cas multiniveaux. 

Ensuite, nous avons montre que la methode multifrontale est plus performante 
que la methode des sous-structures. 

Nous avons egalement montre que les performances des methodes de 
decomposition de domaines dependent du nombre de sous-domaines que I' on cree a 
partir du domaine de depart, et que, dans la plupart des cas, la methode multifrontale 
proposee permet une reduction du nombre d'operations par rapport aux methodes 
sans decomposition. 

Grace a la methode multifrontale multiniveaux developpee, nous avons pu 
mettre en evidence que l'ajout de niveaux de sous-structuration conduit a une 
reduction du nombre total d'operations effectuees, tout en permettant de reduire de 
maniere arbitraire la taille des problemes interfaces. 
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Du point de vue des performances numeriques, la methode de decomposition de 
domaines multiniveaux proposee apparait done comme une alternative possible aux 
methodes sans decomposition, meme dans le cas de resolutions sequentielles. 
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